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\l; n | Def. 4.0.A (Kondition einer Quadraturformel)
n + 1-Punkt Quadraturformel: / f(a:) dr ~ _ Z ijf(xj) Die Kondition einer Quadraturformel Q%:;)b] : CV([a, b]) — R ist gegeben durch
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Satz. 4.0.B (Quadraturfehlerabschatzung)
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Def. 4.10 (Ordnung einer Quadraturformel)

Eine Quadraturformel Qg’)b] : CY([a, b)) — R hat die Ordnung 7+ 1, falls

b
Q) = [ a)ar vpePn,

d.h. die Quadraturformel ist exakt fur alle Polynome vom Grad < 7.

> Qua&ﬁmﬁzr/cﬁlcmbsoﬁabvnﬁm auf (0,1 : £ (lgb])

: (4.0.8) ]
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weLs ¢ Taylorformel (— Analysis):  fir f € C (I)Ib I: I Annahme " Z. [b-ql C I -P(m)//oo,[().,lj (?gm%uggluga)
flz) = Zk,fk) —a) +/a il )(max{oﬂ? tH D @) de Of-dl’wng me 0) [ chHCMC\(fe( . f\CmT = (b-a)” p @) T
" _ m+I [+
> B o= 2 i £ U] B (-a) + fum F (max{0,+-£3°) £ 1) ol £ Clb-al A o o ‘
=0 . 67& T\’ : Bem «  Transomaton ecner Quadatvelormel andet  ihe

For E 2 E™ . Quadidorbebly-Fonkbimal 20 CQuadadvrfonel dur OIde? m
@

Orc((fwrg nicht |

[_Grund ! Tth I\J)‘ H')va/wamL un!cr aFG'nem Pu[lbd&k ( j



BSP . Acfmclwk(ml( po%nom;a[( n (apolﬂbnsd?e Quiadicurorme

Ugemein: Luwton - - Formel
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Xo =Q ) X = L, =L 4(/2“7’6‘) 1 | Trapezregel 0,1 2,3 —=(b—a)3f P (¢)
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[ L{ Lemma 4.1.A (Notwendige und hinreichende Bedingungen fur Ordnung n + 1)
l, : &C(/(/{,SS 6{ DA O/I’C(YL/ d Die Quadraturformel auf [a, b]
%lgnén'm'a[t l?)(a’p. R.F mit m+l Ponkleny = Ordmmg, == m+ | =Y af(zj), aj€R, a<z;<b, feCa,b),
7=0
Lemma 4.4.A (Maximale Quadraturordnung) is genau dann von der Ordnung n + 1, wenn gilt
Die Ordnung einer n-Punkt Quadraturformel, n € N, ist maximal 2n. aj= / sz(x) dz Vj€{0,...,n}, (10.4.C)
Bewers - a (MWQ 'f 0(9 'P[Xé‘) ‘P (X) (T ()< Xg ) E YBn wobei die lj € P,,j =0,...,n, die Lagrangepolynome zur Knotenmenge {x, . ..,z } sind.
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Notwendige & hinreichende Bedingungen fiir Ordnung 4 der Quadraturformel () auf [a, b|:

&p :

1

H(bqﬂ o™, ¢=0,1,2,3.
q
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Qlp) = / )dtvpeP; & Q)=

> 4 Gleichungen fiir 4 Unbekannte (2 Gewichte o, a1 und 2 Knoten xq, x1); fira = —1, b = 1:
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/ 2 dt = 3= a:gozg + a:%oq , / 3dt =0 = xgozg + a:zfozl .
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Losung mit MAPLE:

1) =

indets (eqgns,

> egns := seqg(int (x*k, x=-1.

> sols := solve(egns, name) ) :

> convert (sols, radical);

wll]l*xi[1l]*k+w[2]*x1[2]"k,k=0.

mcht wneare
G5

.3);

> Gewichte & Knoten:

{al —1,ap=1,20=1/3V3, 21 = —1/3 \/é}

B> Quadraturformel: /_11 f(x)dx = f (\%) + f (__
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‘o = % .
v qeR, o [qR, dx = T gy 18 54) H(gw) — o

L> Ok*bbjéf)d&k{'f: qJ_ o baéu.

- (nnenﬁm@ lof atf

+ Pm., bt Cohenden Ioeflzentn 1. = P, amdm?ﬁzda, be\fhmm‘ﬁ
dvreh 0:~+hogona&#

Kenghv lkhon  dler 5 mit  Gram - Schomidt *Dﬁh%om&@[é(v% vov)

{ b, (£) t' 0 e )
—_ — 'Q" (bm/.(P—; LQ D
/{thr bnl—l Z%_Z (P:]‘O'L)[} PC
= (5114—11;]:‘?6 )L,Z = 0 b] 0 éf é 0

(B3,

Lemma 4.4.D (Existenz einer n-Punkt-Quadraturformel mit Ordnung 2n)
Sei { P;} N, eine Familie von Polynomen mit

on c Pj\{()},

et Baois von T

1
° / q(t)Pj(t)dt =Ofuralleq € P;_; (L2-Orthogonalitét)
—1

e Die Menge {fi(fj) 7_y 1 < j, reeller Nullstellen von P; ist Teilmenge von [—1, 1].

Dann ist

Z s (k)

mit Gewichten gemass (10.4.C) eine Quadraturformel der Ordnung 25 auf [—1, 1].

QM(f) :

Theorem aus der Algebra (Polynomring ist Hauptidealring)

Bewus
Lemma 4.4.E (Polynomdivision) [ N £ Zm |

Zu beliebigen zwei Polynomen p € PP, und g € P,,, wobei g einen von 0 verschiedenen flihrenden
Koeffizienten hat, gibt es zwei Polynome h € P,,,_jund r € P,,,_1 so, dass

p=hg+r.
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L*- okﬁoﬂam& po%n&rne wie w Lemma 41D haben emen Speziellen
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Def. 4.12 (Legendre-Polynome)
Das n. Legendre-Polynom P, € P, ist eindeutig definiert durch

/ h(z)Py(z)dz =0 VheP, | und Py(1)=1.

Legendre polynomials

Riz) = 1 =2
Pz) =z y
P 2($) = %(33:2 o 1) z: / > < i
%@#Mﬂ) 3 \  //l/
Plr) = fat-aat4y) o] N
Ps(z) = ;(63335 ~ 7023 +15z). ,///

Satz 4.16 (Dreitermrekursion fir Legendre-Polynome)
Die Legendre-Polynome Fj, P, ... erflllen die Dreitermrekursion

Pasi(s) = S aPa(s) - ——Po (@), nEN , Rog)=1, Pi(z) =
I 2 a
Lemma [ P dx = T ne
Bewes  (lndutlchon) -
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L)
B | 2
xph—; - Qh -] ,P +o?.ﬂ-"r ’(Dn"z /-7 m
_ L =1
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Satz 4.13 (Nullstellen der Legendrepolynome)
Das Legendre-Polynom Py, n € Ny, hat genau n (verschiedene) Nullstellen in (—1, 1).

?f; e 13,37 NS von B rb C-1,1) mit Vorackenwechse! .
Aavahme - m4h OI(K\) = (7( 59) 6 (4
Orfhog.f:; O = ch/a/x [l hq = fﬁc/dx>0
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Korollar 4.4.F (Eindeutigkeit der Gauss-Quadraturformel)
Auf [—1, 1] gibt es genau eine n-Punkt Quadraturformel der Ordnung 2n.

Definition/Satz 4.13 (Gauss-Quadraturformel)

Seien xg,...,xn € (—1,1) die Nullstellen des Legendre-Polynoms F,,.1 und £, ..., ¢, die
zugehdrigen Lagrange Polynome

Mit der Wahl o = It 1 £j(z)dz hat die Gauss’sche Quadraturformel

Q@M] /] = aof(z0) ++ - + anf(an)
mit n 4+ 1 Knoten die Ordnung 2n + 2, d.h., sie ist exakt fir alle f € Py, 1.

Satz 4.4.G
Die Gewichte der Gauss-Quadraturformeln Q(”) aus Satz 4.13 sind positiv.

Bewess - = T (X-x.) -
WS ’ Cf&?’(x) Kot g Ke) € § =0
0 < f gy Kdx = % ol 4{3()%) Xy q}/)(a—)
/D //éw\s\g'k{ﬂkﬂ” U



Gauss—-Legendre weights for [-1,1]
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Satz 4.19 (Konvergenz der Gaussquadratur)
Fir jede Funktion f € CY((—1, 1] konvergiert Q[f] — fil f(z)dz firn — oo.

[ ctr Safe 0B & Salz von Weopbass ]

Satz 4.18 (Fehlerabschatzung fur Gaussquadratur)
Far f € C?"2([—1, 1]) existiert ein £ € (—1,1), so dass

, 1 _ 2n 2" (nl)? ’ n4
Q( )(f) _jlf(a:) / H(a:—a: dx = or 1 ( 2n) ) f(2 2)(5)’

€ (—1, 1) die Quadraturpunkte von Q(”) sind.

2n—|—2 (é-
(2n + 2)!

wobei z, ..., Tp

P(X}) - ‘P(X})

Bzur@tis : Zu —P (‘ﬂ'no{e P E [Ezrm SO &(a.ss | _ 3 ,él=0,_,n
—>  Hatwaut gabe ’ prlxgl = #0g)
h
=) 2 e- P) [(fep)adx — 2oty (Ep)ixy)

7=0
\,———ﬁr_—_\/

0
Inferpoleebins ehler g

Lemma 4.4.J (Fehlerdarstellung flr Hermite-Interpolation)
Fir gegebene Knotenmenge N =  {zqg,...,z,} erfille p €
Hermite-Interpolationsbedingungen

p(z;) = f(z;) und p'(z;) =
fiir ein f € C?"*2([a, b]).
Dann ist p eindeutig besstimmt und zu jedem x € [a, b] existiert ein £ € (a, b) mit

Pop—1

1 . -
(@) = ple) = gy ) gm ~zj)°
[ Beweds amals g 20 Sofz . 6 —> /Vaobsdnumj
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(E(h)(f@) I é C___L__thz)! (p(am‘-?‘)( ?[7() O ;/7() 0{7<
~
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Ziel . Geoame Cuadalr von cllw™ qlaben lnkﬁmnden atl (a, b
Gillr™ g {a=x; £ x, £ .. £X),4Xy=b7

Pdkh homa'ung Ca,b) U [XJ,,,X&)

f«c(x)o{x = l f Flxlodx ;;Z é?m (£) [widorabea.?]
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Bep- ng . Trapezregel

f‘FGc)o/X /i (£00) +£(]))

0

X3
> f‘P/%)O(X A

O54.) 5 (Blx,.) L) =

b N1
> [€6ddx = KlA-x)Fla) + T SO %,V Blxy) Gy, VY

Sansdislart - x; = b (heta)+ é];é(x})%&\(b))

b
= f{?[x)a/x =

1 function T = trapez(f,a,b,N)
2 % Composite trapezoidal rule on an egquidista grid for the numerivcal
3 % 1ntegration of a continuous function.
4 % a,b are the interval bounds, f must bbe a handle of type €(x) to a
5 % functicn f(x), N i1s the number of“grid intervals.
6 % Note: the functipn f must suppOrt vectorization
7- x = linspace(a,b,N+1); % Initdalize gridpoints
8- fv = f(x); % row vector function values
9- fv(l) = £fv(1)/2; fv(e = fv(end)/2; % special treatment of endpoints
10- T = (b-a)*sum(fv)/N;” % summation

Bsp = Simpsontegel ,
: o Aguundiolart

f«cécla(x ~ h A%)*—/Z F%)
F% S 2Ugatx, ) FLEE)

=

0.5+

]
1 0 1 2 3 4 5 6

function T = simpson(f,a,b,N)

Composite Simpson rule on an equidistant grid for the numerivcal
integration of a continuous function.

a,b are the interval bounds, £ must be a handle of type €(x) to a
function f(x), N 1is the number of grid intervals.

Note: the function f must support vectorization

x = linspace(a,b,2*N+1); % Initialize gridpoints

fv = £(x); % row vector of function values

fv(2:2:end-1) = 4*fv(2:2:end-1); % midpoints of grid intervals

U Wk
of of oP oP oP

7 -
8 -

10 -
11 -

fv(3:2:end-2) = 2*fv(3:3:end-2); % grid points
T = (b-a)*sum(fv)/N/6; % summation
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numerical quadrature of function 1/{1 +[51}|2}|

F(x) =(x"e () Abhilfe - ?'ejuwm&[%mdc Tt

10

— : , , , . numerical quadrature of function sart(t) E\S 1 x _p [7< ) X
+— trapezoidal rule e 10 r - P . C i!
+— Simpson rule A i —— trapezoidal rule s e
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L= P =1
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