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me ;. Das Verfahren der konjifg/érzzcn Eradienten ()

6.() Minim z'@wnﬁspmb&:m

. .
' Lemma 6.0.B (Aquivalentes Minimierungsproblem) )

Fiur s.p.d. A € R™" "™ und beliebiges b € R" gilt

Az*=b <= z*¥ =argminJ(z),
xR
mit dem quadratischen Funktional
J:R" R , Jz)=3iz'Az—b'z.

\_ _J

Def. 6.0.A (Energienorm)
Fir eine symmetrisch positiv definite (s.p.d.) Matrix A € R™*" definiert

loll = (" Az)"”

eine Norm auf R", die von A induzierte Energienorm.

Vawes  Fl) = Fx*) = fllx-x*;

(4)
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6.1 SleiLsker Absheday ( Gradientnvertahien )

6 (.1 oathmus ( zor Lolal Mioimietwng vov ? R" — R )
Al d
Ab&h’eg\g\'ld'n/’t)hg m X& 02 - 6[’60( J/X)
Anfangsnaherung z0 e D k=0
repeat
d; = — grad J(:r:(k)) .
7% := argmin J(:r:( )—|—Tdk) (leensuche) > |D /?/Mnimzéwng/
teR
ki=Fk+1 *L.d.R. appexameiiy
until ( ‘g(k) — g(k_l) ‘ <tol,gl g(k}H or
‘ E(k) — E(k_l)‘ <tolaps )

6.1.2. Cradientnvertahen for <.p.d. LGS
AecR™ sp.d. = Flx) = bxTAx ~ b'x

qrd F(x) = Ax-b = -r  ( Residuvn )
2
[, ﬁ/ﬂ&l}{X) = DX ( ))b-.—_-; 1 L(‘Yll‘é(’)SUO{r)@ . (£ =+ D?
AnfT%sné;ergJ?g 2% eR" k=0 Hlxtvr) = <) -0l + )i* Ar
fgp.e_at__ ) ( Peveamboel, v 17> >0
T L Py
T () =y
T AL 1

2 =g = newe Nlhewn

Tkl =Tk — T ATy () 3 Ny :

k=k+1 (a@,) v X(la—l
B P o

Hi(k) — z(k_l)H <tolgps ) = b‘ A A T
b

1 function x = gradit(A,b,x,rtol,atol,maxit)

2 - r = b-A*X; % residual = search direction

3- for k=1l:maxit

4 - p = A*r;

Sil= ts = (r'*r)/(r'*p); % optimal line search parameter 6¥)
= X = X + ts*r; % update approximate solution

7 cn = (abs(ts)*norm(r); % norm of correction

8 - if ((cn < rtol*norm(x)) || (cn < atol)), return; end
9 - r = r - ts*p; % update residual

10 - end P Abbw,
11

A% Maknx = Vekioy
2 Skalwepredulk
2 \/aldovope/mﬁ'm

Po Sehvulf -
O(h)

6.1.3. Graduerifenverluhien fr S,/O,&(, LS

|k honslehler =~ et = x® - x*

” g-(kﬂ)”/j\ (J (A(km J/[x_ '))
- F(x*))

2( F(x™ Y+ or)
= [ x™vh-x" U,

() _
= feMsgenyy Ao

Z | i-sA4l lew) V7 e R
L Mammxvom induziedt derdh 1< I,

Satz 6.1.3.A (Orthogonale Diagonalisierbarkeit symmetrischer Matrizen)
Zu jeder symmetrischen Matrix A € R™> " gibt es eine orthogonale Matrix Q <
Zahlen (Eigenwerte) A1 < Ao < --- < Ay, SO, dass

Kon var@@ hZ

-A7b

Ve R

wy . Linieasiche.

R™>" und reelle

Die Menge o(A) := {A{,..., An } heisst das Spekirum von A..
N



Satz 6.1.3.B (Norm von Matrixpolynomomen)

ckl) - (k)
Sei A € R™"*" ;S,P;'Ot;undpEIPfr,fr € Ny, ein Polynom. Dann gilt (> I 66[ I ﬂ/q, = -Ll*l?ef’; max 4 (17 ?ll / r { 7 - ﬂ,,,'D/ } /{8 k/]A
[p(A)[| 4 = max{[p(N)], A € o(A)}, | - ;} .U* _ ﬂ o —
wobei ||-|| 4 die von der Energienorm induzierte Matrixnorm ist. | i
1 > . L
L 7 L 7 i //]T'Fﬂf')
ple) = Sttt = plA)= 2 AT ( Makpolyon) o e - |
: T T __ An At 2, TR
Bewanssluzze RAA =D = F(4) =~ {plD)Q a M l v = %—— = condJA)
\ |
[- T == A [-7 4 . (/\ & (A F -
> | 1-vAl, mex {[[-< & )} P> 1)6(“'7/)/7, Z. Uéﬂ //écm/IA
= wax L H-oA L - oA = /Tt'nwf W@'z‘h. mit Rale % Z
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Lemma 6.2.1.A (Darstellungsformel fur U})
Fur z(0) € R” setze U, := {0},

Def. 6.2.1.B (Krylov-Raum)
Fir eine Matrix M € R™*™ und einen Vektor z € R" heisst

K¢(M, z) = span {zp Mz, Mgz,---,Mf_lz} , LeN,

der /-te Krylov-Raum zu M und z.

Uk - Span{Uk—lvfk—l — b — Ag(k_l)} : %_ = &'g (M"E' \ —;_‘> 3 P < [-PZ", ¥ = }0 ZM) 2
zF) .=  argmin J(z) . k=1 "
zes®.+0; > Lema 6.21.4 = A, = K (A~"r)
Falls rg, .. ., T1._1 7 0, dann gilt -
Uy, — span{ro, Aro, . . ., AR gy k=1, - Notation: V CR™ 21V & zlv=0 YweV
\ Lemma 6.2.1.C (Orthogonalitat der CG-Residuen)
Bears = b_ A 42(_“6) = b - A (X (e) o 4 ) U 6/0(,< Sei z(¥), k=0, ... n,die durch das CG-Verfahren erzeugte Folge. Dann gilt
( ‘qu"bh> = o + /4/‘_(4_. = SP&(” d /Mkz /4/0{4: } = MK—H ri. L Uy furdie Residuen 1} :=b— Az®)  k=0....n.
{
- N ICeliemegel I f
Beawess fh r 6.2.9. "Konvergenz  des (G- Verfhien
Vu e U ﬁglx‘”rw_) L (A = O S
K {'C:O ——— L h s
B q > For n=> 41 ,wemga/ Schritte
LK

Bgadnlf : SPa/n {L’o, N, . 7r]<——1}

Korollar 6.2.1.D
Seien rg,...,7;, 0 < k < n, die vom CG-Verfahren erzeugten Residuen. Falls ry # 0, £ =
0,...,k, dannist {rg,...,r;} eine Orthogonalbasis des Krylov-Raumes K 1(A, ry).

> Fall p, 40 VR = Jdim MU, =K
Satz 6.2.1.E (Abbruch des CG-Verfahrens)
Sei g(’“), k = 0,...,n, die durch das CG-Verfahren erzeugte Folge. Dann gibt es ein m €

{0,...,n} so, dass g(m) A

([X“CH)’ZZ%/}; = 2 ( ; (Zg(k#()) _ g[x;e))
= it ” Z”‘X*”,;
Z'GXC())*'(/{K
M, = ¥ (Ar) | ?
£ it ”X”’”-IVM)K: “K*[La/ Pe/@,/}

\/‘_\/

= € ~ p(A)Ae® = (I-pl4l4)e®

~ P //7(4)/2,; lef]; - qeR , q0) =13 =14)

= ok { [752)12, 160(A), ge Reyq0)=2 F - L™
g 2 G 1915 2e A= 19,%T, geR,q0=28 -],
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Satz 3.26 (min-max Eigenschaft der Tschbyscheffpolynome)

Furalle k € Np: ||21_ka|| = 1I1f
OO,[—l,l] qe

Nalloo,j=1,1) -

1)

(a | q( 0) = A ¥
p h hat Lohekn | @a%amk}

Wledﬂvhoamg Ax = b , Ae R cp.d.
= X*=A'b = amgmio L(x) , Flx) =kaAx -

xXe (B

G x® = %TLZ Fix e X ) M= K (A

Lemma 6.2.1.E (Darstellungsformel fir Tschebyscheff-Polynome)
Fur das k. Tschebyscheff-Polynom (— Def. 3.27) T} gilt fur [¢| > 1

T(t) =5 (t+Vt2 -1 e (i—ve—1)") .
. P* y . Foc'mey[ 2(( ) ( ) )
> 90 = 4(0) S / for
i N” } ) / 9 Bewecs Gber Didlrmekotsion —>  Lem meq
K[ (o 11
e /? — ' [ € / X <! | <
> A i P L e K o g = S > ) | = (R
"*‘I_/—u“—\ = / ) R 9.2.
ITelon =1 = 9Ly =72 ) = 70 %75
Satz 6.2.2.B (Konvergenzabschatzung fur das CG-Verfahren) 6 Q 3 (& - (/4’%0}’)’7[’/'”{)(]5
Sei z(k), k = 0,...,n, die durch das CG-Verfahren (zum linearen Gleichungssystem Az = b mit
s.p.d. Matrix A € R™*™) erzeugte Folge und z* := A~ 1b. Dann gilt /mnahme . ((,\ b =F 0O = dim /{/{
* —1 s
Hg(k}ﬁ_g (\/E-l—l) H , K :=cond(A) . ((A) GCSOhﬂ&hkMC 65(6[5 DVON M}( WTIZL%W

+  Uheat |<onve,geh2

® = %(A) = 24 = o, (4)

/0(1( = Spﬂf) {.PI/ “’7Pl<j
@ EP?' - 1P|<j c ﬂzn,K

D Erzk e {Q a X“‘) — x[b) + /pZ[<
=z, = a/rgmm (x®) + P=
=k Z—s(R J/ — )

-
= (= gmalz_ Fx¢Pz ) = VA (x+Pz,) - b )
= 165 PUAPz, = P (b-Ax®)) =0
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Eingabe : Anfangsnaherung g(ﬁ) c R" Eingabe: Anfangsnaherung z = z(ﬁ) c R"
Ausgabe : Naherungslosung g(z) e R" Toleranz 7 > 0
Ausgabe: N&herungsiosung z = g(l)
p,=rp:=0b- Az(0);
for; =1toldo{ p=ryg=r:=b—Azx
for j = 1t0 l;ax do {
g = rir;
h = Ap;
aim s
T:=1z+a
ri=r—ah;
if ||| < 7|rgl| then stop
B.— L
=g
p:=r+0p
}

QeothWnd Do Schitt

Beachic

3 Salowy
3 \/0 &/wmaa[wn@n
& 1x  Ax\Nelcoy

T _ +
FKPMH '_ (?’ v E OCJ’

} O(n)

T T
AP}) Prar = o Py

=

( A-0vh,- p;AP{(H:O for ﬁékf(

ook WNE

function x = cg(evalA,b,x,tol,maxit)
% X supplies initial guess, maxit maximal number of CG steps
% evalA must pass a handle to a MATLAB function realizing A*x
r = b - eval”A(x); rho = 1; n0O = norm(r);
for 1i = 1 : maxit
rhol = rho;
if (i == 1),
p = Ir;
else
beta = rho/rhol;
p = r + beta * p;
end
q=
alpha = rho/(p' * gq);
X = x + alpha * p; % update of approximate solution
if (norm{b-A*x) <= tol*n0) % termination criterion
return;
end
r = r — alpha * qg;
end

rho = r' * r:

% update of A-orthogonal basis wvectors

evalA(p):;

$ update of residual
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el = k- (O /,46&\ =, . ( F&ﬁ&xfrhﬁdwnga)

> Ity | = /{/4// Ié&)//
el < (47 1r.]
le® ]

(’15] -l Ié'l
cond (A4)” ﬂ(?”]l] = -f——“[ = 47I1A] ﬂzﬁa‘ﬁl
[ Aﬁlﬂemah '_

VZ/Py R V8 B PY
Lo vom [I-]] indeziete Mobixoorm N

624 (& GC@HrPUnHaH%mek

BSP: (A)‘é' = z+{€+; géb,‘?é—n N =40 [Wébef/fmah?}()

4 t, =0 !

2-norm of residual

L 1 1 L L L 1 | L
] 2 4 6 8 10 12 14 16 18
iteration step k

R =[r, .. ,60J

( 1.000000  —0.000000 0.000000 —0.000000 0.000000 —0.000000 0.016019 —0.795816 —0.430569 0.348133 \
—0.000000 1.000000 -—=0.000000 0.000000 =0.000000 0.000000 -=0.012075 0.600068 -—0.520610 0.420903
0.000000 —0.000000 1.000000 —0.000000 0.000000 —0.000000 0.001582 —0.078664 0.384453 —0.310577
—0.000000 0.000000 -—=0.000000 1.000000 =0.000000 0.000000 -=0.000024 0.001218 -—0.024115 0.019394
RTQ 0.000000 —0.000000 0.000000 —0.000000 1.000000 —=0.000000 0.000000 —0.000002 0.000151 —-0.000118
—0.000000 0.000000 —0.000000 0.000000 —0.000000 1.000000 —=0.000000 0.000000 —0.000000 0.000000
0.016019  —0.012075 0.001582 —0.000024 0.000000 —0.000000 1.000000 —0.000000 —0.000000 0.000000
—0.795816 0.600068 —0.078664 0.001218 —0.000002 0.000000 —0.000000 1.000000  0.000000 —0.000000
—0.430569 —0.520610 0.384453 —0.024115 0.000151 —0.000000 -—0.000000 0.000000  1.000000  0.000000

\(J.Iﬂéﬁliili 0.420903 —0.310577 0.019394 —0.000118 0.000000 0.000000 —0.000000 0.000000 l.(JU[][](J(J}

> Or#hogamwﬂ&v@rlm% der Kesiduieo wegen ?urdmg,sq@b[zm
> (G Tinstabil als direkter | Dser

Satz 6.4.2. B blbt U 5/ for kK <&n

anch 6Ca1(punldan+qmer [
>  (CG als itkahver Lasek Lor grsse S.p.ol. LGS

G{Hﬁmo{e Por dlen Emsadz eines Healhven Losen (C6)
Fur g rsses L&S (i Verjlabh 20 dueltler Blumiakion )

(&) Nov Maknx = Vel (eval 4" \/&Qz’éb&zr,

(G2) A xVekloy bilig 2.5 ba dettnbeselslen Mczﬁqz-e{o
aber [ U-Faklov (pakhscé) wollbeselet (" Fill -n")
(G3)  Ax Veldoy b)éétg und FC (A)

—~—

—> achnellt IZvja vov) C(&

Gotke 4nt%m nee veHugzbar  oder geringe
éanmlgkaﬁan%zdﬁ 7&% J J

(&4



C& v MATLAE -

x:pcg (A; :bl,r tOl; maXit; [] r
x=pcg (Afun, b, tol, maxit, [],

[x,flag, relr,1t,resv] = pcg(...)

Allﬁe(ﬂvabes A gmees
bl'cg/

qme

M= Qo = W= QD'&"
w(A) = x(8%48%) = z(8"4)
Schrelle kv

( bag . e
Aber @acof)nvng 26N 7:3")/" CA R, seht  feuter

r/)us Spekh’dl/\sa)%:
Ahnlcoh keit
—=  SQufz 6.22.8

b.5 \/orkomaf/[ﬁ’om"@wn%

S.pa. LGS Ax =b , ®(A)=> 1 AcR"™
ldee - Fuode sp.o. BeR™ mit

(0) B = Vektor o tever wie A= lekdoy B hetsst

(&) g (B4) = ,gn[\f)"_'A’l & %lA) \brkonds honierer

(8°4)
ord wende (G- llehon an 600(/ fvzmsérrm‘aflfs [ &S

~ A~ 2y W
Ax = b ) A = BRA B s.p.ol,
b = 8 Lb % = BFx
Satz 6.3.A (Wurzel einer s.p.d. Matrix)

Zu jeder s.p.d. Matrix M € R™ " gibt es eine eindeutige s.p.d. Mlatrix W € R™ "™ g0, dass
W2 — M. W heisst die Wurzelvon M. ¢ Alolchon W= /%

CG fur ;&E = E Aquivalentes CG in transformierten Variablen

Eingabe : Anfangsnaherung E(O) e R" Eingabe : Anfangsnéaherung g(o) c R"

Coom (G for AT

Ausgabe : Naherungslésung E(Z) c R"

B, =79 :=b— B 2AB~ 2z,
forj =1toldo{

~T~
pj. L7—-1

p; B~2AB/%p,
70 —z0-1) 4 Q’Ej;

a =

~ ~ —1 1/o~
Ty =Trj—1— aB /ZAB /2%;

( 1/2AB 1/2 )T‘” N

— —

29+1 =T;— EDJ;FB_I/ZAB 1/2~j

Py

[PK iB /2 pl<

Ausgabe : Naherungslésung z) ¢ R?

B'%7 .= BY% — AB~?30);
B~'/%p, =B~(B"%);
forj =1toldo{

( —l/2~ )TBl )«—'
a-= (B 1/2~3)T AB- l/2~3
B-V230) o Y2501 4 o BY25 .

J

o~ _ plfe~ 1 2,.,
B7r;=B"r;_4 aAB Y/ D;;
—1/9~ —1 —1/o~
B~ Piv1= B~ (B~ fj)

_1 ~ \T -1 1/9~
B p)'ABT B

(B 1/2 )TAB 1/2 B

A~ Vs
X(k\ _ % X(K)
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Eingabe: Anfangsndherungz € R" = z(0) € R™, Toleranz 7 > 0 Be 6'% . H gg(l‘\ H-’;((x /ZA, s Q ( Je(A) "~ ) /[ %ﬂb)—-f" (Z"‘
Ausgabe: Naherungslésung z = g(” A - y (2]\) +~} A
=r :=b— Azx; =B lrg=p 1= Tz' ~ L N7 -4 U A 2
onrl;ltalmax_do{E 4=E7-=F Beachle - /(><(1/;v = (Bvx)<5 4/45/)(52?<> = {/X”A
B:=rlq; h:=Ap; a::%; ,
g:zﬁ_ap; ! o Worzel fre [
L=t _1"‘@? T @570 . Band vor kondl honiaer
g=B"'r, B=—45 .
if\qTE| <T-Tgth9l173—5t0p (4)(, ] {Z’ﬁz) ,é_ m ,
P;Q'-i-ﬁp (E)(:g - 0 6 C -}-. Y “Bn n(OM— S.P,O(
SRR oSS m(ﬁhdy i m>0
/(/ 247 | I
OT;;T - ] r' B \ [/n /}0 i Dd(
¢ | _
| g . ok O (y)

A= T + N  B=T
T- .4\ ‘ &, I /i
nmcﬁmalanlat Klecn” « NI < | T
TN
> Kin = %x(8UY)a 1
Beachl ©  Hier

"B \eleoy T it A G
1 O(a)

> B =T st gmf(?r
Vor konde honieer

|+

i
N
|

—
=
wm

___________
+++++++
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[ ] ] (=] (=]
(=]

. = o

m =

A-norm of error

—
=
na

+ CG.H:ED

CG.F‘I: 100
+ CG,n=200 [
#  PCG, n=50
=  PCG,n=100
*  PCG, n=200
I 1

—
=
na

—
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5]
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# (P)CG step







