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CHAPTER 2

Preface

Dies sind die LaTeX Notizen des Kurses Analyse I, den A. lozzi im D-ITET an
der ETH in H13, H14 und H18 unterrichtet hat. Einige Teile dieser Notizen und
einige Bilder werden fast wortlich aus [?], [?] und [?] ibernommen.






CHAPTER 3

Grundbegriffe

Dieses Kurs handelt von vielen verschiedenen Aspekten und verschiedenen Eigen-
schaften von Funktionen. Man hat vielleicht schon in der Schule viele von diesen
Begriffen gelernt, wir werden aber in diesem Kurs einem praziseren Zugang nehmen.
Deshalb werden wir mit Logik und Mengen anfangen.

3.1. Mathematische Logik
3.1.1. Aussagen, Aussagenformen, Quantoren.

DEFINITION 3.1. Eine Aussage ist eine mathematische Bahauptung, die entweder
wahr oder falsch ist.

BEISPIEL 3.2. (1) Die Temperatur betrégt heut 40°.
(2) V2 ist eine irrationale Zahl.

Wir kénnen gegebene Aussagen A und B mithilfe von logischen Operationen
verbinden

bedeutet “hat zur Folge”

bedeutet “genau dann, wenn”

bedeutet “oder” (nicht exclusiv, d.h. oder/und)
bedeutet “und”

bedeutet “nicht”

> < ¢!

J

BEISPIEL 3.3. (1) “n ist eine Primzahl, die strikt grosser als 2 ist” = “n ist ungerade”.

(2) “n ist eine Primzahl” < “ falls n|a - b mit a,b € N = n|a oder n|b”.

(3) “Esregnet und ich habe keinen Regenschirm”=“Es regnet” A “ich habe keinen
Regenschirm”.

(4) “n ist gerade” = —“n ist ungerade”,

Eine Aussage kann auch abhéngig von einer Variable x sein (das ist in Blatters
Skript ” Aussageform” genannt). Ob diese Aussage wahr ist oder nicht, hédngt vom
Wert von x ab.

BEISPIEL 3.4. 1) 1—2)(1+z)=1-—2"
(2) 22 —5x+6=0
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In Zusammenhang von Aussagenformen treten weitere Zeichen auf (die Quan-
toren).

v bedeutet “fiir jedes”

= bedeutet “es gibt”

3! bedeutet “es gibt genau ein”
3 bedeutet “es gibt kein”

Wir konnen dann Aussagen formen

BEISPIEL 3.5. (1) Vo gilt (1 —z)(1 +2) =1— 2* (wahr)
2) Nz (1—2)(1+z)=1— $2 (falsch)
(3) Ax: (1 — a:)(l +x) =1— 22 (falsch)
(4) Vx gllt x? — 5z + 6 = 0 (falsch)
(5) Jz: 2% — 5z + 6 =0 (wahr)
(6) 3' x: a: — 524 6 = 0 (falsch)
(7) Pz 2® — 52 + 6 = 0 (falsch)

VORSICHT. Zwei gleiche Quantoren diirfen vertauscht werden. Verschiedene Quan-
toren diirfen nicht hingegen auf keinen Fall vertauscht werden.

BEISPIEL 3.6.
Die Aussage

VYn >1und Ve > 0 3E > 0 so, dass £" = ¢
ist Aquivalent zu

Ve > 0und Vn > 131¢ > 0 so, dass £" = c.
Aber die Aussagen

FE>0s0,dass Ve >0 undVn > 1:£" =c¢
oder

Vn>131¢>0s0,dass Ve >0: " =c¢

sind falsch.

BEISPIEL 3.7 (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes Polynom p(z) = z"+a, 12" '+
- -4aqz+ag mit komplezen Koeffizienten ay, besitzt wenigstens eine Nullstelle ( € C,
d.h.

Vp(z) 3¢ so, dass p(¢) =0.
Wir konnen aber nicht
3¢ so, dass Vp(z), p(¢) =0

schreiben, weil die Ausgabe “ Es gibt eine komplexe Zahl { so, dass jedes Polynom
mit komplexen Koeffizienten and der Stelle { den Wert 0 hat” falsch ist.



3.1. MATHEMATISCHE LOGIK 7

3.1.2. Gleichheitszeichen. Wir haben schon hier zwei verschiedenen Bedeu-
tungen vom Gleicheitszeichen gesehen. Es ist niitzlich verschiedenen Zeichen zu
benutzen.

BEISPIEL 3.8. (1) (1 —2)(1 +2) = 1 — 2? gilt fiir alle Werte von x. Dann
schreiben wir (1 —z)(14+z) =1 — 2*
(2) Yopeo 7 = e ist eine Definition. Das Zeichen “e” an der rechte Seite ist

durch die linke Seite definiert. In diesem Fall schreiben wir
=1
e .= Z E .
k=0

(3) Die Gleichung (1 — z)(1 + ) = 0 wird nur fir bestimmten Werte von x
(x =1 and x = —1) erfiillt.

3.1.3. Beweisen. Gegebene sei eine Aussage. Um zu entscheiden, ob die Aus-
sage wahr ist, miissen wir einen Beweis finden. Ein Beweis ist eine Kette von logis-
chen Schlussfolgerungen, die die Wahrheit einer Aussage auf als wahr Angenommenes
zuriickfiithren.

Es gibt verschiedene Arten vom Beweis, unter anderen: direkter Beweis, indi-
rekter Beweis, Kontraposition, Induktion.

3.1.3.1. Direkter Beweis.

BEISPIEL 3.9. Wir mochten beweisen, dass die Winkelsumme im Dreieck 180° betragt.
Wir benutzen das folgende Axiom[} “Wechselwinkel an Parallelen sind gleich.”

Wir zeichnen die Gerade r durch einen Eckpunkt und parallel zur gegentiberliegenden
Seite. Der Winkeln an C' betragt 180°. Aber der Winkel zwischen r und b is a, weil

er und o Wechselwinkel an Parallelen sind. Gleichermassen ist der Winkel zwischen
r und a gleich 5. Daraus folgt die Aussage zu bewiesen.

3.1.3.2. Indirekter Beweis. Falls wir die Aussage A beweisen mochten, beweisen
wir bei einem indirekter Beweis, dass A nicht falsch sein kann. Das heisst, beweisen
wir, dass das Gegenteil von A nicht wahr sein kann. Ein indirekter Beweis ist sehr

IEin Axiom oder Postulat ist eine Aussage, die als wahr angenommen wird, um als Vorausset-
zung oder Ausgangspunkt fiir weitere Uberlegungen und Argumente zu dienen.
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ahnlich einem direkter Beweise: der Unterschied ist am Anfang und am Ende, die
Methoden zur Verfiigung sind aber gleich.

BEISPIEL 3.10. Wir mochten die Aussage
A = “V/2 ist eine irrationale Zahl”
beweisen. Wir nehmen an, dass A falsch ist. Das Gegenteil von A is
—A = “V/2 is rational”,
d.h.
—A =2 = g, wobei p, ¢ ganze Zahlen sind” .

Wir nehmen an, dass p und ¢ nicht beide gerade sind (sonst p = 2p/, ¢ = 2¢’ und
V2 = % und wir konnen diese Prozedure wiederholen, bis wann eine der ganze

Zahlen nicht gerade ist). Aus der Gleichung v/2 = g folgt, dass
V2g=p

und deshalb
2¢> = p*.

Daraus folgt, dass p? gerade ist, deswegen p gerade ist, p = 2p/. Dann

p=2p=2¢=p = () =4 = ¢ =2".
Daraus aber folgt, dass ¢ auch gerade ist, und das ist ein Wiederspruch.
3.1.3.3. Umkehrung eines Schlussfolgerung.

VORSICHT. Normalerweise ist die Aussage A = B nicht dquivalent zur Aussage
B = A

BEISPIEL 3.11. Seien A = “n ist eine Primzahl, die strikt grosser als 2 ist” und B =
“n ist ungerade”. Dann gilt A = B aber B # A. Zum Beispiel n = 1 und n = 9
sind ungerade aber keine Primzahlen.

3.1.3.4. Kontraposition. Nehmen wir an, dass wir die Aussage A = B beweisen
mochten. Manchmal ist es leichter, die aquivalente Aussage =B = —A zu beweisen.
Wir miissen aber zuerst bewiesen, dass die Aussagen A = B und =B = —A sind
aquivalent

LEMMA 3.12. Seien A und B Aussagen, Dann ist
“A= B & ““B = -A".

PROOF. (=) Nehmen wir an, dass A = B. Wir mochten beweisen, dass =B =
—A. Unsere Voraussetzungen sind deshalb (i) A = B und (ii) —B ist wahr. Dann
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muss A unbedingt falsch sein. In der Tat, wenn A wahr wire, dann wére aus (i)
auch B wahr. Da A falsch ist, ist =A wahr. Wir haben so gesehen, dass

(A= B) = (~B=-A).

(<) Wir benutzen, was wir gerade bewiesen haben, statt mit =B (bzw. —A) statt
A (bzw. B)

<—\B = —|A) = <—\_—|AA = —|_—|BB) .

Wir haben deshalb die Aquivalenz von A = B und =B = —A bewiesen. O

BEISPIEL 3.13. Wir betrachten ein gleichseitigen Dreieck D der Seitenlédnge 2 in der
Ebene und wir haben eine Vorrat an gleichseitig Dreiecken der Seitenlange ¢ < 2.
Wir mochten das grosse Dreieck mithilfe von kleinen Dreiecken iiberdecken und wir
betrachten die folgende zwei Aussagen:

A = “D lasst sich mit 5 kleinen Dreiecken iiberdecken”

B = “D lasst sich mit 4 kleinen Dreiecken tiberdecken” .

Wir mochten beweisen, dass A < B und wir miissen deshalb die zwei Aussagen
A = B und B = A beweisen. Es ist klar, dass B = A. Um A = B zu beweisen,
werden die Kontraposition dieser Aussage beweisen, d. h. =B = = A. Wir nehmen
an, dass D sich nicht mit 4 kleinen Dreiecken iiberdecken lasst. Daraus folgt, dass
die Seitenlange ¢ der kleinen Dreiecke kleiner als 1 ist. In der Tat, kann man ein
Dreieck der Seitenldnge 2 mit Hilfe von 4 Dreiecken der Seitenlange 1 iiberdecken.

Ps

Ps Py

P1 P3
P

Wi betrachten jetzt diese sechs Punkte P, ..., FPs. Jedes Dreieck der Seitenlange
¢ < 1 kann nur einen Punkt {iberdecken. Der Dreieck D hat sechs derartige Punkte,
deshalb reichen 5 Dreiecke nicht.

In diesem Beispiel war es einfach die Negation der Aussage “D lasst sich mit 4
kleinen Dreiecke iiberdecken” zu erhalten. Manchmal ist die Negation einer Aussage
schwieriger.
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3.1.4. Negation.
BEISPIEL 3.14. Falls

A = “x ist eine gerade Zahl” |
ist
—A = “x is keine gerade Zahl” = “z ist ungerade” .

Falls eine Aussage die Verbindung von zwei Aussagen ist, ist die Negation ein
bisschen komplizierter.

BEISPIEL 3.15. Betrachten wir die folgende Aussagen:
A = “es regnet und ich habe keinen Regenschirm”
und
B = “ich werde nass werden” .
Es ist logisch, dass A = B, oder (wie in § bemerkt) =B = = A, wobei
- B = “ich werde nicht nass werden”

¢

—A = “es regnet nicht” oder “ ich habe einen Regenschirm” .

Um prézis zu sein, schreiben wir A = Ay A Ay, wobei
Ay = “es regnet”
As = “ich habe keinen Regenschirm” .
Dann ist =A = =A; V = A,, wobei V = oder.
BEISPIEL 3.16. Wir konnen die Aussage A = “n ist eine Primzahl, die strikt grosser als 2 ist”
asl A = A; A Ay schreiben, wobei
A; = “n ist eine Primzahl”
Ay = “n ist strikt grosser als 27 .
Dann
—A=-A; VA = “n sit keine Primzahl” oder “n <27 .

3.2. Mengen

Wir werden keine echte Mengeleher treiben. Wir werden nur die auf Menge
beziiglichen Schreibweisen und Bezeichnungen festlegen.

NOTATION. Seien A, B Mengen:
(1) @ ist die leere Menge, dass heisst die Menge, die keine Elemente enthilt;
(2) “z € A” bedeutet, dass x ein Element von A ist;
(3) “A C B” bedeutet, dass jedes Element der Menge A ein Element der Menge
B ist, oder A ist eine Teilmenge von B;
(4) “A = B” bedeutet, dass A C B und B C A; insbesondere “A = &7
bedeutet, dass A kein Element enthalt;
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(5) falls A(x) eine Aussageform ist, bezeichnet {z : A(x)} die Menge der Ele-
ment x, fiir die A(z) zutrifft.

BEISPIEL 3.17. M {reR:22-1<0}={zeR: -1<ax<1}
2) {zreQ: 2> -2=0} = g;
B){zreR: 2> —bxr+6=0} ={2,3}.

3.2.1. Mengenoperationen. Mengenoperationen erlauben aus gegebenen Men-
gen neue Mengen zu bilden.

Vereinigung
AUB:={z: 2z € Aoder z € B}

Hier “oder” ist nicht exklusiv, das heisst = kann auch in A und in B sein.

Durchschnitt oder Schnittmenge oder Schnitt

ANB:={z: 2z € Aund x € B}

Differenzmenge

ANB:={z: 2z € Aund z ¢ B}
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Symmetrische Differenzmenge
AAB :=(ANB)U(B\ A)
{r:x€ Aund x ¢ B} oder {x : 2z € Bund z ¢ A}.

LEMMA 3.18. Fiie jede zwei Mengen A und B, gilt
(ANB)U(BNA)=(AUB)~ (ANB).

PRrROOF. Wir miissen zwei Aussagen beweisen:
(1) (ANB)U(BNA)C(AUB)N (ANB), und
(2) (AUB)N(ANB)C(ANB)U(B\A).

(1) Wir nehmen an, dass z € (A~ B) U (B~ A). Ohne Beschriankung der Allge-
meinheit kénner wir annehmen, dass x € A\ B. (Falls z € B \ A ist der Beweis
dhnlich.) Falls x € AN B, ist xt € Aund 2 ¢ B so, dass z € A C AU B und
x ¢ AN B. Das heisst € (AU B) N~ (AN B).

(2) Sei x € (AUB) N~ (AN B). Dann ist + € AU B aber z ¢ AN B. Ohne
Beschrankung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dass * € A und = ¢ B so,
dass x € AN Bund dann z € (AN B)U (B \ A). O

Komplement
A ={z:a¢ A}

Falls A C B, ist A° = B . A und das Komplement einer Menge hangt immer von
der Menge, von der A eine Teilmenge ist.
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Kartesisches Produkt
Ax B:={(z,y): € Aund y € B}

R R? =R xR
B « (2,9) - (2,9)
A R
BE1spieEL 3.19.
R™ :={(xy,...,2,) : z; eRflri=1,...,n}
= die Menge der geordneten n-Tupel (z1,...,z,).

VORSICHT. Der Ausdruck (z,y) ist nicht gleich dem Ausdruck {z,y}!
(x,y) ist eine geordnetes Paar und (z,y) # (y, x)
{z,y} ist die Menge mit zwei Elemente x,y und {z,y} = {y, z}.

BEISPIEL 3.20. (1) Die Losung der Gleichung z? — 5x + 6 = 0 ist die Menge
{2,3}.

(2) Die Losung des Systems

T+y=2>5
20 —y =1
ist das geordnete Paar (z,y) = (2, 3).

Falls die Mengen A und B endlich sind, konner wir die Kardinalitat des Karte-
sisches Produktes betrachten. Das ist

#(A X B) =#A#B oder |A x B| =|A||B],
wobei #A und |A| zwei Schreibweisen fiir die Anzahl der Elemente von A sind.
3.3. Summen und Produktzeichen

3.3.1. Summen. In Mathematik benutzen wir eine sehr praktische Schreib-
weise fiir die Summe von mehreren Summanden. Seien Objekte a; (zum Beispiel
Zahlen, Funktionen, Vektoren,...) fiir alle j € A C Z.

BEISPIEL 3.21. a; = j fiir j € Z.

Die Summe a,+a,1+- - -+a4—1+a, kann mit dem Summenzeichen ) | geschrieben

werden,
’ 0 q<p
Z aj ==

ap + pp1 + -+ ag1+ag qg2p.
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Hier ist 5 die Summationsvariable und p, q sind die Summationsgrenzen.
BEISPIEL 3.22. (1) Z?:o Ti = To+ o+ To + T3 + 145
(2) Y0 _,nd =234 3%+ 43 4+ 5%
(3) £5_, 207D B 00 267D =204 91 492 4 93 4 91 4 95 = 30 0%
Wir haben in (%) benutzt, dass die Summe unabhéngig von der Summationsvari-
able ist. Die Identitat 2?21 201 = Z?:o 2" deuten auch an, dass wir erlaubt sind,
eine Variabletransformation zu machen, ohne den Wert der Summe zu dndern. Be-

trachten wir die Summe
q

S ae

k=p

Falls wir k = k' — r setzen, erhalten wir &' = k + r. Daraus folgt die folgende
Transformation fiir die Summationsgrenzen

k=p=K=p+r
k=q=K=q+r.

Daraus folgt, dass

q q+r q+r
(31) Zak = Z Q! —p = Z Qfe—yp -
k=p k'=p+r k=p+r
EIGENSCHAFTEN (Eigenschaften der Summe).  (S0) Die Summezeichen ist un-

abhangig von der Summationsvariable;
(S1) D keplan +be) = D5y an + >k, bas
(S2) >k, car = ¢y ax fiir c € R;

VORSICHT. ZZ:p apby # ay, Zzzp b, und
q q q
k=p k=p k=p

(S3) dohpar = iy @+ Dy M, falls p <n < g;
(S4) > 24— (aks1—ax) = age1—a, oder (teleskopierende Summe oder Teleskopen-
summe);

(S5) Wie wir in ({3.1)) schon gesehen haben, gilt

q q+r q+r
E ap = E Qg —r = E A—r -
k=p k'=p+r k=p+r

Der Beweis der ersten drei Eigenschaften ist sehr leicht und man kann sich davon
iiberzeugen.
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BEWEIS VON (S4).

q q
d (arp1 — ax) =Y (anpr + (—ax))
k=p k=p
(S1 g
= E Af+1 + E (—ax)
k=p k=p
q q
(52)
= E Ap+1 — g Qg
k=p k=p
g+1 q
k'=k+1
= E Qpr — ar
k'=p+1 k=p
q+1 q
=2 @)
k=p+1 k=p
(S3)
= Qg+1 = Qp

0

BEISPIEL 3.23. Wir mochten die Summe Y ;_,(2k — 1) berechnen. Bemerken wir,
dass 2k — 1 = k* — (k — 1)? so, dass

In einer teleskopierenden Summe ist die Summe gleich dem Summand mit der
grossten Summationavariable aus der grossten Summationsgrenze ausgewertet mi-
nus dem Summand mit der kleinsten Summationsvariable aus den kleinsten Sum-
mationsgrenze ausgewertet.

BEISPIEL 3.24. Wir mochten beweisen, dass fiir jedes x € R, x #£ 1,

(1) Xjo® = 155 und

1—x

(2) Yp ok =52
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PROOF. Aus Y} a* = 1_1”?;1 folgt, dass

n n
Zxkzzxk_xo
k=1

k=0

:Zxk—l
k=0
(i)l—xn""l
 1l-z
Cl—a"t - (1—-x)

1—=z
l.nJrl

—1

€T —

l1—2z

Es ist deshalb genug die erste Identitdt (1) zu beweisen. Mithilfe der Eigenschaften
der Summen erhalten wir

n n n
(1 —x)Za:k :Zxk —xek
k=0 k=0 k=0
n n
(52) Z 2 — Z Rt
k=0 k=0

(Sl)zn:( k k+1
= ¥ — ")

k=0

das heisst

Daraus folgt, dass
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3.3.2. Produkten. Gleichermassen konnen wir das Produktzeichen definieren

ﬁak::{l q<p

p Aplpyl .. Qg G =P

EIGENSCHAFTEN (Eigenschaften des Produktes).  (P1) [[i_, ar = [[}_, aj;

(P2) Iy ax = <HZ=p ak) (ITh_yq ax), falls p < n < g;
(PB) z:p akbk = HZ:p Qe HZ:p bk
BEISPIEL 3.25. [[7_ k=1-2-----n=n! (und 0! := 1, 1! := 1).

VORSICHT. n! wichst sehr schnell (schneller als die Exponentialfunktion) und ist
schwierig zu berechnen. Wir werden aber im Laufen des Kurses sehen, dass, falls n
gross ist, n! ndherungsweise gleich v/27n (%)n ist.

Mithilfe der Fakultit n! werden die Binomialkoeffizienten
n\ n!
k)" El(n—k)

BEMERKUNG 3.26. (1) n!ist die Anzahl Arten, um n verschiedene Objekte von
1 bis » zu nummerieren.
(2) (}) ist die Anzahl der verschiedenen k-elementigen Teilmengen einer n-
elementigen Menge.

BEISPIEL 3.27. (kfl) + (Z) = (":1) fiir jedes n € N, k < n.

(Mithilfe dieser Identitét kann man die Tabelle der Binomialkoeffizienten — Pas-
calschen Dreieck — berechnen, das heisst (a +b)" = > _ (})a™ *b".)

Proor. Es gilt

no\ (™) n! n n!
k-1 k) (k=D!n—k+1)!  kl(n—k)!
() nlk+nl(n —k+1)

Kl(n—k+1)!
nl(k+n—k+1)
T kK (n—Fk+1)
_ (n+1)!
CKl(n—k+1)!

(")

Wir haben in (%) die zwei Briicke auf den selben Nenner gebracht. Das keinsten
gemeinsame Vielfaches der Nenner ist in diesem Fall kl(n — k4 1)!. O

gebildet.







CHAPTER 4

Funktionen

4.1. Definitionen und Beispiele

DEFINITION 4.1. Eine Funktion oder eine Abbildung f besteht aus drei Daten:

(1) aus den Definitionsbereich X = dom(f);

(2) aus den Zielbereich Y = range(f);

(3) aus einer Zuordnungvorschrift, die zu jedem Element x € X, genau ein
Element y € Y zuordnet.

Wir schreiben y = f(z).

Normalerweise schreiben wir f: X — Y fiir eine Funktion und z — f(x) fiir die
Vorschrift, die zu z € X den Wert f(z) zuordnet.

DEFINITION 4.2. Die Menge
image(f) ={f(z): v e X} ={yeY:Jeze X mity=f(z)} CY
heisst die Bildmenge der Funktion f: X — Y.

BEMERKUNG 4.3. Die Bildmenge ist nur eine Teilmenge der Zielmenge, nicht unbe-
dingt gleich.

Zu jeder Funktion f: X — Y gehort ihr Graph.
DEFINITION 4.4. Der Graph einer Funktion f: X — Y ist die Menge
graph(f) :=={(z, f(z)): 2 € X} C X x Y.

Vor wir viele Beispiele von Funktionen betrachten, geben wir die Definition eines
Intervalls:
DEFINITION 4.5. Seien a,b € RU {00} und ¢,d € R.
e Ein offenes Intervall ist ein Intervall (a,b) := {x € R: a < x < b}.
e Ein abgeschlossenes Intervall ist ein Intervall [c,d] := {x e R: ¢ < x < d}.

BEMERKUNG 4.6. Die Intervalle [¢,b) :={z € R: ¢ <2z < b} und (a,d] :={z e R:
a < z < d} sind weder offen noch abgeschlossen. Sie sind aber Intervalle.

BEISPIEL 4.7. (1) Eine konstante Funktion ist eine Funktion, deren Bildmenge
aus einem Punkt besteht. Falls f;: R — R ist durch x — x( definiert, ist
dom(f;) = range(f1) = R, image(f1) = {xo} und der Graph von f; ist

19
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Y

o

(2) Eine lineare Funktion ist eine Funktion, deren graph eine Gerade ist. Falls
fo: R — R ist durch  — ax + b definiert, ist dom(f2) = range(fs) =
image(f2) = R und der Graph von f; ist

(3) Falls f3: R — R ist durch z + z? definiert, ist dom(f3) = range(f3) = R,
image(f3) = {x € R: 2 > 0} = [0,00) und der Graph von f; ist

In[16]:= PIOt[XAZ, {X, -2, 2]]

(4) Falls f;: R — [0, 00) ist durch z — z? definiert, ist dom(f;) = R, range(f;) =
image(fy) = {xr € R: > 0} = [0,00) und der Graph von f; ist gleich
dem Graph von f3. Laut der Definition sind aber die Funktionen f3; und f;
nicht gleich, weil range(f3) # range(fy).

(5) Seien f:[0,27] — [~1,1] und ¢g: R — [—1,1] durch z +— f(z) := sinz und
x — g(x) := sinz definiert. In diesem Fall sind image(f) = image(g) =
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[—1,1] = range(f) = range(g), aber dom(f) # dom(g) und die Graphen
sind deshalb auch nicht gleich.

wz- Plot[Sin[x], {x, 0, 27}] az- Plot[Sin[x], {x, -, 3 7}]
10 10+
05 05+
e N ot
1 2 3 4 5 o 2 2 4
-05 51
=10+
104

(6) Die Vorzeichen — oder Signum — Funktion sgn: R — R ist so definiert
Y

1 falls x > 0
sgn(z) : =<0 falls x = 0
-1 fallsz <0.

T
Dann ist dom(sgn) = range(sgn) = R, image(sgn) = {—1,0,1}.
(7) Der Absolutbetrag | - |: R — R ist durch
Y
xr x>0
2] =
—x x<0
T

definiert.
(8) Die Abrundungsfunktion | - |: R — Zund die Aufrundungsfunktion[-]: R —
7 sind beziehungsweise durch

|z] :=max{k € Z: k <z}
und
[z] :==min{k € Z: k > x}

definiert.
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Es gilt |k| < [k] fur jedes k € Z und

|| < [z] fiir jedes x € R.

(Im Graph ist die Aufrundungsfunktion

rot und die Abrundungsfunktion blau.
x Die schwarzen Punkte gehoren zu beiden

Graphen.)

(9) Die Menge {(z,y) : 2% +y* = 1} ist ein Kreis dem Zentrum im Ursprung
und dem Radius 1.

Der Kreis ist nicht der Graph einer Funk-
tion f: [-1,1] — R, weil die Zuord-
nungvorschift x +— f(x) nicht eindeutig
bestimmt ist.

Der Kreis definiert aber zwei Funktionen,
fi: L1 = R,z — fi(z) = V1 —2a?
und fo: [-1,1] = R,  — fo(x) =
—+/1 — 22, Man sagt, dass die Funktionen
f1 und fy durch die implizite Gleichung
22 + y? = 1 definiert sind.

(N I
NIV

[\

BEMERKUNG 4.8. Der Graph einer Funktion schneidet jede vertikale Gerade in
hochsten einem Punkt.

Man kann auch Funktionen mit dnderen Definitionsbereiche oder anderen Ziel-
bereiche betrachten.

BEISPIEL 4.9. Falls der Definitionsbereich die Menge der natiirlichen Zahlen ist,
heisst die Funktion eine Folge. In diesem Fall bezeichnen wir die Folge (ay,)n>o0,
(an)nen oder (x,)nez w.s.w., das heisst falls f: N — Y auf dem Definitionsbereich
N oder Z definiert ist, benutzen wir die Schreibweise f(n) := a,,.

BEISPIEL 4.10. Wir werden spéter die folgenden Begriffe eingehender studieren.
Hier moéchten wir nur erwahnen, dass man Funktionen mit mehrdimensionalen
Definitions— oder Zielbereiche betrachten kann.

(1) f: R — R? (oder R?) ist eine vektorwertige Funktion, die eine Kurve in der
Ebene (oder im dreidimensionalen Raum) beschreibt. Dieser Funktionen
geben eine Parameterdarstellung ihren Graph.

(a) Die Funktion f: [0,27] — R? durch ¢ ~ (rcost,rsint) ist eine Pa-
rameterdarstellung des Kreises dem Radius r und dem Zentrum im
Ursprung.

(b) Die Funktion f: [0,00) — R? durch ¢ + (t cost, tsint) ist eine Param-
eterdarstellung einer Spirale in der xy-Ebene.
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ParametricPlot[{t=Cos[t], t*Sin[t]}, {t, ©, 50}]

40

=

(c) Die Funktion f: [0,00) — R® durch ¢ — (rcost,rsint,t) ist eine Pa-
rameterdarstellung einer Helix in R3.

(2) f: R?* — R ist eine Funktion, deren Graph eine Flache ist. Zum Beispiel
ordnet man zu jedem Punkt auf der Landkarte seine Hohe iiber der Meer
zu.

BEISPIEL 4.11. Die Funktion f : R? — R, (z,y) > z*+y? ist eine elliptische
Paraboloid.
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(3) f: R™ — R™ (zum Beispiel f: R?* — R?) ist ein Vektorfeld, und zu jedem
Punkt in R™ ordnet einen Vektor in R™ zu. Beispiele sind die Stirke und
Richtung einer Kraft, oder das magnetische Feld.

4.2. Eigenschaften von Funktionen

DEFINITION 4.12. Die Funktion f: X — Y heisst surjektiv, falls image(f) =Y, d.h.
falls zu jedem y € Y gibt es € X mit f(x) = y.

BEMERKUNG 4.13. Der Graph einer surjektiven Funktion f: X — Y schneidet jede
horizontale Gerade y = y fiir jedes yg € Y in mindesten einem Punkt.

BEISPIEL 4.14. Die Funktion f3: R — R, f3(x) = z? in Beispiel (3) ist nicht
surjektiv, weil fiir jedes ¥y € R, y < 0, gibt es kein x € R mit 22 = y < 0. Die
Funktion f;: R — [0,00), fi(z) = 2% in Beispiel [4.7(4) ist surjektiv, weil fiir jedes
y > 0und x = /y oder v = —/y, gilt f(z) =y.

DEFINITION 4.15. Die Funktion f: X — Y ist injektiv, falls fiir jedes z1,29 € X
mit x1 # xy, gilt f(z1) # f(x9).

BEMERKUNG 4.16. Der Graph einer injektiven Funktion erfiillt die Eigenschaft, dass

fiir jede horizontale Gerade, die den Graph schneidet, die Schnittmenge genau gleich
einem Punkt ist.

BEeISpiEL 4.17. Die Funktion sin: [0,27] — [—1,1] ist nicht injektiv, da zu jeder
horizontalen Gerade y = yo, —1 < yg < 1, gibt es zwei Losungen der Gleichung
sinz = yg.

ws= Plot[{sin[x], 1/2}, {x, 0, 27}]

) /\
05+

Man kann aber den Definitionsbereich der Funktion sin beschanken, um eine in-
jektive Funktion zu erhalten. In der Tat ist die Funktion sin: [%, 37”} — [-1,1]
injektiv.

10

05 \
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DEFINITION 4.18. Eine Funktion f: X — Y, die injektiv und surjektiv ist, heisst
bijektiv.
Ein wichtiger Begriff ist die Monotonie einer Funktion.

DEFINITION 4.19. Sei f: X — Y eine Funktion.

(1) Wir sagen, dass f monoton wachsend ist, falls f(x) < f(y) fir jedes z,y €
X mit x < y;

L L L L L L L
05 10 15 20 25 30 35

(2) Wir sagen, dass f monoton fallend ist, falls f(x) > f(y) fir jedes x,y € X
mit z < y.

BEISPIEL 4.20. Die konstante Funktion f(x) = k ist monotone wachsend
und monoton fallend.

(3) Wir sagen, dass f streng monoton wachsend ist, falls f(x) < f(y) fir jedes
r,y € X mit x < y;

(4) Wir sagen, dass f streng monoton fallend ist, falls f(x) > f(y) fir jedes
r,y € X mit x <.

05

BEISPIEL 4.21. Die konstante Funktion f(z) = k ist monotone wachsend
und monoton fallend aber nicht streng.

Monotonie ist in Beziehung zur Inketivitat wichtig. Wir haben:

LEMMA 4.22. Falls die Funktion f: X — Y immer streng monoton wachsend oder
streng monoton fallend ist, ist die Funktion injektive.

Wegen der folgenden Definition sind injektive Funktionen wichtig:

DEFINITION 4.23. Sei f: X — Y eine injektive Funktion. Die Umkehrfunktion !
von f ist die Funktion mit den folgenden Eigenschaften:
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(1) dom(f~') = image(f) (und = range(f), falls f bijektiv ist);

(2) range(f™") = dom(f);
(3) falls y € image(f) und = € X ist so, dass f(x) =y, dann ist f~(y) = x.

Wir bemerken, dass es genau ein z mit der Eigenschaft f(z) = y gibt, weil f
injektiv angenommen wird.

BEISPIEL 4.24. Sei f(z) := 22=L. Um die inverse Abbildung (oder Umkehrfunktion)

. . . . _ 21:71 .
zu finden, probieren wir die Gleichung y = <3 2u losen.
20 — 1 1+ 3y
= & J)=2z—-1& —-2)=—-1-3y&e =
y=—75 Syle+3) =2 z(y — 2) yer=o—"

dhx= % ist das einzige x € dom(f) mit f(x) = y. Daraus folgt, dass

1+ 3y

fy) = T

Der Graph der Umkehrfunktion kann aus den Graph der Funktion f erhalten
werden. Sei f: X — Y eine Funktion. Dann fiir jedes x € X gibt es ein eindeutiges
y € Y mit f(z) = y. Falls f surjektive ist, gibt es fiir jedes y € Y ein (nicht
unbedingt eindeutiges) x € X mit f(x) = y. Falls f bijektive ist, gibt es fiir jedes
y € Y ein eindeutiges * € X mit f(z) =y und x = f~'(y). Der Punkt (z, f(z)) €
X XY gehort in der Tat zum Graph von f und (z, f(z)) € (dom(f),image(f)) =
(image(f~1),dom(f™1)). Daraus folgt, dass falls (f~'(y),y) = (z, f(x)) € graph(f),
dann ist (y, f~'(y)) € graph(f').

BEISPIEL 4.25. Sei f: R — R durch f(z) = 2z definiert. Dann ist f~!(z) =

1
5.

BEISPIEL 4.26. Die Funktion f: R — R, z +~ 22 ist nicht injektiv. Um die
Umkehrfunktion zu betrachten, verkleinen wir den Definitionsbereich von f so,
dass die Einschrankung von f injectiv wird. Wir benutzen die gleiche Schreib-
weise fiir die Funktion mit dem eingeschrankten Definitionsbereich f: R>y — R,
r +— f(z) := 2% Da image(f) = Ry ist, ist f~! auf Rso durch f~(z) := /z
definiert und f~: Ryg — Ro.
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T

x

Manchmal méchten wir beid Funktionen (die Funktion und die Umkehrfunktion)
zusammen betrachten. In diesem Fall betrachten wir f als eine Funktion von x und
f~! als eine Funktion von y. Der Graph von f~! wird deshalb die Spiegelung des
Graphes von f an der Gerade x = y sein.

A

Y

BEISPIEL 4.27. Sei n > 1. Die Potenzfunktion pot, : R~ — R>g,

n

x — pot,(z) =z
ist streng monoton wachsend. In der Tat konnen wir schreiben
" — () = (z —2) (2" 2" () ().
Falls 0 <2’ < x,ist x — 2’ > 0 und
(2" 2" 4 (@) 4 (@) > 0.
Daraus folgt, dass 2™ — (2/)* > 0, d.h. 2" — (/)" # 0.

Die Surjektivitat wird spater bewiesen.
Wir konnen deshalb die n-te Wurzel definieren

WIZy, : ]RZO — RZO
y =y,
wobei 2" = y.

BEISPIEL 4.28. Um die inverse Abbildungen der trigonometrischen Funktionen zu
definieren, miissen wir eine Einschrankung auf einer Teilmenge des Definitionsbere-
iches betrachten.
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(1) Die Umkehrfunktion von sin: [—Z, 2] — [—1,1]ist arcsin: [-1,1] — [-Z, Z]

- plot[s-in[K] , {x’ _,,/2’ "/2}] - Plot[AreSin[x], {x, -1, 1}]

10 151
10F

051
05

ouftil= —L

05+
-1.0F

10+

(2) Die Umkehrfunktion von cos: [0, 7] — [—1,1] ist arccos: [-1,1] — [0, 7]
miz- Plot[Cos[x], {x, ©, n}] wiz- Plot[ArcCos[x], {x, -1, 1}]

10

05

L L L
20 25 3.0

05
or o o5 3 0% 10
(3) Die Umkehrfunktion von tan: (—%,%) — R ist arctan: R — (=%,%).
- Plot[Tan[x], {x, -x /2, x/2}] wis- Plot[AreTan[x], {x, -10, 10}]
= 05 10 15 s

DEFINITION 4.29. Eine Funktion f: R — R heisst:

(1) gerade, falls fiir jedes z € R, f(—z) = f(z);
(2) ungerade, falls fiir jedes z € R, f(—z) = — f(x).

Ein Funktion ist:

(1) gerade genau dann, wenn ihr Graph spiegelsymmetrisch beziiglich der y-

Achse ist.
(2) ungerade genau dann, wenn ihr Graph spiegelsymmetrisch beziiglich des

Ursprungs ist.

BEISPIEL 4.30. Die Funktionen 1, 22, 2?", cos z, |z| sind gerade. Die Funktionen z,
23, 2"+ sinx sind ungerade.
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BEMERKUNG 4.31. Jede Funktion lasst sich als die Summe einer geraden und einer
ungeraden Funktion dargestellt werden.
@)+ f(=2)  f(z)— f(-2)

flay = DD SO I

wobei (f(z) + f(—x)) gerade ist und 3(f(z) — f(—=)) ist ungerade. Diese Darstel-
lung ist eindeutig.

4.2.1. Operationen mit Funktionen. Falls wir zwei oder mehrere Funktio-
nen haben, konnen wir mithilfe von fundamentalen Operationen zusétzliche Funk-
tionen erhalten.

DEFINITION 4.32. Seien f: X =Y, g: X - Y und h: Y — Z drei Funktionen und
AeR

(1) f+g: X =Y ist durch z — (f +

(2) Af: X = Y ist durch x — (Af)(z )
(3) f-9g: X = Yistdurch z — (f - g)(x
(4) x

\_/
~—

= f
f (x) definiert;

9)(z ) + g(x) definiert;

2
i >

(x
d
= f(x)g(z )deﬁmert
f/g: X = Y ist durch x — (f/g)( ) f(z)/g(x) definiert, falls g(z) # 0
fiir jedes x € X ist.
(5) Die Verkettung von f mit h (oder die zusammengesetzte Abbildung) ist die

Funktion ho f: X — Z, die zu jedem x € X die Verkettung h(f(x))
zuordnet.

n (1) bis (4) ist es wichtig, dass die Definitionsbereiche beiden Funktionen
iibereinstimmen. Falls der Definitionsbereich einer Funktion eine Teilmenge des Def-
initionsbereiches der anderen ist, konnen wir als Definitionsbereich die Schnittmenge
dom(f) N'dom(g) der Definitionsbereiche nehmen. Zum Beispiel ist

dom(f/g) = {z € dom(f) Ndom(g) : g(x) # 0}.

BEMERKUNG 4.33. Die Summe und das Produkt zwei Funktionen ist kommutativ,
d.h.

f+g=g+f ud  f-g=g-f,
der Quotient und die Verkettung sind aber nicht.

BEISPIEL 4.34. Seien f: R — R und g: R — R durch z — f(z) := 23 und z —
g(z) := cos z definiert.

(1) dom(f/g) ={r €R: 2 # 5 +km, k€ Z} und dom(g/f) =

(2) fog: R — Rist z — (cosz)® und go f: R — R ist & — cosz®. Dann
ist zum Beispiel (f o g)(7) = (cosm)® = —1 und (g o f)(7) = cosm3® ~
cos 31.00627668 ~ 0.91726.

(3) Ein besseres Beispiel is mit der Funktion h: R — R,  — h(z) := €* (wir
haben aber die Exponentialfunktion nicht definiert). Dann ist hog: R —
R durch z + €™* definiert und image(h o g) = [1,e]. Anderseits ist
goh: R — R durch z — cose” definiert und image(g o h) = [—1, 1].
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BEISPIEL 4.35. Sei f: X — Y bijektive und sei f~': Y — X die Umkehrfunktion.
Dann ist fof™': Y — Y so, dass fo f~'(y) = y. In der Tat, zu jedem y € Y ordnet
! das eindeutige x € X mit f(z) =y zu
gl atsy.

Daraus folgt, dass f o f~! = Idy. Gleichfalls ist f~'o f: X — X so, dass f~!o
f(z) = z. In der Tat zu jedem =z € X ordnet f den Wert y = f(z) zu und
7Y f(x)) = f'(y) ist das eindeutige z € X mit f(z) = y. Daraus folgt, dass
z=f"(f(z)) und f~ o f = Idx.

Die Abbildungen Idx (bzw. Idy) heisst die identische Abbildung von X (bzw.
Y).

4.2.2. Stetigkeit. Eine rationelle Zahl z € Q lasst sich als der Quotient von
zwei ganzen Zahlen darstellen. Daraus folgt, dass die rationelle Zahlen genau ma-
nipuliert werden konnen.

BEISPIEL 4.36. Sei f: Rsg — R,  — 2% Fiir jedes z € Q konnen wir f(x)
genau berechnen. Dasselbe kann nicht gesagt werden, falls x € R~ Q. Zum Beispiel

f(%) = 19—6 = .5625, aber f(e) = 7.389056098930649... ist nur eine Approximation,

die mithilfe von einer rationellen Approximation von e berechnet wird.

Die Eigenschaft, dass falls z eine Approximation von zy ist, die Werte f(x) und
f(zo) auch in der Néhe von einander sind, ist sehr wichtig. Diese Eigenschaft ist
die so-genannte Stetigkeit. Wir mochten eigentlich, dass je kleiner der Fehler bei der
Berechnung der Werte von f ist, desto weniger sollte die Approximation der Werte
von x sein.

DEFINITION 4.37. Die Funktion f: X — Y ist an der Stelle xq € X stetig, falls fiir
jedes € > 0 ein § > 0 gibt so, dass

|z — @0 <0 = [f(x) — flzo)| <e.
Bevor wir die Definition erklaren, bemerken wir, dass

lr—zp| <0 <z —20<9
& —e < f(x) = flzo) <e
S x € (rg—€,x0+€)

und gleichermassen

|f(z) — f(x0)| < e & —e < fx) — f(mo) <€
& fzo) —e < f(x) < flwo) + ¢
& f(z) € (f(wo) — € flzo) +€).
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Y

f(zo) + €
f(zo)

f(zo) —¢

¢ )
1y 7
xg— 6 Lo xo+9 x

Wir betrachten den Punkt (zo, f(z0)) € graph(f) und nehmen ein ¢ > 0. Als
néchstes betrachten wir das Intervall (f(zg) — €, f(xo) + €) auf der y-Achse um den
Puntk xy. Wir nehmen die Punknte um x (das heisst in einem Intervall (z¢—d, 2o+
) mit Mittelpunkt x(), zu denen die Funktion f einen Punkt in (f(z¢)—¢, f(x¢)+¢)
zuordnet. Falls wir ein solches Intervall fir jedes ¢ > 0 finden konnen, ist die
Funktion f an der Stelle z( stetig.

BEISPIEL 4.38. Wir betrachten die Funktion f: R — R, z + sgn(z)(z? + 1), die im
Ursprung nicht stetig ist.

Falls € > 1 ist, gibt es § > 0 so, dass
2| = |z — 0] <0 =|f(z) = fO)] = [f(z)] <e.
[Man kann § = v/e — 1 nehmen. In der Tat gilt | f(z)| < efiir jedesz € (—ve — 1,v/e — 1) ]
Aber falls 0 < ¢ < 1 ist, gibt es kein § > 0 so, dass
()
7] = |z =0 <= |f(z) — fO)] = [f(x)] <€

[Falls € < 1 ist, ist § = /¢’ — 1) nicht definiert.] Das einzige 0, dass (x) erfiillt ist
0 = 0: in der Tat f(0) = 0 € (—€,€) aber fir jedes x # 0 ist |f(z)] > 1, d.h.
f(x) # (=€, €).
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BEISPIEL 4.39. Wir betrachten jetzt die Funktion f: R — R,

(z2+1) >0
—(z*+1) 2<0.

x— f(z) ::{

Die Funktion f ist auch im Ursprung nicht stetig.
y

14 €

I =€

Falls 0 < € < 1 ist (zum Beispiel e = %) gibt es kein 6§ > 0 so, dass
] = o —0] <d=|f(x) = f(O)] = [f(z) =1 <e.

In der Tat, gibt es § > 0 so, dass |f(z) — 1] < 1 falls 0 < z < 4, aber fiir alles § > 0
und jedes —¢ < z < 0 die Ungleichung |f(z) — 1| < £ gilt nicht.

BEMERKUNG 4.40. (1) Die Aussage in der Definition muss fiir jedes ¢ > 0 wahr
sein. Das 0 > 0 hangt von € ab, man kann aber ein kleineres ¢ wahlen.
(2) Eine Funktion ist stetig, falls wir beim Zeichnen ihres Graphen den Bleistift
vom Papier nicht heben miissen.

Man kann auch die Definition der Stetigkeit nur “einseitig” geben:

DEFINITION 4.41. Sei f: X — Y eine Funktion und z, € X.

(1) Wir sagen, dass f an der Stelle xq rechtsseitig stetig ist, falls fiir jedes € > 0
ein 6 > 0 gibt so, dass

fir jedes x € [xg,x0 +0) = f(x) € (f(xo) — €, f(xg) +€).

(2) Wir sagen, dass f an der Stelle xy linkssseitig stetig ist, falls fiir jedes € > 0
ein 0 > 0 gibt so, dass

fiir jedes x € (xg — 0,20 = f(z) € (f(xo) — €, f(x0) +€).
BEISPIEL 4.42. Die Funktion in Beispiel ist rechtsseitig stetig.

Es ist klar, dass eine Funktion f ist an der Stelle x( stetig genau dann, wenn sie
an der Stelle x( rechtsseitig stetig und linksseitig stetig ist.

DEFINITION 4.43. Eine Funktion heisst stetig (auf dom(f)), wenn sie an jeder Stelle
xo € dom(f) stetig ist.
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E1GENSCHAFTEN (Eigenschaften der Stetigkeit).  (Stl) Konstante Funktionen sind

stetig;

(St2) die identische Abbildung ist stetig;

(St3) das Produkt und die Summe von zwei stetigen Funktionen sind stetig;

(St4) der Quotient von zwei stetigen Funktionen ist stetig auf jedem Punkt, wo
er definiert ist;

(St5) die Umkehrfunktion einer stetigen Funktion ist stetig;

(St6) die Verkettung von stetigen Funktionen ist stetig.

BEISPIEL 4.44. (1) f(z) = c ist stetig;
(2) pp(2) = anz™ + ap_ 12" + - -+ a1z + ag ist stetig (wegen (St1), (St2) und
(5t3));

(3) eine rationelle Funktion 5 ;((Z)) ist auf jedem Punkt zg mit ¢, (zo) # 0 stetig;

DEFINITION 4.45. Eine Funktion f: X — Y heisst Lipschitz (oder Lipschitz stetig)
in xg € X, falls es ein C' > 0 und ein § > 0 gibt so, dass fiir jedes z € X mit
|z — x| < d, die Aussage |f(z) — f(xo)| < Clz — x| gilt.

Eine Funktion ist Lipschitz stetig, falls die Approximationsrate durch eine lineare
Funktion beschrankt ist. Falls 6 > 0 wirkt, wird auch jedes ¢’ mit 0 < ¢’ < § wirken.

LEMMA 4.46. FEine Lipschitz Funktion ist auch stetiﬂ.

PROOF. Nehmen wir ein € > 0. Wegen der Lipschitzstetigkeit wissen wir, dass
es ein C' > 0 und ein ¢’ > 0 gibt so, dass

(4.1)fiir jedes z € X mit |x — x| < ' = | f(x) — f(x0)] < Clx — x| < CO'.

Wir miissen 6 > 0 finden so, dass fiir jedes z € X mit |z —x¢| < 0 = |f(x)—f(z0)| <
€.

Falls C¢" < €, konnen wir § = 0’ nehmen.

Falls C'¢" > e wéahlen wir ein § > 0 so, dass C'd < e. Dann muss § < ¢ sein.
Daraus folgt, dass fiir jedes € X mit |z —xo| < § = |f(x) — f(z0)| < Clx — 20| <
Co < e O

Die Umkehrung der Aussage in Lemma [4.46| gilt nicht.

BEISPIEL 4.47. Die Funktion f: R>y — R>g, x — y/z ist stetig im Ursprung aber
nicht Lipschitz.

Um die Stetigkeit im Ursprung zu bewiesen, sei € > 0. Wir miissen 6 > 0 finden
so, dass fiir jedes € X mit |z — 0| = x < 6, |\ — V0| = \/z < e. Wir kénnen
deshalb § = € wihlen so, dass falls x < €2, \/z < € gilt.

TAus Wikipedia: Ein Hilfssatz oder Lemma (lat. lemma, gr. Ajupce, “Einnahme”, “An-
nahme”, Plural: “Lemmata”) ist eine mathematische oder logische Aussage, die im Beweis eines
Satzes verwendet wird, der aber selbst nicht der Rang eines Satzes eingerdumt wird. Die Unter-
scheidung von Sétzen und Lemmata ist fliessend und nicht objektiv.
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Um zu beweisen, dass f nicht Lipschitz ist, miissen wir beweisen, dass es kein
C > 0 oder kein ¢ > 0 gibt so, dass |\/z| < C|z| fiir jedes z € X mit x < 0. Aber
VI < Cx o < C%a?
er(C?*r—1)>0
z€eR
E<:>205620U1nd C*’z—1>0
1
S > 0und x> o

Deshalb konnen wir nicht herleiten, dass aus x € X mit |z| < § folgt, dass |\/z| <
Clz|.

4.2.3. Der Zwischenwertsatz.

SATZ 4.48 (Zwischenwertsatz). Sei f: [a,b] — R eine stetige Funktion und nehmen
wir an, dass f(a) < 0 < f(b). Dann besitzt f wenigstens eine Nullstelle zy € (a, b).

Intuitiv ist es klar, dass f eine Nullstelle in (a,b) besitzen muss: um den Graph
von f von (a, f(a)) bit (b, f(b)) zu zeichnen, muss man unbedingt die z-Achse durch-
schneiden.

ProoF. Wir definieren zwei Folgen (a,)n>o und (b,),>0. Setzen wir ap = a und
bo = b und betrachten wir den Mittelpunkt (ag + b)/2. Falls f((ag + by)/2) = 0
haben wir die Nullstellen gefunden. Falls nicht, ist es entweder f((ag + bg)/2) > 0
oder f((ag+ bp)/2) < 0. Wir betrachten jetzt das Intervall

[ao, o —2{— bo] oder {ao —2’— bo , bo}

so, dass f an den Endpunkte die zwei Vorzeichen nimmt. Wir setzen a; gleich dem
linken Grenze des gewahlten Intervall und b; gleich dem rechten Grenze. Wir gehen
dann weiter, d.h. falls wir ein Intervall [ay, bi| gew@hlt haben, definieren wir

[ak 1 bk: 1] — [ak7 %} faHSf (%) > 0
o [Wabk} fallsf (@) <0

Die zwei Folgen genitigen die folgenden Eigenschaften:

(1) die Folge (ag)g>o ist (nicht streng) monoton wachsend, die Folge (by)>0 ist
(nicht streng) monotone fallend;
(2) fiir jedes n € N gilt a,, < b, und

apg<a; <ay << by < by < by

(3) die Folgen (ax)r>0 und (bg)g>o sind beschrankt.

Aus dem Satz [4.100| folgt, dass die zwei Folge einen Limes besitzen. Wir behaupten,
dass

lim a, = lim b,
n—oo n—oo
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ist eine Nullstelle xy. In der Tat, wére xo keine Nullstell, konnten wir zum Beispiel
f(zo) > 0 annehmen. Da f stetig ist, fiir jedes € > 0 gibt es ein § > 0 so, dass fiir
jedes x mit |z — zo| < 6, |f(x) — f(xg)| < e. Nehmen wir € = f(xy)/2. Dann fiir
jedes x mit |x — x| < 9, gilt

—e+ f(zo) < f(x) < f(x0) + €
oder
0< —€e+2e< f(zr) <2+e¢

Aber das ist ein Wiederspruch, weil aus lim,,_,,, a,, = x( folgt, dass es a,, gibt, die
die Ungleichheit 0 < |a,, — zo| < ¢ erfiillt und f(a,) < 0. O

BEMERKUNG 4.49. (1) Die Stetigkeit der Funktion f auf dem Intervall (a,b)
ist nicht genug.

/’

& b

(2) Es konnte sein, dass f mehr als eine Nullstelle besitzt. Wir werden mit
dieser Methode nur eine Nullstelle finden.

4.3. Grenzwerte

Der Begriff von Stetigkeit ist mit dem Begriff von Grenzwert strikt verbunden.
Es gibt verschiedene Arten von Unstetigkeiten an einer Stelle x.

(1) Die Funktion ist in xq nicht definiert.

Die Funktion ist in x, definiert aber

2) sowieso nicht stetig, d.h. man muss "den

zu zeichnen”.

Bleistift von Papier heben, um den Graph
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Die zwei Teilen des Graphes von f links
(3) und rechts von z sind nicht in der N&he
von einander.

Um dies prézis zu machen, leiten wir den Begriff von Grenzwert ein. Wir miissen
zuerst ein Paar Definitionan geben.

DEFINITION 4.50. (1) Die Punkte a, b sind Randpunkte des Intervalls (a,b) (sie
sind nicht unbedingt im Intervall enthalten).
(2) Jeder Punkt x € I in einem Intervall / mit der Eigenschaft, dass es ein
Intervall mit Zentrum in x gibt, das noch ganz in A erhalten ist, heisst
innerer Punkt.

BEMERKUNG 4.51. (1) Ein Intervall ist offen, falls es nur innere Punkte enthélt.
(2) Ein Intervall is abgeschlossen, falls es seine Randpunkte enthélt.

Dieser Begriff wird auch in mehreren Dimensionen verallgemeinert sein (in Anal-
ysis II).

DEFINITION 4.52. Sei xy € [ ein innerer Punkt von I C R und sei f eine Funktion
auf I \ {xo} definiert. Wir sagen, dass

lim f(z) =L,

T—IQ

falls fiir jedes € > 0 gibt es ein § > 0 so, dass fir jedes x € I \ {zo} mit 0 <
|z —xo] <d=|f(zx)—L| <e.

Wir merken die aquivalenten Aussagen
O<|z—zg| <0 x90—0 < <20+0, flir ©+# 20
f(z) =Ll <es L—e< f(zr) < L+e.

Y

L+e¢

To—0 o zo 4+ 6 z
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BEMERKUNG 4.53. Des Limes lim,_,,, f(z) = L ist unabhéngig von der Definition

von f and der Stelle z;. Man kann zum Beispiel haben, dass lim, ,,, f(x) = L
obwohl f(xy) # L.

L+e

{
N

\
Y
x0—5 Zo $0+5 z

Der Grund ist, dass das Limes nur das verhalten der Funktion f in der Nahe von x
und nicht in Punkt xy verschreibt.

Wir konnen jetzt die Definition von Stetigkeit und den Begriff von Grenzwert so
verbinden.

LEMMA 4.54. Eine Funktion f ist an der Stelle xq stetig genau dann, wenn
(1) f ist and der Stelle xo definiert;
(2) limg_,, f(z) existiert, und
(3) Tty 0y £(2) = (o).
BEISPIEL 4.55. Wir betrachten die Funktion
r? —5r+6
fo)=—m—1
und wir mochten lim, 5 f(x) bestimmen.

Die Funktion f(z) ist an der Stelle 2 = 2 nicht definiert, da sie dort die Form J
annimmt. Falls x # 2 und x # —2 ist

x2—5x+6_x—3

fla) = TS = ).
Die Funktion g ist an der Stelle z = 2 stetig und deshalb
. . 1
lim f(z) = lim g(z) = g(2) = —7 .
4.3.1. Einseitige Grenzwerte. Man kann auch die einseitige Grenzwerte be-

trachten.

DEFINITION 4.56. Sei g € I ein Punkt von I C R (nicht unbedingt ein innerer
Punkt) und sei f eine Funktion auf I \ {x¢} definiert. Wir sagen, dass

lim+f(x) =1L,

w*)CEO
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falls fiir jedes € > 0 gibt es ein § > 0 so, dass fiir jedes x € I \ {xo} mit x €
(xo,x0 +0) = |f(x) — L| < e.

Wir betrachten nur die Werte von = an der rechte Seite von xy und wir bekommen
der rechtseitigen Grenzwert von f an der Stelle z5. Analog konnen wir auch den
linkseitigen Grenzwert definieren.

DEFINITION 4.57. Sei xy € I ein Punkt von I C R (nicht unbedingt ein innerer
Punkt) und sei f eine Funktion auf I \ {zo} definiert. Wir sagen, dass

lim f(x)=1L,

$4)2?0

falls fir jedes € > 0 gibt es ein 0 > 0 so, dass fir jedes x € [ \ {zo} mit x €
(xo — d,20) = |f(z) — L] <.

Y] Y]

L+e . L+e /
L L

Y
0 Zo o4+ T e}

[T

[T
[«

Zo 20 x0Fo6 T

LEMMA 4.58. Eine Funktion f ist an der Stelle x

(1) rechtseitig stetig, falls
(a) f ist and der Stelle xy definiert;
(b) lim,_,,+ f(x) existiert, und
(¢) lim, .« f(x) = f(zo)-
(2) linksseitig stetig, falls
(a) f ist and der Stelle xo definiert;
(b) lim, S f(z) existiert, und
(C) hmx%xg f(.T) = f(l‘o)
BEMERKUNG 4.59. (1) limgsg, f(z) = L & lim,_, - f(z) = L = lim,_, + f(2).
(2) fist an der Stelle zq stetig genau dann, wenn f and der Stelle gy rechtsseitig
stetig und linksseitig stetig ist.
Die Bedingung
lim f(x)=L= lim_ f(z)

T—=T T
entahlt zwei verschiedene Aussagen:

(i) Die Limes lim,_, - f(z) undlim,_, + f(z) existieren, und
(ii) sie sind gleich lim,_, — f(2) = lim, 44 f(2).
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Nehmen wir an, dass die Funktion f an der Stelle xg nicht definiert ist. Falls
f and der Stelle zy nur die Bedingung (i) erfiillt, besitzt f an der Stelle z, eine
Sprungstelle. Sprungstellen sind unhebbare Unstetigkeiten. Falls (ii) auch erfiillt ist,
ist die Unstetigkeit an der Stelle xq hebbare.

BEISPIEL 4.60. Wir betrachten die Funktion f: R — R durch
2 —arx+pB < -1
f(x) =< (a+ B)x -l<zx<1
2 +ar—pB z>1.
definiert. Fiir welche o und 3 ist die Funktion f stetig? Die Funktionen z? — oz + 3,

(a+ B)x und 22 + ax — S sind auf dem Definitionsbereich stetig. Daraus folgt, dass
die Funktion f stetig ist genau dann, wenn

lim f(z) 2 f(~1)= lim f(z) und lim f(z) = (1) 2 lim f(z).

z——1" z——1+ Tz—1— z—1t
Die Gleicheit () (bzw. (%)) folgt aus der Stetigkeit der Funktion 2% — ax + 3
(bzw. x? + ax — ) an der Stelle x = —1 (bzw. z = 1). Die anderen beiden

Gleichheiten sind die Bedingungen, die wir auferlegen miissen.

Wir miissen a und (3 finden so, dass auf = —1 und x = 1 die Werte iibereinstimmen.

{f(—l) = (-1 —a(-1)+4 = (a+ B)(—1) = lim,_,_y+ f(2)

lim, - f(z) = (a+B)(1) = (1> +a(1) — § = (1)
l+a+p=—(a+0)

- {a +B8=1+a-p

l+a+pB=—-a—-p
j{ﬁ—l—ﬁ

=(a, ) = (—1,%) .

Mit diesen Werten von v und g ist der Graph der Funktion
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L
-3 -2 -1

BEISPIEL 4.61. Die Funktion f(z) = £552+6 in Beispiel [4.55 hat an der Stelle z = 2

z2—4
eine hebbare Unstetigkeit. Man kann die Funktion an der Stelle xy so definieren,

dass die neue Funktion stetig ist.

BEISPIEL 4.62. Die Funktion sgn

1 falls z > 0
sgn(z) ;=<0 falls x =0
—1 fallsz <0.

hat eine unhebbare Unstetigkeit an der Stelle g = 0. Sie ist dort weder rechtsseitig
noch linksseitig stetig.

BEISPIEL 4.63. Die Abrundungsfunktion und die Aufrundungsfunktion in Beispiel (8)
sind bzw. rechtsseitig und linksseitig stetig.
Yy Yy

— ¢ o— o

4.3.2. Grenzwerten im Unendlichen. Manchmal mochten wir das Verhalten
einer Funktion fiir grosse Werte von x untersuchen. Wir fangen mit der folgenden
Definition an:

DEFINITION 4.64. (1) Eine Teilmenge X C R heisst nach oben beschrankt (bzw.
nach unten beschrankt), falls es ein N € R gibt so, dass z < N (bzw. N < x)
fiir jedes x € X.
(2) Eine Teilmenge X C R heisst beschrankt, falls sie nach oben und nach unten
beschrankt ist.
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(3) Eine Teilmenge X C R heisst nach oben unbeschrinkt (bzw. nach unten
unbeschrinkt), falls es kein N € R gibt so, dass x < N (bzw. N < z) fiir
jedes x € X.

(4) Eine Teilmenge X C R heisst unbeschrankt, falls sie nach oben und nach
unten unbeschrankt ist.

BEISPIEL 4.65. (1) Die Intervalle (—oo, b) und (—o0, b] sind nach unten unbeschrankt
und nach oben beschrankt.

(2) Die Intervalle (a,c0) und [a, 00) sind nach unten beschrénkt und nach oben
unbeschrankt.

(3) Die Intervalle (a,b), (a,b], [a,b) und [a,b] sind beschrénkt.
(4) Das Intervall (—o0, 00) ist unbeschrankt.

DEFINITION 4.66. (1) Sei f: X — Y eine Funktion auf einem nach oben unbeschrénkt
Menge X definiert. Wir sagen, dass f fiir + — oo den Grenzwert n € R
nimmt, und wir schreiben

lim f(z)=n,

T—00

falls fiir jedes € > 0 ein M gibt so, dass fiir jedes x € X mit z > M =
|[f(z) —n| <e

(2) Sei f: X — Y eine Funktion auf einem nach unten unbeschrankt Menge
X definiert. Wir sagen, dass f fiir x+ — —oo den Grenzwert n € R nimmt,
und wir schreiben

lim f(z) =n,

T——00
falls fiir jedes € > 0 ein M gibt so, dass fiir jedes z € X mit + < M =
[f(z) —nl <e

BEISPIEL 4.67. Sei f: R.y — R die Funktion x — % Wir mochten beweisen, dass
limx_mo% = 0. Anders gesagt, mochten wir beweisen, dass fiir jedes € > 0 gibt es
ein M > 0 so, dassfﬁrjedesxeXmitx>M:>O<%<e. Es gilt

1 1
—<eEST > -
T €

und wir konnen deshalb M = % nehmen.

BEISPIEL 4.68. Es gilt

r—oo I
weil fiir jedes € > 0 konnen wir M = % nehmen so, dass

1 cost 1
fiir jedes x € X mit x > — = < —<e€.

€ i i
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4.3.3. Unendliche Grenzwerte. Die Funktion f(z) = ﬁ wachst in der Néhe

vom Ursprung iiber all Schranken hinaus. Wir sagen darum, dass f(z) der un-
endlichen Grenzwert fiir x — 0 hat.

DEFINITION 4.69. Sei zy € [ ein innerer Punkt von I C R und sei f eine Funktion
auf I \ {xo} definiert. Wir sagen, dass

2, ) = 00,

falls fiir jedes C' > 0 gibt es ein § > 0 so, dass fiir jedes z mit 0 < |x — zo| < 0 =
flx) > C.

BEISPIEL 4.70. Sei f: R\ {0} = R, z + 1/2% Dann ist lim,_,, f(z) = oo.
Y

f f X

—0 )

In der Tat, sei C' > 0. Wir mochten beweisen, dass es ein 6 > 0 gibt so, dass fir

jedes x mit 0 < |z| < § = 1/2% > C. Wir konnen § = \/Lé nehmen so, dass

1 1
=1 VC= = >C.
fallsO<|x|<\/6:> /x| > C':>x2>C'

Wir miissen auch Funktionen betrachten, die unter alle Schranken hinab fallt.

DEFINITION 4.71. Sei xy € I ein innerer Punkt von I C R und sei f eine Funktion
auf I \ {xo} definiert. Wir sagen, dass

lim f(x) =0,
T—T0

falls fiir jedes C' > 0 gibt es ein § > 0 so, dass fiir jedes z mit 0 < | — x| < 0 =
flz) < =C.

Man kann natiirlich auch die unendliche einseitige Grenzwerte definieren.

DEFINITION 4.72. Sei xy € I ein (nicht unbedingt innerer) Punkt von I C R und
sei f eine Funktion auf I \ {z(} definiert.
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(1) Wir sagen, dass

lim f(x) =00
x—)xsr

(bzw. —o0), falls fiir jedes C' > 0 gibt es ein § > 0 so, dass fiir jedes x mit
rg <z <x0+0= f(x)>C (bzw. f(zx) < —-C).
(2) Wir sagen, dass
lim f(x) =00

T—Ty
(bzw. —o0), falls fiir jedes C' > 0 gibt es ein 6 > 0 so, dass fiir jedes x mit
rg—0 <x<xg= f(x) >C (bzw. f(x) < —C).
BEispIEL 4.73. Sei f: R\ {0} — R, z — 1/z. Dann ist lim, ,o+ f(z) = oo und
lim, ,o- f(z) = —oc.
Y

4.3.4. Operationen mit Grenzwerten. Wir haben schon gesehen, dass man
neue Funktionen mithilfe von einigen Operationen mit Funktionen erhalten kann.
Das Ergebnis dieser Operationen mit stetigen Funktionen noch stetig ist. Das Ver-
halten von den Grenzwerten ist ahnlich.

EIGENSCHAFTEN (Eigenschaften der Grenzwerten). Seien f, g : I — R Funktionen,
zg € I CR, und sei lim,_,,, f(z) = a und lim,_,,, g(x) = /3, wobei o, f € R. Dann
gilt:
(LO) Der Grenzwert ist eindeutig: falls es ein o/ gibt so, dass lim,_,,, f(z) = o/,
ista =,
(L1) lim, ., (f(z) £ 9(z)) = a £ 5;
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(L2) lim, ., f(x)-g(x) = a-5. Insbesondere, falls g(x) = 5, ist lim,_,,, f(z)-f =
a- B;

(L3) lim, ., f(z)/g(x) = /B, falls B # 0;

(L4) Nehmen wir an, dass wir die Verkettung h o f betrachten kénnen und dass
die Grenzwerte

lim f(z) =« und lim h(z)

T—T0 T—T0
existieren. Nehmen wir an, dass h and der Stelle « stetig ist. Dann ist
(4.2) lim A(f(z)) = h(lim f(z)) = h(a).
r—x0 T—x0
BEISPIEL 4.74. (1) Sei p,: R — R ein Polynom, p,(z) := a,2" + a, 12" +

-4 a1z + ag. Dann ist lim, ., pn(z) = pa(xo) (da p, stetig ist).
(2) limg ., ;::((;))) = 572((‘;2)), wobei p,, und g, Polynom sind mit g¢,,(xq) # 0.

(3) Seien f(x):=1— 2% und h(z) := /z. Dann ist
lim v1—22 = /lim(1 — 22) = V1,
z—0 z—0

weil h an der Stelle x = 0 stetig ist.
(4) Seien f(z) =1 und

. [N
h<x):{2 1 I

‘ w

3 x#1. 2

+ €
1
In diesem Fall ist A(f(z)) = 2 fiir jedes x, obwohl lim,_,,, h(y) = 3 fiir jedes
Yo. Insbesondere gilt lim, ., h(f(z)) = 3 fir jedes x( so, dass
3= lim h(f(x)) # h(lim f(z)) =h(1) =2.
T—T0 T—T0

Das ist nicht im Wiederspruch mit (4.2]), weil A and der Stelle f(zq) = 1
nicht stetig ist.

Um die Eigenschaften der Grenzwerten anzuwenden, miissen die Grenzwerte
existieren (und endlich sein). Man kann aber auch ein Bisschen mit unendlichen
Grenzwerten berechnen. Wir kénnen die folgende Regeln fiir & € R anwenden:

atoo=+00
00 + 00 = 00
a-00 =00, falls a > 0
a-00=—00, falls a < 0

o0 -0 =00
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VORSICHT. Die Ausdriicken 0 - 00, 0o — 00, 0/0 und oo/oo sind all unbestimmt und
sie konnen jeden Wert annehmen.

Das folgende Prinzip ist oft niitzlich, um die Grenzwerte zu berechnen.

LEMMA 4.75 (Vergleichskriterium I fiir Grenzwerte). Seien f, g, h Funktionen, die
die Ungleichkeit

f(z) < g(x) < h(z)

fiir jedes x in einer Umgebung (xog—0, xo+3)~\{xo} des Punktes x, erfiillen. Nehmen
wir an, dass

lim f(z) = lim h(z) = a.

T—T0 T—T0

Dann ist lim,_,,, g(z) = a.

PROOF. Seien

und

so, dass
0<G(zr) < H(x).

Da lim,_,,, H(x) = 0, ist es genug zu beweisen, dass lim,_,,, G(z) = 0.

Da lim, ., H(z) = 0, fiir jedes ¢ > 0 gibt es ein § > 0 so, dass fiir jedes
x € (xg— 6,20+ ) N{zo} = H(x) < e. Aber 0 < G(z) < H(z) so, dass fiir jedes
x € (xg— 6,0+ ) N {xo} = G(x) < H(z) < ¢, d.h. lim,,,, G(z) =0. O

BEISPIEL 4.76. Wir mochten beweisen, dass

. sinx
lim =1.
z—0 2

Wir betrachten den Sektor der Winkel 2 vom Kreis der Radius 1.

B

tan x
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Aus der folgende Ungleichungen von der Flachen
FI(OCD) < FI(OAD) < FI(OAB)
folgt, fiir 0 < = < /e, dass
1 1 1sinzx

—cosrsiny < —x < — .
2 2cosx

Daraus folgt, dass

1 1 =z 1

—cosr < —— < —-cosx,

2 2sinx — 2
oder

sin x
cost < < coszx.
T

Aus lim,_,g cosz = cos 0 = 1 folgt, dass lim,_,q ﬁ = 1 und deshalb lim,_,q SI% =1

LEMMA 4.77 (Vergleichskriterium II fiir Grenzwerte). Seien f, g Funktionen, die fiir
jedes x in einer Umgebung (zo — d,z0 + 0) ~\ {xo} des Punktes x, (oder fiir jedes x
gross “genug”) die Ungleichkeit f(x) < g(x) erfiillen. Falls lim,_,,, f(z) = oo, gilt
auch lim, ., g(x) = co.

Der Beweis ist sehr ahnlich des Beweises des ersten Vergleichskriteriums.

BEISPIEL 4.78. Da cosx < 1, ist
COS T

1
<=,
x x
Daraus und aus das Vergleichskriterium II folgt, dass

. CcosT . 1
lim < lim — = 0.
rz—=0t T =0+ X
BEISPIEL 4.79. Da
T T
N 1 Z o
2 +sin = 3
und lim, o 5 = 00, ist auch
T

lim 7 =
x%ooQ—l—smz

4.3.5. Asymptoten. Mithilfe den Grenzwerten kénnen wir den Graph einer
Funktion untersuchen.

DEFINITION 4.80. Sei / C R und sei f eine Funktion at I \ {zo} definiert. Falls
limngS: f(z) € {00, —00}, heisst die Gerade x = x( eine senkrechte Asymptote.

BEeIspiEL 4.81. Die Funktion f(x) = % hat die Gerade x = —2 als eine
senkrechte Asymptote. In der Tat ist lim, , o f(z) = oo und lim,_, o+ f(z) = —o0.
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DEFINITION 4.82. Sei f: X — R, mit X C R nach oben unbeschréankt (bzw. nach
unten unbeschrinkt) Falls lim, ,o(f(z) — (mx + b)) = 0 (bzw. lim,, (f(z) —
(mx + b)) = 0), heisst die Gerade y = maz + b eine Asymptote von f als z — oo
(bzw. als x — —o0).

BEISPIEL 4.83. Sei f: R\ {0} = R durch f(z) :=  + 2 definiert. Dann gilt
lim (f(z) —2z) =0= lim (f(z)—x)

T—r00 T—r—00

so, dass y = x eine Asymptote von f als x — oo und als x — —o0 ist.

Um eine Asymptote zu bestimmen, kénnen wir die zwei Parameter, m und b, so
bestimmen:

1 f(@).
(1) m = limyy00 =%

(2) b=lim, o (f(z) — mz)).

und gleichermassen als z — —oc.

BEISPIEL 4.84. Sei f(z) := £=25 Dann ist

r—3
limmzl
Tr—r0o0 €T
und
. 2 —xr—5 o= —-5—22+4+3x . 2x—5
lm [ —— — 2| = lim = lim =2,

In der Tat gilt

2 2 5 (22—
lim (x—x?)5_(x+2)):hm (x o Rl G 6))zlim 1 _0.

T—00 T — T—00 r—3

Man konnte auch die Polynomdivision fithren: aus

2_r—5 1 1
roreo =x+2+ und lim
r—3 T — T—00 I —

folgt, dass lim, o (f(x) — (x +2)) =0

=0

N2

BEISPIEL 4.85. Die Funktion f(x) = x+ +/x hat keine Asymptote, da lim, % =
1 aber lim, o (f(z) — ) = lim, o0 /T = 0.

DEFINITION 4.86. Zwei Funktionen f,g: X — R, wobei X C R ist nach oben
unbeschrankt, sind zueinander asymptotisch, falls lim, .. (f(x) — g(z)) = 0.

Zum Beispiel sind die zwei Funktionen f(z) = y/z und g(z) = v/x + 1 zueinander
asymptotisch.
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4.3.6. Vollstandige Induktion. Fiir die ganze Zahlen gilt die vollstandige In-
duktion (oder einfach die Induktion), ewlche wir ohne weitere Begriindung akzep-
tieren.

Sei ng € Z und sei P(n) eine Aussageform. Wenn P(ng) wahr ist und es fir
alle n > ng zutrifft, dass P(n + 1) aus P(n) folgt, so ist P(n) fiir jede ganze Zahl
n > ng.

Um das Induktionsprinzip zu benutzen, miissen wir zwei Schritte nehmen.

() Verifizieren, dass P(ng) zutrifft ( Verankerung);
(ii) Verifizieren, dass die Aussage P(n + 1) aus P(n) fir n > ng folgt (Induk-
tionsschnitt).

BEISPIEL 4.87. Beweisen, dass fiir jeden n € N

(P(n)) }:g n(n+1)2n+1).

(i) Verankerung (P(1)): 1' =%

1-
(i) Induktionsschnitt (P(n)=P(n
die Induktionsvoraussetzung P(n

)3

(2
+1)): Wir nehmen an, dass fiir eine bestimmtes n
) wahr ist. Wir haben P(n + 1) zu zeigen. Da

Z] =-n(n+1)2n+1)

gilt, folgt P(n+1) durch Addition von (n + 1)? zu beiden Seiten:

n+1

z;;—§:j+-n+

= én(n +1)(2n +1) + (n+ 1)

=(n+1) (%n(2n+l)+n+1>
:é(n+1)(2n2+n—|—6n+6)

:ém+4xn+m@n+@

= S (1) + D+ 1)+ 1)

BEISPIEL 4.88. Sei 0 < z, < 1 fiir 1 <k <n und n > 2. Beweise, dass

(P(n)) H(l —x) > 1— ka
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Diese Formel hat die folgende Interpretation. Seien z, fiir £ = 1,...,n Rabatte,
die im Anteil gegeben sind so, dass [[,_,(1 — ) der Anteil den endgiiltige Kosten
ist, falls wir die Rabatte hintereinander abziehen und 1 — Y7} x) der Anteil en
endgiiltige Kosten ist, falls wir die Rabatte addieren. Laut dieser Formel, ist es
besser mehrere Rabatte zu addieren, als die Rabatte hintereinander abzuziehen.

(i) Verankerung (P(1)): 1 —x1 > 1 — z.
(ii) Induktionsschnitt (P(n)=P(n+1)): Nehmen wir an, dass fiir jedes n > 2

ﬁl—xk >1—Zxk
k=1

und zeigen wir, dass
n+1 n+1

Durch multiplizieren mal (1 — 2,,41) zu beiden Seiten die Aussage P(n+1) folgt:

n+1 n
[T =20 =T[0 -2 = z011)
k=1 k=1
> (1 - Zm) (1 —2p41)
k=1
=1- Zﬂik — Zpt1+ Zl’kl’nﬂ
n+1 B
=1- Za:k —|—Z:L’kxn+1
n+1

k=1

BEISPIEL 4.89. Wir mochten den binomischer Lehrsatz
" /n
1 no_ k
ey =3 (})a
k=0
beweisen. In diesem Beispiel werden wir die vollstandige Induktion benutzen, um

zu beweisen, dass die Anzahl T'(n, k) der (verschiedenen) k-elementigen Teilmengen
einer n-elementigen Menge, 0 < k < n gleich dem Binomialkoeffizient ist, d.h.

(P(n)) T(n, k) @ |

(i) Verankerung (P(1)): P(0) =1 = (J)
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(ii) Induktionsschnitt (P(n)=P(n+1)): Wir haben eine (n + 1)-elementige Menge
{1,...,n+1}. Um eine k-elementige Teilmenge zu betrachten, kénnen wir entweder

(1) eine k-elementige Teilmenge der Menge {1,...,n} nehmen, oder
(2) eine (k — 1)-elementige Teilmenge der Menge {1,...,n} und das Element
(n 4+ 1) nehmen.

Aus dieser Bemerkung folgt, dass

T(n+1,k) = T(n,k) + T(n,k — 1) = (Z) + <kﬁ1> - ("Zl)

Jetzt betrachten wir das Produkt

n

M=1]0+z) =0 +az)d+a2) ... (1+,)

k=1
= 1 +£$1 + iy + $nz+£$1$2 + T173 ﬂi ot In—lmnz
MO(‘Z'I """ m”) Ml(azl ..... $n) MQ(CL‘l ..... .Z‘n)
+ (T122T3 + T129Ts + 0+ T2 T 1Tn)
My(ar,...en)
+ -+ 21222y
My (z1,....20)
= Mj([L‘h...,l'n).
k=1
wobei M;(z1,...,x,) gleich der Summe aller moglichen Produkte von j Elementen
in {zq,...,x,} ist.
Wir haben schon bewiesen, dass die Anzahl alle moglichen Produkte von j Ele-
menten in {xy, ..., z,} gleich (Z) ist. Daraus folgt, dassfallszy = 2o =--- =2, = x,

dann ist

M(z,...,z) = (n)xj
J
und deshalb

4.4. Das Maximum (bzw. das Minimum) vs. das Supremum (bzw. das
Infimum)

DEFINITION 4.90. Sei X C R eine nicht leere Teilmenge. Dann ist
max X :={M € X : x < M fir jedes z € X}
min X :={m € X : m < z fiir jedes z € X}

BEISPIEL 4.91. (1) Fiir das Intervall X = [0, 1] gilt max X = 1 und min X = 0.
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(2) Das Intervall X = [0,1) besitzt kein maximales Element.

(3) Das Intervall X = [0, 00) besitzt kein maximales Element und min X = 0.

(4) Eine endliche Menge besitzt immer ein maximales Element max X und ein
minimales Element min X.

DEFINITION 4.92. Sei X C R eine Teilmenge.

(1) Eine Zahl S € R mit x < § fiir jedes € X heisst eine obere Schranke von
X.

(2) Eine Zahl s € R mit s < z fiir jedes z € X heisst eine untere Schranke von
X.

SATZ 4.93. Sei X eine nicht leere Teilmenge X C R.

(1) Falls X nach oben beschréinkte ist, besitzt X eine eindeutige kleinste obere
Schranke, genannt das Supremum von X und sup X.

(2) Falls X nach unten beschréankte ist, besitzt X eine eindeutige grisste untere
Schranke, genannt das Infimum von X und inf X.

BEISPIEL 4.94. (1) 0 = inf[0, 1] = inf(0, 1] = inf[0, 1) = inf(0, 1) = min[0, 1] =
min[0, 1);
(2) 1 =sup|0, 1] = sup(0, 1] = sup|0, 1) = sup(0, 1) = max|0, 1] = max(0, 1].
BEMERKUNG 4.95. (1) Falls sup X € X ist sup X = max X. Gleichermassen
ist inf X = min X, falls inf X € X.

(2) Die Zahlen sup X und inf X existieren immer, aber es ist nicht unbedingt
so fiir min X und max X.

BEISPIEL 4.96. Sei X := {2 : n € N, n > 1}. Dann ist supX = 1 = max X und
inf X = 0. Das Minimum min X existiert nicht.

E1GENSCHAFTEN (Eigenschaften des sup und inf). Seien X, Y C R zwei Teilmengen.
Falls ¢ € R setzen wir

cX ={cx: € X}
X+Y ={z+y:zeXundyecY}

Dann gilt:
(1) sup(X UY) = max{sup X,sup Y} und inf(X UY) = min{inf X, inf Y},
(2) sup(X +Y) =sup X +supY und inf(X +Y) =inf X +inf Y;
(3)

cinfC  falls C >0

X
sup(cX) csupC  falls C <0

{csupC’ falls C' >0

d inf(cX) =
cinfC  fallsC <0 i inf(cX) {

4.5. Folgen und Reihen
4.5.1. Folgen.
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DEFINITION 4.97. Eine Abbildung N — X C R, deren Definitionsbereich die Menge
der naturlichen Zahlen N = {n € Z : n > 0} ist, heisst eine (unendliche) Folge in
X CR

Wir benutzen die Schreibweise (zg)r>0 oder (zo, Z1,...,ZTn, ... ).

DEFINITION 4.98. Eine Folge (zx)r>0 C R heisst konvergent mit Grenzwert x, wenn
fir jedes € > 0 ein N gibt so, dass fiir alle n > N = |z — z,| <.

BEMERKUNG 4.99. Der Grenzwert einer Folge ist eindeutig bestimmt. In der Tat,
sei © < y zwei Grenzwerte. Fir jedes € > 0 gibt es ein N > 0 so, dass fiir jedes

n> N, |z, —z| < eund |z, —y| < e Nehmen wir € = \xz;yl = 2%, Dann gibt es
ein N > 0 so, dass firn > N

r—e<x,<x+e€ und y—e<x, <y-+e.
Aber

N B y—zr y+zw rT+y y—x_

S N R R

und z,, kann nicht gleichzeitig < x + € und > y — € sein
Ty <THe=y—e<Ty.
Alle Regeln fiir die Grenzwerte kann man auch fiir die Folgen anwenden.

SATZ 4.100. Eine streng monoton wachsende (oder fallende) beschrankte Folge (xy) x>0
ist konvergent.
PROOF. Sei
x =sup{xz: k >0}
= kleinste obere Schranke von {xy : k > 0}
= kleinste y so, dass z; < y fir jedes k£ > 0
Dann ist 25, < z. Fiir jedes € > 0, ist x — € keine obere Schranke (weil z die kleinste

ober Schranke ist), deshalb gibt es ein N mit xy > x — €. so, dass fiir jedes k > N,
x> xny > x — €. Daraus folgt, dass fiir jedes k > N

r—e<x,<ax<xHe€
und dann limy_, x5 = . ]

BEMERKUNG 4.101. Wir sagen manchmal, dass eine Folge besitzt eine Eigenschaft
“fiir fast alle” n. Das bedeutet, dass es ein N gibt so, dass die Folge die Eigenschaft
fir alle n > N besitzt. Anders gesagt, gilt die Eigenschaft fiir (a,),>0 bis auf
endliche viele n.

SATZ 4.102 (Vergleichskriterium fiir Folgen). Seien (z,,),>0 und (y,)n>o zwei kon-
vergenten Folgen.
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(1) Fast z,, <y, fir fast alle n, gilt

r:= lim z, < lim y, =vy.
n—oo n—oo
(2) Sei lim,, oo ,, = limy, 0y, = . Ist x, < z, < y, fiir fast alle n, so ist
auch lim,,_.o 2z, = «.

DEFINITION 4.103. Die Folge (z,),>0 divergiert gegen oo (bzw. —o0), und wir
schreiben

lim z,, = 00

n—oo
(bzw. lim, , x, = —00), wenn fiir jede K € R gilt, dass a, > K (bzw. a, < K)
fiir jede k € R gibt es ein N so, dass fiir fast alle n.

BEISPIEL 4.104. Wir betrachten die Folge, die durch xy = ¢ > 0 und die Rekursiv-
gleichung

1
Tpyl i= = (xn—i-i) firn >0

2 T
definiert ist. Wir mochten zeigen, dass lim,, .. , = 1/c.
Wir merken, dass x,, 1 > 0 fiir n > 0. Zudem gilt

1
Tyl —Ve= = <xn+£> —\/c
2 Ty
Lo s
(43) = E(xn + ¢ —2v/czy,)
1
>0.

Daraus folgt, dass

0< zum — Ve B (0, — VO (2n — V)

2x,
1

(4.4) SE:C”(Q:” —/c)

1

:i(l’n - \/a
und
@3 1 @3 1 1 c—\/C

0 < app1 — Ve < 5(%—\/5) < 2—2(%71 —Ve) <o < 2n+1(:1;0—\/5) = ot

Da 62;—)/16 — 0 als n — oo, ist die Behauptung mithilfe des ersten Vergleichskriteriums

bewiesen.
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4.5.2. Reihen. Aus einer Folge ay)g>0 kann man eine unendliche Reihe definieren.

DEFINITION 4.105. Der Ausdruck
D a
k=0
heisst eine (unendliche) Reihe, deren Partialsumme ist

n
Sp = E ag
k=0

definiert.
Die Reihe heisst konvergent, falls die Folge (s,,)n>0 der Partialsummen konvergent
ist. In diesem Fall bezeichnet man den Wert der Reihe

Zak: lim (Zan> )
k=0 nree k=0
BEISPIEL 4.106. Die Reihe

> 1
4.5 F=1 24 ... firg<l1
(4.5) ;q +q+q + g fra<l,

heisst die geometrische Reihe.
Um die Gleichzeit in (4.5) zu bewiesen, betrachten wir die Partialsumme s, =
> r_s¢". Wir haben schon in Beispiel refex:geometrische bewiesen, dass
1 — qn+1
Sp = ——
Da ¢ < 1 ist, strebt ¢"** nach 0. Daraus folgt, dass

C 1— gt 1
qu = lim s, = lim ¢
k=0

Nn—00 n—o00 1—q :1—q'

LEMMA 4.107. Falls die Reihe ZZO:() ay konvergent ist, ist limy_,qa = 0.

Proor. Wir schreiben

n n—1
an:E ak—g QA = Sy — Sp—1 -
k=0 k=0

Falls die Reihe konvergent ist, ist lim, , s, = lim,, ., 5,1 und deshalb ist
lim a, = lim (s, — s,-1) = lim s, — lim s, 1 =0.
n—oo n—oo n—o0 n—oo

O
Die Umkehrung dieses Faktes ist nicht wahr, als das folgendes Beispiel zeigt.
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BEISPIEL 4.108. Die harmonische Reihe ist die Reihe
>
e
k=1

In diesem Fall strebt 1/k nach 0 als k — oo, die harmonische Reihe ist aber nicht
konvergent. In der Tat ist

1 n 1 R 1 S 1 1
Sop — Sp = et —2>n—=—.
2 n+1 n+2 2n 2n 2
Ware die harmonische Reihe konvergent, wiirde
R R
fimon =D 7 = Jim o
k=1
sein. Das ist aber nicht méglich, da
1
0= lim s9, — lim s, = lim (89, — s,) > =.
n—00 n—o00 n—00 2

BEISPIEL 4.109. Die alternierende harmonische Reihe ist die Reihe

- 1 1 1 1 1
_1 k—l_ — 1 _ = - = -
2 (-0 27371757
k=1
und sie ist konvergent. In der Tat gilt fiir die alternierende Reihe der folgenden Satz:

SATZ 4.110. Sei (zg)k>0 eine Folge mit der folgenden Eigenschaften:
(1) (x)r>o ist monotone fallend, und
(2) limg o0 xx = 0.
Dann konvergiert die alternierende Reihe >, (—1)F1a;.
Mit S := >0 (—1)F1ay, gilt fiir jedes n > 1
(4.6) 0<|S—snl <py1,

d.h. der Fehler ist hochsten so gross wie der erste Term in der Reihe, den wir
weglassen.

PROOF. Einerseits ist die Folge s5, monoton wachsend, da

42 o
Sont2 — Son = Z (=1)F 1ty — Z(—l)kflxk
k=0 k=0

_ (_1)2n+2_1x2n+2 + (_1)2n+1_1$2n+1

€]
= —Topy2 + Topp1 > 0.

Anderseits ist die Folge s5,,1 monoton fallend, da

(1)
S9p+1 — S2ap—1 = Tapt1 — Tan < 0.
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Es gibt auch
Son < S2n-1,
weil
Sop — Sop—1 = —Ta, < 0.
Daraus folgt, dass
Sg < 8y < v < Sgp2 < Sop < Sop1 < Sopg < ...83 < 81

Die Folgen (s2,)n>0 und (S2n41)n>0 sind deshalb beschrénkt and so konvergent

(Satz [4.100)). Seien

lim sy, =: 5’ und lim sg,41 =: S”.

Wir werden sehen, dass S = S”. In der Tat ist
5= 8=l oo = i sy = Jig (son = son) = g (n) = 0
Um (4.6) zu beweisen, bemerken wir, dass
(4.7) Son < Sopyo < S < Sopy1 < Sop_1  fur jedesn > 1.
Falls wir die erste, dritte und vierte Termen der Ungleichung betrachten,
Son <Sopio < S <S94 < Sonp_q  flr jedesn > 1.
und ss,, subtrahieren, erhalten wir
(4.8) 0<S — 89, < Sons1 — Son = Topyl -
Falls wir die erste, dritte und fiinfte Termen von betrachten,
Son <Sopgo <9 < Sopyr < S9,-1 fiir jedesn > 1,
und Ss,,_1 subtrahieren, erhalten wir
Son — Sopn—1 <5 — 89,1 <0,
oder, aquivalent,
(4.9) 0 < (—1)* S = s95-1) < (=1)*" (595, — Son_1) = Tap .
Aus und folgt

0<(=1)"(S—55) < Tpt1-
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4.5.3. Vergleichkriterien fiir Reihen mit nicht negativen Glieder.

SATz 4.111 (Vergleichskriterium I fiir Reihen). Seien a,, > 0 und b,, > 0 fiir n > 0
fiir jedes n > 0. Falls es ein C' > 0 gibt so, dass a, < Cb, fiir J:Qdes n > 0 und
die Reihe Y 7 b, konvergiert, dann konvergiert auch Y~ a,. (Aquivalent: Falls
> oo o Gy nicht konvergent ist, ist auch - by, nicht konvergent.)

Wir bemerken, dass, damit der Satz wahr ist, geniigt es, dass a,, < Cb,, fiir jedes
n > ng, wobei ng € N ist.

PROOF. Nehmen wir an, dass Y~ b, konvergent ist so, dass s, == Y ,_, bk
nach oben beschrénkt ist. Daraus folgt, dass t,, := ) ,_, a, auch nach oben beschénkt
ist. Da t,, monoton wachsend ist, ist ¢, konvergent, d.h. Y7 a; konvergiert. [

ANWENDUNG. Sei (ay,)n>0 eine Folge mit a, > 0 fiir jedes n > 0. Nehmen wir an,
dasses C' >0, ng € Nund 0 < ¢ < 1 mit a,, < Cq" fiir jedes n > ng gibt. Daraus
folt, dass >~ a, konvergent ist.

k
BEISPIEL 4.112. Die Reihe Y 77, <%’T/4)> ist konvergent, da

(=5%) <)

SATZ 4.113 (Vergleichskriterium II fiir Reihen). Seien a,, > 0 und b,, > 0 fiir jedes
n > 0 und nehmen wir an, dass

. . . o0 [o¢] .
Dann konvergiert die Reihe ) >~ | a, genau dann, wenn » -, b, konvergiert.

ProoOF. Da lim,,_, ‘Z—Z =1, gibt es ein N € N so, dass fiir jedes n > N

an, 1 < 1 d 1 - an, - 3

— — = r o —<—<=.

b 2 T 9%, T2
Daraus folgt, dass a,, < %bn und b, < 2a,. Wir konnen deshalb das erste Vergleich-
skriterium fiir Reihen, Satz [4.113] zweimal anwenden. U
BEISPIEL 4.114. Die Reihe >~ 7 | ﬁ ist konvergent: in der Tat ist sie eine Teleskopen-
reihe

I 1 1 1

n2+n nn+1) n n+l

so, dass

3
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und so
=1
g 5 = lims,=1
— n“+n n—00

[e.e]
n—=

BEISPIEL 4.115. Wir mochten die Konvergenz der Reihe
1 1

<_
n2+n n?’

1 n% untersuchen. Da

konnen wir aber das erste Vergleichskriterium nicht anwenden. Mithilfe von zweiten
Vergleichskriterium und Beispiel 4.115| kénnen wir herleiten, dass Y - %2 konver-
gent ist, da

Desweiteren ist y - n% fiir & > 2 auch konvergent, da

1 1
ne — n?’
Wir haben gesehen, dass
i 1 divergiert a<l1
“— ne konvergiert « > 2.
Wir werden spéter sehen, dass die Reihe > 7 | n% auch fiir & > 1 konvergent ist.

ANWENDUNG. Sei (ag)r>o eine Folge mit a; > 0 fir jedes k& > 0. Nehmen wir an,
dass es C' > 0, kg € N und 0 > 0 mit

ap < T fiir jedes k > kg

gibt. Daraus folgt, dass Y - a; konvergent ist. [Um diese Behauptung zu machen,
haben wir angenommen, dass die Reihe >~ | n% auch fiir « > 1 konvergent ist.]

4.5.4. Quotienten- und Wurzelkriterien.
SATZ 4.116 (Quotientenkriterium). Sei (a,),>o eine Folge mit a,, > 0 fiir jedes n > 0
und nehmen wir an, dass

. Ap+1
lim /4= = L.

n—oo an
(1) Falls L > 1, ist Y2 a, divergent;

(2) falls L < 1, ist y_ -, a, konvergent;
(3) falls L =1, ist die Konvergenz der Reihe )", a,, unbestimmt.
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PROOF. Nehmen wir an, dass L < 1 und sei ¢ € R mit L < ¢ < 1. Da
lim,, o az—:f = L, gibt es Ny € N so, dass

Ap41

< ¢ fir jedes n > N

n
=a,41 < qa, fir jedes n > Ny

Ap+1
= n

a
< = fiir jedes n > N,
qn+1 qn

= (a_n) monoton fallend fiir jedes n > Ny .
qTL

Insbesondere ist
anp, a'NO . aNO n n
— < — fur jedes n > Ny = a, < —¢" = Cq",
q g7 qNo
wobei C' = Z%g. Aus der Anwendung des ersten Vergleichskriterium fiir Reihen an

der Seite [57] folgt, dass ) -, konvergent ist.
Falls L > 1, ist a,41 > a, fiir jedes n > N und deshalb a,, nicht gegen 0 streben

kann. 0
BEISPIEL 4.117. Die Reihe ) 7 | & is konvergent, da
1
n ! 1
1 R S SRS
n—»00 o n—00 O}%—l)! n—oo M + 1

SATZ 4.118 (Wurzelkriterium). Sei (an)n>0 eine Folge mit a, > 0 fiir jedes n > 0
und nehmen wir an, dass

lim a2/ = R.
n—oo

(1) Falls R > 1, ist >~ a, divergent;
(2) falls R <1, ist ), a, konvergent;
(3) falls R =1, ist das Behalten der Reihe )" a, unbestimmt.

BEISPIEL 4.119. Die reihe >~ . m ist konvergent, da

1\
— =—— =0 als n — o0o.
(logn)™ logn

4.5.5. Absolut Konvergenz.

DEFINITION 4.120. (1) Eine Reihe Y7  a, heisst absolut konvergent, falls die
Reihe > |a,| konvergent ist.
(2) Eine Reihe, die konvergent aber nicht absolut konvergent ist, heisst bedingt
konvergent.

BEISPIEL 4.121. Die alternierende Harmonische Reihe ist bedingt konvergent. Die
Reihe > 7 (_nlg)n ist absolute konvergent.

n=1
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SATz 4.122. Falls %>  a, absolut konvergent ist, ist y . a, auch konvergent.
Anders gesagt,

oo oo
Z |a,,| konvergent = Z a, konvergent .
n=0 n=0

Wir werden den Satz ein bisschen spater beweisen, wir miissen zuerst die folgen-
den Eigenschaften herstellen:

EIGENSCHAFTEN (Eigenschaften der Reihen). Seien ) > ja, und ) b, zwei be-
liebige Reihen.
(R1) Sei N € N, N > 0. Die Reihe ) a, ist konvergent genau dann, wenn
Y me N1 Gn konvergent ist.
(R2) ¢d> 0" yan=y ., ca, fiir jedes ¢ € R.
(R3) (a) Falls Y, a, und y_ b, konvergieren, konvergiert auch >~ (a, +

b,) und
Zan—l—an = Z(an—l—bn).
n=0 n=0 n=0

(b) Falls ">, a, konvergent ist und Y~ , b, ist divergent, ist > > (a, +
b,) divergent.
(c) Falls > ja, und Y 7 b, divergent sind, kann man daraus nichts
tiber die konvergenz der Reihe "~ (a, + by,) herleiten.
(R4) Falls a,, < b, fiir jedes n, ist > 0" g an < Y 0 Ny
(R5) Man kann eine absolut konvergente mehrfache Reihe beliebig umordnen

0o oo 0o oo © n
E E Ak.n = E g Akn = E E Qg n—¢ -
k=0 n=0 n=0 k=0 n=0 ¢=0

Insbesondere gilt

{=0 k=0

n

Z Z akbn_k .

n=0 k=0

BEWEIS voM SATz [4.122] Setzen wir b, = a, + |a,|. Da a, = b, — |a,|, ist es
genug zu beweisen, dass >~ b, konvergent ist. Aber das ist einfach, weil

0 < by, < 2|ay|

und )" a, konvergent ist. O
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4.5.6. Funktionenreihen (und Potenzreihen). Biz jetzt haben wir Reihen
betrachtet, deren Glieder reele Zahlen waren. Man kann aber auch Reihen betra-
chten, die aus Folgen von Funktionen definiert sind.

DEFINITION 4.123. Sei (fi(z))k>o eine Folge von Funktionen, wobei f; : X — R
und X C R. Der Ausdruck

> filx)

heisst eine Funktionreihe.
Die Menge {z € X : Y ;2 fu(z) konvergiert} heisst der Konvergenzbereich der
Funktionreihe.

BEISPIEL 4.124. (1) Falls fi(z) := 5", heisst

expxr = Z E
k=0

die Exponentialreihe. Der Definitionsbereich der fy ist dom f,, = R und wir
werden sehen, dass der Konvergenzbereich der Exponentialreihe auch R ist.

(2) Falls fi.(z) := a*, ist >_p, 2* die geometrische Reihe. Der Konvergenzbere-
ich von > 32 2% ist (—1,1) und fiir jedes z € (—1,1) ist

k=0

Der Definitionsbereiche von 2 — = ist aber R \ {1}, deshalb besitzt die
Funktionreihe > 7 2" eine Fortsetzung auf R \ {1}.
(3) Falls fy(x) := axz®, wobei (ag)r=o eine Folge ist, heisst

o0
E anpx”
k=0

eine Potenzreihe. Die Folge (ag)r>0 kann eine reelle oder eine komplexe
Reihe sein. Deshalb sollten wir jetzt eine Umleitung nehmen und uns mit
komplexen Zahlen beschéftigen.

4.5.7. Komplexe Zahlen.

SATZ 4.125 (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes Polynom p,(z) = a,2" + --- +
a124ag vom Grad n > 1 mit koeffizienten a,, . .. ,aq € C besitzt genau n Nullstellen
in C, die mit Vielfachheiten gezahlt sind.

Um die Komplexe Zahlen zu definieren, miissen wir nur die Wurzeln y/—1 zu der
reelle Zahlen zufiigen.
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DEFINITION 4.126. Eine komplexe Zahl ist eine Ausdruck der Form
z:=x+1y,

wobei z,y € R reelle Zahlen sind und ¢ ist die imaginare Einheit, d.h. i ist durch
die Gleichheit

it = —1

definiert. Dann heisst x der reelle Teil von z und y heisst der imagindare Teil von z.
Wir schreiben beziehungsweise

r =Rz und y = Sz
Eine komplexe Zahl z € C heisst rein imagindr, falls Rz = 0.
VORSICHT. Der imaginare Teil &z einer komplexen Zahl z € C ist eine reelle Zahl.
Wir konnen deshalb schreiben
Ci={z=a+iy: z,y €R,i*=—1}.

Man kann die folgenden Operationen mit komplexe Zahlen ausfithren. Seien
zj =xj+1iy; € Cmit j = 1,2 und sei a € R. Dann gilt:
(1) 21+ 29 = (l’l + IQ) + z(yl + y2>;
(2) 2122 = 1129 — Y1Y2 + i (T1Y2 + Tay1)
(3) a-z; = ax; + 1y;.

BEMERKUNG 4.127. (1) Seien z,w € C. Dann ist z = w genau dann, wenn
Rz = Rw und Fz = Sw.
(2) Es gibt eine eindeutige komplexe Zahl o € C so, dass z + o = z fiir jede
z € C. In der Tat folgt aus z + a = z, dass

Rz + Ra = Rz und Sz + Sa =Sz
Daraus folgt, dass
Ra=SFa =0
so, dass
a=0+i0=0€eC.

(3) En gibt eine eindeutige komplexe Zahl § € C so, dass z- = -z = z und
man kann dhnlich zu (2) beweisen, dass 5 =1+4+i0=1¢€ C.
(4) Fiir jede z € C, z # 0, gibt es eine eindeutige 2’ € C so, dass zz' = 2/z = 1.
Diese Eingenschaften zusammen mit der Operationen zeigen, dass die komplexen
Zahlen ein Korper sind.

Der Korper C der komplexe Zahlen kann mit R? = {(z,y) : x,y € R} identifiziert
werden.
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C R2
cz=ua+iy - (z,y)

Der komplexen Zahl z + iy ordnet man das Paar (x,y) zu

z=1x+iy < (2,y).

Bei der Identifikation von C mit R? formen die komplexe Zahlen mit verschwinden-
den imaginaren Teil die z-Achse und die komplexe Zahlen mit verschwindenden
reellen Teil die y-Achse.

Die zu z konjugierte komplexe Zahl Z ist
Z=x—1y.

Die Punkte z und Z liegen spiegelbildlich zur reellen Achse.

Wir haben dann
(1) T = s5(z+2)und y = 3(z — 2);
(2) () ==

(3) z =Z genau dann, wenn z € R.
Der Absolutbetrag |z| von z = x + iy ist

2| := V2Z = \/2? + y?
und betriagt den Abstand des Punktes z = = + iy vom Ursprung.

EIGENSCHAFTEN (Eigenschaften des Absolutbetrags). (AB1) |z| = |Z[;
(AB2) |z - 2'| = |2| - |2'];
(AB3) |Rz| < |z| und |Sz| < |z];
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(AB4) ||z1]—|22|| < |z1+22] < |21]|+|22|, d-h. die Lédnge einer Kante eines Dreieckes
immer kleiner gleich als die Summe der Langen der anderen zwei Kanten
ist. Das ist die sogenannte Dreiecksungleichung.

Wir werden nur die Dreiecksungleichung beweisen.
BEWEIS DER DREIECKSUNGLEICHUNG. Wir bemerken, dass
|21 + 2% = (21 + 22)(Z1 + Z2)
= |21]? + 2122 + 2271 + |20
= 21> + 2|21 22| + |22)* — 2|21] | 22| + 2R 21 %0
= (|z1] 4 |22])? — 2|21Z2| + 2R(21Z2) .
Daraus und aus (AB3) erhalten wir

|Zl + 2’2‘2 — (|21’ —+ ’22’)2 = 2%(2122) — 2|2122‘ S 0

so, dass
|21 + 2 < (J2a] + |22])?
und
|21 + 2] < 21| + |22].
Um der Ungleichung an der linken Seite von (AB4) zu beweisen, setzen wir wy := —zy

und wy := 27 + 29, und benutzen wir die gerade bewiesen rechte Seite. Wi erhalten
[wa| < |wy + wa| + |w]
und deshalb
|wa] = |wi| < |wy 4wy
Falls |wsy| > |w;| erhalten wir
[lwa| = |wi|] < |wy + ws.
Falls |wy| < |wy|, austauschen wir die Rollen von w; und wy vom Anfang, d.h. wir
setzen wy 1= z1 + 2o und wy = —29. O
BEMERKUNG 4.128.
z zow  zow  (r+iy)(u—iv) ru—yv  yu— v

wo ow-w |wl? u? + v? u? + v? u? + 02
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4.5.7.1. Polardarstellung. Sei z = = + 11y € C, mit x,y € R. Wir konnen
schreiben
x =rcosf
y =rsinf,

wobei r > 0 der Abstand des Punktes z vom Ursprung ist und € ist der Polarwinkel,
d.h. der Winkel zwischen dem Vektor vom Ursprung nach z und der positiven
x-Aches. Wir nehmen an, dass 0 < 0 < 2.

(z,y)
Der Polarwinkel von (z ist auch das Argu-
ment von z = x + iy ~ (x,y) genannt.

(0,0)

Da r = /22 + y? und tanf = y/x, bemerken wir, dass wenn wir 6 zwischen 0 un
21 nehmen, wir eine Wahl treffen, indem wir eine bestimmte Losung der Gleichung

tanf = ¥
T

wéhlen. Eigentlich hat die Gleichung tan# = y/x die Losungen 6 + 2k fiir k € Z,
d.h. 6 ist bis auf additive ganzahlige vielfache von 27 definiert. Bei der Identifikation
von C mit R? haben wir auch

z=x+1iy =rcosl +irsinf = r(cosf + isind).
Mithilfe der Eulerschen Formel
(4.10) ¢ = cosf +isinf
erhalten wir der Polardarstellung einer komplexen Zahl z € C* = C \ {0}
2= |z]e®.
Diese Formel ist sehr niitzlich.

BEISPIEL 4.129. Wir sind daran interessiert, die n-te Wurzel einer komplexen Zahl
a € C zu finden. Wir suchen z € C so, dass

2" =a.
Wir behaupten, dass es n verschiedene Wurzel von a gibt. Da die Exponentialfunk-

tion periodisch ist

¢ = !0+2mk) fiir jedes k € Z,
schreiben wir

2" =a = |al|e? = |a]e O+ firk=1,...,n.
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Dann ist
0+2km
2 = /el k=0,1,...,n—1

und man kann sich leicht iiberzeugen, dass diese Wurzeln alle verschiedene sind.

(1) a=1lundn=2

1
z2_—1K/z1_a_1

(2) a=—-1lund n =2

Z1 =1

(1N
L

zZ9 = —1

Das Argument erster n-ten Wurzeln von a = —1 betrigt 1/2-mal dem
Argument von a = —1 und die anderen Wurzeln konnen gefunden werden,
indem man %% zum argument von a = —1 addiert.

(3) a=-1 und 1 = 4

kj =1(vV2-1iv2)

z1 = 3(V2+iV2)

a=-1

(—V2—-iV2)

[NIES

z3

4.5.8. Potenzreihen.

DEFINITION 4.130. Eine Potenzreihe (an der Stelle zo = 0) ist eine Reihe der Form

(e 9]
E akzk,
k=0

wobei die ay die Koeffizienten sind. Eine Potenzreihe an der Stelle 2, ist eine Reihe
der Form

oo
g ag( z—zo

k=0
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BEMERKUNG 4.131. Man kann z als eine komplexe Variable oder als eine reelle
variable x betrachten.

Die Konvergenz einer Potenzreihe héngt von den Koeffizienten ab. In der Tat
gilt der folgende Satz.

SATZ 4.132. Sei Y 77, ax(z — z0)* eine Potenzreihe und nehmen wir an, dass

(4.11) lim

n—o0

::p

An+1
existiert mit 0 < p < oco. Dann ist dir Reihe fiir |z — zy| < p absolut konvergent und
fiir |z — z| > p divergent.
DEFINITION 4.133. Der Limes p in (4.11]) heisst das Konvergenzradius der Reihe
Yo ax(z — z0) (bzw. Y22, axz") und
D,., ={2€C: |z— 2| <p}

(bzw. D, :={z € C: |z| < p}) ist die Konvergenzscheibe der Reihe.
BEMERKUNG 4.134. Man kann nichts iiber die Konvergenz der Reihe auf dem Kreis
|z — 20| = p herleiten.

Wir werden den Satz nicht beweisen, er ist nur die Version des Quotientenkri-
teriums fiir Potenzreihen (Satz [4.116)). Man muss aber aufpassen, dass

(1) eine Reihe >~ /b, mit b, > 0 konvergiert, falls lim,,_, b’g“ < 1, und

n

an

(2) eine Potenzreihe Y2 a,z" konvergiert fiir jedes z mit 0 < |z| < lim,,_,o

Wir werden aber versuchen, the Beziehung zwischen Satz und Satz Al

erklaren. Nehmen wir an, dass der Limes lim,,_,, a"il existiert und nennen p den
n

Limes, wie in (4.11]). Der Einfachheit halber, nehmen wir an, dass p # 0. Daraus
folgt, dass

1

P
Betrachten wir jetzt die Reihe 7 b, wobei

Ap+1
G,

(4.12) lim

n—oo

by = |a,z"|.
Wegen des Satzes [4.116] ist die Potenzreihe ) ° ja,z™ absolut konvergent genau
On+41

. . . bn
dann, wenn lim,, 5o <1 und divergent wenn lim,, .. ﬁl > 1. Aber
n+1 |

1> Tim 2L — gy (%02 2l

" =
n—o00 n n—oo |anz | n—oo |an| n—00 P

Ap41
Qp,

und das ist zu
2] <p

dquivalent. Wegen des Satzes [4.122] ist in diesem Fall die Potenzreihe Y~ ax2”
absolut konvergent. Falls |z| > p, ist die Potenzreihe Y ;-  axz" divergent.

an+t1 |’
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BEISPIEL 4.135. Wir betrachten die Reihe Y ,- 2—’: und wir behaupten, dass sie fiir
jedes z € C absolut konvergent ist. In der Tat ist ax = % so, dass

1
k!

= lim = lim (k+1) = o0.

=1l
P

Ak+1

DEFINITION 4.136. Die Exponentialreihe ist

<k
(4.13) exp z 1= Z %
k=0

und sie ist fiir jedes z € C absolut konvergent.

BEISPIEL 4.137. Wir betrachten die Reihe Y 7, %xk, fiir z € R. Da a, = %, ist

.

p = lim

Daraus folgt, dass die Reihe absolut konvergent fiir 0 < |z| < 1 ist. Falls z = 1, ist

die Reihe divergent (harmonische Reihe, Beispiel 4.108)); falls x = —1 ist die Reihe
4.109))

konvergent (alternierende harmonische Reihe, Beispiel .

BEISPIEL 4.138. Die geometrische Reihe Y-, k"2* hat Konvergenzradius p = 1 fiir
jedes n. In der Tat ist a = k™ so, dass

n 1
pr— 1. pr— 1‘ —_— pr— 1' p—
o= Jim ] = i e ] = i
BEISPIEL 4.139. Betrachten wir die Reihe
14222+ 227+ 820+ 1628+ - - 222k22k.
k=0

Man kann den Satz direkt nicht anwenden, weil

2k/2 I gerade
ap =
0 k ungerade.

ag

Daraus folgt, dass die Folge .

nicht konvergent ist, weil

aj ook ungerade
ak+1

0 kK gerade.

Wir setzen aber 22 =: u so, dass

(o.] [o.¢]
§ :2k22k:§ :2kuk7
k=0 k=0



4.5. FOLGEN UND REIHEN 69

wobei die Koeffizienten by, := 2 sind. Daraus folgt, dass

2k 1

b,

b1
so, dass die Reihe >"7° 2"u* absolut konvergent fiir |u| < % ist. Daraus folgt, dass

die Reihe Y77 28z absolut konvergent fiir [2?| = |u| < § ist, d.h. fir 2] < \/LE

Ein analog des Wurzelkriterium gilt auch fiir die Potenzreihen.

SATZ 4.140. Sei Y 77, ax(z — z0)* eine Potenzreihe und nehmen wir an, dass

li 1
= 11m -——7m-7-r
P B (Jan)

mit 0 < p < o0o. Dann ist die Reihe auf der Scheibe
D,., ={2€C: |z —z| <p}

absolut konvergent und fiir |z — 29| > p divergent. Der p ist der Konvergenzradius

der Reihe.

BEISPIEL 4.141. Wir betrachten die Reihe Y - (2 — 2)%. Dann ist

(k+1)k
: 1 _ k+1 )
booe (| e \VE koo ko
<‘ (k+1)k )

und die Reihe ist deshalb auf der Scheibe D; 5 = {2z € C: |z — 2| < 1} konvergent.

4.5.8.1. Rechnen mit Potenzreihen. Wir werden keine der folgenden Aussagen
beweisen.

EI1GENSCHAFTEN (Eigenschaften der Potenzreihen). (PR1) Die Summe einer Poten-
zreihe ist innerhalb der Konvergenzscheibe eine stetige Funktion.
Seien ZZOZO anz"™ und ZZO:O b, 2" zwei Potenzreihen mit Konvergenzradius p, und
Pb-
(PR2) Der Konvergenzradius der Summe der Reihen ist

p = min{p,, pp}
und fiir jedes 0 < |z| < p gilt

i an, 2" + i b,2" = i(an +b,)2".
k=0 k=0 k=0

(PR3) Der Konvergenzradius des Produktes der Reihen ist

p = min{p,, pp}
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und fiir jedes 0 < |z| < p gilt

(é akzk> (go bnz"> = i i nbg_n 2"

n=0 k=n

Z apb;z"

n=0 k+j=n
n

|
MS I M8

(ln_jijn .
0

Il
=)

n=0 j

4.5.8.2. Die Binomialrethe. Wir haben schon die Binomialkoeffizient (Z) fur

n,k € N definiert. Wir definieren hier die Binomialkoeffizient (z), wobei a € R
ist.

DEFINITION 4.142. Fiir o € R und k € N ist den Binomialkoeffizient

a\ a(afl)(aflfl)...(afk+1) E>1
k) |1 k=0.

BEMERKUNG 4.143. Falls o € N ist

(a)_ a! Cala—1)(a—=2)...(a—k+1)
k) T Wa—k) Kl

so, dass die zwei Definitionen iibereinstimmen.

LEMMA 4.144. Falls k > « ist (Z‘) = 0 genau dann, wenn « € N.

PROOF. (<) Seia € Nund k > a. Dannist k =a+jmitj € Nund 1 < j <k.
Daraus folgt, dass a — k + j = 0 und

a—k+1<a—-k+j7<a—-k+k=a«a

so, dass
(2) =afa—1)(a=2)...(a—k+1)=0.

(=) Falls (¢) =0, ist o — 1)(w — 2) ... (@ — k + 1) = 0. Daraus folgt, dass es ein
jE€NmMit 1 <j<kund a—k+j=0gibt. Dann ist « € N (und k£ > «). O

Wegen des Lemmas [4.144] setzen wir

(Z) —0  fallsk>n.

Es folgt aus dem Lemma [4.144] dass die Binomialreihe

(4.14) bo(z) = i (C;) ok
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ein Polynom ist, falls « € N. In diesem Fall haben wir schon gesehen (Beispiel |4.89)),
dass

; (Z)ﬁ =(142)".

Daraus folgt, dass die Summe der Reihe b, (z) fir jedes x in der Konvergenzscheibe
gleich (1 + z)® ist. Wir miissen nur fiir eine biliebige o € R die Konvergenz der
Binomialreihe in (4.14]) untersuchen.

1 mit kK — oco.

CJE+Dala—-1). . (a=k+1)| k41
_’ o ala—1).. (a—k ’_ya—kﬁ

(k$1)
Daraus folgt, dass die Binomialreihe absolut konvergiert fiir jedes z mit 0 < |z| < 1.
SATZ 4.145. Die Summe der Binomialreihe ist

5 (3)e = asor

k=0

fiir 0 < |z| <1 und o € R.

BEISPIEL 4.146. (1) Falls o = 1 ist
< L_1y (3 _k
Szl o gy,
k=0 )
(2) Falls @« = —1 und y = —x ist die Binomialreihe gleich der geometrischen

Reihe.

prd k!
2 kl(—=1)F
k=0
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(3) Falls a = =2 und y = —x ist

-0 =3 () o

k!
k=0
=) (k+1)y"
k=0

4.6. Die Exponentialfunktion
Wir haben schon in (4.13) die Exponentialfunktion als die Exponentialreihe

. = Zk
expzi=Y 5
k=0

fiir alle z € C definiert. Wir mochten jetzt daraus die Eigenschaften dieser Funktion
herleiten.

SATZ 4.147. Fiir jedes z,w € C gilt
(4.15) exp(z +w) = exp zexpw.

BEMERKUNG 4.148. Man konnte auch die Exponentialfunktion definieren, als die
einzige Funktion, die die Funktionalgleichung (4.15) und exp0 = 1 erfiillt.

BEWEIS VON SATz [4.1471 Wir kénnen das Produkt von zwei Reihen ) .2 @, 2"
und )", b,w” als in (R5) schreiben oder auch als

(Z anz”) (Z bnw”> = (ag+ a1z +az® +...)(bg + b1z +by2* +...)
k=0 n=0
= Z Z akbjzkwj

(4.16) n=0 ktj=n

Summe aller Mitglieder
des Grades n

n

o0
= E Ay b 2" W
n=0 j

Jj=0
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Wegen der Definition der Exponentialreihe und mit a; = % und b, =

wir
exp(z + w)
oo 1 .
= Z m(z + w)
n=0
SIS (e
' .
n=0 n j=0 J
1 = n!
_ - n—j, i
_an - "
n=0 7=0 1%
oo n 1
_ n—j, i
=2 m—py "
n=0 j=0
E16) [ o= 1 k) (f: 1 j)
= —z —w
| 1l
(k:o k! !
= (exp z)(expw) .

DEFINITION 4.149. Die Eulersche Zahl ist durch

=1
e::explzzy
k=0

definiert.
Aus dieser Definition und der Eigenschaft in (4.15) folgt, dass

=g ezgexp 1) o (exp 1)J:expn.
n—Mal n—Mal
Des Weiteren ist
1
et = exp -,

da

(03) = (o0) o) oo (G)
exp— | =|exp—]...(exp— | =exp|( -+ -+ - ) =expl=ce.
q) \ ¢ q) q q

~
qg—Mal

Daraus folgt, dass

1

n!
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Da exp stetig auf dem Definitionsbereich ist, kann man fiir z € R e® durch e?/9
approximieren. Sei (p,/qn)n>0 ein Folge von rationellen Zahlen so, dass

1- pn o
m — =2X.
n—oo qn

Wegen der Stetigkeit von der Exponentialfunktion gilt

e’ :=expxr =exp lim — = lim exp—.
Wir haben deshalb e* durch exp z definiert und wir werden beide Schreibweisen,

expx und e® verwenden.

EI1GENSCHAFTEN (Eigenschaften der Exponentialfunktion).  (E1) e® > 0 fiir jedes
r €R;
(E2) Die Zuordnung x — €* ist streng monoton wachsend;
(E3) lim, ;—i = oo fiir jedes n € N, d.h. die Exponentialfunktion wéachst
schneller also jede feste Potenz;
(E4) lim, , . e* =0.

ProoFr. Wir werden nur (E3) beweisen. In der Tat gilt

X n it
em:expxzzm > CESIk
n=0
Daraus folgt, dass
e’ x
o (n+ 1)1
Die Aussage folgt jetzt aus der Vergleichskriterium Lemma 0

BEISPIEL 4.150. Wir mochten zeigen, dass

lim <1 + E) =expz.
n—o00 n

Wir werden zwei Methoden benutzen.

1. Methode: Wir wissen, dass

(1)
n
Des Weiteren ist
1 ! 1 —1....(n—k+1 1
17 C) n a1 (k1) 1

I

o~
Il 3

o
VR
> 3
~_
/N
S8
N
>

k)nk kl(n—k)lnF kInk k!

und auch

_ n\y1 n! I nn-1)...(n—k+1) 1
“B>£&Q)m—£ﬂaa?mmfiﬂ> Kl T
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Sei £ € N mit 1 < /¢ <n. Mithilfe von (4.17)) gilt

SO <03 ()OS

l
k=0 k=0+1

Wir konnen den Limes als n — oo nehmen
| L /n\ ok | TN 1,
' ) < ) <1 —ak
i () () < (1) < w3 e

Aus

l k J4 k T V4
i () () -y (1) () S5

und der Definition del Exponentialfunktion folgt, dass
k

x . T\
— < lim <1+—> < e*.
prd k! = nooo n

Um die Aussage zu priifen, ist es jetzt genug den Limes als £ — oo zu nehmen und
den Satz [4.102 zu anzuwenden.

2. Methode: (Es gibt Schritte, die begriindet werden sollten.) Wegen des Binomial-
satzes wissen wir, dass

(=S ()

Wir nehmen an, dass

JE&; BIOE ki:;g;n; BIOE

(Dieser Umtausch der Grenzwerte sollte begriindet werden, aber wir werden es nicht
machen.) Es gilt auch

I n I n! 1 I nn—1)...(n—k+1) 1
im — = lim ————— = lim ———
n—oo \ k) nk  nooo kl(n —k)InkF  n-ooo knk k!
Daraus folgt, dass

_ T\" = n\1 , =1,
i (1) = 2t () et = 2 = e

Insbesondere ist
) \"
lim <1 + —) —e.
n— o0 n
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4.6.1. Die Logarithmusfunktion. Da exp: R — R>( monoton wachsend ist,
besitzt sie eine Umkehrfunktion
(exp)': Rsp — R.
DEFINITION 4.151. Die natirliche Logarithmusfunktion ist die Umkehrung
logx := (exp) ' (z) .
der Exponentialfuntkion.

E1GENSCHAFTEN (Eigenschaften der Logarithmusfunktion).  (L1) log(expt) =t
fiir jedes t € R und exp(logx) = z fiir jedes x € R-p;
(L2) lim, o+ logz = —o0 und lim,_, log x = oo;
(L3) logz + logy = log(xy) fiir jedes z,y € Ryy.

Plut[{ex, Log[x], x]-, {x, -2, 2}]

Mithilfe von Logarithmus kann man eine Verallgemeinerung der Exponential-
funktion definieren. Sei a € R, a > 0. Aus (L3) folgt, dass fiir jedes p € N

(4.19) log(a”) = log(a’ta) = log(a’*) +loga = --- = ploga
Anderseits gilt fiir jedes ¢ € N

loga = log((a'/")?) = qlog(a'/")
so, dass

1
log(a/?) = ~loga,
q

die zusammen mit gibt
log(a?’?) = gloga
oder
aPl4 — ep/aloga
Wegen der Stetigkeit der Exponentialfunktion ist
a® = evlosa fiir jedes x € R und a > 0

die allgemeine Potenz.
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E1GENSCHAFTEN (Eigenschaften der allgemeinen Potenz). Fiir jedes x,y € R und
fiir jedes a,b € R+ gilt

(AP1) log(a®) = zloga

(AP2) a®™t¥ = a”a¥;

(AP3) (ab)® = a™b*;

(AP4) (a”)! = a™;

(AP5) lim, o l‘ﬁm = 0 fiir jedes a > 0 und lim, ,p+(x“logz) = 0, d.h. die

Logarithmusfunktion wacht langsamer als jede feste Potenz.

BEWEIS VON (AP5). Mit y = logz und ay = t haben wir einerseits

. logx . log . Y 1 .. t &3
lim = lim = lim — = — lim — =
z—oo ¢ T—00 eloge y—oo ey o t—oo et
und anderseits mit y = logx und ay = —t
1 t (E3)
lim (z%logz) = lim (e*°¢%logz) = lim ¥y = —— lim — = 0.
:c—>0+( &) x—>0+( gx) y—00 y Qv t—oo €t

BEISPIEL 4.152.

N | 22 , z 2P ,
lim =lm-(z+—=+... |=lim|1l4+=+—=+4+... | =lime*=1.
z=0  z 20 2 2! 2—0 2 3! Z—0
4.6.2. Hyperbolische und trigonometrische Funktionen.
4.6.2.1. Hyperbolische Funktionen. Wir schreiben €' als die Summe einer geraden
und einer ungeraden Funktion

. et e —et

T T
DEFINITION 4.153. Der hyperbolische Cosinus
cosh: R -+ R,
der hyperbolische Sinus
sinh: R —+ R
und der hyperbolische Tangens
tanh: R — R
sind durch die folgenden Ausdriicke definiert:
el +et
cosht := t 5 t
_ e —e
sinht := 5
tanh ¢ ::et —et _ sinh ¢

et +et  cosht’
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BEMERKUNG 4.154. (1) Die Funktion cosht ist gerade und auf R definiert, de-
shalb sie nicht injektiv sein kann.

Plot[ {Cosh[x], @}, {x, -2, 2}]

A
-2 =1 L 1 2

(2) Die Funktion sinh ¢ ist die Summe zwei streng monoton wachsend Funktio-
nen, deshalb sie streng monoton wachsend ist.

Plot[ Sinh[x], {x, -2, 2}]

Plot[Tanh[x], {x, -2, 2}]
101

10}

(3) Diese Funktionen heissen hyperbolische Funktionen, weil (cosht,sinht) die
Koordinates eines Punktes auf der Hyperbel 22 — y? = 1 darstellen.

EIGENSCHAFTEN (Eigenschaften der hyperbolischen Funktionen). (HF1) (cosht)?—
(sinht)? = 1;
(HF2) cosh(t + s) = cosht cosh s + sinh ¢ sinh s;
(HF3) sinh(t + s) = sinht cosh s + cosh tsinht.
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Dael =572, tk—k, und €' = cosh ¢ +sinh ¢, wobei cosht (bzw. sinht) gerade (bzw.
ungerade) ist, erhalten wir

o tQk ) o t2k+1
coshtzz k)] und smhtzzm.
k=0 k=0

4.6.2.2. Trigonometrische Funktionen. Wir mochten jetzt die Potenzreihe der
trigonometrischen Funktionen erhalten. Aus der Eulerschen Formel

e = cost +isint

folgt, dass
. 1 . — it —it
cost =R(e") = E(e” + eit) = %, und
. 1 it _ it
sint =3(e) = %(e” — eit) = %
so, dass
G A (ke
o 2k)! wd s ;_% 2k + 1)
In der Tat ist
cost =
2
1 [ (i) = (—it)"
S (E st

n=0
= RGt)"
=2
n=0
Abhéngig von n ist (it)" entweder rein imaginér oder reell.
1 n=4j
) =47+1
@)= umd =40 T

-1 n=457+2
-1 n=45+3.

Falls

(1) n ungerade ist, ist (it)"” rein imaginér so, dass R(it)" = 0;
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(2) n gerade ist, ist (it)" = +t", wobei
(a) n=2-2j = (it)" =t" = R@it)" =" = (—1)2*%;
b)) n=2-(2j+1) = (it)" = —t" = R(it)" = —t" = (—=1)2+12 @+,
das heisst

R(it)" =

0 n ungerade
(=1)* n=2k.

Daraus folgt, dass

N 1) — t2k
szzgng“mww

n=0

4.6.2.3. Beziehung zwischen hyperbolischen und trigonometrische Funktionen.
Wir konnen auch die trigonometrische und hyperbolische Funktionen fiir eine kom-
plexe Variable definieren. In diesem Fall haben wir die folgenden Identitéaten, fiir
jedes z € C

coshiz = cos z costz = cosh z
sinhiz = ¢sin 2 siniz = ¢sinh z .
4.6.2.4. Elementare Funktionen.
DEFINITION 4.155. Funktionen, die sich mithilfe dieser Operationen aus z* (a € R),

trigonometrische Funktionen (und deren Umkehrfunktionen), logz und e” erhalten
lassen, heissen elementare Funktionen.

arctan 4/e®+17 sin(log x)

BEISPIEL 4.156. f(z) = con(a? o)

f(x) = [ e™* dt ist keine elementare Funktion.

ist eine elementare Funktion, aber



CHAPTER 5

Differentialrechnung in einer Variable

5.1. Die Ableitung

DEFINITION 5.1. Sei f: X — R X C R eine Funktion und zy, € X. Die Funktion f
heisst differenzierbar an der Stelle x, falls

lim f(z) = f(zo)

T—T0 r — Xy

existiert. In diesem Fall heisst

lim f(l‘) — f(xO) —. f/(xo)

T—x0 T — Xy
die Ableitung von f an der Stelle zy. Die Funktion f heisst differenzierbar auf X,
falls f an jeder Stelle xy € X existiert.

GEOMETRISCHE BEDEUTUNG. Die Stei-
gung der Sekante durch die Punkte

(@0, f(x0)) und (z, f(z)) ist
f(z) = flzo)
x—x9
Falls © — x¢, strebt der Punkt (z, f(z))
nach dem Punkt (z¢, f(zo)) Die Steigung
der Sekante strebt nach der Steigung der
Graphentangente f'(xo) an der Stelle xy.

NOTATION. f’(z¢) ist die Newton Schreibweise. Falls wir 2 = zo + Az und f(z) =
f(xo) + Af schreiben, haben wir
A
f'(zg) = lim af

z—z0 A\X

und wir erhalten die Leibnitz Schreibweise %!z:xo.

Die Ableitung ist durch einen Limes definiert. Falls der Limes nicht existiert,
existieren manchmal die einseitige Grenzwerte. Man kann deshalb die einseitige
Ableitungen f'(zg) und f’(x,) definieren.

o 1) = fw)
zﬁmg[ T — Zo

= f'(a5)-

81
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BEISPIEL 5.2. Sei f(z) := |z| = xsgnz and sei xy # 0.

Fiir jedes 6 mit 0 < § < |x| und jedes x
mit xg — 0 < x < 19+ 9 ist

Sgnx = sgnx .

(Der Grund ist, dass das Intervall (zo —
d, o + 0) den Ursprung nicht enthélt.) 520 — 08029 1 6

Daraus folgt, dass falls zy # 0

. (z—x0)sgnx
= lim = sgn .
z—=x0 X — X T—T0 r — 2o T—T0 r — Xy

TSEN T — TSN T

Falls o = 0, existieren die einseitige Ableitungen f'(0%) =1 und f'(07) = —1, aber
die Funktion f(x) = |z| ist an der Stelle xq = 0 nicht differenzierbar.

BEISPIEL 5.3. Wir suchen die Ableitung der Funktion f(x) = e” fiir alle x € R.

_ r+h _ x
g @A)~ fla) e et
h—0 h h—0 h
e €T —1
= ¢” lim
h—0
| h? h3
:e}llgr(l)ﬁ(1+h+§+§+--~—1)
=e"li 1 h+h2+h3+
) or Ty

h2 3
= e" lim <1—|—h+—+——|—...>
h—0 !

=e".

Daraus folgt, dass f(z) = e* unendlich oft differenzierbar ist.

BEISPIEL 5.4. Wir méchten die Ableitung der Funktion f(z) := 2™, n € N, berech-
nen. Wegen des Binomialsatzes |4.145|fiir « = n € N (oder wegen des Beispiels 4.89)
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gilt
i (x+h)" —a" i o (M)akFhn=k — om
h—0 h—0 h
n—1 (n n—
iy 2k=0 (k)x’“h i
h—0 h

T Y 07n-1 N\ 1 n-2 n ne211 n
_flzlgcl)<(())xh —i-(l)xn +...+(n_2>x h—l—(n_l

=na" !

SATZ 5.5. Sei f: X — R an der Stelle xq € X differenzierbar. Dann ist f an der
Stelle x stetig.

PRrOOF. Wir méchten beweisen, dass lim, ., f(z) = f(xo), oder, was ist A&quivalent,

dass

lim (f () — f(z0)) = 0.

T—rT0

In der Tat gilt
mlggo(f(if) — f(wo)) = mli_glo(x —x0) lim (f(2) — f(z0))x — 290 =0- f'(29) = 0.

T—T0

O

BEMERKUNG 5.6. Beispiel 5.2l mit 2y = 0 zeigt, dass die Umkehrung dieser Aussage
nicht wahr ist: eine an der Stelle z( steitige Funktion ist nicht unbedingt an dieser
Stelle differenzierbar.

DEFINITION 5.7. (1) Die zweite Ableitung an der Stelle zy der Funktion f ist
die Ableitung an Stelle zy der Ableitung von f

f'(x) = f'(xo) df

T— 0 T — X dz | ,_,,

(2) Die n-te Ableitung einer Funktion an einer Stelle x, ist die erste Ableitung
der (n — 1)-te Ableitung der Funktion f.

BEMERKUNG 5.8. Damit eine Funktion zweimal (bzw. n-Mal) an der Stelle x
differenzierbar ist, muss die erste (bzw. (n — 1)-te) Ableitung auf einer Umgebung
(ro — €, ¢ + €) existieren.

)
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5.2. Rechnen mit Ableitungen

E1GENSCHAFTEN (Eigenschaften der Ableitungen). Seien f: X — Rundg: X — R
differenzierbare Funktionen:
(Abl) Fiir jedes o, B € R ist af + g an der Stelle o € X differenzierbar und

(af + B9)(zo) = auf'(x0) + B9 (20) ;
(Ab2) (fg) ist differenzierbar und
(f9) (o) = f'(z0)g(z0) + f(x0)g (20) ;
(Ab3) Falls g(xo) # 0 ist, ist 5 an der Stelle zy differenzierbar und
(i)l (z0) = f'(wo)g(xo) — f(20)g' (o) .
g) " 9*(o) ’

(Ab4) Falls image(f) C dom(g), ist die Verkettung go f an der Stelle z, differenzier-
bar und

(g0 f) (o) = g'(f(x0))f (20)
(Ab5) Sei f: X — Y bijektiv mit Umkehrfunktion f~': Y — X. Dann gilt fiir
Yo €Y
1

(f () = )
falls f'(f~(y)) # 0 ist.

PrROOF. Wir werden nur (Abb) verifizieren. Sei f(x) = vy, f(xo) = yo, d.h.
r= f"y) und 7o = f~!(yo). Da wegen des Satzes
(5.1) Y — Yo — 0,

gilt

Y=o Y—"%Y
lim -
y=wo f(z) — f(20)

= lim G
=0 f(x) - f(xo)

. 1

= [G)=J o)

— 1 0

— f'(w0)

_ 1
f'(f~Hwo))



5.2. RECHNEN MIT ABLEITUNGEN

BEISPIEL 5.9. Falls g(y) = logy = f~(y), wobei f(z) = ¢, gilt
d (log ) 1 1 1
dy exp'(logy)  exp(logy) vy

BEISPIEL 5.10. Sei z > 0 und y € R. Dann ist einserseits

d d 1
%(xy) — %(eylogm) — eylogmy; — ﬂ% — yxy_l
und anderseits
i(xy) = i(eylog””) = V8% Jog = 2¥log x .
dy dy
BEISPIEL 5.11.
d det+et e —et
o (cosht) T 5 sinht
und
d det—et e 4et
dt(sm t) a9 5 cosht
BEISPIEL 5.12. Wir behaupten, dass
%(cos t) = —sint and E(sm t) = cost.
In der Tat folgt aus
(5.2) e = cost +isint,
dass
od d d d
ie' = a(e”) = a(cost +isint) = %(COS t)+ ia(sint)
oder
. 1d d
e = ZE(COS t) + %(sin t)
d d
(5.3) = —i%(cos t)+ a(sin t)
d
= E(sint) - ia(cos t)

Die Aussage folgt durch Vergleich von (5.2)) und (5.3)).
BEISPIEL 5.13. Die Ableitung des Tangens ist

d d (sint (cost)? + (sint)? ) N
= (tant) = — = =1+ (tant)? = (sect
dt( ant) dt <COSt> (cost)? + (tant)” = (sect)
und die Ableitung der Umkehrfunktion ist
1 1 1
— (arctan y) (ALY =

dy

tan’(arctany) 1+ (tan(arctany))? SR
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5.3. Klein-o
In Mathematik benutzt man die folgende Notation;

DEFINITION 5.14. Seien f,g: X — R zwei Funktionen. Wir sagen, dass f klein oh
von g an der Stelle xy ist und wir schreiben

f(z) =o(g(x)) falls IILIEO % =0
BEISPIEL 5.15. (1) f(x) =o0(1) genau dann, wenn lim,_,,, f(z) = 0;

(2) Falls f(z) = o(g(x)) und lim,,,, g(z) = 0, dann f(x) geht nach 0 fir
x — o schneller als g(z);
(3) Falls f(z) = o(g(z)) und lim,_,,, g(x) = oo, dann f(z) wichst langsamer

als g(z).

ANWENDUNG. Hier ist eine Anwendung zum Begriff der Ableitung. Sei f eine dif-
ferenzierbare an der Stelle xy Funktion, d.h.

fx) = f(xo)
sowo T —Tog
Wir konnen auch diese Gleichung so schreiben

0= tim [F@ @) g T F@) = fla) = o) — n)

T—x0 T — X T—T0 T — X9

so, dass
f(x) — f(xo) — f'(xo)(x — xg) = o(x — x9) and der Stelle g .

Anders gesagt ist die Funktion f and der Stelle xo differenzierbar, falls es ein a € R
mit

f(x) = f(x0) — a(r — x0) = o(z — x0)
gibt. In diesem Fall ist o = f'(zo). Diese Aufblick wird fiir die Definition der
Ableitung einer Funktion mit mehreren Variable niitzlich sein.

5.4. Globale Extremalstellen
Sei jetzt f: X — R eine Funktion, X C R und sei W := {f(x) : z € X} =
image(f).

DEFINITION 5.16. Wir sagen, dass f ein (globales) Maximum (bzw. Minimum) auf
X besitzt, falls max W (bzw. min W) existiert.

Falls f ein globales Maximum (bzw. Minimum) besitzt, gibt es mindestens ein
£ € X so,dass f(§) = maxW (bzw. f({) = minW). Wir benutzen die Schreibweise

Smax ‘= {£ € X : f(§) =maxW}
Smin :=4{£ € X : f(§) =minW}
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In der Tat
Siax # D (bzw. Spax # @) < f ein globales Maximum (bzw. Minimum) besitzt.

Wir sagen, dass Spax und Suyin (globale) Maximalstellen und Minimalstellen sind
und Spax U Smin sind die (globale) Eztremalstellen.

BEMERKUNG 5.17. Das Maximun und das Minimum sind Werte, die die Funktion
nimmt. Sie sind deshalb im Bildbereich enthalten. Die Maximalstellen und Min-
imalstellen sind die Stellen, wobei das Maximum und das Minimum angenommen
sind. Sie sind deshalb im Definitionsbereich enthalten.

BEISPIEL 5.18. Wir betrachten die Funktion f(t) = 1 fiir t € R.

Plot[;, {t, -5, 5}]
1+1t2

Aus |[image(f) = (0, 1] folgt, dass
1 1

su = max ——
te£1+t2 teR 1 + 2

=1 und Spax = {0}

inf =0 und Sy, = 9.
teR 1 4 ¢2

Ob eine Funktion Extremalstellen besitzt, hangt vom Definitionsbereich ab.

DEFINITION 5.19. Eine Menge X C R heisst kompakt, wenn sie abgeschlossen und
beschrankt ist.

SATZ 5.20. Eine stetige Funkion f: X — R auf einer kompakten Menge besitzt
immer ein globales Maximum und ein globales Minimum.

BEISPIEL 5.21. Sei f wie im Beispiel aber auf einem verschiedenen Definitions-
bereich definiert, f: [~1,1] — R, f(t) := 5. Dann gilt

1+¢2 -
1
Sup -5 = mhax ;=1 und Spyax = {0}
te[-1,1) L +1 te[-1,1] 1 +¢
inf Pp— d Spax = {—1,1}
ln T2 nn =5 un max — 1 .
tel-1,1) 1 +2  wel-1) 1 +1¢2 2
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5.5. Lokale Extremalstellen

DEFINITION 5.22. Die Funktion f: X — R, X C R besitzt ein lokales Maximum
(bzw. ein lokales Minimum) an der Stelle xg, falls es ein § > 0 gibt so, dass fiir jedes
r e X mit |z —xo| <0, f(z) < f(zo) gilt (bzw. f(z) > f(x0)).

BEMERKUNG 5.23. (1) Ein lokales Maximum (bzw. Minumum) ist ein globales
Maximum (bzw. Minimum) auf der Umgebung {x € X : |z — z¢| < §} von
Zg.

(2) Ein globales Maximum (bzw. Minimum) ist auch ein lokales Maximum
(bzw. Minimum).

BEISPIEL 5.24. Sei f: [-2,4] — R durch
r4+2 zel[-2,-1]

flz)=¢—2 xe[-1,1]
r—2 z€ll,4].

-2 -1 1 2 3 4
14
(1) Die Punkte mit z-koordinate z = —2 und x = 1 sind lokale Minimalstelles
und f ist an der Stelle x = 1 global minimal;
(2) Die Punkte mit z-koordinate z = —1 und x = 4 sind lokale Maximalstellen

und f ist an der Stelle x = 4 global maximal.
Wie kann man die lokalen Extremalstellen finden?

SATZ 5.25. Sei f: X — Y, X, Y C R eine Funktion und nehmen wir an, dass f
ein lokales Maximum oder ein lokales Minimum an einem inneren Punkt xq € X
besitzt. Falls f'(xq) existiert, ist f'(zo) = 0.

DEFINITION 5.26. Ein Punkt zp € X mit f'(xo) = 0 heisst ein kritischer oder
stationarer Punkt.

PRrROOF. Sei

f(@)—f(zo)
{ T—0 T # T

f'(xo) T =1p.
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Die Differenzierbarkeit der Funktion f and der Stelle z( ist &quivalent zur Stetigkeit
der Funktion ) and der Stelle zy. Wir konnen deshalb annehmen, dass

f(xo) = mlgglo Q(r) = Qo) .

Wir miissen beweisen, dass Q(z9) = 0 ist und dafir werden wir beweisen, dass
Q(zo) > 0 nicht moglich ist. Der Fall Q(z¢) < 0 ist dhnlich.

Sei Q(xg) > 0. Da @ an der Stelle z; stetig ist, gibt es eine Umgebung (xy —
0, g + d) von xg, wobei Q(x) > 0. Das heisst, dass auf (zg — §, 29 + 0),

sgn(f(x) — f(wo)) = sgn(z — o) .
Anders gesagt, gilt
f(@) > f(x0) falls x > 1o und
f(x) < f(zo) falls x <.

Das ist aber nicht moglich, weil z( ein lokales Maximum oder ein lokales Minimum
ist. U

BEMERKUNG 5.27. (1) Die Umkehrung des Satzes ist nicht wahr: falls
f'(xo) = 0, muss z( nicht unbedingt eine lokale Maximalstelle oder Mini-
malstelle sein.

BEISPIEL 5.28. Sie f(z) := x3. Dann ist f'(z) = 32? und f'(0) = 0, aber
x = 0 ist kein lokales Maximum oder Minimum.

(2) Falls x( eine lokale Extremalstelle ist, ist nicht unbedingt f'(z¢) = 0. In
der Tat kann f auch an der Stelle xy nicht differenzierbar sein.

BEISPIEL 5.29. Die Funktion f(z) = |z| hat ein lokales Minimum an der
Stelle = 0, wobei f nicht differenzierbar ist.

Wie kann man die globale Extrema bestimmen? Sei f: [a,b] — R ein Funktion,
die auf (a,b) differenzierbar ist. Seien zy,...,x, kritische Punkte von f, n < co.
Dann ist

Smax € {a, 1, ..., x,,b}
und

max f(t) = max{ f(a), f(b), f(z1),.-., F(wa)}

t€la,b]

BEISPIEL 5.30. Die durch f(z) := 2% — 32% + 2 definierte Funktion f: [-3,3] — R
ist f auf (—3,3) differenzierbar. Da

f'(z) = 32° — 62 = 3z(x — 2)

sind die Punkte mit z-Koordinate x = 0 und = = 2 kritische Punkte. Daraus folgt,
dass

Smina Smax g {—3, Oa 27 3}



90 5. DIFFERENTIALRECHNUNG IN EINER VARIABLE

und

max_f(t) = max{f(—3), f(0), f(2), f(3)} = max{—52,2, 2,2} =2

te[—3,3]

so, dass x = 0 und x = 3 sind die globale Maximalstellen. Anderseits gilt

min _f(t) = max{f(—3), f(0), f(2), f(3)} = max{—52,2, —2,2} = —52

te[—3,3]
so, dass x = —3 ist die globale Minimalstelle.
Plot[x®*-3x*+2, {x, -3, 3}]

1 1 TR P — S | 1 i
) -2 I 1 2 3

-10f
-0
-30f

-0

-s0F

5.6. Der Mittelwertsatz

Der Mittelwertsatz ist sehr wichtig, weil man daraus viele Schliisse ziehen kann.
Wir fangen mit dieser einfacher Version an:

SATZ 5.31 (Satz von Rolle). Sei f : [a,b] — R eine Funktion, die stetig auf [a, b] und
differenzierbar auf (a,b) ist. Falls f(a) = f(b), gibt es einen Punkt ¢ € (a,b) mit
Fe) =0

BEWEIS. Wegen des Satzes[5.20] besitzt f ein globales Maximum M und ein globales
Minimum m auf [a,b]. Seien x,,,xy € |a,b] so, dass f(x,,) = m und f(zy) =
M. Falls z,, (bzw. ;) ein kritischer Punkt in (a,b) ist, muss f'(z,,) = 0 (bzw.
f'(xpr) = 0) sein und der Beweis ist fertig.

Falls weder x,,, noch x ), kritische Punkte sind, folgt es aus dem Satz[5.20] dass z,,
und zj; die Endpunkte des Intervalles [a, b] sein miissen, d.h. {z,,,zy} = {a,b}.
Aus f(a) = f(b) folgt, dass m = M und deshalb ist f eine konstante Funktion.
Daraus folgt, dass f'(x) = 0 fiir jedes = € (a, b). O

GEOMETRISCHE BEDEUTUNG. Der Satz

von Rolle sagt, dass es ein ¢ € (a,b) gibt, 1 Z )

wo die Graphentangente parallel zur Ger-

ade durch (a, f(a)) und (b, (b)) ist. L a b

Der Mitterlwertsatz sagt, dass ein ahnlicher Schluss in einer allgemeineren Situ-

ation gilt.
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SATz 5.32 (Mittelwertsatz oder Satz von Lagrange). Sei f : [a, b] — R eine Funktion,
die stetig auf [a,b] und differenzierbar auf (a,b) ist. Dann gibt es einen Punkt
€ (a,b) mit

Fb) = 1)

fley ==

BEMERKUNG 5.33. Im Satz von Rolle ist
die Steigung der Gerade zwischen (a, f(a))
und (b, f(b)) gleich 0. Im Mitterwertsazt
ist £ (bz (J: ® auch die Steigung der Gerade
zwischen (a, f(a)) und (b, f(b)). Noch ein-
mal sagt der Satz, dass es einen Punkt a 7
¢ € (a,b) gibt, wo die Graphentangente
parallel zur Gerade durch (a, f(a)) und
(b, (b)) ist.

ANWENDUNG. Sei f(t) die Distanz, die ein Auto in der Zeit ¢ zuriickliegt. Der
Quotient M ist die durchschnittlich Geschwindigkeit auf dem Zeitintervall [0, ¢]

und f'(c) 1st d1e Momentangeschwindigkeit an der Zeit ¢ = ¢. Falls £ (tt_ © > 120
Kilometer pro Stunde ist, werden wir eine Strafzettel bekommen. In der Tat gab es
wegen des Mittelwertsatzes einen Zeitpunkt ¢, wobei wir mit Geschwindigkeit hoher
als 120 Km/h gefahren sind.

BEwWEIS. Wir mochten den Satz von Rolle benutzen. Wir brauchen deshalb eine
Funktion h, die stetig auf [a, b] und differenzierbar auf (a,b) ist und die Bedingung
h(a) = h(b) erfillt. Sei

M) = f(z)(b—a) = z[f(b) — f(a)].

Die Funktion A ist offensichtlich stetig auf [a, b] und differenzierbar auf (a, b). Zudem
folgt aus der Definition, dass

h(a) = f(a)(b—a) —alf(b) = f(a)] = f(a)b — fla)a —af(b) + affa) = f(a)b — af(b)
h(b) = f(b)(b—a) = b[f(b) — f(a)] = f(b)b — f(b G—W+bf()—f( )b —af(b).

Wir kénnen deshalb den Satz von Rolle zur Funktion h anwenden. Daraus folgt,
dass es ein ¢ € (a,b) gibt so, dass h'(c) = 0. Da

W(z) = f'(x)(b—a) = f(b) + f(a),
aus h/'(c) = 0 folgt, dass f'(c) = M O

Falls es einen Punkt ¢ € (a,b) gibt, wobei die Funktion nicht differenzerierbar
ist, gilt der Satz nicht. Das folgendes ist ein Beispiel, das diese Situation erklart.
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BEISPIEL 5.34. Wir betrachten die Funktion f(z) = |z| auf dem Intervall [a,b] =
[—1,2]. Hier ist

fO) - fla) _2-1 1

b—a 241 3°

Es gibt aber keinen ¢ € (—1,2) mit f'(c) = 3.

SATZ 5.35. Seien f,g : [a,b] — R zwei Funktionen, die stetig auf [a,b] und auf
differenzierbar (a,b) sind. Es gibt einen Punkt ¢ € (a,b) mit

f(0)g(b) = g(a)] = g'(c)[f(b) — f(a)].
5.7. Monotonie und Konvexitat

Man kann den Mittelwertsatz benutzen, um die Eigenschaften des Graphes einer
Funktion aus dem Vorzeichen der Ableitung zu erhalten.

SATZ 5.36. Sei f : [a,b] — R eine Funktion, die stetig auf [a,b] und differenzierbar
auf (a,b) ist.

(1) Falls fiir jedes x € (a,b) f'(x) > 0 ist , ist f streng monoton wachsend;

(2) Falls fiir jedes x € (a,b) f'(x) < 0 ist, ist f streng monoton fallend;

(3) Falls fiir jedes x € (a,b) f'(x) = 0 ist, ist f auf (a,b) konstant.
BeEwEIS. (1) Wir miissen priifen, dass f(z1) < f(xq) fir jedes x; < zo mit a <

r1 < T9 < bist. Wir konnen den Mittelwertsatz auf dem abgeschlossenen Intervall
[x1, x2] anwenden. Daraus folgt, dass es & € (1, x2) gibt so, dass

R 1)

To — 7
oder

f(@2) = f@1) = [(E)(w2 — 21) -
Da x5 > 7 und f'(§) > 0, muss f(xg) > f(z1) sein.

(2) und (3) konnen ahnlich bewiesen werden. O

KOROLLAR 5.37. Sei f : [a,b] — R eine Funktion, die stetig auf |a,b| und differen-
zierbar auf (a,b). Da ¢ € (a,b).
(1) Falls fiir jedes x < & f'(x) < 0 und fiir jedes x > £ f'(x) > 0 ist, ist  eine
lokale Minimalstelle.
(2) Falls fiir jedes x < & f'(x) > 0 und fiir jedes x > £ f'(x) < 0 ist, ist £ eine
lokale Maximalstelle.

BEWEIS. (1) Da fiir jedes z < £ f'(x) > 0 ist, ist f fiir x < £ streng monoton fallend
(Satz (2)). Anderseite ist f fiir z > £ streng monoton wachsend, da f'(x) < 0
fiir jedes x > & ist (Satz (1)). Die Funktion f hat an der Stelle z = £ ein lokales
Minimum und ¢ ist eine lokale Minimalstelle.

Die Aussage (2) kann dhnlich bewiesen werden. O
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BEMERKUNG 5.38. Man kann einfach sehen, dass die Funktion f an der Stelle &
nicht unbedingt differenzierbar sein muss, damit der Satz gilt. Zum Beispiel hat
f(z) = |z| auf [-1,1] am Ursprung ein lokales Minimum, da f'(z) = —1 fir x < 0
und f'(z) =1 fir x > 0.

Man kann auch das Vorzeichen der zweiten Ableitung betrachten, um die Art
eines kritischen Punktes zu bestimmen.

SATZ 5.39. Sei f : [a,b] — R zweimal differenzierbar auf dem Intervall (a,b).
(1) Falls fiir jedes x € (a,b) f"(x) > 0 ist, ist f auf (a,b) konvex, d.h. der
Graph von f immer oberhalb seiner Tangenten liegt.
(2) Falls fiir jedes x € (a,b) f"(x) < 0 ist, ist f auf (a,b) konkav, d.h. liegt der
Graph von f immer unterhalb seiner Tangenten.

IDEE. (1) Da f"(z) > 0, ist f'(z) wegen des Satzes [5.361) streng monoton wach-
send. Daraus folgt, dass die Steigung der Tangente monoton zunimmt, das heisst,
die Tangente sich in positivem Sinn dreht.

Der Satz “f liegt immer oberhalb seiner Tangenten” hat die folgenden Bedeu-
tung. Seizg € (a,b) und sei y(z) = f'(xo)(x—x0)+ f(x0) die Gleichung der Tangente
zum Graph von f an der Stelle 2. Dann ist fiir jedes = € [a,b], f(x) > y(z) (und
f(zo) = y(xg)). Wir werden spéter den Satz als eine Anwendung der Formel des
Restglieds beweisen.

DEFINITION 5.40. Sei f eine stetige auf [a,b] und zweimal differenzierbar auf (a, b)
Funktion. Ein Punkt zy € (a,b) heisst ein Wendepunkt, falls f"(xg) f"(x5) < 0.

KOROLLAR 5.41. Sei zo € (a,b) ein kritischer Punkt der Funktion f : [a,b] — R.

(1) Falls f"(zo) > 0, ist zo eine lokale Minimalstelle.
(2) Falls f"(z0) <0, ist o eine lokale Maximalstelle.
(3) Wechselt f" an der Stelle zy das Vorzeichen, ist xo ein Wendepunkt.

DEFINITION 5.42. Fall ein Wendepunkt xq ein kritischer Punkt ist, heiss z¢ ein Wen-
depunkt mit horizontaler Tangente. Die Wendepunkte, die keine kritische Punkte
sind, heissen Wendepunkte mit schiefer Tangente.

BEISPIEL 5.43. Alle Polynome des ungeraden Grades > 1 besitzen mindestens einen

Wendepunkt. Sei zum Beispiel p3(z) := az® + bz? + cx + d. Dann ist pj(z) = 6ax +

2b = 0 genau dann, wenn z = —==. Wir haben auch, dass sgn(pj(z)) = — sgn(a)

fiir jedes © < —Z und sgn(p4(z)) = sgn(a) fir jedes z > —L.
BEISPIEL 5.44. Fiir a € R betrachten wir die Funktion b, : (—1,00) — R
bo(t) == (1 +1).
Wir haben
V) =a(l+t)* " und b(t) = ala—1)(1+1)* 2.
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Da b,(0) = a und (0,1) liegt auf dem Graph von f, ist
y=1+at
die Tangente an der Stelle t = 0. Da t > —1, ist 1 +¢ > 0, sodass

1 a>1odera<0

sen(b(t)) = sgn(a(a — 1)(1 +1)*?) =sgnasgn(a — 1) = {_1 D<a<l.

Daraus folgt, dass b, (t) konvex ist, falls « > 1 oder o < 0, und b, (t) ist konkav, falls
0<a<1 (ImFall « =0 oder a =1 ist b,(t) eine Gerade.) Wegen der Definition,
konner wir die Ungleichungen

bo(t) > 1+ at, fallsa <0 odera>1
bo(t) <1+at, fallsO<a<1
herleiten. Wir haben deshalb die Bernoullische Ungleichung bewiesen:
(1+t)*>14at, fallsa <0odera>1
(14+t)*<14at, falls0<a<1

a>1 a=1

Man kann auch die hohere Ableitung benutzen miissen.

SATZ 5.45. Sei xq ein kritische Punkt der Funktion f und nehmen wir an, dass es
ein n € N gibt so, dass

fl(x0) = f"(we) == f" V(xg) =0 und  f™(x) = A#0.

(1) Falls n gerade ist, und A > 0, besitzt f and der Stelle x( ein lokales Mini-
mum.

(2) Falls n gerade ist, und A < 0, besitzt f and der Stelle =y ein lokales Maxi-
mum.

(3) Falls n ungerade ist, besitzt f and der Stelle xo einen Wendepunkt.

DEFINITION 5.46. Der Punkt x( heisst eine Nullstelle der Funktion f mit Mult:-
plizitat n.

Wir werden den Satz nicht beweisen, aber mit ein Paar Beispiele erklaren.
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BEISPIEL 5.47. Sei f(x) = z* und setzen wir zo = 0. Dann ist

F0)=0, und  f(0) £0.
In der Tat sagt der Satz, dass, dan =2 und f”(0) =2 > 0, besitzt f and der Stelle
xo ein lokales Minimum.

BEISPIEL 5.48. Sei f(x) = z® und setzen wir zy = 0. Dann ist

f(0) = f"(0)=0, aber f"(0)#0.
in der Tat sagt der Satz, dass, da n = 3 ungerade ist, besitzt f an der Stelle x,
einen Wendepunkt.

BEISPIEL 5.49. Wir suchen die Extremalstellen der Funktion f(x) = (z—3)3(z+2)%
Die erste Ableitung lautet
F(@) = 3( - 3)(x +2) + 2(z — 3)(z +2)
= (z — 3)*(z + 2)[3(x + 2) + 2(z — 3)]
= (v — 3)*(z + 2)5x,
sodass © = —2,0, 3 die kritische Stellen sind. Fir die zweite Ableitung erhalten wir
f(z) =5(x — 3)*(z +2) + 10(x — 3)(z + 2) + 5z (x — 3)?
=5(x = 3)[(x — 3)(x + 2) + 2z(x + 2) + z(z — 3)]
= 10(x — 3)(22% - 3),
woraus
1" (—=2) = —250, f"(0) =90 f"(3)=0.

Um die Art von & = 3 zu bestimmen, berechnen jetzt die dritte Ableitung. Wir
erhalten

f"(x) = 5(42* — 6) + 5(x — 3)8x = 5(122* — 24z — 6) = 30(22% — 4z — 1),
woraus f"”(3) = 150. Wir konnen die Ergebnisse zusammenfassen:

(1) Aus f'(—2) = 0 und f"(—2) = —250 < 0 folgt, dass z = —2 eine lokale
Maximalstelle ist.

(2) Aus f'(0) = 0und f”(0) = 90 > 0 folgt, dass x = 0 eine lokale Minimalstelle
ist.

(3) Aus f'(3) = f"(3) = 0 und f”(3) = 150 > 0 folgt, dass x = 3 ein Wen-
depunkte mit horizontaler Tangente ist.

Des Weiteren gibt es zwei zusatzlich Punkte, die wichtig sind: sie sind Punkte, wobei
f"(x) = 0 und die Konvexitat der Funktion wéchselt.

(1) z = —2 ist eine Maximalstelle mit lokalem Maximum f(—2) = 0.
(2) x \/i ist ein Wendepunkt mit schiefer Tangente.
(3) =0 ist eine Minimalstelle mit lokalem Minimum f(0) = —108.
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(4) x = \/g und = = 3 sind Wendepunkte. An der Stelle z = /3 hat f ein
Wendepunkt mit schiefer Tangente und and der Stelle z = 3 hat f ein
Wendepuntk mit horizontaler Tangente.
r<—2| —2 | 2<z<— - % —/3i<z<o| 0 |o<z<,/3 % \/§<z<3 3 | z>3
o+ 0 — — — 0 + + + 0| +
N S - - 0 - - - 0 - 0| +
f s.m.w. | l.Max. s.m.f. WP s.m.f. 1.Min. S.m.W. WP S.m.w. WP | s.m.w.
konkav konkav konvex konvex konkav konvex

BEMERKUNG 5.50.

- Plot[(x-3)23 (x+2)22, {x, -3, 5}]

100

Outi2)=

-200

Es ist interessant, den Graph von f mit dem Graph von f’ zu

vergleichen. Das ist nur ein Beispiel, mit f(z) wie im Beispiel [5.49] Dann gilt
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n[16]:= Plot[(x-3} n2 |{x+2) 5xy {Xy =3, 5}]

800

Outf16]=

200

5.8. Taylor-Approximation

Sei f eine (unendlich oft) differenzierbare Funktion und a € dom(f) ein Punkt.
Wir suchen ein Polynom das “am besten in der Nahe von (a, f(a)) den Graph der
Funktion approximiert”. Das bedeutet, dass das Polynom die gleiche Ableitungen
als die Funktion f an der Stelle x = a haben muss.

BEISPIEL 5.51. Sei f(z) = € und sei @ = 0. Wir suchen ein Polynom p,(z) des
Grades n, dass die gleiche Ableitunge als die Funktion f(z) : e® im Ursprung hat.

Das Polynom py(x) muss der Bedingung py(0) = f(0) = 1 geniigen. Da
po(z) eine Konstante ist, muss po(z) = 1 sein.

Das Polynom p;(z) muss die Bedingungen
pi1(0) = f(0)=1 und pi(0) = f'(0) =1

erfilllen. Daraus folgt, dass p;(z) = x + 1, d.h. p; ist der Tangente zum Graph von
f an der Stelle x = 0.

Das Polynom ps(z) muss die Bedingungen
p2(0) = f(0) =1, py(0) = f(0)=1 und p{(0)=f"(0)=1
erfiillen. Daraus folgt, dass po(z) = %xQ + 2 + 1 das Polynom des Grades 2 ist, das
am besten den Graph von f approximiert.

Die Idee ist, Polynome des hoheren und hohéren Grades zu benutzen. Wir fangen
mit @ = 0 an. Wir suchen deshalb ein Polynom p,,(x) des Grades n, das die folgenden
Bedingungen erfiillt.

pa(0) = £(0),  p,(0) = f1(0),..., p™(0) = f*)(0).
Sei pu(z) = o + a1 + cox? + -+ + cpz™.
(1) Aus p,(0) = f(0) folgt, dass co = f(0).
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(2) Da
P (0) = (c1 + 2com + 3czx® + - + ncnx”‘l)]mzo =,

folgt aus p!, (0) = f'(0), dass ¢; = f/(0).
(3) Da
pr(0) = (2co+3-2c32 + - +n(n — l)cn:v"_Q)‘x:O = 2¢y,
folgt aus p//(0) = f”(0), dass ¢, = 5 f/(0).
4) ...
(5) Da kley = £®(0) und pi?(0) = f®(0), ist ¢, = L2,
Wir haben die Idee des Beweises des folgenden Satzes gezeigt:

SATZ 5.52. Sei f eine an der Stelle v = 0 n-Mal differenzierbare Funktion. Es gibt
ein eindeutiges Polynom p,(x) des Grades < n, das die Bedingungen

p®(0) = f®(0), fir0<k<n
erfiillt. Das Polynom ist

" f(k)
k=0 ’

wobei f((0) := f(0), und heisst das Taylor-Polynom von f des Grades n an der
Stelle x = 0.
Analog ist das Taylor-Polynom von f des Grades n um x = x

— f®) (o)
pa(x) = Z To(l" - xo)k~
k=0
NoTATION. Falls notig, benutzen wir die Schreibweise
m )
S 0 gy = (o)),
k=0 '

BEISPIEL 5.53. Sei f(x) = €%, sodass f*)(x) = ¢ und f*)(0) = 1 fiir jedes k > 0.
Daraus folgt, dass

e, 0)() = 3

k=0

BEISPIEL 5.54. Sei f(x) = sinz, sodass f'(z) = cosz, f"(x) = —sinz, f"(z) =
—cosx, fW(z) =sinz,.... Daraus folgt, dass f@*+1(0) = (=1)¥ und f@¥(0) =0
und deshalb verschwinden die Koeffizienten des geraden Grades des Taylor-Polynoms
von sinz. In der Tat ist

p2n+1(SiH z, 0) =

i f(2k+1)(0) I2k+1 — i (_1)k J}2k+1
— R

! u
prd k! c— (2k + 1)!
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5.8.1. Rechnen mit den Taylor-Polynomen. Die Taylor-Polynome gentigen
die folgende Eigenschaften:

(1) pa(af, Bg, x0)(z) = apu(f, x0)(x) + Bpn(g, T0)(x), fiir jedes a, B € R;
(2) (Palf, 20)) (x) = pur(f', o) (2);

5.8.2. Qualitat der Approximation. Es ist sehr wichtig zu wissen, wie gut
pn(f, o) die Funktion f in der Umgebung von xy approximiert.

DEFINITION 5.55. Das n-te Restglied (oder der Abbruchfehler) der Approximation
von f durch den n-ten Taylor-Polynom ist

By (f; o) () = f(2) = pu(f, 20)(2) -

Es gibt verschiedene Darstellungen des Restglieds. Wir werden eine Darstellung
betrachten, die mithilfe des Mittelwertsatzes erhalten werden kann.

SATZ 5.56. Es gibt ein & € (xg, z) mit

foE)

(n+1)! -

Ry (f, w0)(x) =

(x — g
Das ist aquivalent zu sagen, dass

0, e .
) =3 I @y O gy,

BewEIS. Wir werden nur den Fall f*)(x) = 0 fiir jedes 0 < k < n betrachten,
sodass

ARRI(S
(5.4) fz) = T

zu beweisen ist. Wir fiithren einen Induktionsbeweis.
Wegen des Mittelwertsatzes auf dem Intervall [zg,z] gibt es ein & € (zg,2) so,
dass

(IL‘ _ $0)n+1 )

f(x) = f(zo) = f(€)(x — z0).
Da wir f(x¢) = 0 angenommen haben, erhalten wir
f(z) = f'(€)(z —x0),
die die Formel in fiir n = 0 ist.

Mithilfe von unserer Annahme

(n+1)
Jw) = Jzn + 1()51) (2 = o)™
werden wir jetzt
Fa) = Ft2(¢) (2 — 2™

(n+2)!
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beweisen, wobei f eine Funktion ist, deren Ableitungen bis zur Ordnung n + 1 an
der Stelle z, verschwinden, f*) (o) =0fir 0 <k <n+1.

Sei g(z) = (x — 20)"*">. Da f(x0) = g(x9) = 0 und ¢'(x) = (n + 2)(z — @)™+,
gibt es wegen des Satzes ein & € (xg, ) so, dass

f(x) _ f(z) — f(xo) _ f'(&) _ f'(&)
g(@)  g(x) —glxe) g'(&) (n+2)(& —xo)" T
Da f®)(2) = 0 fiir 0 < k < n+1, konnen wir den Induktionsschritt fiir die Funktion

/" auf dem Intervall [z¢, &;] anwenden. Daraus folgt, dass es ein & € (z,&;) gibt so,
dass

(5.5)

: (f)" () wr1_ SO n
f(&) = W(& — )" = m(fl — x)"
Wir konnen diese Gleichung in ersetzen, um
@ @
g(x)  (n+2)(& — z)" !
_ 1 FUE) o e
C (n+2) (& =)™ (D) ’
FU(€)
T (n+2)
zu erhalten. Daraus folgt, dass
Fr2(E) Fr2(g) n
f(z) = mg(x = m(ﬂﬁ — )",
die zu beweisen war. O

ANWENDUNG. Wir beweisen den Satz mit f”(z) > 0. Und zwar zeigen wir,
dass der Graph einer Funktion f: [a,b] — R auf einem Intervall (a,b) oberhalb
seiner Tangente liegt. Nehmen wir an, dass f”(z) fiir jedes = € [a, b] positiv ist und
dass zg € (a,b). Der Gleichung der Tangente zum Graph von f an der Stelle z = x
lautet

y(x) = f(xo) + f'(z0) (2 — 20) -
Nach dem Satz gibt es ein £ € (zg, ) mit

F(@) = flao) + o) = a0) + T (@ -2,
Daraus folgt, dass
(@) = (o) + o) —20)) = L& gy > 0,

wobei wir benutzt haben, dass f”(x) > 0 fiir jedes x € [ ist.
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BEISPIEL 5.57. Wir mochten log 1.2 mit einem Fehler kleiner als 4 - 10~* berechnen.
Wir betrachten das Taylor-Polynom an der Stelle zy = 1, das heisst
logz = py(logz,1)(z) + Ry, (log z, 1)(x)
f(n+1)
(

wobei & € (1,1.2) ist. Der Wert von log 1.2 ist durch
log 1.2 ~ p,(log x,1)(1.2)

&+ 1z — 1",

= py(logz,1)(x) +

berechnet, und wir miissen n finden so, dass

F(©) | 4
R,(logz,1)(1.2)| = |=——=(z — 1) < 4-107*.
[Rullog r, 1)(1.2)] = |5 = 1™ <
Das Problem ist, dass wir £ € (1,1.2) nicht finden kdnnen. Wir wissen aber, dass
|
(n+l) _ [ _1\n n:
(log )™+ = (~1)" 1
und dann ist
n n!
v [(loga) | =

auf (1,1.2) streng monoton fallend. Daraus folgt, dass
|(log )" V()] < ml,
fiir jedes € € (1,1.2). Wir erhalten deshalb

(log )"V (¢)
(n+1)!

n! n+1
(n+1)! (02)

1
= 0.2)"+,
n—l—l( )

|R,(logz,1)(1.2)] = (1.2 — 1)+

<

Es ist einfach zu sehen, dass
|Ro| < 0.2
|Ry| < 0.02
|Ry| < 0.0027
|Rs| <0.0004 =4-107*.
Daraus folgt, dass
2

~1
log 1.2 2 py(logz,1)(1.2) =0+ 1-0.2 + 7(0.2)2 + 3

(0.2)* = 0.18267

den gesuchten Wert gibt.
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5.8.3. Anwendung des Taylor-Polynoms: das Newton-Verfahren. Wir
suchen eine approximative Losung der Gleichung f(x) = 0.

Sei o ein Néherungswert einer Nullstelle von f(x). Wir approximieren den
Graph von f mit dem Graph der Tangente an der Stelle (zo, f(zo)) und wir nennen
x1 den Schnittpunkt der Tangente mit der z-Achse. Die Gleichung der Tangente an
der Stelle (zg, f(z)) ist

y = f(xo) + f'(wo)(x — x0)

und ihrer Schnittpunkt x; mit der x-Achse kann aus der Gleichung

0= f(x0) + f'(xo)(z1 — 7o)
gefunden werden. Daraus folgt, dass
(o)
f' (o)
Wir wiederholen diesen Prozess iterativ und definieren eine rekursive Folge (z,,)n>0,
wobei

Tr1 = Ty —

— f(zn)
(5.6) Tl = Ty, Pl

Wir miissen aber sicher sein, dass die Folge (z,,),>0 gegen die Nullstelle £ konvergiert.

SATZ 5.58. Sei f : [a,b] — R eine auf [a, b] stetig und auf (a,b) zweimal differenzier-
bare Funktion. Nehmen wir an, dass:
(1) f(a)f(b) <0;
(2) f'(xz) # 0 and f"(z) # 0 fiir jedes x € (a,b).
Sei
_Jao [@)f"(x) <0
Lo = / "
b f'(x)f"(x) > 0.

Dann ist die Folge (x,,)n>0 in (5.6) monoton und konvergiert gegen eine Nullstelle
der Funktion f(x).

Was ist die Bedeutung der Bedingung f'(x)f”(x) > 07 Es gibt verschiedene
Formen des Graphes von f. Von Links nach Rechts im folgenden Bild sind:
(1) f/<0und f" > 0;
(2) f/<0und f” < 0;
(3) f/>0und f” < 0;
(4) f/>0und f” > 0.

>~/
~_\/ 7
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Unten diese Annahmen ist die Folge (z,,),>0 konvergent.

BEWEIS. Wir werden zeigen, dass, falls f/ > 0 und f” > 0 und falls wir zy := b
setzen, ist

E<xp1 <xp < 2.

Wir werden priifen, ob £ < z7 < xy: der allgemeinen Fall ist ganz &hnlich.
Da f'(x) > 0 auf (a,b) ist, ist f streng monoton wachsend. Aus f(a)f(b) < 0
und zy = b folgt, dass f(xy) > 0 und deshalb ist

Um die Ungleichung ¢ < z; zu zeigen, entwickeln wir f an der Stelle zy nach
Taylor. Wegen des Satzes m gibt es T € (£, xp) mit

0= f(&) = pi(f, 20)(&) + Ru(f, 20)(&) = f(w0) + f'(z0)(§ — 7o) + %f"(T)@ —10)?.

Daraus folgt, dass

O G
0= Pl T g )
und zwar
[ f@]
1 5_ |: 0 f/(l'0>:| 5 +2 f/(l‘o) (5 0) .

Da fiir jedes x € (a,b) f'(x) > 0 and f”(x) > 0, ist der linke Seite > 0 und deshalb
x> €.

Wir haben gepriift, dass die Folge (x,)n,>0 streng monoton fallend und nach
unten beschrankt ist. Aus dem Satz [4.100] konvergiert die Folge nach « als n — oo.
Aber aus der Definition in ({5.6|) folgt, dass

n—00

oo B Pilaa) T Fla)
]

BEISPIEL 5.59. Wir wenden das Newton-Verfahren auf die Funktion f(z) = 2% — ¢
an.Wir missen ein Intervall [a, b] finden, wo die Annahmen im Satz erfiillt sind.
Da fur jedes z > 0 f'(xz) > 0 und f”(x) > 0 sind, suchen wir [a,b] € (0, 00), wobei
f(a)f(b) < 0. Falls a > 0 sehr klein ist, ist f(a) < 0. Falls ¢ > 1, ist 1 < /¢ < ¢,
sodass wir b := ¢ setzen und f(b) = f(c) > 0. Im Fall ¢ < 1, ist ¢ < \/c < 1, sodass
wir b := 1 setzen und noch einmal ist f(b) = f(1)=1—¢c>0
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Wir setzen auch xq := ¢. Wegen des Newton-Verfahrens ist

n n 1
lim z, — f(2n) _ lim z, — 2 = lim—(xn—i—i):\/é,

das wir schon im Beispiel bewiesen hatten.

5.8.4. Die Taylor-Reihe als Potenzreihe. Falls f in einer Umgebung von
xo unendlich oft differenzierbar ist, konnen wir die Taylor-Reihe von f

™) (5,
plfoan)(a) = 3 L)

n!
n=0

(x —xo)"

betrachten. Es stellt sich aber die Frage, ob die Taylor-Reihe in einer Umgebung
von o die Funktion f darstellt, dass heisst, ob es in einer Umgebung von x

£ (0
o) =S L

n!
n=0

gilt. Um diese Frage zu antworten, miissen wir untersuchen, ob das Restglied
R, (f,xo)(x) = f((j:i)(p (x — zo)"™! fiir ein € € (wg,z) gegen 0 geht als n — oo.
Im allgemeinen ist in der Tat lim,, o, R, (f,zo)(x) = 0, es gibt aber Gegenbeispiele.

el g
f@%z{o -

BEISPIEL 5.60. Sei

z=0.

Man kann einfach priifen, dass

2 —1/x? 7& 0
(& T
f/(l‘) = {$3 e—1/h% _g

limy, 500 “— =0 z=0.

und ein dhnlicher Beweis fiir die hoheren Ableitungn zeigt, dass

F7(0) =0
Daraus folgt, dass ps(f,0)(x) = 0!

Der folgenden Sazt gilt aber immer.

SATZ 5.61. Sei f : [a,b] — R eine durch eine Potenzreihe definiert Funktion,

§ I—l’o )

n=0
fiir g € (a,b). Dann ist diese Reihe die Taylor-Reihe von f, d.h

f(n) () .

n!

Cp =
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BeEwEIS. Wir laiten f ab und erhalten

f(z) = chn(x —20)" ' = fl(z0) = 1

()= nn—1)(z—20)" 2= f"(20) = 2¢,
8 () = in(n — 1. (n=k+Dea(z —20)" % = B (20) = kley, .
n=~k

5.9. Differentialgleichungen, I

Eine Differentialgleichung ist eine Gleichung, die eine unbekannte Funktion und
ihre Ableitungen (und vielleicht noch andere unabhéngige Funktionen) enthélt. Die
Unbekannte in einer Differentialgleichung ist eine Funktion, d.h. wir eine Funktion
suchen, die identisch der Gleichung gentigt.

BEISPIEL 5.62. Die Gleichung
t

(5.7) y=——, y>0.
)

ist eine Differentialgleichung, weil sie die unbekannte Funktion y(¢) und ihre erste
Ableitung enthélt. Die Funktion y(t) := v/¢? — t? ist eine Losung, das heisst

1 —1 t
Y 2/ c? —t2( ) 2 —t? Yy
Die sogenannte ordentliche Differentialgleichungen haben normalerweise die Zeit
als unabhangige Variable und sind oft ein mathematisches Modell, das ein physikalis-

ches System beschreibt.
Wie konner wir zu einer Differentialgleichung kommen?

BEISPIEL 5.63. Eine radioaktive Substanz X wird durch Zerfall ihrer Atome zur
einen anderen Substanz Y abgebaut. Nehmen wir an, dass die Wahrscheinlichkeit,
dass ein Atom in dem Intervall [t,t + At] zerfillt, proportional zu At ist

P{Zerfall in [t,At]} = AAt A >0.

Da die Atome unabhéngig voneinander und von ihrer Vorgeschichte zerfallen, ist die
Wahrscheinlichkeit, dass die Anzahl der N(t) zur Zeit ¢t noch lebenden Atome in
dem Intervall [t,t + At] zerfallen, gleich

N(t) - P{Zerfall in [t, At]} = AN(t)At.
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Daraus folgt, dass
N(t+ At) — N(t) = =AN(t)A(t) .
Falls myx die Masse eines Atoms der Substanz X ist, konnen wir schreiben, dass
x(t) = N(t)mx die Totalmasse der Substanz X an der Zeit ¢ ist. Daraus folgt, dass
x(t + At) — z(t) = = z(t)At,
sodass
x(t + At) — x(t)
At—0 At
Eine Losung ist die Funktion

z(t) = Ce™
wobei C' eine beliebige Konstante ist. In der Tat ist
2'(t) = —ACe ™ = —\a(t).

Um eine eindeutige Funktion zu bestimmen, miissen wir eine Anfangsbedingung
geben, d.h. miissen wir den Wert der Funktion zum Beispiel am Anfang unserer
Beobachtung geben. Falls z(0) = z, ist

zo=2(0)=Ce’ =C.

Daraus folgt, dass
x(t) = zoe™ M

die eindeutige Losung des Anfangswertproblems

ist.

Man kann auch sagen, dass die Substanz X zur Substanz Y, und die Substanz
Y zur einen anderen Substanz Z abgebaut werden. Die Substanz X erfillt die
Gleichung 2 = — Az und es ist einfach zu sehen, dass die Substanz Y die Gleichung
y' = Ax — py erfillt. Nehmen wir an, dass Y langsamer als X zerfallt, d.h. u < A,
und dass y(0) = yo. Dann miissen wir das System

¥ =-\r
Y =Ar—py
z(0) = xg
y(0) = yo

mit o < A 1sen. Wir haben schon x(t) gefunden und machen wir jetzt den Ansatz,
dass

y(t) = Ae M + Be M
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die Losung ist, wobei A und B zu bestimmen sind. Wir leiten y(t) ab
Y (t) = =A\Ae ™ — pBe
und wir ersetzen das Ergebnis in der Differentialgleichung fiir y:
\—AA@"“Z: yBe;’““i = Azpe M —p(Ae™ i—rW)
' (t) z(t) y(t)
= (= N)A = Apg)e ™ =0 fiir jedes t >0
= ((p—=ANA—=Azg) =0

- A= )\ZL’O

pr=A
Um B zu finden, benutzen wir, dass y(0) = yo, d.h.
yo=Ae’ + Be® = A+ B

Az
:»B:yo—Azyo—M_OA
)\.130 At )\'TO ot
= t:— — M. |:|
y(t) M_)\e —|—(y0 T e

BEISPIEL 5.64. Wir betrachten einen Massenpunkt, der auf einem Feder angehangt

ist und wir bezeichnen u den Ausschlag von der Ruheposition.
In jedem Moment wirken auf den Massen-

punkt drei Krafte: T;
(1) eine zum Ausschlag u propor- % L

L
T

tionale Riickstellkraft ku, wobei
k eine vom Feder abhangige Kon-
stant ist;

(2) die Démpfung, die zur Momen-
tangeschwindigkeit proportional FIGURE 3.8.1 A spring—mass system.
ist, yu';

(3) eine aussere Anregung F'(t), die Fy = kL.
= 0 sein kann.

Wegen des Newtons ersten Gesetzes ist

mu” = —ku — yu' + F(t),
w=mg

d.h.
( 5. 8) mau” + ’yu’ T+ ku = F(t) ) FIGURE 3.8.2 Force diagram for a spring—mass system.

Die Gleichung ist eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit konstante
Koeffizienten; sie ist homogen, falls F'(t) = 0. Wir werden eine Methode anzeigen,
um die homogene Differentialgleichungen zu 16sen. Wir machen den Ansatz, dass
u(t) = e ist, wobei A eine zu bestimmende Konstante ist. Die Ableitungen von
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u(t) = e lauten
u' =M and o = \%eM.

Wir setzen diese Ableitungenen in ({5.8))

mAZeM + e + ke = 0

= (MM + Y\ + k)eM =0
und erhalten die sogenannte charakteristische Gleichung

mA2 + YA+ k=0,
wobei
chp(A) :=mA? + Y\ + k

das charakteristische Polynom der Differentialgleichung mu’ + k = 0 heisst. Die
Losungen der charakteristischen Gleichung sind

\ —y + /7?2 = 4km \ —y — /2 —4km
1= 2 = .
2m

2m

Nehmen wir an, dass 72 — 4km > 0 so, dass Ay < A\; < 0. Dann sind

At

U =e and  wuy = e?*

Losungen. Da die Differentialgleichung linear und homogen ist, ist die Linearkom-
bination
u(t) = cyuy (t) + coug(t) = cre™t + cpe™?!
fiir jedes c1, cs € R auch eine Losung. In der Tat berechnen wir die Ableitungen
u'(t) = i he™Mt 4+ cphge?t
u”(t) = ey h M 4 cphpe?t
die wir in der zu (5.8) erspechenden homogenen Differentialgleichung einsetzen:
mu” + yu' + ku
=m(ciAe™Mt + cohoe™) + (e eM 4 cadoe™?) + k(cie™t 4 cpe??h)
=c1(mA] + YA + Ek)eM + ca(mA3 + g + k)et = 0.

Falls die Anfangsbedingungen gegeben sind, kénnen wir auch die Konstante ¢; und

¢y bestimmen.
u(0) =y N 1+ =1y
uw'(0) =g C1A1 + Xy = 1y

_ o — Aiug—wg
. {01 = U — C2 N {02 A —o

vg—A2U
(UO — 02)>\1 + CQ)\Q = Vo C1 — ﬁ
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Wir werden spéater sehen, dass diese Methode einen speziellen Fall einer all-
gemeinen Methode ist, um die lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung mit
konstante Koeffizienten zu 16sen.

5.9.1. Allgemeine Differentialgleichungen erster Ordnung. Wir kénnen
auch geometrisch argumentieren, und den Begriff von “Losungskurve” in der (z, y)-
Ebene betrachten.

Eine allgemeine (d.h. nicht unbedingt lineare) Differentialgleichung erster Ord-
nung hat die folgende Form

y/:f(x7y)7

wobei f : Q — R eine Funktion von zwei variable auf einem Gebiet Q C R? ist.
Ohne die Differentialgleichung zu l6sen, sehen wir, dass die Differentialgleichung
ein Kurvenfamilie definiert, mit der Eigenschaft, dass die Steigung der Losung y(z)
auf jedem Punkt (x,y) gleich f(xz,y) ist. Das heisst, dass ¢/ = f(z,y) auf Q C R?
einen Richtungsfeld definiert. Gesucht sind diejenigen Kurven in €2, sie sich in jedem
einzelnen Kurvenpunkt die dort gegebene Richtung haben.

Der folgenden Satz gilt:

SATZ 5.65. Sei f : Q — R, fiir Q@ C R? eine "gute” Funktion. Die Lésungen von

/

Yy = f(x,y) bilden eine einparametrige Funktionfamilie y.. Durch jeden Punkt
(z0,%0) € Q geht genau eine Lésungskurve. Das ist dquivalent zu sagen, dass das
Anfangswertproblem

(5.9) Y = flz,y), y(xo) = wo

eine eindeutige Losung auf einem Intervall I > xq besitzt. Das Intervall I hangt
vom (g, Yo) ab.

BEISPIEL 5.66. Wir betrachten noch einmal die Differentialgleichung in (5.7)) ,
Yy = —g, y>0.
)

Die Tangente zur Kurve y(x) auf dem Punkt (zo,y0) = (o, f(z0)) besitzt die Stei-
gung —xo/yo. Die Steigung einer Gerade durch (xg, o) und senkrecht zur diesen
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Tangente ist yo/xo und sie geht durch (0,0). Die Lésungskurven sind offenbar Hal-
bkreisbdgen um Ursprung, uns zwar geht durch jeden Punkt (zg, y9) € dom(f) genau
ein derartiger Bogen.

(Steigung = —z/y)

(Steigung =y/x)

In der Tat ist die Losung y.(x) = /¢ — 22 fiir ¢ > 0, weil fir —c <z < ¢

) = 5(& — ) (~2a)

und

L, 2\—1/2 _ z _ 7

0

5.9.2. Ein numerisches Verfahren. Als eine Anwendung des Richtungsfelds
einer Differentialgleichung sehen wir jetzt ein numerisches Verfahren. Nehmen wir
an, dass wir die Losung des Anfangswertproblems in (5.9) finden méchten.

Wir wahlen zuerst eine Schrittweite h > 0. Das heisst, dass wir Naherungswerte
yr der Losung an der Stelle xp, = x9 + kh finden werden. Wir wissen den Wert
y(xo) = yo und setzen den Naherungswert y; von y(z1) gleich

y1 = yo + f(xo,yo)h.

Der Fehler |y; — y(x1)| ist in diesem Schritt nur wegen die Nutzung der Tangente
statt der unbekannte Funktion.
Wir gehen weiter und schreiben

Y2 =1 + flzr, y1)h.
Der Fehler |y, — y(z2)| entsteht jetzt aus drei Griinde:

(1) Wir fangen bei (21, y;) und nicht bei (xq,y(x;)) an;

(2) Wir nutzen die Tangente statt der Funktion;

(3) Wir berechnen die Steigung am Punkt (21, y1) und nicht am Punkt (z1, y(x1))
(den wir nicht kennen).
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Die allgemeine Formel fiir y;,; ist

Ykt1 = Yk + f(zr, yp)h .

Diese Methode heisst das Polynomwverfahren. Der Fehler |y, — y(xy)| ist um so
kleiner, je kleiner die Schrittweite h ist und wachst exponentiell mit der Distanz des
Punktes z;, von zg.

Steigung = f(xq, yp) Steigung = f(z1, )

y=ylz)

ﬂﬁuﬂg y=y(z)

{Ine yn}
AR

Ip 1 Ta

BEISPIEL 5.67. Wir betrachten jetzt das Anfangswertproblem

Yy =—-z/y y0)=1

und wir mochten mit dem Polynom-Verfahren und zwei verschiedenen Werte von h
den Wert y(1/2) finden.
Wir nehmen zuerst die Schrittweite h = 1/16.

To=0 yo=1

=15 1=+ flzo,y)f=1-33% =1

va =15 Yo=y1+ flz,m)5 = 1—#% = 0.9961

75 =35 Ys =+ f(02,00) 5 = 1 — gz + {1215 = 0.9883
xs = & Yy = 0.8852.

Falls h = 1/256, wirde 1/2 — T128 und Y128 = 0.86726.

In diesem Fall wissen wir schon die Losung der Differentialgleichung, d.h. y =
V1 — a2, Daraus folgt, dass y(1/2) = 0.8660 der Wert der Losung an der Stelle
x = 1/2 ist. Wie erwartet ist der Ndherungswert mit der kleineren Schrittweite
(und mit viel grosser Aufwand) viel besser.

5.9.3. Homogene lineare Differentialgleichungen.

DEFINITION 5.68. (1) Ein Polynom p;(z) in einer Variable z heisst linear, falls
pi(x) = ax + b fiir a,b € R ist.
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(2) Ein Polynom p;(z1,...,z,) in n Variablen zy, ...z, heisst linear, falls
p(z1,.. . x,) = a1+ ... apx, + b

fiir ay,...,a,,b € R ist.

(3) Eine Differentialgleichung heisst linear, falls sie ein lineares Polynom der
Variablen y, 1/, ..., y™ ist.

(4) Eine Differentialgleichung heisst homogen, falls jeder Term in der Differen-
tialgleichung die unbekannte Funktion oder ihre Ableitungen enthalt.

Die Differentialgleichung
Y™+ a1y + oy 4y + agy =0

ist eine homogene lineare Differentialgleichung. Falls a; € R fir 7 = 0,1, ..., n sagen
wir, dass die Differentialgleichung konstante Koeffizienten hat.

Wir betrachten Funktionen, die unendlich oft (or "gentig”) differenzierbar sind
und wir nennen den Raum dieser Funktionen C*(R). Wir méchten die Ableitung
einer Funktion f € C*°(R) als einen Operator

d
dr

betrachten. Anders gesagt, ist der Operator j—x die lineare Abbildung zwischen
den Vektorrdumen C*(R), die eine Funktion f € C*°(R) nimmt und die Funktion
Ableitung zurﬁckgibt

Falls D := < und y = y(x), ist Dy = y'. Der Differentialoperator D geniigt den
folgenden Elgenschaften (d.h. D is "linear”):

(1) D(f +g) = D(f) + D(g) fiir jede f,g € C*(R);
(2) D(af) = aD(f) fir jede f € C*(R).

BEISPIEL 5.69. Desweiteren ist D%y = D(Dy) = Dy’ = 3" und D"y = y™. Die
zweite Ableitung oder die n-te Ableitung sind auch Differentialoperatoren. In der
Tat ist die Summe zwei Differentialoperatoren auch ein Differentialoperator.

:C*(R) = C*(R)

Falls A, B zwei lineare Operatoren sind, ist die Summe A+ B fiir jede f € C*(R)
so definiert:

(1) (A+ B)(f):= Af + Bf;
(2) (aA)(f) = aA(f), fir a € R;
(3) (AB)(f) —A(Bf)~

Wir konnen deshalb schreiben:

Y™ + a1y 4 oy 4+ ay + agy
=D"y+ a1 D" 'y + - + a1 Dy + agy
=(D"+a, D" '+ +aD+ag)y = Ly,

wobei

L:=D"+4a, D" '+ ---+a;D+ay,
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sodass die Differentialgleichung
(5.10) Ly=0
lauten wird.

BEMERKUNG 5.70. Der Ausdruck y™ +a,_ 15"V +a,_oy™ 2D+ - 4a1y/ +agy ist die
Summe der Funktion y und ihre Ableitungen; der Ausdruck (D™ +a, D" ' +---+
a1 D+ ag)y bezeichnet den Differentialoperator L = D" +a,, D" ' +---+a;D +ay
an der Funktion y angewendet. Die sind gleich, ist die Interpretation aber, die ein
bisschen verschieden ist.

Wir suchen jetzt das zur (5.10)) entsprechenden charakteristische Polynom. Wir
machen deshalb den Ansatz, dass y(t) = e* eine Losung von (5.10)) ist. Da

DF(M) = A
gilt
0= Ly
=D"y+a, D" 'y + -+ a1 Dy + apy
=AM 4 AN 4 g e 4 age™
= (N @ N a ) Fag)e.
Da e* # 0 ist, muss
ANV AN A ag =0
unbedingt gelten. Die Gleichung
A"+ ap A" 4 ag A+ ag =0

(5.11)

heisst die charakteristische Gleichung von Ly = 0 und
chp(\) == A" +a, A" a A+ ag

heisst das charackteristischen Polynom von L.

Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms sind wichtig fiir die Losung der
Differentialgleichung Ly = 0. In der Tat kann man aus unseren Diskussion das
Folgenden herleiten: falls \q eine Losung der charakteristischen Gleichung ist, folgt
aus dass, y(t) = e eine Losung von ist.

Die Nullstellen der charakteristischen Gleichung heissen die Figenwerte des Op-
erators L und

{A1,...,\n} =: Spec L
ist das Spektrum des Operators L = chp(D).

Die Frage ist jetzt, wie man die verschiedenen Losungen von ((5.10)) zusammenset-
zen kann, um die allgemeine Losung von ((5.10]) zu finden.

SATZ 5.71. Die Losungsmenge L der Differentialgleichung ([5.10)) ist ein n-dimensionaler
Vektorraum, d.h.:
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(1) (Superposizionsprinzip) Falls y1,ys € £ und oy, s € C ist cqy; +asys € L.
(2) Es gibt Basen von n linear unabhangigen Ldsungen v, .. .,y, so, dass jede
Losung der Differentialgleichung Ly = 0 als eine lineare Kombination

y=cayr+ -+ Ch1Yn-1+ Culn
mit beliebigen Koeffizienten ¢;, € R dargestellt werden kann.

Die Aussage (1) ist das Superpositionsprinzip. Das zeigt, dass jede lineare Kom-
bination von Losungen einer homogenen linearen Differentialgleichung noch eine
Losung ist.

5.9.3.1. Nullstellen von Polynomen und deren Multiplizitdt.

SATZ 5.72. Sei p,(A\) = ayA" + - -+ + a1\ + ag ein Polynom des Grades n.

(1) Es gibt immer eine komplexe Nullstellen.
(2) Falls die Koeffizienten a; reelle Zahlen sind and falls \g = 1o + i1y eine
Nullstelle ist, ist auch A\g = po — ivy eine Nullstelle.

BEISPIEL 5.73. Sei pa()\) = aA? + bA + ¢ ein Polynom des Grades 2. Dann konnen
die Nullstelle mit der bekannten Formel

2a
gefunden werden. Es gibt drei Moglichkeiten:

(1) v* — 4ac > 0: Dann gilt

_ —b+ Vb —4ac —b—Vb? — 4dac

A Ay =
! 2a 7 e 2a
(2) v* — 4ac = 0: Dann gilt
—b
)\1 - % - )\2 .

(3) b* — 4ac < 0: Dann gilt

\ —b+iv4dac — b2  —b—1v/4ac — b? o
1 p— p— p— 2 .
2a 2a

Fiir ein allgemeines Polynom p,,(\) des Grades n haben wir auch drei Moglichkeiten:

(1) Alle Losungen sind reelle und verschieden:
P A) = A =A1) ... (A=),
wobei \; # A; fiir @ # j.
(2) Es gibt Losungen Ay, Ay € C mit A} = Ag.
(3) Es gibt Losungen mit Multiplizitat > 2.
BEISPIEL 5.74.
PaA) = (A= 2)PON = Xgt) .. (A =\
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Wir haben in Definition die Multiplizitéat einer Nullstelle definiert. Falls ein
Polynom p,(\) an der Stelle Ay ein Nullstelle der Multiplizitat k, k < n, besitzt,
kann das Polynom als

Pa(A) = (A= X)* Pk () mit p,_r(No) #0

faktorisiert.

5.9.3.2. Reelle und einfache Eigenwerte. Das ist der einfachster Fall. Die Eigen-
werte sind alle reelle und \; # A; falls j # j. In diesem Fall sind die Funktionen
yr(t) = e linear unabhiingige Losungen von Ly = 0. Jede andere Losung wird

y(t) = ciyn(t) + -+ cuy(t) = creMt 4 e

fiir beliebige Koeffizienten sein.

5.9.3.3. Kompleze Figenwerte. Da das charakteristische Polynom chp(\) reelle
Koeffizienten hat, falls \g = po + i ein Eigenwert ist, ist Ao = o — 1V auch ein
Eigenwert. Daraus folgt, dass jede lineare Kombination y(t) = ye*o! +de*o! erhalten
wird. Die Koeffizienten v und ¢ sind beliebige komplexe Zahlen mit der einzige
Eigenschaft, dass die lineare Kombination ye* + et fiir jedes t € R reel sein
muss. Daraus folgt, dass v und 0 nicht nur komplexe Zahlen sein diirfen, sonder
auch sein miissen. Wir konner aber die lineare Kombination umformen, um reelle
Koeffizienten und reelle Funktionen zu finden:

et 4 Seot
=" (cos vt + i sin vgt) + deH°* (cos vt — i sin vyt)
=(y + §)e" cos ot +i(y — §)e! sin vyt
—ae"" cos vyt + be!' sin vyt
sodass der zu A\ und )y entsprechenden Teil von y(t) als eine lineare Kombination
mit reelleen Koeffizienten a,b € R geschrieben werden kann.
Anders gesagt, falls wir einen komplexen Eigenwert \g = o+ vy gefunden habe,

haben wir zwei Nullstellen der charakteristischen Gleichung. Die entsprechenden
zwei linear unabhangige Losungen kénnen als

y1(t) = e’ cos(vpt)  und  yi(t) = e sin(vpt)
geschrieben werden.

BEISPIEL 5.75. Wir betrachten die Differentialgleichung der harmonischen Schwingung,
2" + w?x = 0, wobei w > 0 eine Konstante ist. Die charakteristische Gleichung ist
A2 + w? = 0 und ihre zwei Losungen sind \; = iw und Ay = —iw. Die allgemeine
Losung ist

z(t) = acoswt + bsinwt

mit a,b € R. Die Koeffizienten a und b werden mithilfe der Anfangsbedingungen
bestimmen werden.
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5.9.3.4. Mehrfache Figenwerte. Nehmen wir an, als ein Beispiel, dass L = D™
anders gesagt, ist D"y = 0 die Differentialgleichung und A" = 0 ist die charakteris-
tische Gleichung. Die Nullstelle A = 0 hat Multiplizitat n und die n Losungen von
D"y = 0 sind die n Polynome

yk(t) = thk 5

wobei ¢ € R und 0 < k < n — 1. Die allgemeine Losung der Differentialgleichung
Dy = y™ = 0 ist dann

y(t) = co+cit + -+ e t™ .

Im allgemeinen nehmen wir an, dass A¢ eine m-fache Nullstelle von chp(A) = 0 ist.
Daraus folgt, dass

chp(A) = p(A)(A = o)™,
wobei p(A) ein Polynom des Grades n — m ist. Wir machen den Ansatz
y(t) = q(t)e", wobei q(t) = co + it + -+ + 1 t™ .
Dann gilt
(D — Xo)y =(D — Ao)(q(t)e™)
=D(q(t)e™") — Aoq(t)e™
=X0q()e™ + ¢ ()™ — Nog(t)e™!
=4 (t)e™".
Gleichermassen ist
(D - Xo)’y = (D — 0)((D = Ao)y) = (D — Ao)(q/(t)‘f)\ot) = q//@)e)\ot,
sodass
(D= Xo)"y = g™ ()" =0,
da g ein Polynom des Grades m — 1 ist. Daraus folgt, dass
chp(D)y = p(D)(D = Ao)™y = p(D)((D — Ao)™y) = 0
und zwar sind die Funktionen
ye(t) = cpthe?
fir 0 < k < m — 1 Losungen. Die Funktion
y(t) = q(t)eM = (co+ ert 4 - + Copt™ )N

ist deshalb eine Losung der Differentialgleichung. Wir haben deshalb bewiesen, dass,
falls \g eine m-fache Nullstelle ist, sind

6/\Ot ,te/\()t . ’tm—lex\ot

Losungen von Ly = 0.
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BEISPIEL 5.76. Wir suchen die Losung der Differentialgleichung
y @ 4+ 2y" — 8y + 5y =0
mit der Anfangsbedingungen
y(0)=1, ¥(0)=3, und limy(t)=0.

t—o0
Die charakteristische Gleichung ist
0=chp(\) =M +2X\> -8\ +5

=N =1+ I +31-5)

=(A=1*\+2\+5).
Die Losungen der Gleichung A> +2\+5=0sind A\ = —14++/1 -5 = —142i. Wir
finden deshalb die Menge {y1, y2, y3, y4} der Losungen, wobei y;(¢) = €' und yo(t) =
te' die entsprechenden zum 2-fachen Eigenwert A = 1 Losungen sind und y3(t) =
eT1H20t und g, (t) = €172V sind die entsprechenden zu den komplexen Eigenwerten

—1 £ 2i. Die zu y3 und vy, entsprechenden reellen Losungen sind et cos 2t und
e~!sin2t. Die allgemeine Losung lautet

y(t) = cre’ + cote’ + cze " cos 2t + cqe P sin 2t .
Um die Anfangsbedingungen zu erfiillen, berechnen wir
Y (t) = cre’ + cae' + cate’ — e (c3cos 2t + cysin 2t) + 2¢ 7 (—cysin 2t + ¢4 cos 2t) .
Daraus folgt, dass

1=y(0)=c1+c3 c3=1
3=y (0)=c14+ca—c3+2¢ =y =2
limy o y(t) =0=c1 =c2 =0 cp=c =0,
sodass
y(t) = e *(cos 2t + 2sin 2t)
die Losung ist. O

5.9.4. Inhomogene lineare Differentialgleichungen. Wir suchen eine Losung
der Differentialgleichung

Ly =K(t),
wobei L = D"+ a, D" ' +---4+a;D + ap und K(t) eine gegebene Funktion ist.

SATZ 5.77. Seien yi(t),y2(t), ..., y,(t) Losungen der Differentialgleichung Ly = 0,
und sei y,(t) eine irgendwie gefundene Lésung der inhomogenen Differentialgleichung
Ly = K(t). Dann ist

(5.12) y(t) = crya(t) + coya(t) + - -+ + cryn(t) + yp(t)
die allgemeine Lésung von Ly = K (t).
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BeEweEis. Fir k= 1,...,m ist Ly, = 0. Daraus folgt, dass

Ly=1L (Z CrYk + yp> = Z cxLyr + Ly, = Ly, .
k=1 k=1
Falls Ly, = K(t), ist auch Ly = K (t), das heisst (5.12)) eine Losung ist.
Wir werden jetzt beweisen, dass alle Losungen der Differentialgleichung Ly =
K(t) der Form (5.12)) sind. In der Tat sei §(¢) eine beliebige Losung, Ly = K(t).
Daraus folgt, dass

L(y—yp) = Ly — Ly, = K(t) - K(t) =0,

das heisst § —y, eine Losung der homogenen Differentialgleichung Ly = 0 sein muss.
Infolgedessen ist

y= chyk: + Y,
1

das zu beweisen wiirde. O

Wir miissen deshalb eine partikulare Losung der inhomogenen Differentialgle-
ichung Ly = K (t) finden.

Um die Losung der Differentialgleichung Ly = K zu finden, benutzen wir die
Methode der unbestimmten Koeffizienten. Falls die Funktion K(t) eine Funktion
ist, die eine Losung von Ly = 0 sein konnte, erraten wir eine von einigen Param-
eter abhangige Losung und wir berechnen die Koeffizienten beim Ersetzen in der
Differentialgleichung.

BEISPIEL 5.78. Wir suchen die allgemeine Losung der Differentialgleichung
(5.13) Y’ — 4y — 12y = 3.

Wir suchen zuerst die allgemeine Losung von y” — 4y’ — 12y = 0. Wir werden
spater sehen, weil wir immer zuerst die Losung der entsprechenden homogenenen
Differentialgleichung 3" — 4y’ — 12y = 0 finden mdiissen.

Die Losungen der charakteristischen Gleichung chp(\) = A* — 4\ — 12 = 0 sind
A = —2,6, sodass die allgemeine Losung der Differentialgleichung gleich

yn(t) = cre” + cpe®
ist.
Jetzt suchen wir y,(¢), In diesem Fall ist K(t) = 3e*. Die Exponentialfunk-
tion wird nicht allein aus dem Nichts erscheinen, deshalb muss sie schon in unserer

Vermutung der Losung enthalten werden. Wir setzen deshalb

Yp(t) = ae’

so, dass y,(t) = 5ae” und y)(t) = 25ae™. Aus unserer Vermutung folgt, dass

3
3’ =y (t) — 4y, (t) — 12y,(t) = 25ae” — 20ae™ — 12¢” = —Tae™ = a = —=-
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Die allgemeine Losung von ((5.13)) lautet dann

3
y(t) = cre™ 4 cpe® — et

7
Falls die Losung der Differentialgleichung (5.13)) die Anfangsbedingungen y(0) =
18/7 und y'(0) = —1/7 erfiillen muss, erhalten wir

{%:mm=q+@—% é{q+@:%

=c=1,c =2,
7 =9(0) = —2c1 + 60, — 2 —2¢1 + 6y = 2 ? !

sodass

3
y(t) = 2e 2" 4 €% — ?eSt .

BEMERKUNG 5.79. Wie gesagt, werden wir spater sehen, warum wir zuerst die all-
gemeine Losung der Differentialgleichung Ly = 0 gefunden haben. Kurzum ist der
Grund das folgende: falls wir die allgemeine Losung der Differentialgleichung Ly = 0
wissen, konnen wir eine bessere Vermutung machen.

BEISPIEL 5.80. Wir suchen eine partikuldre Losung der Differentialgleichung
(5.14) y" — 4y — 12y = sin 2t
finden. Hier ist K () = sin 2t und wir haben schon gesehen, dass y;,(t) = cje™ +
c2e%. Unsere Vermutung fiir y,(¢) ist

Yp(t) = acos 2t + bsin 2t

so, dass y,(t) = —2asin2t + 2bcos2t und y,(t) = —4acos2t — 4bsin2t. Beim
Ersetzen in ([5.14)) erhalten wir

sin 2t = " — 49/ — 12y
= —4acos 2t — 4bsin 2t + 8a sin 2t — 8bcos 2t — 12a cos 2t — 12bsin 2t
= (—16a — 8b) cos 2t + (—16b + 8a) sin 2t ,

sodass

—16a —8b =10 b= —2a a:%

= = 1

—16b+8a =1 8a+32a=1 b:_%

und
(t) = L oosot— Lgn2. O
Yp(l) = 10 cos 20 sin 2t .

BEISPIEL 5.81. Eine partikulare Losung der Differentialgleichung
(5.15) Y — 4y — 12y =21 —t+3

kann durch die Vermutung y,(t) = at® + bt* + ct + d gefunden werden. In der Tat
erhélt man beim ableiten und in ([5.15)) ersetzen

1 1 1 5
a:——)b:—)c:—— fr—y

6 6 9’7 27"
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BEIspIEL 5.82. Wie oben, kann eine partikulare Losung der Differentialgleichung
(5.16) Y — 4y — 12y = te™

durch die Vermutung y,(¢t) = e*(at + b) gefunden werden. In der Tat erhilt man
beim ableiten und in (5.16|) ersetzen

a:—1—12 und b:—%.
BEISPIEL 5.83. Wir suchen jetzt eine partikuldre Losung de Differentialgleichung
y' — 4y — 12y = €%
und wir machen wie oben die Vermutung y,(t) = ae®. In diesem Fall erhalten wir
Y, (t) = 6ae und y)(t) = 36ae®. Daraus folgt, dass
y' — 4y — 12y = 36ae% — 24ae® — 12ae® =0

und kann nie gleich €% sein! Das Problem ist hier, dass e eine Losung der Differ-

entialgleichung Ly = 0 ist. In diesem Fall ist eine bessere Vermutung
y,(t) = ate’ .
In der Tat ist
Y (t) = ae® + Gate™
yn(t) = 6ae® + 6ae®™ + 36ate® = 12ae® + 36ate”™

sodass
1
% = 12aeb + 36ate’ — 4ae® — 24ate® — 12ate® = 8ae® = a = 3
und

1
t) = —tebt .
?/p() 86

Wir konnen deshalb die Tabelle [I] erstellen

] K(t) \ Spektralbedingung \ Ansatz fiir y,
R Yo & Spec L u() = ac™
Ao € Spec L (m-fach) yp(t) = at™e?
: +iw ¢ Spec L Yp(t) = acoswt + bsinwt
coswt oder sinwt +iw € Spec L (m-fach) Yp(t) = t"(a coswt + bsinwt
o 0 ¢ Spec L Yp(t) = ap + art +--- + a,t"
0 € Spec L (m-fach) | y,(t) = t™(ap + art’ + - - + a,t")
thelot Ao & Spec L yp(t) = (ag + - - - + axt®)e?

Ao € Spec L (m-fach) yp(t) = t"(ag + - - - + axtF)e’
TABLE 1. Partikulare Losungen
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SATZ 5.84. Sei K(t) = K;(t) + Ks(t). Falls y; eine Lésung der Differentialgleichung
Ly = K;(t) fiiri = 1,2 ist, ist y; + yo eine Losung der Differentialgleichung Ly = K.
BEIspPIEL 5.85. Wir suchen eine partikulare Losung der Differentiagleichung
(5.17) y' — 4y =12y = €% +sin6.
Wegen des Satzes ist eine partikiilare Losung y,(¢) von (5.17) die Summe zweier
Losungen
yp(t) = y1p(t) + y2p(t)

wobei

y1,(t) eine Losung der DifferentialGleichung y” — 4y’ = 12y = €% und

Yyop(t) eine Losung der DifferentialGleichung y” — 4y" = 12y = sin 6¢ sind.

Wir haben schon y;,(¢) im Beispiel gefunden, und zwar

1
ylp(t) = gt@Gt .

Da i6 ¢ Spec(L) ist, machen wir den Ansatz
Yap(t) = a cos 6t + bsin 6t .

Wir kénnen einfach erhalten, dass a = - und b = — 2, sodass

120 607

() L 8 ¢+ ! 6t — — sin 6t
= —le — COS — — S1n
Y 8 120 60

eine partikuldre Losung ist.

5.9.5. Der (geddmpfte) harmonische Oszillator. Wir setzen das Beispiel
des Federpendels fort. Die Differentialgleichung war
mu” 4+ yu' + ku = F(t),

wobei 7 die Dampfungskonstante war und k£ war die Konstante, die die Riickstellkraft
des Feders beschreibt.
Wir suchen zuerst die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung
mu” +~yu' + ku=0.

Wir miissen verschiedene Falle betrachten:
(1) Falls v = 0 ist, ist das System nicht gedampft. In diesem Fall sind die
Losungen der charakteristischen Gleichung mA% + k = 0

A =1twyg und Ay = —iwg, wobeiwy:=1/—.
m

Wir erhalten damit die Losungen der Differentialgleichung mu” + ku = 0

iwot —iwot
up(t) = 1™ + cope™ 0
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die auch in der folgenden Form
un(t) = acoswot + bsin wyt
geschrieben werden kann, wobei
a:=c+c, und b=i(c;—c)

die Koeffizienten sind. Um die Losung zu analysieren, ist es nutzlich die
Losung als
up(t)z = Rcos(wot — 9)
= Rcosd coswgt + Rsin 6 sin wyt

zu schreiben, wobei

b
R=+va*+b*, tand=—.

a
Die Periode ist
2 1/2
7=""_o9 <T> ,
Wy k

die Frequenz ist wy, die Amplitudcﬂ ist R und der Phasewinkel ist 9. In
diesem Fall gibt es keine Dampfung und die Amplitude bleibt konstant.

u A

_i_R

Rcosé

(2) Falls v # 0, ist die charakteristische Gleichung chp(\) = mA2+~yA+kX =0
mit Nullstellen

—v /2 — 4k k 2
A= 7 m:—li\/——+7—:—ei\/—w3+62,
2m 2m m  4m?

wobei € := QL
m
2

¢ > w2 | (Superkritische Dampfung) Die Dampfung ist stérker als die Schwingung

up(t) = c e~ 4 pe=(atat
wobel pi; = /€2 — wi < €.

Die Amplitude ist die maximale Verschiebung der Mass.
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(Kritische Ddmpfung) In diesem Fall gilt es

up(t) = cre™ + cote™ = (¢ +tep)e .

Falls €2 = w?, sind die Losungen exponential fallend mit hochstens eine
Nullstelle. Im nachsten Bild sehen wir zwei verschiedene Losungen der
Differentialgleichung u” + v’ + fu = 0. Falls u(0) = 5 und «/(0) =
besitzt die Losung keine Nullstelle (der Obere Graph); falls u(0) =

und «/(0) = —I besitzt die Losung eine Nullstelle (der untere Graph).

ISIEENEN

A

2_

2 4 6 8 10
. [u0) =3 (0 =3

(1 _3At2
1= u= (2 2 [)E
(Subkritische Dampfung) In diesem Fall ist A = —e &+ iy, wobei p =

Vwi — €2. Daraus folgt, dass

up(t) = e “(acos ut + bsin ut) = Re~“ cos(ut — 4),

wobei @ = Rcosd und b = Rsind. Der Graph von u liegt zwischen
den Kurven +Re™% und sieht wie ein cosinus aus, deren Amplitude
mit zunehmenden ¢ féllt (geddmpfte Schwingung).
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LA

| >
o+ 8+ 21 w ut

- \_RE—Tﬂzm

In diesen Fall ist

1
die Quasi-Periode, das heisst die Zeit zwischen zwei aufeinander fol-
genden Maxima.

Im folgenden Bild sehen wir den Unterschied zwischen eine Schwingung mit
einer kleinen Dampfung (der blaue Graph) und mit keiner Dampfung (der schwarze
gestrichelte Graph).

u"+u-0
-2 u(0)-0
, /E+D125u+u o0 ©
[ '\II J.n' l.I I \ Jn f", iﬁi rj
i I i i I i f
1 1 ! i1 | | i
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i i
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i 1 | I | | 1 | i
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[ | [ [ [
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(W] i i ! | (W]
2 W L'F L II|.-ll I‘.ﬂ’ II\" U’ u

Wir werden jetzt eine Anregung der Forme F'(t) = K, coswt anwenden, sodass
die Differentialgleichung

mu” + yu' + ku = Kq cos wt

lauten wird. Wir miissen drei Falle unterscheiden:

(1) wp # w und das System ist ungedampft (v = 0).
(2) wo # w und v # 0.
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(3) wp =w und v = 0.

(1) Wir suchen eine Losung der Forme u,(t) = agcoswt + bysinwt. Da k = mw}

erhalten wir die allgemeine Losung
: 0
u(t) = c1 coswot + o sinwpt + W coswt .
Nehmen wir an, dass w(0) = 0 und «/(0) = 0. Daraus folgt, dass

Ko

— 20 und =0
m(w%—uﬂ) un (&) s

CL = —

sodass
K,
m(wi — w?)

(5.18) u(t) = (coswt — coswyt) .

Das ist die Summe zweier periodischen Funktionen, deren Periode ungleich ist, aber
deren Amplitude gleich ist. Mithilfe der trigonometrischen Identitéaten

cos(a+ f3) = cosacos f — sin asin

cos(a — 3) = cosacos f + sin asin 3
erhalten wir
cos(a — ) — cos(a+ ) = 2sinasin 5;
5-1

mit o = 3(wp +w)t und (wp — w)t konnen wir die Losung ((5.18)) so schreiben:

2K, . (wo—w)t] . (wo+w)t
u(t) = (e — o) sin ) sin ) :
(wo+w)t

Falls |wy—w| klein ist, ist wy-+w viel grésser als |wy—w|. Deshalb schwingt sin 5=+

viel schneller als sin (‘”02;”)75 Infolgedessen ist die Frequenz & und die Amplitude
ist
2K, —w)t
A= 5 0 5y Sin (o —w)
m(wg — w?) 2

Das ist genau was passiert, in Akustik, falls zwei Stimmgabeln mit fast gleicher
Frequenz zusammen gespielt werden. In diesem Fall ist die periodische Amplitu-
denanderung fiir das blosse Ohr ziemlich offensichtlich. In der Elektronik wird die
Amplitudenédnderung mit der Zeit Amplitudenmodulation genannt.

In der Figure wird der Graph von v mit wy = .5, w = .4 and

2K,

— - = 2.7T778
m(ws — w?)

gezeichnet.
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(2) In diesem Fall ist die Losung
u(t) = e (acos ut + bsin ut) + ce™* |

wobei
Ky Ky 1
c= = — :
(k —mw?)+iyw  m wi — w? + 2iew

Da limy o, e (acos ut + bsin ut) = 0, heisst us(t) = ce™! die stationdre Losung.
Da
Ky 1
el = — 2 2\2 2,2
m \/(wd — w?)? + 4e2w
ist die Amplitude R(w) in diesem Fall maximal, falls (w? —w?)? + 4€*w? minimal ist.
Da

=: R(w)

(Wi — w?)? +42w? = (W? — (Wi — 26))? + 4e*(wi — €2),

ist die Amplitude maximal, falls w = /w3 — €2.
(3) In diesem Fall ist die Losung

Ko
mwo

u(t) = ¢1 coswpt + ¢ sinwot + t sin wot .

Hier is die Frequenz der Anregung gleich der Frequenz des Systems. Wegen des
Terms tsinwot ist limy_, u(t) = co. Das is die sogenannte Resonanz. Im folgelden
1

Bild wird die Losung u(t) = 3t cost der Differentialgleichung

1
u'tu= 5 cost mit u(0) = «'(0) =0

gezeichnet.
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10—

u=0.25 tsin ¢t -~ u
— U=U.25E /\w
=5= u——025r \/ v

4]

Die Resonanz ist ein grosses Problem fiir die strukturelle Stabilitat. Zum Beispiel
miissen die Soldaten beim iiberqueren einer Bruche den Marschschritt unterbrechen:
die periodische Kraft ihres Marsches konnte mit der Frequenz der Briicke in Reso-
nanz treten. Das kann in Realitat passieren, wie das Beispiel der Briicke in Tacoma,
Washington zeigt, die in 1940 in Resonanz mit dem Wind trat und brach ein. Die
Resonanz war auch ein Problem in der Konstruktion einer Kraftstoffhochdrucktur-
bopumpe fiir den Hauptmotor des Space-Shuttles. Die Turbopumpe war instabil
und konnte nicht bei tiber 20’000 rpm operiert werden, obwohl die vorgesehene
Geschwindigkeit 39’000 rpm war. Das Space-Shuttle Program wurde deswegen
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wahrend sechs Monaten unterbrochen, was einen tédglichen Verlust von 500°000$
pro Tag zur Folge hatte. E|

5.9.6. Die Eulersche Differentialgleichung. Die allgemeine Forme einer Eu-
lersche Differentialgleichung ist

b
rnfl

S .
(519) g+ Syl g IR g

y+—y=0,
r
wobei 7 > 0 die unabhéngige Variable ist und y = y(r).

Die Eulersche Differentiagleichung ist eine lineare homogene Differentialgleichung,
deren Koeffizienten nicht konstant sind. Die Methode um diese Differentialgleichung
zu losen ist sehr ahnlich zur Methode fiir die Losung einer linearen homogene Dif-
ferentialgleichung mit konstanten Koeffizienten. Die Idee ist die Variabletransfor-
mation 7 = e’ zu benutzen, um die Eulersche Differentialgleichung in einer Differ-
entialgleichung mit konstante Koeffizienten zu verwandeln. Wir konnen aber eine
Abkiirzung nehmen und den Ansatz

y(r) =r°
machen, wobei « eine zu bestimmende Konstante ist.
Wir leiten y(r) = r* ab und erhalten
y'(r) = ar
y'(r) = ala—1)r*~?

a—1

y(n)(r) =ala—1)...(a—=(n—=1))r*".

-
Qn

2Aus Wikipedia: In 1935 at his annual birthday party/press meeting the 79-year-old American-
Serbian inventor, electrical engineer, mechanical engineer and futurist Nikola Tesla related a story
where he claimed a version of his mechanical oscillator caused extreme vibrations in structures and
even an earthquake in downtown New York City. Reporter John J. O’Neill’s biography of Nikola
Tesla includes a version of this story (date of the telling not given).

One version of the story has Tesla experimenting with a small version of his mechanical oscilla-
tor at his laboratory on 46 East Houston Street near the Manhattan neighborhood of SoHo. Tesla
said the oscillator was around 7 inches (18 cm) long, and weighing one or two pounds; something
“you could put in your overcoat pocket.” At one point while experimenting with the oscillator, he
alleged it generated a resonance in several buildings causing complaints to the police. As the speed
grew he said that the machine oscillated at the resonance frequency of his own building and, belat-
edly realizing the danger, he was forced to use a sledge hammer to terminate the experiment, just
as the police arrived. Other versions have Tesla smashing the device before the police arrive and
have multi-ton equipment in the basement moving around. Another version has Tesla clamping an
oscillator to a building under construction and causing it to vibrate so violently the steelworkers
working on it left the building in a panic.

At the 1935 party Tesla also claimed the mechanical oscillator could destroy the Empire State
Building with “Five pounds of air pressure” if attached on a girder and that he expected to earn
$100 million from the oscillator within two years.
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Wir merken, dass «, ein Polynom des Grades n in der Variable « ist. Wir setzen

diese Ableitungen in der Differentialgleichung ein und wir erhalten
Qo

by, b
lanflrai(nil) + -+ ! 10(17"0171 + —r*=0
T rn— rn

" 4
=, " by 1oy T e b T - ber®T =0
= (an + bp_1ap_1+ -+ by +bo)r*™" = 0.
Wir nennen
ap + by 10,1+ -+ + biag + by =: inp(«)
das Indexpolynom der Differentialgleichung und
inp(a) =0

ist die Indexgleichung. Falls o eine Nullstelle der Indexgleichung ist, ist y(r) = r¢

eine Losung der Differentialgleichung (/5.19)).

BEIspPIEL 5.86. Wir suchen die Losung der Differentialgleichung
3 3
y///+_y//__2y/:0'
r r

Wir berechnen das Indexpolynom mit

a; =ala—1)(a—2) by =3
ay =afla—1) und by =-3
a; =« bo =0

so, dass
0 = inp(a) =as + baavs + by + boayg

=a(a—1)(a —2) 4+ 3a(a— 1) — 3«
=a(a? - 3a+2) + 3a® — 3a — 3a
=a® — 3a% + 20+ 36 — 3o — 3a
=a?® — 4a
=a(a® — 4)
=a(a —2)(a+2).

Die Nullstellen der Indexgleichung sind o« = 0,2, —2, infolgedessen die allgemeine

Losung

1
y(r) =c1 + cor? + C3r_2

lautet.
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Im Beispiel waren alle Nullstellen verschieden. Falls zwei Nullstellen gleich
sind, miissen wir mit etwas multiplizieren. Wegen der vorherigen Bemerkung, dass
die Transformation r = ¢’ die Differentialgleichung in einer Differentialgleichung
mit konstanten Koeffizienten verwandeln wurde und wegen unserer Kenntnisse der
Theorie der Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten, ist es zu erwarten,
dass

yi(r) =r* und  yo(r) =r*logr
zwei linear unabhangige Losungen sind, falls g eine zweifache Nullstelle ist.

BEeispiEL 5.87. Wir suchen die allgemeine Losung der Differentialgleichung

1, &
y'+ -y — —5y=0,
r r

die die Temperaturverteilung auf einer Kreisscheibe oder auf Kreisringen beschreibt.

Da
ay =ala—1) 1nd by =1
a = by = —k?

ist das Indexpolynom
inp(a) =ala—1)+a—k =a*—a+a—k*=ao*—k*.

Wir unterscheiden zwei Falle:
Es folgt, dass ay = kK = —ay so, dass die allgemeine Losung

1
_ ok
y(r) =cr® + ey,
ist.
In diesem Fall ist die Nullstelle oy = 0 zweimal so, dass die allgemeine
Losung
y(r) =c1 + cologr
ist. U

Es gibt auch die Moglichkeit, dass die Nullstellen vom Indexpolynom komplexe
konjugierte Zahlen sind

ar = A+ iu, g =\ — i,

mit A, u € R. In diesen Fall sind

A A

yi(r) =r*cos(ulnr) und  yo(r) =r"sin(plnr)

zwei linear unabhangige Losungen.
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BeispiEL 5.88. Wir suchen die allgemeine Losung der Differentialgleichung
(5.20) r*y +ry +y=0.

Um die {ibliche Form der Eulersche Differentialgleichung zu haben, teilen wir ([5.20)
durch r% und erhalten

1 1
y"+—y’+—220.
T T

ay =ala—1) wnd by =1
ap =« by =1

ist das Indexpolynom
inpla) =ala—1)+a+l=a’—-a+a+l=a*+1.
In diesem Fall sind
o =1 und oy = —1
so, dass die allgemeine Losung fiir r > 0
y(r) = ¢y cos(Inr) + cosin(Inr)

lautet. O






CHAPTER 6

Integralrechnung

Wir mochten eine Methode entwickeln, um die Flache und das Volume beliebieger
Gebiete zu berechnen. Wir miissen dafiir den Begriff des Integrals einzufiithren. Mit
dem konnen wir:

e die Fliche zwischen der z-Achse und einer Kurve 0 < f(z) = y, fir x €
[a, 0],

e das Volume eines n-dimensionalen Bereiches B C R",

e die Lange einer Kurve

und viele andere Grossen berechnen.

Wir betrachten in diesem Kurs nur das Integral einer Funktion in einer Variable
mit image(f) C R", n > 1. Wir fangen mit n = 1 an. Sei [a,b] C dom(f). Wir
schreiben

() dz = das Integral von f von a bis b.
[a,b]
Das Integral sollte die folgenden Eigenschafen besitzen.

(1) Es sollte fiir jede Funktion f existieren, die stetig auf einem Intervall [a, 0]
ist.
(2) Falls f(x) > 0 auf [a, b], sollte

(x) dz = F1(B)
[a,b]

sei, wobei B das Gebiet zwischen der x-Achse und dem Graph von f beze-

ichnet.
(3) Insbesondere sollte
/ dr=b—-a
[a,]

sein.
(4) Falls ¢ € [a, b], sollte

(x)dx = (x)dx + f(z)dx.
[a,b] [a,c] [C,b]

In diesem Fall sagen wir, dass das Integral additiv beziiglich des Integra-
tionsintervalls ist.

133
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(5) Falls [a,b] C dom(f) und [a,b] C dom(g), sollte
| s sz =a | s@arrs [ gwae,

la,b [a,b]
Wir nennen diese Eigenschaft die Linearitdt des Integrals.

Der Begriff des Intervals wird mithilfe der Riemannsche Summen definiert werden.

6.1. Riemannsche Summen
Sei [a, b] € dom(f) und seien zg, x1,...,2, € |a,b] n + 1 Punkte so, dass
a=x0<z1 <2< <xp=0>.

Anders gesagt, betrachten wir eine Zerlegung Z des Intervalls [a,b] in n Teilinter-
vallen

Ik = [xk,l,xk] s fir 1 S k S n,

sodass
[CL, b] = U ]k .
k=1

Die Lange von Iy is x; — xp_1: zum Beispiel kénnen wir xzp = a + b_Tak; wahlen so,

dass [a,b] in n Teilintervallen der gleichen Lange =) — xp_1 = ”_T“ zerlegt wird. In

Allgemeinen setzen wir
d:=max{r, —xp_1: k=1,2,...,n}.

Zur Vereinfachung nehmen wir an, dass die Funktion f nicht nur stetig sonder
auch Lipschitz auf [a,b] ist, d.h. es ein C' > 0 gibt so, dass fiir jedes z,2" € |a, b
[f(x) = ()] < Clo — 2]

Um die Flache zwischen dem Graph von f und der z-Achse approximative zu
berechnen, wahlen wir fiir jedes k mit 1 < k < n einen Punkt &, € I;.

Sei F}, die Fldche zwischen dem Graph von
f und dem Intervall I, = [x_q,x]. Wir
konnen f approximativ berechnen, d.h.

Fy ~ f(fk)(l’k - l‘kfl) .
Da
flz)ds = Z F., PICTURE
[a,b] k=1
konnen wir

flx)de ~ > f(&) (T — Tr1) -

[a,b] k=1

3

schreiben.
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Wie gut ist diese Naherung? Da f Lipschitz auf [a,b] (und deshalb auf ) ist,
ist fiir jedes x € I} (und so insbesondere fiir &, € I})

|f(z) — f(&)] < Clz —&| < Co
= =06 < f(x) — f(&) < Co
=f(&) — Co < f(z) < T+ f(&)-
Da Fj, ~ f(&)(xg — zx_1), liegt Fy zwischen der Fldche des Rechtecks der Hohe
f(&) — C6 und des Rechtecks der Hohe f(&) + C
(f(&) = CO)(@k — 1) < Fi < (f(&) + CO)(zk — xp-1) -

Wir méchten, dass [, , f(z)dz =377, F und wir wissen dass 3 7), (25 — 2p-1) =
b — a. Daraus folgt, dass

[a,b]

> F(&) @k — x1) — C6(b—a) < () da <Y f(&) 2k — 2x1) + CO(b — a)
k=1 k=1

und deshalb

n

fl@)de =  f(&)(xr — 2r-1)

[a,b] k=1

(6.1) < O5(b—a).

DEFINITION 6.1. Das Riemannsche Integral der Funktion f tiber [a, b] ist

flo)de = lim Y f(&)(wr — 1),
k=1

[a,b]
falls lim,, o 0 = O.

BEMERKUNG 6.2. Wir werden es nicht beweisen, aber das Riemannsche Integral ist
unabhangig von der Zerlegung und von &.

BEISPIEL 6.3. Wir méchten die Flache zwischen f(z) = 1/x und dem Intervall [1, 2]
mit einem Fehler < 1072 berechnen.

Die Abschatzung in hangt von der Lipschitz Konstante ab, deshalb miissen
wir zuerst C' berechnen. Die Ableitung von f ist

1
f(r)=——= und, falls 2 > 1, ist |f'(z)] < 1.
x
Mithilfe des Mittelwertsatzes auf [1,2] erhalten wir fir jede x,2’ > 1 mit = < 2/,
dass es ein £ € (x,2') gibt mit

[f(@) = f@)] = (] |z — 2| <o —aT].
Daraus folgt, dass wir C' = 1 wiahlen kénnen.
Wir miissen jetzt n wahlen so, dass

(b—a)*

C <1072.
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Da =2 a)2 —, wir wahlen n > 100. Wir wéhlen jeztz die Zerlegung in Intervallen
der glelchen Lange, d.h.

k-1 k
Lo=1+2 214 & d & =14
k l 00 T 100] und &= 1405
Wir erhalten deshalb
100 100 100 100
1 100 1 1

o _ — ~ 0.669065 .

;ﬂgk)(x’“ o) = Z1+1_00100 Z100+k100 ;100+k

Wir mochten jeztz einen exacten Wert des Integrals f[l 2] % dz berechnen. Wir setzen
xy, = 2/ " fir 1 < k < n: mit dieser Wahl sind die Intervalle

I, = [2(1‘3_1)/”7 Qk/n]
der ungleichen Lange
p(Iy) = wp — wpy = 28" — 207 D/m — 9= /n (gl 1)
Da (k —1)/n < 1, haben wir auch
0= kI_IiaXn,u([k) = max. k= 1)/”(21/" 1) < 2(21/n —1).

=L...,n  K=l,..

Daraus folgt, dass

lim 6 = lim 2(2/™ — 1) = 0

n—o0

und deshalb ist

1
nh_)rgoz Ty — Tp_1) /[ —dx.

12 T

Um diesen Limes zu berechnen, setzen wir & := x5_1 = 2(k=1)/n Daraus folgt

1 "1 ——
—dr = lim E (2 — x—1) = lim E ( — 1)
\/[172} i —00 A n—oo 1

— Tk-1 Lk—1
= lim Z 2k/n —1) = lim i@l/" - 1)
%logQ -1 d
= lim n(2/" —1) = lim ———— = —vlos?
n—00 n—00 - dx 2—0
= log 2ex1°g2’120 =log2. [

DEFINITION 6.4. Wir sagen, dass f Riemann-integrierbar auf |a, b] ist, falls f[a . f(x)dx
existiert.
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BEMERKUNG 6.5. Wir haben gesehen,

dass eine Lipschitz Funktion ist Riemann-
integrierbar. In der Tat ist es genug,

dass f beschankt und stickweise stetig ist.

Eine Funktion ist stiickweise stetig, falls es PICTURE
eine Zerlegung des Definitionsbereich von

f in endlichen vielen (in der Tat abzdhlbar

vielen) Intervallen gibt, wo die Funktion

stetig ist.

6.1.1. Eigenschaften des Riemannsche-Integrals. Das Riemannsche-Integral
besitzt die gesuchten Figenschaften:

EIGENSCHAFTEN. Seien f,g R-integrierbar auf |a, b]
(1) Sei auch g R-integrierbar auf [a,b] und seien «, 3 € R. Dann ist

/[ (@) + sz =a [ f@ders [ g

la,b [a,b]

(2) Sei ¢ € [a,b]. Dann

() dx = (x)dx + f(z)dx.
[a,b] [a,c] [C,b]

(3) Insbesondere gilt

/ =b—a.
[a,b]

x)dx| < x| dx .
\ e _/Mu( )

(5) Sei |f(z)| < M auf [a,b]. Dann ist

flz)dx| < M(b—a).

’ [a,b]
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Die zwei Ungleichungen folgen aus den entsprechenden Eigenschaften einer endlichen
Summe. Zum Beispiel fiir (5):

D F&) (= zia)
k=1

<D 1@ (zr — i)
k=1

S Z M(l‘k — xk—l)
k=1

:M Z(l’k — xk—l)
k=1

=M(b—a)

6.2. Der Mittelwertsatz der Integralrechnung
SATZ 6.6. Sei f: [a,b] — R eine Funktion, die alle Werte zwischen n, := infyc(q ) f(2)
und n* 1= Sup,e(,p f(r) nimmt. Dann gibt es £ € [a, b] mit
[]f@M$=ﬂQ@—®-
a,b

BEMERKUNG 6.7. Wegen des Zwischenwertsatzes erfiillt eine stetige Funktion die
Voraussetzungen des Satzes. Stetigkeit der f ist aber nicht notig.

BEWEIS (Beweis des Satzes[6.6]). Fiir alle x € [a, b] gilt
< fla)<n".
Daraus folgt, dass

n*(b—a):/ Nw dx < (q:)dxg/ n*dx=n"(b—a).
[a,b] [a,b] [a,b]

Wir konnen alle bei b — a dividieren und erhalten

0, < (2)dz <"

“b—a [a,b]

d.h.

1
dx =: 1
i )L, Fde = e

Wegen der Voraussetzungen fiir f gibt es £ € [a, b] mit f(£) = 7. Daraus folgt, dass

flx)de = f(§)(b—a).

[a,b]
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6.3. Hauptsatz der Infinitesimalrechnung

Wir werden jetzt eine Methode entwickeln, um die Integrale zu berechnen.
Sei I C R ein Intervall, f: I — R eine stetige Funktion und sei a € I ein innerer
Punkt. Wir definieren eine Funktion F,: I — R

Fy(z) == Jw () dt - falls x> a
e _f[xa]f(t)dt falls z < a.

Wegen der Eigenschaften des Riemannsche-Integrals gilt fiir x; < x5
Fa<l’2) — Fa(l'l) = / f(t) dt .
[z1,22]
In der Tat ist fir x; < z9
ft)dt = f(t)dt + / f(t)dt
[ava] [avzl] [.1‘1,.772]
so, dass
Fu(zs) = Fu(21) +/ F(t)dt
[z1,22]
Desweiteren gibt es aus dem Mittelwertsatz ein £ € [z, 23] mit
Fues) = Fae) = [ 00t = f(€)(az = ).
[z1,22]

Daraus folgt, dass

2t = £
so, dass
(1)
TG it CO TP
xg—m:;r T2 — X1 xz—m:;r

Da f stetig ist, erhalten wir
Fy(x]) = f(1).
(2) Gleichermassen haben wir

i Fa(@2) = Fa(z) _

T1 =Ty To — X1 1Ty

und so

Fo(xy) = f(x2) .
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Da z1, x5 € I beliebig waren, gilt fiir alle x €

Fo(z) = f(x).
Wir haben deshalb den folgenden Satz bewiesen:

SATz 6.8 (Hauptsatz der Infinitesimalrechnung, I). Sei I C R ein Intervall, a € I
ein innerer Punkt und f: I — R eine Stetige Funktion. Dann ist
d
dzx
d

e - fydt=—f(z) falls x < a.

ft)dt = f(z) falls x > a

[a,x]

DEFINITION 6.9. Sei f: I — R eine stetige Funktion. Falls f = F’ wobei F': [ —
R, heisst F' eine Stammfunktion von f auf I.

BEISPIEL 6.10. F}, ist eine Stammfunktion von f.

BEMERKUNG 6.11. Falls Fj eine Stammfunktion von f auf [ ist, ist Fy + k& auch
eine Stammfunktion fiir jede Konstante k. In der Tat ist

(Fo+k) =f.

Jede andere Stammfunktion ist der Forme Fy + k fiir eine Konstante k. In der Tat
sei F' eine andere Stammfunktion, d.h. F’ = f. Dann ist

(F—h)=F-F=f-f=0.
Daraus folgt, dass F' — Fy = k, d.h. F = F, + k. Infolgedessen erhalten wir fiir
a,bel
(6.2) F(b) — F(a) = (Fo(b) + k) — (Fola) + k) = Fo(b) — Fo(a) .

DEFINITION 6.12. Die Menge der Stammfunktionen von f: I — R heisst das unbes-
timmte Integral von f. Wir benutzen die Schreibweise

/ f(z) dx

SATZ 6.13 (Hauptsatz der Integralrechnung, 11). Sei f: I — R eine stetige Funktion
und F' eine Stammfunktion von f. Falls a,b € I, gilt

ft)dt =F()— F(a).
[a,0]
BeEwEIS. Wir kénnen die Stammfunktion F,, nehmen. Da F,(a) = 0 ist
f(t)dt = Fo(b) = Fo(b) — Fola) = F(b) — F(a),
[a,b]
wobei die letze Gleichung folgt aus (6.2)). U
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NOTATION. (1) Wir schreiben

/ﬂ@w

fiir die Menge der Stammfunktionen.

2)
| #a)iz=F@) - Fla) = Pl

Wegen des ersten Hauptsatzes der Infinitesimalrechnung ist auch

b
dt = d
o / f(t) di

d.h. das Riemannsche-Integral kann mithilfe der Stammfunktionen berechnen wer-
den.

BEISPIEL 6.14.

dt
=logt|? =log2 —logl =log2. O

6.4. Technik des Integrierens

Um ein Integral zu berechnen, miissen wir eine Stammfunktion des Integrands

finden.

BEISPIEL 6.15. (1) Falls n # —1, st [¢"dt = 251" 4 C.
(2) Fallsa # —1und ¢ > 0 ist [t*dt = a%_lto‘“JrC.
(3) fe/\tdt 1 )‘t—i—C
(4) fcoshtdt =sinh¢+ C und [sinh¢dt = cosht + C.
(5) fcostdt—smt—l—C und [sintdt = —cost+ C.
6) J 2 tg = arctant + C.
(7) f A5 = arcsint + C.

BEISPIEL 6.16. Sai f(t) # 0 auf dem Intervall /. Dann ist

O
/ﬂwﬁ_@uwuc.

In der Tat gilt fir die Ableitung des Absolutbetrags g(t) := |¢|

iy b [t
t .

Daraus folgt, dass

d L !f(t)!

o f'@)

O

t) =
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BEISPIEL 6.17. Auf (0, 7) ist sin¢ > 0. Daraus folgt, dass

/cottdt:/&szfdtzloghinﬂ+C’:log(sint)+C’.
S

int
Um die Stammfunktionen zu finden, miissen wir einige Technik des Integrierens

entwickeln.

6.4.1. Partielle Integration. Wir haben die Regel der Ableitung eines Pro-
duktes gesehen: falls f und ¢ differenziarbare sind, ist

(f()g(®) = f(t)g(t) + f(1)g (1)
Daraus folgt, dass f(¢)g'(t) = (f(t)g(t)) — f'(t)g(t) und deshalb
/f(t)g'(t) dt = /(f(t)g(t))'dt—/f'(t)g(t) dt

(6.3)
— 5(09(0) - [ Fo(o)d

und

b b
(6.4) /f(t)g'(t)dtz f(t)g(t)lz—/ f'(t)g(t) dt .

Um diese Regel anzuwenden, muss man zuerst das Integrand als ein Produkt
einer Funktion und der Ableitung einer anderen Funktion erkennen. Meistens sollte
man es machen so, dass das Integral an der rechten Seite einfacher als das orig-
inelle Integral ist. (Einige integralen, insbesondere die die Funktionen cos und sin
enthalten, konnen eine Ausnahme zur ”Regel” sein. Sehen Beispiele und )

BEISPIEL 6.18. Wir berechnen [ ¢costdt. Wir setzen f(t) = ¢ und ¢'(t) = cost so,
dass f'(t) = 1 und g(t) = sint. Aus der Formel (6.3 folgt, dass

/tcostdt:tsint—/sintdt:tsint+cost+0.

Wit mochten jetzt [ ¢" cost dt berechnen. Um es zu machen, setzen wir f(t) = t"
und ¢'(t) = cost so, dass f'(t) = tn" ! und ¢(t) = sint. Die Formel (6.3]) ist dann

/t”costdt—t"sint—n/t”_lsintdt.
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Man kann dann die Stammfunktion rekursiv berechnen:

/t”costdt ={"sint — n/t”l sint dt
={"sint —n <—t"1 cost+ (n—1) /t”2 costdt)
="+ nt" cost —n(n—1) /t"‘z costdt
=" +nt" 'cost —n(n—1) (t”_2 sint — (n — 2) /t”_3 sintdt)

=" +nt" cost —n(n— 1)t" ?sint +n(n —1)(n — 2) /t”_3 sint dt
=t"+nt" cost —n(n — 1)t" ?sint +n(n —1)(n — 2)t" > cost

+n(n—1)(n—2)(n—23) /t”4 costdt

=t"+ Z (—=1)Yn(n—1)...(n—25)t" % cost

+) (—1)n(n—1)...(n—2j+ 1)t" ¥ sint.

Anders gesagt,
/t"costdt =t" 4 a1 "+ at +ag,

wobei

a — (=1)n(n—1)...(n —2j)cost j=n—-2j-1
j (=1)n(n—1)...(n—2j+1)sint j=n—2j.

BEISPIEL 6.19. Wir mochten das unbestimmte Integral

/10gt dt

berechnen. In diesem Fall miissen wir einen kleinen Trick benutzen. Wir setzen
f(t) =logt und g(t) =1 so, dass f'(t) = 1/t und ¢(t) = ¢. Somit erhalten wir

/10gtdt:/1-logtdt:tlogt—/dt:tlogt—t+0.
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BEISPIEL 6.20. Wir suchen die Stammfunktion von

/ e cos At dt .

Wir setzen f(t) = cosft, g'(t) = e so, dass f'(t) = —fsinft und g(t) = Le.
Dann ist

(6.5) /eat cos(ft) dt = éeo‘t cos ft + g / e sin St .

Wir wenden noch einmal die Methode der partiellen Integration, dieses Mal mit
f(t) = sin Bt und ¢'(t) = e so, dass f'(t) = Bcos B und g(t) = Le**. Dann wird

(6-5)
at 1 at ﬂ at
e cos ftdt =—e™ cos ft + — | e* sin St
Q@ Q

(07

1 1
=—e* cos Bt + B (—eat sin Ot — E / e cos Bt dt)
Q@ o a

1 2
=—e™ cos Bt + B por sin(ft) — — /eat cos St dt .
a o

?6
Daraus folgt, dass
52 at _ 1 at 5 at /
1+ — e cos ftdt = —e™ cos Bt + — e sin(5t) + C",
a a o
oder

at o Q at 6 at _:
/e cos St dt —me cos 5t + PERTA sin(ft) + C

+
(cvcos St + Bsin ft) + C'.

at
T2+ 52

Wir konnten auch eine alternative Methode nutzen, d.h. konnten wir bemerken,
dass

a+if a? + [?
Mithilfe der Eulersche Formel e+t = e2(cos 3t + i sin 3t) erhalten wir

/eat+iﬂt dt = 1 eat—‘riﬂt + C = o — ZB 6at+i,8t + C.

at+iBt g _ a—if at+iBt |
/e PERT 626 +
a—1i8 .
: = @ t t)+C
(6.6) 042+/626 (cos Bt + isin ft) +
at at

e . .
= m(acosﬁt + ﬁsmﬁt) + Zm

(asin 5t — B eos ft) + C
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Wir haben aber auch
(6.7) / TPt gt — /eat cos ftdt +1 / e™ sin Bt dt

Die rechten Seiten von und ((6.7)) sind zwei gleicheinanderen komplexen Zahlen:
insbesondere sind die reellen Teilen gleich, d.h.

at
/eo‘tcosﬁtdt = #ﬁ(acosﬁt + Bsinft) + C'.
Mit dieser Methode haben wir gleichzeitig bewiesen, dass
at
/eat sin 5t dt = m(asinﬁt — [eosft) + C.

BEISPIEL 6.21. Wir mochten jetzt

w/2
Cp = / cos™ t dt
0

berechnen.
Wir werden eine rekursive Formel fiir ¢, finden. Es ist einfach zu sehen, dass
w/2
T
C0=75 und clz/ costdt =sint[}/* =1,
0

Um ¢, zu berechnen, setzen wir f(t) = cos" 't und ¢'(t) = cost so, dass f'(t) =
—(n — 1) cos" 2tsint und g(t) = sint. Daraus folgt, dass

/2
Cp = / cos™ tdt
0

w/2
= sintcos™ 11 + (n— 1) / cos" 2 tsint dt
0
/2
=0+ (n—1) / cos" 2 t(1 — cos® t) dt
0

w/2
=(n—-1) / (cos™ 2t — cos™ t) dt
0

= (n=1(cn2 —cn),

oder
n—1
Cn = Cn—2
n
Falls n = 2m ist
_2m—1 2m — 3 3 1 _2m—1 2m — 3 3 1 «
e o dm—2 42 T Ty Tom—_21 22
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Falls n = 2m 4+ 1 ist

2m 2m — 2 4 2 2m 2m — 2 4 2 1
Coma1 = . iei— =] = . ==
T om+1l 2m—1"""5 3 ' 2m+1 2m—1"""5 3
Nehmen wir an, dass
(6.8) lim 2mt g

m—00  Com

(wir werden es gerade beweisen). Aus folgt, dass

2m _ 2m 442,502
om+1 2m—1 "5 3 3

3

d.h.

T
6.9 So2.12.2.2. 2. 2. 2.2
(6:9) 2 3355 779"

die eine Néherung von 7 /2 gibt. Diese Naherung heisst das Wallissche Produkt.
Wir miissen noch beweisen. Da cost < 1 ist, gilt fiir jedes ¢ € [0, 7/2]

cos?™t > cos?™t t > cog?™t? > .

so, dass
/ cos?™ t dt > / cos? ¢ dt > / cos?™ 2 dt
2m +1
=Com = Comt1 = Comi2 = Com
2m
2 1
1> Com+1 > m +
Com 2m
. C . 2m+1
=1 > lim 2mt] > lim =1
n—00  Copm, n—oo  2m
Wegen des Vergleichskriterium ist bewiesen. 0

6.4.2. Substitution. Die Methode der partiellen Integration ist die Umkehrung
der Ableitung eines Produktes. Die Methode der Substitution ist die Umkehurung
der Kettenregel.

SATZ 6.22. Sei ¢: [a,b] — R und sei f: I — R, wobei ¢([a,b]) C I. Nehmen wit
an, dass ¢ und f beschrankt und stiickweise stetig sind. Dann ist

[ stene = ( [ rwas)

b w(b)
[ e wa= [ s
a w(a)

z=0(t)

und deshalb
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BEWEIS. Sei F(z) = [ f(x)dx eine Stammfunktion von f, f = F’. Dann ist

(F(sa(t))) = F'(p(1)¢'(t) = f(p(t)¢'(t)

so, dass F'(p(t)) eine Stammfunktion von f(p(t))¢’(t) ist. Daraus folgt, dass

[ sttt ~ e+ 0= ( [ o)

BEISPIEL 6.23. Wir berechnen

3t+2 B2 L 3t49 5/2
/—+ dt und / B
3t2 + 4t + 2 32 AL+ 2

w(t)

Mit p(t) = 3t? + 4t + 2 ist ¢'(t) = 6t + 4 = 2(3t + 2). Daraus folgt, dass

5/2
/ﬂ/dt: l/d_x :_1 2x3/2|
3t? 44t + 2 2) @) 2 3 z=¢(t)

1
—5(3752 +4t+2)32 4 C

und damit
1 5/2 1
3t + 2 1 1 1 1 1 1 26
T dt= —= (32 4 4t + 2)7%/? = -9 =y - =
/_13t2+4t+2 3( +4t+2) . 3 +3 3 27+3 81

O

Um die Methode der Substitution zu benutzen, miissen wir die folgenden Schrit-
ten nehmen:

(1) Substituiren x := ¢(t) und dx = ¢'(t) dt;

(2) Integrieren unbestimmt nach z;

(3) Substituiren zuriick ¢(¢) = x: am Ende muss das unbestimmte Integral
einer Funtktion der variable x noch einmal eine Funktion der Variable x
sein.

Falls wir ein bestimmtes Integral fab f(z) dx berechnen miissen, kénnen wir zwei
verschiedene aber ganz aquivalente Wege nehmen:

(1) Substituiren x := ¢(t) und dox = (1) Substituiren x := ¢(t) und dz =
(1) dt; '(t) dt;

(2) Integrieren unbestimmt nach z; (2) Ersetzen die z-Grenzen mit den

(3) Substituiren zuriick p(t) = x; t-Grenzen;

(4) Berechnen F(b) — F(a). (3) Integrieren.

Wir haben im Beispiel den Weg an der linken Seite angewendet. Das gleiche
Beispiel mit dem Weg and der rechte Seite wurde so laufen:
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BEISPIEL 6.24. Da ¢(t) = 3t> + 4t + 2, ist ¢(—1) = 1 und ¢(1) = 9. Daraus folgt,

dass
1 5/2 9 9
/M/dtzl/d_x:_l.gx—w _ /1 N_%
132+ 442 2 ), x5/2 2 3 1 3\27 81

BEISPIEL 6.25. Wir berechnen

/(Cos3t + cost)dt und / (cos®t + cost)dt.
/6

Mitfihle der trigonometrischen Identitéit cos?t = 1 — sin?¢ erhalten wir

/(cosgt+cost)dt: /(1+0082t)costdt: /(2—sin2t)costdt.

Mit der Substitution x = sint ist dz = cost dt, sodass

/(cos3t+cost) dt = /(2 — sint) costdt = (/(2 - x2)dx)
r=sint

1
und

T 1
/ (cos®t + cost)dt = (2 sint —  sin® t)
/6 3

1
:2sint—§sin3t+C

r=sint

T 1
=0- (28inz — —sin3z)
/6 6 3 6

™

BEISPIEL 6.26. Wir mochten jetzt
dz log3 (g
———=dx und —dx
/ V1+e® 0 V1+e”
berechnen. Um das unbestimmte Integral zu berechnen, setzen wir ¢t := 1+ e*. Hier
kénnen wir ¢ als eine Funktion von x betrachten und die Ableitung von ¢ nach x

dt .
— =
dx
berechnen. Wir kénnen aber formel die aquivalente Schreibweise
dt = e* dx
benutzen und, e* =t — 1, erhalten wir
1 1
dr = — = ——.
e* t—1

Damit ist

/ dz d / 1 1 it
——dx = | ———dt.
V1+e® Vit —1
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Wir machen jetzt eine zweite Substitution, und zwar t = u?, dt = 2udu. Daraus
folgt, dass

/d—xd:v—/ dt = /1 ! —2udu
Viter \/_t—l Vuzu? —1

2du 1 1
:/u2—1:/<u—1_u—|—1) du =log|u—1| —log|lu+ 1|+ C

Vi—1 N VI+ter —1
t+1 VI+er+1

Wir hétten vorsichtiger mit den Variablen sein sollen und schreiben
dz 1 1 1 1
——dx = /——dt) = (/——2udu)
/V1+€x ( Vit=1") e Vuru? =1 u=y/1te®

B 2du B 1 1 p
- u2 —1 N u—1 wu+l Y

—1
=
+]. u:\/@

—1
= log Z—H'+C:10g = log ‘—irC.

= (log|u — 1] —log|u+ 1| + C),_ 1ye = <log
R VvV1i+ert—1
Bl Are+1

Die Schreibweise ist aber ein bisschen Schwerfallig, deshalb werden wir manchmal
ein bisschen nachlassig sein.

v e

Weiter ist
log3 VI Fer— 1|7’ 1 V241
dr = log | —/——— = log = + log
o Vi+er V1i+er + 11,9 3 V2 -1

:1Og<f+1> e 3T2VE 1g< 2f>

V2P —13 %7 3 by

Aquivalent ist
g3y Y11 2 2du 2001 1
———dxr = dt = = — du
0 VvV14e® \/—t—l v ut—1 v\u—1 u+1
2
1 2—-1 2
= log —= — loglog V2 = log <1 + —\/_>

u—1
u—+1

= log

/3 3 V2+1

6.4.3. Integration der rationalen Funkionen. Das Ziel ist zu lernen, wie
man ein Integral der Forme [ ZL? dx berechnen kamm, wobei p(x) und ¢(x) Poly-
nome sind. Wir bemerken, dass die Ableitung einer rationalen Funktion noch eine
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rationale Funktion ist. Aber
d
/ i log |z| + C
x

oder

dx
= arctanz + C
1+ 22

zeigt, dass das Integral einer rationalen Funktion nicht unbedingt eine rationale
Funktion sein muss (aber es kann sein). Wir werden aber sehen, dass das Inte-
gral einer rationalen Funktion durch Polynome, rationellen Funktionen, arctan und
Logarithmus dargestellt werden kann.

IDEE. Man sollte eine rationale Funktion als die Summe von einfacheren rationalen
Funktionen schreiben so, dass diese rationale Funktionen integriert werden konnen.
Das ist die Partialbruchzerleqgungsmethode (PBZ).

BEISPIEL 6.27. Aus
2 3 2z +3)+3(x—1) 5z 43

x—1+x+3_ (z—1D(x+3)  224+22-3

folgt, dass

br + 3 2 3
————dx = d dr =21 — 1] +1 3|+ C.
/x2+2x—3 * /x—l x+/x+3 . og |v |+ log |z + 3] +

Wie konnen wir diese Zerlegung finden?

BEISPIEL 6.28. Betrachen wir den Quotient

or + 3
2+ 2x —3°
Wir kénnen wir einfach 22 + 22 — 3 = (z — 1)(z + 3) schreiben so, dass
Se+3 A N B :A($—1)+B(a¢+3)
2+2r-3 x+3 x-—1 22 +2r —3 '

Daraus folgt, dass
51 4+3=Ax—1)+B(x+3)=(A+B)x+ (—A+3B)

sein muss, oder

ATB=5 " 4_3 p_a
—-A4+3B=3
sodass
5r + 3 3 2

x2+2x—3:x+3+x—1'
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Was ist die allgemeine Methode?
1. ScHRITT: Falls gr(p(z)) > gr(q(x)), finden d(x) und r(x) mit gr(r(z)) < gr(q(zx))

so, dass
p(x) r(z)
— L =d(zx)+ —=.
@~
Wir nehmen deshalb an, dass gr(r(z)) < gr(q(x)).
BEMERKUNG 6.29. Jede rationale Funktion kann als eine Summe endlicher vieler
rationaler Funktionen der Forme

A Bx+C
——— und
(x + a)F (22 4+ bz + )™
geschrieben werden, wobei k,m € N, A, B,C,a,b,c € R und b* — 4c < 0 (d.h. 2% +
bx + ¢ kann nicht als Produkt zweier Faktoren des Grades 1 mit reellen Koeffizienten

geschrieben werden).

Man muss vier Falle unterscheiden:

(I) ¢(z) = (x — x1) ... (x — @y,), wobei x; # x; firi# j.
Wir schreiben

A A,
q(x) - T — T,
und wir miissen Aq, ..., A, finden.

BEISPIEL 6.30. Wir mochten die Stammfunktion
/ 222 + 5r — 1
———dx
x3 4+ x? —2x
finden.
Da 2 + 2? — 2z = x(2® + x — 2) = x(x — 1)(z + 2), schreiben wir
20 4+5r—1 Ay N Ay Az Ai(r—1)(z+2) + Agz(z + 2) + Azz(z — 1)

B —2  x x—1+x+2_ z(r —1)(x+2)

so, dass

(6.10)  22% + 5z — 1= Ay(x — 1)(z +2) + Apw(z +2) + Azz(z — 1).

Wir konnten das Produkt an der rechten Seite ausfithren und die Koeffiezienten der
Monome des gleichen Grads vergleichen. Es ist aber einfacher, die Formel (6.10)
in geeigneten Punkten auszuwerten. Um es zu machen, sind die Nullstellen sehr
nutzlich, weil viele Terme an der rechten Seite verschwinden.

1

Falls z =0 (6.10) = —1 = A;(— D)= A =3
fallsx =1 (6.10) =2+5—-1=Ay-1(1 +2) = Ay = 2;

1
falls 2 = —2 (6.10) = 2(—2)* + 5(—2) — 1 = A3(—2)(—3) = A3 = -5
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sodass
/Qm —1—595—1 /dx / 1/ dx
a:3+x2—2x r—1 T+ 2

1
210g\x|+210g]1:—1|——log\x—i—Q\—l—C

O
(I) ¢(z) = (x — x1) ... (z — xy,), aber x; ist nicht unnbedingt # x; firi # j.
Falls x; eine p-fache Nullstelle ist, schreiben wir
x A A A A,

Z)Ex; = x—lxl + (33—2:1)2 +...+—($_21)p+...+$_%
und wir miissen Aq, ..., A, finden.
BEISPIEL 6.31. Wir mochten das unbestimmte Integral

2?4+ 2z + 3
/ D+ ™
berechnen. Wir schreiben
224+ 2x+3 Ay A, A
@ D@+1)? 7-1 231 @12
A+ 1)+ Az - D) (@ + 1)+ As(x — 1)
(x —1)(x+1)?
und wir miissen A;, Ay, Az finden so, dass
(6.11) 2 +20+3=A(x+1)*+ Ag(x — 1)(x + 1) + Az(x — 1).
Wie oben,
fallse =1 (6.1])=1+2+3=4,22= A4, :g
falls 2 = —1  (6.11) = (—1)? +2(—1) +3 = A3(—1 —1) = A3 = —
Wir haben hier nur zwei Nullstellen. Der Punkt x = 0 ist aber immer einen
niitzlichen Punkt einzusetzen. So falls x = 0, folgt es aus , dass
1

3= Al + AQ(—l)(l) + Ag(—l) = Ag = —5 .
Daraus folgt, dass

/ 22+ 20+ 3 p 3/ dx 1/ dx / dx
XTr = — — — — E—

(x —1)(z+1)2 2) x—1 2) x+1 (x4 1)2
3 1 1
=1 —1] - =1 |+ —

20gy:c | 20g|x+ | + +1+C
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BEMERKUNG 6.32. Falls (x4 a)? im Nenner erscheint, miissen wir fiir diesen Faktor
die Summe ) 7 _ betrachten. Das gilt fiir jedes Faktor (z+a)P, der im Nenner
erscheint.

+)k

(ITIT) Im Nenner gibt es einen Faktor x + bx + ¢ mit b* — 4c < 0.

BEISPIEL 6.33. Wir mochten die Stammfunktion

3x2 + 21 —2
— —dx
3 —1

finden. Es gilt
2’ —1=(z—-1(@"+z+1),

und wir setzen

3420 -2 A N Br+C  A@@*+x+1)+ (Bx+CO)(z—1)
3 —1 r—1 224+2+1 (x —1)(22+2+1) '
Wir miissen A, B und C' finden so, dass
(6.12) 302 +2r —2=A(@*+r+ 1)+ (Br +O)(z - 1).

Wie oben, setzen wir geeignete Punkte ein:
fallsz =1 (6.12) =3+2-2=A@*+z2+1)=>A=1
fallsz =0 (6.12)=-2=10+0+1)+(0+C)(0—-1)=C =3.

In diesem Fall haben wir aber nur zwei Nullstellen und drei zu bestimmenden Ko-
effizienten. Wir erhalten

3P +2r—2=2"4+z2+ 1+ (Br+3)(v—1)=2*(B+1)+z24-B) -2,

und jetzt ist es klar, dass B = 2 sein muss. Daraus folgt, dass
/3x2+2x—2 / dx +/ 20+ 3 d
= ———dx
=1 r—1 ?+r+1

log | 1|+/ 20 +1 J +/ 2dx
& 224+x+1 2+rx+1

2dx
24+x+1

zu berechnen, schreiben wir

:10g|x—1|+log(x2—|—a7—|—1)—|—/

2dx

z24+x+1
> 2

CETES R

Um das unbestimmte Integral [

Mit der Substitution u := x + % ist du = dx, sodass, mit o := /3/2,

/ 2 _/ 2 _2/ du _3 du
e A A O
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Jetzt setzen wir v := u/«, sodass dv = du/a und

/ 2dz _2/ du _2/adv_2/dv
2+r+1 a2 (2)2+1_a2 v +1 o) 241

2 2 4 2
= —arctanv + C' = — arctan (E> + C = — arctan (_u) +C
! a

a V3 V3
= %arctan (% (:c—l— %)) +C = %arctan (2557;1) +C.

Daraus folgt, dass

322 422 — 2 4 2 + 1
== =log(lzx — 1|(x* + x +1 +—arctan(—>+0_
[P o - 11 N+ e

(IV) Der Nenner entilt einen Faktor (z* + bx + ¢)? mit b* — 4c < 0 und p > 1.

BEISPIEL 6.34. Wir mochten das unbestimmte Integral
/m4—m3+2x2—x—|—2

CEDCET

berechnen.
Wir schreiben

et =2 22 —x+2 A +B£E+C+D£L“—|—E
(x—1)(z2+22 -1 2242  (22+42)2
A(z®+2)2+ (Bz +C)(x — 1)(22+2) + (Dx + E)(x — 1)

N (x —1)(x%2 4 2)?
sodass wir A, B,C, D und F mit
et — 2?4202~ +2=A@* + 2%+ (Bx + C)(x — 1)(2* +2) + (Dr + E)(z — 1)
finden miissen. Eine anhliche aber lastiger Berechnung wie oben zeigt, dass

1 2 1
A== B=-— =— D=-1 E=0.
3 3 C 3 und 0

daraus folgt, dass
2 1
/x4—x3+2x2—x+2d$:1/ dz —i—/gx_gdx—/de
(z = 1)(z? +2)? 3. a—1 o +2 (28 +2

1/ dz +1/ 2x J 1/ dz 1/ 2x J

= — — T — — - | —dz

3) xz—1 3 ) x22+2 3) 22+2 2 (22 + 2)?
T 1 1

1 1 ) V2
= §10g|$—1|+§log(:ﬁ +2)—?arctanﬁ+§xz—_i_2

+C.
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ZUSAMMENFASSUNG: Um das Integral
T
/ p() .
q(x)

mit gr(p(z)) < gr(g(z)) zu berechnen, miissen wir lernen die folgenden Integralen
zu berechnen:

] / dx 5 / xdx 5 / dx
) (x+a) ) (24 brtom ) (Rt br+ o)™

wobei b? — 4a < 0.

1. Dieses Integral kann direkt berechnet werden:

/ dx _{10g|:v+a|+C’ n=1

(z4+a)"  |LH@+a)!+C n>1.

Um 2. und 3. zu berechnen, schreiben wir
b\? b
22+ br+c= <x—|—§) + (c—z) =u?+o?,

1
(6.13) u::a:—l—g and a:§\/4c—b2.

wobel

Mit dieser Substitution (vorsichtig: a is nur eine Konstante!) ist

T dx udu b du
6.14 _ [ wew 9 au
(6.14) /(x2+b:c+c)m /(u2—|—a2)m 2/(u2+a2)m

und
/ dx B / du
(22 +bx+c)m ) (u2+a2)m’

Daraus folgt, dass, um die Stammfunktionen in 2. und 3. zu finden, ist es dann
genug die zwei Integrale

udu du
2. - d 3. —
/ (u? 4+ a?)m R / (u? 4+ a?)m

2’. Dieses Integral kann jetzt direkt berechnet werden:

/ udu | Slog(u* 4 a?) +C m=1
( 2

w?+a2)m i a) T+ O omo> 1.

zu berechnen.

(6.15)

3. Falls m =1, gilt

du 1 du 1 u
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Falls m > 1, benutzen wir die Methode der partiellen Integration. Wir setzen

flu) = ——

m und gl<U) =1

so, dass

2
f(u) = —mm und  g(u) =u.

Daraus folgt, dass

/ du U ) / u? du
= m
(’IL2 + Q2)m (u2 + OéQ u2 + a? m—+1

d
o [ o [
(u2 + 042) U2 +a2)m+1 (U2 + a2)m+1

U ' 1 du
=— — 4+9m | ——du—2 LI e —
(W2 + a2)m + m/ (W2 + a?)m u = 2ma /(u2+&2)m+1

Das Integral an der linken Seite und das Integral in der Mitte der rechten Seite sind
gleich. Wir konnen deshalb schreiben

du U du
2 2 = — (1 —-2m —_—
mao /<u2+a2>m+l (u2 + a2)m ( m)/ (U2 + a2)m

Wir kénnen die ganze Gleichung durch 2ma? dividieren. Damit erhalten wir

/ du 1 u _1-2m du
(u2 + a2)mt1  2ma? (u2 + a2)™  2ma? (u? +a2)m

1 u n 2m — 1 / du
©2ma2 (u2+ o)™ 2ma? ) (u?+a?)m

Durch eine Verschiebung der Exponenten m ~» m — 1 erhalten wir

du
/(u2 + a2)m
B 1 u 2m —3 du
©2(m — 1)a? (u? + a2)m-1 * 2(m — 1)a? / (u? + a?)m-1"

Mithilfe von (6.13)) folgt es aus (6.16)) und (6.17)), dass

/ dx
(2 +bx 4+ c)™

(6.17)

{ﬁ arctan ( 2%:;) +C m=1
- 2 z+2b 2(2m—3) x
e @it T e J g m > 1
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und mithilfe von (6.14])), (6.13)), (6.17) und (6.15]), dass

/ rdr
2 +br+c
_ {ﬁ arctan ( 24?:%2) + 3 log(z? + bx +¢) + C
2 z4+2b 2(2m—3) dx 1 —m
(m—1)(de—b2) (z2+b;—+c)m*1 (m—1)(de—b2) J s L S T ey (2° + bz +)™" +C

VORSICHT. Es macht keinen Sinn, diese Formel auswendig zu lernen. Was viel
wichtiger ist, ist die Technik (und die Tricks) zu lernen, die wir benutzt haben.

6.4.3.1. Weitere Integrale. Eine rationale Funktion ist ein Quotient von zwei
Polynomen. Eine Funktion von zwei Variablen x,y und der Forme

p q
P(a,y) =) > amnz™y"

m=1 n=0
heisst ein Polynom in zwei Variablen. Ein Quotient von zwei Polynomen (in zwei
Variablen) ist eine rationale Funktion (in zwei Variablen).
Mit einer geeigneten Substitution werden wir einige Integrale als Integrale einer
rationalen Funktion schreiben.

(1) Sei R eine rationale Funktion. Mit der Substitution u := e’ konnen wir
das Integral [ R(e')dt verinfachern. In der Tat, falls u = e’ ist du = €' dt,

sodass
/ R(e!) dt — / R(u)%du

und wir konnen dieses Integral mithilfe der Partialbruchzerlegung losen. Da
cosh t und sinh ¢ lineare Kombinationen von e’ sein, konnen wir auch

/ R(cosht,sinht)dt

umformen, um eine rationale Funktion von e! zu haben.

BEISPIEL 6.35. Wir suchen die Stammfunktion
/ dt
cosht

1_6lt

el +et €241
und mithilfe der Substitution u := ¢!, erhalten wir

dt 2 et
= | ——dt=2 | ——dt
/ cosht / et +et / et +1

d
—2/ 4 = 2arctanu + C = 2arctan(e’) + C'.

u? +1

Seit
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(2) Wir betrachten jetzt die Stammfunktion
(6.18) /R(sinx,cosm) dx ,

wobel R eine rationale Funktion ist. In diesem Fall setzen wir u := tan (%)
Daraus folgt, dass x = 2arctanu und dx = du. Weiter ist

1+2
) o (T T sm() 2({)
s1nx—2sm<2>cos(2>—QCOS(%) cos 5
_9¢a <£> cos? %’ <§> CoS (2)
N t 2 2 cos2 +sn12 (%)
:2tan(£) !
2/ 1+ tan? (%) 1+u2
und
2 (z 2 (x
cosx:20032(£>—1:2w—1:2 COS() —1
2 1 COS2( )+sm (%)
2 e
N 1—tan2(%) 14wl 14w

BEISPIEL 6.36. Wir mochten das unbestimmte Integral

dx
sinx 4 cosz

berechnen. Mit der obigen Berechnungen erhalten wir

1 B 1 14
sinx + cosx 2+ S 2u+1-—u?’
sodass
/ dz _ 1+u* 2 du— 9 —du
sinz + cosx 2u+1—u? 1+u* (u—a)(u—">)’
wobei

a=1+v2 und b=1-—+v2, sodass a—b=2V2.
Mit der Partialbruchzerlegung erhalten wir

/(U—Gci?u—b) :aib/<uia_uib) du:@iblog

u—a

+C.

u—>b
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Daraus folgt, dass

/ dz __2/ du 2 o
sinz +cosx (u—a)(u—>b) a—b 8

_\/_5 tan(z)—l%—\/i
2 tan()—l—\@

Um diesen Ausdruck zu vereinfachen, bemerken wir, dass V2 -1 =tan 5+ Daraus
folgt, dass

(6.19)

log +C.

tan (g) —1+\/_—tan<2> —i—tanz

8
Weiter ist
tan(Z) —1-v2=(V2+1) <(\/§— 1) tan (g) — 1>
=(V2+1) (tanztan <£> — 1> :
8 2
sodass
tan(%)—l—i—\/i B tan()—l—tan— 1
(6.20) tan(%)—l—\/ﬁ tan % tan( )—1 V241
= tan( )
‘ \/_+1
wobei wir benutzt haben, dass tan(a + §) = %
Aus (6.19) und (6.20)) schliessen wir
d 2 s
[ — V2 l5) - e
sinx + cosx 2 tan (%) _
V2 T 1
=—Io tan<—+ )‘+lo +C
2 % 2 SV
2
= toxfun (5 )|+

(3) Falls wir die Stammfunktion

(6.21) /R(m, a’? — 2?)dz

finden mochten, sollten wir die Substitution z := asint machen. In diesem
Fall ist dr = acostdt und das Integral in (6.21)) in ein Integral der Forme
(6.18) umgeformt werden wird.
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BEISPIEL 6.37. Mit = sint, erhalten wir
costdt

d
/\/%:/m:/dt:t—{—czarcsmm—{—c O
— X

BEISPIEL 6.38. Wir mochten das unbestimmte Integral

xdx
/ 4— 22 +4— a2
finden. Mithilfe der Substitution z = 2sint, und dxr = 2 cost dt, erhalten wir
/ xdx 2sint 2costdt

4—2?+ V4 —2? 4 —4sin*t + /4 — 4sin®¢
B dsintcostdt 2sintdt
_/40082t—|—2005t_/2(zost+1
= —log|2cost+ 1|+ C

=—log|2v4—22+ 1|+ C.

6.5. Uneigentliche Integrale

Bis jetzt haben wir das Integral einer beschriankten Funktion f auf einem beschrankten
Intervall [a, b] betrachten. Jetzt mdchten wir unsere Definition verallgemeinern. Wir
werdern deshalb zwei verschiedene Verallgemeinerungen des ”eigentlichen” Integrals
betrachten:

e das uneigentliche Integral der ersten Art, wobei wir eine beschrankten Funk-
tion auf einem unbeschrénkten Intervall [a, 00), (—o0,b] oder (—o0, 00) in-
tegrieren.

e das uneigentliche Integral der zweiten Art, wobei wir eine unbeschrankten
Funktion auf einem beschrankten Intervall integrieren.

6.5.1. Uneigentliches Integral der ersten Art.

DEFINITION 6.39. Nehmen wir an, dass

/a b f(z)dx

fiir jedes b > a existiert. Dann setzen wir
/:O f(z)dx = blgglo/abf(x) dx
und wir sagen, dass
(1) [ f(z) dx konvergiert, falls limy_o fab f(x)dx existiert und ist endlich;
(2) [ f(z)dx divergiert, falls limy_,« fabf(x) dx = oo oder limy_, fabf(x) dx

existiert nicht.
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BEMERKUNG 6.40. (1) Wir benutzen die Schreibweise [ f(x) da auch wann
das uneigentliche Integral divergent ist.
(2) Die Definitionen des uneigentlichen Integrals und der (undendlichen) Reihe
sind ahnlich. Die Funktion

br—>/abf(x)dx

spielt die Rolle der partiellen Summen

n
n— Z y,
k=0
einer Reihe.

BEISPIEL 6.41. Wir beweisen, dass

/ z %dx
1

konvergiert genau dann, wenn a > 1. In diesem Fall ist

& 1
/ z Ydy = .
1 a—1

In der Tat gilt fiir jedes b > 1

/b —ay logb a=1
r Ydr = 10
1 b1 O[?él

-«

Da limy_.o, logb = 0o und

bt —1 {oo a<l
lim —— =

b—oo 1 — 1 a > 1,

l—«

haben wir die Behauptung verifiziert. O

Man kann auch ahnlich die Definition

b b
/ f(z)dx := GEIPOO f(z)dx

a

geben.

DEFINITION 6.42.

/C:f(iv)dx 3:/;f($)d$+/coof(;p)d$

fiir ein beliebiges ¢ € R. Wir sagen, dass ffooo f(z) dx konvergiert genau dann, wenn
beide [ f(z)dz und [ f(x) dz konvergieren.

BEMERKUNG 6.43. Da die Funktion f beschrankt sein muss, ist [° f(x)dz un-
abhanging von c.
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VORSICHT. Wegen der Definition ist

00 c 00 c b
/_Oof(a:) dx:/_oof(x)da:+/c f(a:)da::ali_{go f(x)da:+bli>r£10/c f(z)dx
und

a

(6.22) /OO f(z)dx # 1i_>rn ’ f(z) dzM!

Das folgende Beispiel erlautert warum ((6.22) gilt.
BEISPIEL 6.44. Laut des Beispiels ist [7 xdx divergent, weil @ = 1. Aber

a

lim rdr =0,

a—oo J_ .

weil f(z) = x eine gerade Funktion ist.

BEISPIEL 6.45. Wir mochten zeigen, dass das Integral

[oe)
/ el
— 00

konvergiert, falls a > 0. In der Tat, falls b > 0 ist

b b —ab 1
. . _ . e —1 = a>0
lim e~ do = lim e “dr=1llm — =<¢ ¢
b—oo Jg b—oo /o b—oo  —( > a<0.
Daraus folgt, dass, falls a > 0,
oo
el dy = 1 .
0 «
Anderseite ist
0 0 0
lim e~ dy = lim e dr = — lim et dt
b 1
) _ = a>0
= lim e Mgt =14«
b—o00 0 o0 a < 0

Daraus folgt, dass

00 0 00 2
/ el qp = / el gz + / elal gy = da @ >0
oo oo 0 o a<0.

Wir merken auch, dass
o
/ e dx
—00
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fiir jedes « divergent ist. In der Tat

[e’e) 0 o)
/ e “dxr = / e “dx + / e ““dx.
oo 00 0

Falls a > 0 ist f EOO e~ *" dx offensichtlich divergent, weil die Funktion lim, , ., e™**

ax

oo; falls av < 0 ist fooo e~ dx divergent, weil die Funktion lim,_,,, e™*" = oo. O
1

SATZ 6.46. (1) Nehmen wir an, dass es ein C' > 0, ein xy € R und ein o >
gibt so, dass

1f(z)] < %, fiir jedes x > xg .

| i

konvergent. In diesem Fall sagen wir, dass das Integral faoo f(z) dx absolut
konvergent ist.
(2) Falls es ein C > 0 und zy € R gibt so, dass

f(x) > ¢

T

Dann ist

,  fiir jedes x > xg,

/aoo f(z)dx

ist das Integral

divergent.

Wir haben hier benutzt, dass
(1) falls f(z) < g(x) und

/ h g(x) dx konvergiert, konvergiert auch / h f(z)dz;
(2) fallsaf(x) > g(x) und '
/ b g(x)dx divergiert, divergiert auch / h f(z)dz.
BEISPIEL 6.47. Aus dem Satz folgt, dass

/ tre b dt
1

fir jedes feste A € R konvergent ist. In der Tat wachst ¢ — ¢’ viel schneller als
t + t*2. Daraus folgt, dass es tq € R gibt so, dass e! > t*?2 fiir jedes t > ty. Da
t > 0 ist, aus e* > t*?2 fiir jedes t >t > 1 folgt, dass

172> tre?,
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Aus dem Beispiel folgt, dass
/ t*e~tdt  konvergiert, und / e tdt < / t2dt.
1 1 1

BEISPIEL 6.48. Wir mochten die Konvergenz oder Divergenz des Integrals

244
/ R . dt
o (L+4e2)32

untersuchen. Hier ist

#+4 P+ p) 1 1+p
AR (@ (b4 ) E (b 0)”

und
, 1+ 4 1

Wegen der Definition eines Limes, fiir jedes € > 0 gibt es ein ¢y > 0 so, dass fiir jedes
t>1p

1+ % Ll _
——= — | <e€

3/2

By
nehmen, erhalten wir, dass es t; € R gibt so, dass

2 +4 1 1+35 _ 1

(14 412)3/2 ¢ (% +4)3/2 — ot

ist. Falls wir € =

O

1
8

Da [ 49 divergiert, ist das Integral [;° (1@% dt auch divergent.
6.5.2. Uneigentliches Integral der zweiten Art.

DEFINITION 6.49. Nehmen wir an, dass f auf dem Intervall (a,b] definiert ist und

dass das Integral
b
/ f(t)dt

fiir jedes x mit a < x < b existiert. Dann setzen wir

b b
/f(t)dt - lim/f(t)dt
at x—at [
und wir sagen, dass:

(1) das Integral f;; f(t)dt konvergiert, falls lim, .+ f; f(t)dt existiert und
lim, .+ fzbf(t) dt < oo;

(2) das Integral fab+ f(t) dt divergiert, falls lim,_,,+ f; f(t) dt nicht existiert oder
lim, o+ [7 f(t) dt = oo.
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Wir werden oft einfach ff f(t) dt schreiben, auch wenn das Integral ein uneigentl-
liches Integral des zweiten Art ist.

BEMERKUNG 6.50. Die Funktion f muss nicht unbedingt auf der Stelle x = a
beschrénkt sein, damit das Integral f;+ f(t) dt konvergiert.

BEISPIEL 6.51. Sei f(t) := ¢~ fir t > 0. Falls d > 0 und = > 0 ist
d
1 —1 =1
/ o dt = d?‘id_ ogT @
: et g,
Daraus folgt, dass
d d
/ t~*dt = lim > dt
0

+ z—0t T

konvergiert genau dann, wenn a < 1. In der Tat ist

d
—a oo a>1

+ — a<l.

Um den Vergleich mit dem Beispiel zu machen, schreiben wir explizit den Fall
d=1

! > 1
(6.24) / redt =4 Y=
0+ 1 @< 1.
Mann konnte auch das Verhalten des Integrales in (6.23]) auch mit einer anderen
Methode bestimmen. Mit der Substitution ¢ = v~ und dt = —u~2 du erhalten wir

d 1/d 1/x
/ tTdt = —/ u? du = / w2 du .
T 1/z 1/d

Falls x — 0%, strebt 27! nach oco: daraus folgt, dass
d d 1/x 00
/ t~*dt = lim t~*dt = lim w2 du = / w2 du
0+ x—07F z—0t 1/d 1/d

und wir haben schon gesehen, dass dieses Integral konvergiert genau dann, wenn
a—2< —1,oder a < 1.

xT

BEMERKUNG 6.52. Sei ¢ € R. Wir haben gesehen, dass
“1
—dx  konvergiert & a <1
o+ ¢
und

<1
/ —dx  konvergiert & a > 1
& ‘/Ea

Wir werden sehen, dass eine ahnlich Behauptung gilt auch in Dimensionen n. In
diesem Fall die Grenze fiir die Konvergenz oder Divergenz wird o« > n oder o < n.
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BEMERKUNG 6.53. (1) Analog kann man auch fabi f(t) dt definieren. Daraus

folgt, dass
b~ c b~
/+ f(t)dt:/+f(t)dt+/ F()dt

konvergiert genau dann, wenn beide Integrale konvergieren.
(2) Falls f auf [a,b] ausserhalb ¢ € (a,b) definiert ist, ist

/f ar= [ st dt+/f

und das Integral konvergiert genau dann, wenn beide Integrale an der
rechten Seite konvergieren.

BEISPIEL 6.54. Sei a < b. Das Integral

/a \/(b—f)ﬁ(fv—a)

ist ein Integral der zweiten Art. Wir konnen das Integral direkt berechnen, oder wir
konnen mithilfe des Satzes [6.55] seine Konvergenz bestimmen.

Wir fangen mit der direkten Methode an. Der Graph der Funktion x — (b —
x)(z — a) ist eine Parabel der Forme

Wir werden eine Substitution finden so, dass der Graph die Parabel x s 22 — 1
wird.

Der Grund ist, dass

dt = arcsint + C'.

dt
iE
Darum suchen wir z(t) = at + § so, dass x(—1) = a und z(1) = b:

a=—-a+ o=t b—a b+a
6.25 = =x= t .
(6.25) {b—oz—i-ﬂ { b w T
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Dann ist

(b—2)(z — a) = (b—b;at—b;a) (b;at—i—b;a—a)
_ (b;a_b;at> (b;a+b;at) _ (b;a)2(1_t2>.

Da dx = %% dt, z(a) = 1 und z(b) = —1, schliessen wir

/ab\/(bcxl?(xa)/zb2a\/b_d1tg / m

y dt / bodt
= lim im
a——1+ V1—12 b1 o /1 — 12
= lim arcsmt\ + hm arcsin |
a——17F —1-

= arcsin 1 — arcsm(—l)

U

SATZ 6.55. (1) Nehmen wir an, dass es C > 0,1ty > 0 und § < 1 gibt so, dass

OSf(t)St% fir0 <t<tg.

Dann ist
f(t)dt  konvergent.
(2) Falls es ein C' > 0 und t, > 0 gibt so, dass

C
f(t)z? fiir 0 <t < tp,

st

b
/ f(t)dt  divergent.
0

+
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BEISPIEL 6.56. Sei a < b. Wir haben schon das Integral

/ b dx
« V(b—2)(z—a)
berechnet. Wir mochten aber jetzt die Konvergenz mithilfe des Satzes bestim-
men.

Falls d := “T“’, schreiben wir
/ b dx d dx N / b dx

a V=) ((z—a) Jar JO-2)((z—0a) Ja (b-2)((z—-a)
Um die Konvergenz des Integrals
d dx
ot V/(b—2)((z—a)
zu bestimmen, bemerken wir, dass

(1) falls < ©2 = d, ist b—x > b — %2 = 220 —: ¢ Daraus folgt, dass fiir
a<zx< “TH’

(6.26)

1 1 1 1

VoG a) - e Vea—a?

Da % < 1 ist, ist
/d dx
v @)

konvergent und ([6.26]) konvergiert auch.
(2) Fallsd:“T’Lbe,istx—az“T*b—a:b_T“:c. Falls“TJ“b_beist

. SRS SR B N
Vo—2)((z—a) = Jb—2)c Velb—2)

und analog wie in (1) folgt die Konvergenz des Integrals

/d ¢(b—ji(x—a)

ANWENDUNG. Wir definieren die Gammafuntkion

() ::/ e it tdt
0

+

und wir mochten zuerst beweisen, dass I'(«) konvergent ist. Wegen der Definition

ist
') 1 (&%)
/ el dt = / e 't de + / ettt dt
o+ o+ 1
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und wir haben schon in Beispiel gesehen, dass

/ ettt dt
1

fiir jedes a@ € R konvergiert. Um die Konvergenz von folJr et 1 dt zu bestimmen,
setzen wir ¢ := u~! so, dass dt = —u"2du. Falls 0 < x < 1, ist

1 1 1/z
/ et dt = —/ e Vit =oy 2 du = / le Vi1 dy .
T 1/x 1

Daraus folgt, dass

1 00 [e'e]
/ e vl dt = / e V=1 gy < / uw T du
o+ 1 1

und [ u™t " du konvergiert, falls o > 0.

LEMMA 6.57. (1) MNa+ 1) = al'(«) fiir jedes o > 0;
(2) T'(n+1) =n! fiir jedes n € N.

BEWEISs. (1) Mit der partiellen Integration mit f(¢) = ¢* und ¢'(¢t) = e~ ist

/to‘e_t dt = —t% '+ a/ta_le_t dt .

Daraus folgt, dass

00 1 [e's]
P(a+1):/ to‘e_tdt:/ tae_tdt+/ t*e~" dt
0+ 0+ 1

1 b
= lim t%~tdt + lim t%etdt

=0t /. b—oo Jq

1 b
= lim (—tae_t{l + a/ t*e dt) + lim <—tae_t|l; + a/ te ! dt)
z—0t z = b—ro0 1

= lim (—t% ")} + blim (—t“e™)|8 + al(a)
—00

z—0t

=—c¢t+et+al(a).

(2) Weiter ist
o0

(1) = / etdt=—et|F=1=0!.
0

.
Nehmen wir an, dass I'(n) = (n — 1)! und beweisen wir, dass I'(n + 1) = n!. In der
Tat folgt aus (1), dass

'n+1)=mn+1)I'n)=mn+1)n!=n+1)!. O

Wir haben so eine Fortsetzung auf R der Funktion Fakultat gefunden. Es
sollte aber bemerket werden, dass die Gammafunktion keine Darstellung als eine
elementare Funktion fiir jedes a > 0 besitzt.



170 6. INTEGRALRECHNUNG

6.6. Differentialgleichungen, I1

Als eine Anwendung der Integration, werden wir mehr iiber die Differential-
gleichungen sprechen. Bis jetzt haben wir nur lineare Differentialgleichungen mit
konstanten Koeffizienten und die Eulersche Gleichung betrachten. Jetzt werden wir
uns mit Differentialgleichungen deren Koeffizienten nicht unbedingt konstante sind
beschéftigen; im nachsten Abschnitt werden wir Differentialgleichungen sehen, die
nicht unbedingt lineare sind.

6.6.1. Lineare Differentialgleichungen der ersten Ordnung. Wir betra-
chten die Differentiagleichung

(6.27) Y+ P(z)y = Q(x),

wobei P und ) gegeben sind. Wir nehmen an, dass P und () stetig auf einem
Intervall I (endlich oder unendlich) sind und wir betrachten zuerst die entsprechende
homogene Differentialgleichung

(6.28) v+ P(x)y=0.

Falls y(x) # 0 auf [ ist, konnen wir

schreiben und integrieren. Wir erhalten deshalb
(6.29) y(z) = e~ 4@ | wobei A(z) = /P(x) dz —C'.

Das heisst, dass, falls es eine positive Losung der Differentialgleichung gibt,
die Losung muss der Forme sein. Man kann aber auch verifizieren, dass
jede Losung der Differentialgleichung in der Forme fiir eine beliebige
Konstante sein muss. In der Tat, werden wir jetzt verifizieren, dass jede Losung der
Anfangswertproblem

(6.30) y' 4+ P(x)y =0, mit y(zg) =b

der Forme

(6.31) y(2) = be=A) | wobei A(z) — / P(t) dt
To

sein muss.

Es ist einfach zu sehen, dass eine Losung von ist: aus A(xg) =0
folgt, dass y(xq) = b; weiter ist /(z) = be 4@ A’(z), wobei A'(x) = P(z). Um die
obige Behauptung zu verifizieren, nehmen wir eine beliebige Losung g(x) von .
Wir mochten zeigen, dass g(z) = be= 4@, d.h. g(x)ed® =b. Sei h(z) := g(x)er®.
Wir schauen, dass h eine Konstante ist. Es gilt

(6:32)  H(x) = g'(2)e™ + g()e' DA (@) = g/ () + g(x) P(x)].
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Da g eine Losung des Anfangwertproblems ist, ist ¢'(x) + g(x)P(x) = 0.
Daraus folgt, dass h'(z) = 0 aus I, und deshalbd ist h eine Konstante. Dann ist
h(z) = h(zo) = g(z¢) = b und deshalb ist g(x) = be=4®),

Mit der gleichen Methode suchen wir jetzt die Losung der Anfangswerproblems

(6.33) y' + P(x)y = Q(x), mit y(xg) =0.
Nehmen wir an, dass g(z) eine beliebige Funktion ist, die (6.33)) erfiillt. Wir setzen
h(z) = g(a)e™
und aus erhalten wir, dass
W(x) = XD () + g(a) P(2)] = "PQ(2).

Wegen der zweiten Fundamental Satzes der Infinitesimanrechnung, konnen wir diese
Gleichung zwischen xy und x integrieren so, dass

h(x) = h(xo) + /x eAVQ(t) dt .

Zo

Aus h(zg) = g(x¢) folgt, dass g(z) der Forme
g(z) = e 2@ n(z) = g(xo)e @ + e_A(x)/ Q(t)e!™® at
Zo

ist. Wir haben deshalb den folgenden Satz bewiesen:

SATZ 6.58. Seien P,() zwei Funktionen, die stetig auf einem Intervall I sind, sei
xo € I und b € R eine beliebige reelle Zahl. Es gibt genau eine Losung des An-
tangswertproblems ((6.33|) auf dem Intervall I. Diese Lésung hat die Forme

y(z) = be 4@ 4 eA(”)/ Q(t)e dt
Zo

wobei A(z) = [ P(t)dt.
BEISPIEL 6.59. Wir suchen die Losung des Anfangswertproblems
2y + (1 — )y = €* mit y(1) = yo

auf dem Intervall (0, 00). Falls eine Losung einen endlichen Limes fiir x — 0 besitzt,
mochten wir auch diesen Limes bestimmen.

Um die Formel im Satz zu benutzen, missen wir die Differentialgleichung
in die Forme ¢’ + P(z)y = Q(z) umformen. Wir dividieren deshalb durch z und
erhalten

sodass
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Da die Funktionen P und @ auf (0, c0) stetig sind, gibt es wegen des Satzes eine
einzige Losung y(z), die eine Anfangsbedingung y(1) = y erfiillt. Wir berechnen

zuerst
A@):LWP@d#:Am<%—1)dh:bgv—@—l%

z—1

1 € —
— ¢ l-logz _ und eA(t) — tel t
T

Wegen des Satzes lautet die Losung

z—1 r—1 T 2t
(& (& (&
y(z) = yo— + / —te' " dt
T z Ji 1
z—1 r—1 T
e (&

T b Y
—1 x x
er e
=1 + — e’ dt
T z Jy
eI

sodass

—A(z)

6:pfl
=+ (e )
X X
6:D—l 623: ea:—l—l
X X T
e?® + Ce®
p— —x 5

wobei C' = ype~! — e ist.

Um das Verhalten der Losungen fiir + — 0 zu bestimmen, kénnen wir die Ex-
ponentialfunktion mithilfe des linearen Taylorpolynoms in einer Umgebung des Ur-
sprungs approximieren:

e =14+2rv+o(x) und € =1+x+o(z)
falls # — 0. Wir erhalten deshalb
1+ 2+ o(x) +C(1+ 2+ o(x))
x
(1+C)+ 24+ C)z+o(x)
x

y(x)

:%+(2+C)+o(1).

Wir schliessen darauf, dass die einzige Losung, die einen endlichen Limes fiir x — 0
besitzt, die Losung mit C' = —1 (d.h. yo = (e —1)e) ist. In diesem Fall ist der Limes
e — e” 1+C

lim = lim
z—0 €T z—0 T

= lim(1 + o(1)) = 1.

O=—1 x—0

+24+0C)+ 0(1)}
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6.6.2. Separierbare Differentialgleichungen.

DEFINITION 6.60. Sei v/ = f(z,y) eine Differentialgleichung der ersten Ordnung.
Falls f(z,y) als eine Funktion der Forme f(z,y) = P(z)R(y) geschrieben werden
kann, heisst die Differentialgleichung separierbar.

Zum Beispiel sind die Differentialgleichungen

y =2°, 3y =sinylogx oder y =az/tany

separierbare.
Falls R(y) # 0 auf einem Intervall I ist, konnen wir beide Seiten der Differen-
tialgleichung durch R(y) dividieren und erhalten

A(y)y' = P(x),
wobei A(y) = 1/R(y). Nehmen wir an, dass beide Seiten A(y)y’ und P(z) stetig
sind, und sei G eine Stammfunktion von A auf I, d.h. G’ = A. Dann ist

G(y) = /P(x) de +C
eine implizit Losung der Differentialgleichung
y = P(x)R(y)
auf dem Intervall I. In der Tat, falls y(x) eine Losung ist, ist
A(y(z))y () = P(x)
fiir jedes = € I. Da G' = A, kénnen wir schreiben
(6.34) G'(y(x))y'(x) = P(x),

wobei der Term G'(y(x))y'(z) die Ableitung der Verkettung G(y(x)) ist. Daraus
folgt, dass P eine Stammfunktion von G(y(z)) ist, d.h.

Gly(z)) = /p(@ de+C .
Falls wir die Losung des Anfangswertproblems

y' = P(z)R(y) mit y(zo) = yo

suchen, integrieren wir (6.34)) zwischen xy und x

/ @)y (1) dt = / " P(t)dt.

o o

Mithilfe der Substitution y(t) = y, sodass y/(t) dt = dy, geht diese Gleichung iiber
in

y(z) y(z) x
(6.35) / A(y) dy :/ G'(y) dy :/ P(t)dt.

(w0) (z0) zo
Aus dieser Methode, kann man das folgende Rezept fiir die Behandlung von
separierbaren Differentialgleichungen:
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(1) Wir schreiben die Differentialgleichung in der Form

dy
dr
(2) Wir trennen (“separieren”) formal die Variablen:

P(z)R(y) .

1
R dy = P(z)dx .
(3) Wir integrieren links nach y, rechts nach z, und zwar:

— unbestimmt, falls nach der allgemeinen Losung gefragt ist. Dabei er-
scheint eine Integrationskonstante;

— links von gy bis y, rechts von xq bis x, falls die durch (z¢,yo) gehende
Losung verlangt ist (d.h. die Losung, die die Bedingung y(x¢) = yo
erfiillt).

(4) Wir 16sen nach y auf, wenn wir kénnen.

BEISPIEL 6.61. Die nicht-lineare Differentialgleichung

ay +y=y°
ist separierbar. In der Tat konnen wir die Differentialgleichung so umformen:
/
1
wWty=ysa =y —y=yly— )= =~
yly—1) =

falls z # 0 und y(y — 1) # 0. Die Funktionen y = 0 und y = 1 sind L&sungen. Die

nicht konstante Losungen miissen die Gleichung
/

Y _1

yly—1) =
erfiillen. Wir kénnen diese Gleichung integrieren und erhalten

/ﬁdyz/idz.

Mit der Methode der Partialbruchzerlegung erhalten wir

1 1 1 1
—dy:/—dy—/—dy:/—dx.
/y(y—l) y—1 Y x

Daraus folgt, dass

(6.36) log [y — 1| — log |y| = log |z[ + C",
wobei C' die Integrationskonstante bezeichnet. Die Gleichung (6.36) wird
—1 /
Y _ |.T’€C
Yy
oder
—1
y—- Czx,
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wobei C' noch eine Konstante ist. Wir bemerken, dass die Konstante C' nicht unbe-
dingt positiv ist, da wir der Absolutbetrag nicht mehr geschrieben haben (in der
Tat ist C = £e®"). Wir konnen die letze Gleichung nach y auflésen und erhalten

B 1
YT e
O
BEISPIEL 6.62. Wir betrachten die Differentialgleichung
y/ _ 1 - y2
1—2a2

im Quadrat @ := (—1,1) x (—1,1) € R% Wir suchen die allgemeine Losung und die
Losung die der Bedingung y(—1/2) = v/3/2 geniigt.
Separation der Variablen liefert
dy ~  dx
Vi—y2 V122

Um die allgemeine Losung zu finden, integrieren wir das unbestimmt

/ L dy = / d—xdx.
Vi-y Vi—a?
Es ergibt sich
(6.37) arcsiny = arcsinx + C',
wobei C' eine Konstante ist. Mithilfe der trigonometrischen Identitat
sin(a + 3) = sin accos 3 + cos asin 3
erhalten wir
y = sin(arcsinz + C) = z cos C' + V1 — 22sin C
=(y —xcosC)? = (1 — 2°%)sin* C
=2? — 2rycos C +y* =sin®C'.
Die Gleichung
(6.38) 22 — 2zycos C 4 y* = sin? C

ist die allgemeine Formel der Losung, d.h. fiir jedes C' ist 22 —2xy cos C'+y? = sin® C
die implizite Forme einer Losung.

Um die Lésung durch den Punkt (—1/2,+/3/2) zu finden, konnten wir einfach
= —1/2und y = v/3/2 in der Gleichung ersetzen, nach C' auflosen und der
gefundenen Wert von C'in (6.38]) einsetzen. Wir mochten stattdessen die Methode
mit der bestimmten Integration wie in (6.35)) illustrieren:

/y dt dt—/x dt di
\/5/2 \/1—t2 —1/2 \/1—t2 '
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Es ergibt sich
. . . . 1
arcsiny — arcsin —- = arcsinz — aresin | —3
und damit

. . ™ ™ ™
arcsimy —arcsine = - — | —= ) = =

3 6

die (6.37) mit C' = Z ist. Aus (6.38) folgt, dass die Losung durch den Punkt

2
(—1/2,/3/2) der Kreisbogen

ya) = VI=

ist.



	Chapter 1. Preface
	Chapter 2. Preface
	Chapter 3. Grundbegriffe
	3.1. Mathematische Logik
	3.1.1. Aussagen, Aussagenformen, Quantoren
	3.1.2. Gleichheitszeichen
	3.1.3. Beweisen
	3.1.3.1. Direkter Beweis
	3.1.3.2. Indirekter Beweis
	3.1.3.3. Umkehrung eines Schlussfolgerung
	3.1.3.4. Kontraposition

	3.1.4. Negation

	3.2. Mengen
	3.2.1. Mengenoperationen

	3.3. Summen und Produktzeichen
	3.3.1. Summen
	3.3.2. Produkten


	Chapter 4. Funktionen
	4.1. Definitionen und Beispiele
	4.2. Eigenschaften von Funktionen
	4.2.1. Operationen mit Funktionen
	4.2.2. Stetigkeit
	4.2.3. Der Zwischenwertsatz

	4.3. Grenzwerte
	4.3.1. Einseitige Grenzwerte
	4.3.2. Grenzwerten im Unendlichen
	4.3.3. Unendliche Grenzwerte
	4.3.4. Operationen mit Grenzwerten
	4.3.5. Asymptoten
	4.3.6. Vollstandige Induktion

	4.4. Das Maximum (bzw. das Minimum) vs. das Supremum (bzw. das Infimum)
	4.5. Folgen und Reihen
	4.5.1. Folgen
	4.5.2. Reihen
	4.5.3. Vergleichkriterien für Reihen mit nicht negativen Glieder
	4.5.4. Quotienten- und Wurzelkriterien
	4.5.5. Absolut Konvergenz
	4.5.6. Funktionenreihen (und Potenzreihen)
	4.5.7. Komplexe Zahlen
	4.5.7.1. Polardarstellung

	4.5.8. Potenzreihen
	4.5.8.1. Rechnen mit Potenzreihen
	4.5.8.2. Die Binomialreihe


	4.6. Die Exponentialfunktion
	4.6.1. Die Logarithmusfunktion
	4.6.2. Hyperbolische und trigonometrische Funktionen
	4.6.2.1. Hyperbolische Funktionen
	4.6.2.2. Trigonometrische Funktionen
	4.6.2.3. Beziehung zwischen hyperbolischen und trigonometrische Funktionen
	4.6.2.4. Elementare Funktionen



	Chapter 5. Differentialrechnung in einer Variable
	5.1. Die Ableitung
	5.2. Rechnen mit Ableitungen
	5.3. Klein-o
	5.4. Globale Extremalstellen
	5.5. Lokale Extremalstellen
	5.6. Der Mittelwertsatz
	5.7. Monotonie und Konvexität
	5.8. Taylor-Approximation
	5.8.1. Rechnen mit den Taylor-Polynomen
	5.8.2. Qualität der Approximation
	5.8.3. Anwendung des Taylor-Polynoms: das Newton-Verfahren
	5.8.4. Die Taylor-Reihe als Potenzreihe

	5.9. Differentialgleichungen, I
	5.9.1. Allgemeine Differentialgleichungen erster Ordnung
	5.9.2. Ein numerisches Verfahren
	5.9.3. Homogene lineare Differentialgleichungen
	5.9.3.1. Nullstellen von Polynomen und deren Multiplizität
	5.9.3.2. Reelle und einfache Eigenwerte
	5.9.3.3. Komplexe Eigenwerte
	5.9.3.4. Mehrfache Eigenwerte

	5.9.4. Inhomogene lineare Differentialgleichungen
	5.9.5. Der (gedämpfte) harmonische Oszillator
	5.9.6. Die Eulersche Differentialgleichung


	Chapter 6. Integralrechnung
	6.1. Riemannsche Summen
	6.1.1. Eigenschaften des Riemannsche-Integrals

	6.2. Der Mittelwertsatz der Integralrechnung
	6.3. Hauptsatz der Infinitesimalrechnung
	6.4. Technik des Integrierens
	6.4.1. Partielle Integration
	6.4.2. Substitution
	6.4.3. Integration der rationalen Funkionen
	6.4.3.1. Weitere Integrale


	6.5. Uneigentliche Integrale
	6.5.1. Uneigentliches Integral der ersten Art
	6.5.2. Uneigentliches Integral der zweiten Art

	6.6. Differentialgleichungen, II
	6.6.1. Lineare Differentialgleichungen der ersten Ordnung
	6.6.2. Separierbare Differentialgleichungen



