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CHAPTER 1

Preface

Dies sind die LaTeX Notizen des Kurses Analyse II, den A. lozzi im D-ITET an
der ETH in F15 und F19 unterrichtet hat. Einige Teile dieser Notizen und einige
Bilder werden fast wortlich aus [2], [3] und [I] iibernommen.






CHAPTER 2

Differentialrechnung in mehreren Variablen

2.1. Topologische Grundbegriffe

Fiir unsere spateren Untersuchungen von Funktionen mehrerer Veranderlichen
brauchen wir einige topologische Grundbegriffe im R™ wie Umgebung, offene Menge,
abgeschlossene Menge und Rand. Diese Begriffe werden alle auf den Begriff des
Abstand zuriickgefiihrt werden.

Wir haben schon im letzten Semester den Begriff vom “absolut Betrag” gesehen
und benutzt. Den absolute Betrag | - | : R — R messen, wie weit ein Punkt vom
Ursprung ist und ist ein Beispiel von einer Norm.

DEFINITION 2.1. Sei V ein Vektorraum iiber R. Eine Norm auf V' ist eine Abbildung
|- |l :V — R, x+ ||x] mit folgenden Eigenschaften:

(1) Fiir jedes x € V ist ||x|| = 0 genau dann, wenn x = 0.
(2) Fiir jedes x € V und o € R ist ||ax|| = |of ||x]|.
(3) Fiir jedes x,y € V gilt [[x +yl| <[] + [ly]-

BEISPIEL 2.2. Falls x = (z1,...,x,) € R", ist die euklidische Norm von x € R™

(2.1) Il = o+ ad - a2

Falls (x,y) = 2?21 z;y; das kanonische Skalarprodukt bezeichnet, gilt ||x|| =

V(x, x). O

BEISpIEL 2.3. Die Funktion || - ||mez : R* = R

1%l mae == gljaél |75
ist auch eine Norm. Falls || - || die euklidische Norm bezeichnet, haben wir auch
(2.2) 1%/ lmaz < [1%] < V7l[X]Imaz

und wir sagen deshalb, dass die zwei Norme dquivalent sind. Wir bemerken, dass
aus (2.2 folgt auch, dass

Il < Vilx/lmee < Vol -
0

Sei || - || : R" — R eine beliebige Norm auf R"™, sei a € R™ ein Punkt und r > 0.
Dann heisst

B.(a):={xeR": ||x—a| <r}
3
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die offene Kugel mit Mittelpunkt a und Radius r (beziiglich der Norm || - ||).

DEFINITION 2.4. (1) Sei x € R™ ein Punkt. Ein Umgebung von x ist eine
Teilmenge U C R™, falls es € > 0 gibt, so dass B.(x) C U.
(2) Eine Teilmenge U C R™ heisst offen, wenn zu jedem x € U ein € > 0
existiert, so dass B(x) C U.
(3) Eine Teilmenge C' C R™ heisst abgeschlossen, wenn das Komplement R" \.C
offen ist.

BEISPIELE 2.5. (1) Seien a,b € R, mit a < b. Das Intervall (a, b) ist offen in R,
denn ist x € (a,b), so gilt
B(z) C (a,b) fir € :== min{|a — x|, |b — z|}.

Ebenso sind die uneigentlichen Intervalle (a, 00) und (—o0, b) offen; dagegen
sind zum Beispiele die Intervalle [a, b] und [a, b) nicht offen: in der Tat, fiir
kein € > 0 liegt die Kugel B.(a) ganz in [a, b] oder [a,b).
(2) Sei a € R" und r > 0. Die Kugel

B,(a) ist offen im Sinn der obigen @

Definition. Denn sei xg € B,(a), das ‘

heisst ||xo — al| < 7. Dann ist

e:=r—|xo—al >0
und aus der Dreiecksungleichung folgt

B.(x¢) C B,(a).

DEFINITION 2.6. Sei X C R" eine Teilmenge und x € R". Der Punkt x heisst
Randpunkt von X, wenn in jeder offenen Kugel B,(x) sowohl ein Punkt von X als
auch ein Punkt von R™ ~\ X liegt. Die Menge aller Randpunkte von X heisst der
Rand von X und wird mit 0X bezeichnet. Ein Punkte, der kein Randpunkt ist,
heisst ein innerer Punkt.

BEISPIELE 2.7. (1) Seien a,b € R, a < b und sei I eines der Intervalle
la,b], a,b), (a,b], (a,b) CR,.

Dann gilt in jedem Fall 0I = {a,b}. Dagegen besteht der Rand von [a, 00)
oder (a,00) nur aus dem Punkt a.

(2) Im R™ ist der Rand der Einheitskugel B1((0,0)) = {x € R : ||x|| < 1}
oder der abgeschlossenen Einheitskugel K := {x € R" : ||x|| < 1} die
Einheitsphare

OK =S"' :={xeR": |x||=1}.
(3) Eine offene Menge U ist ein Umgebung von jedem Punkt x € U.
Die folgende Proposition ist einfach zu beweisen:

PROPOSITION 2.8. Sei X € R" eine Teilmenge. Dann gilt:
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(1) Die Menge X \ 0X ist offen.
(2) Die Menge X N 0X ist abgeschlossen.
(3) Der Rand 0X ist abgeschlossen.

2.2. Funktionen in mehreren Variablen

Wir betrachten Abbildungen von Teilmengen €2 C R™ nach R,
f:Q—=R, (X1, .y x0) = fag, . 2) .

Der Graph von f ist die Menge

Lpi={(z,y) e AxR:y=f(x)} CR"|.

Im Fall n = 2 kann man sich den Graphen von f als Flache im dreidimensionalen
Raum vorstellen.

Eine Funktion f : Q — R ist auch festgelegt durch die Schar N¢(c), ¢ € R, ihrer
Niveaumengen. Dabei ist

Ni(c) ={z €Q: f(x)=c} CR"

die Menge der Punkte, in denen f den Wert ¢ annimmt. Im fall n = 2 nennt man
die Niveaumengen auch Niveaulinien, und, falls n = 3 nennt man die Niveaumengen
auch Niveaufidchen.

BEISPIEL 2.9. Sei
Oy = {(r,y) eR*: 2* +y*> < 1} = B;(0) C R?

und fy : Q = R, fi(z,y) = /1 —22—y2 Dann I'y, C R? ist die obere Hélfte
der Einheitsphére

In[TE= Plotsn[\fl-xﬂz-yﬂz » {%y -1, 1}, {y, -1, 1}]
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Weiter ist

Ny (c) ={(z,y) € Qp: /1 —22 —y?>=c}

JH{@y) eR* 22 +y? =1} falls || <1
o falls |c| > 1,

das heisst die Niveaulinie Ny, (¢) ist ein Kreis in R? des Radius v/1 — ¢2.

Wir konnen auch die Menge

Q3= {(z,y,2) €eR*: 2® +y° +2° <1} = B, (0) C R’

und die Funktion ¢ : Q3 — R, g(z,y, 2) := 22 +y*+ 2% betrachten. Jetzt ist I'; C R*
und wir konnen deshalb I'; nicht visualisieren. Wir konnen aber die Niveaumengen
visualisieren, und zwar

Ng(cl) - {('r?y7z> S Q?) : x2 +y2 +Z2 = C/}.

In diesem Fall ist Ny(c) die leere Menge falls ¢ > 1 und sonst ist N,(c') die Sphére
in R? des Radius v/¢.
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niz- ContourPlot3D[x"2+y*2+2z72, {x, -1, 1}, {vy, -1, 1}, {z, -1, 1}]

Merken Sie, dass
N,(1) =Ty, U{(z,y) e R*:2? +y* =1} UT; ,,

wobei f_(z,y) := —f+(z,y) auch auf Qy definiert ist.

2.3. Grenzwerte und Stetigkeit

Die Definitionen vom Grenzwert und von der Stetigkeit sind sehr dhnlich in R"”
wie die Definitionen in R.

DEFINITION 2.10. Sei X C R” eine Teilmenge, xo € X und sei f : X — R eine
Funktion.

(1) Die Funktion f besitzt an der Stelle xg den Grenzwert L,

lim f(x)= L,falls

X—X0

fiir jedes € > 0 ein § > 0 gibt so, dass 0 < [|[x —x¢|| <0 = |f(x) — L] <.

(2) Die Funktion f ist an der Stelle xq stetig, falls

lim f(x) = f(xo) |-

X—X0

Der Unterschied zwischen der Definitionen fiir Funktionen in einer oder in mehrere
Variablen kommt von den Unterschied zwischen |x—zg| und ||x—xo||. Auf der reellen
Achse kann der Punkt x den Wert xy nur von zwei Richtungen her approximieren;
im n-dimensionalen Raum gibt es unendlich viele Richtungen von denen her der
Punkt x den Wert x, approximieren kann.
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BEISPIEL 2.11. Wir betrachten die Funktion

flz,y) = {Ifﬁy? (z,y) # (0,0)

0 (z,y) = (0,0).

und wir zeigen, dass f im Ursprung nicht stetig ist. In der Tat ist der Limes die
Gerade x = y entlang

_ x-0
}:l—rf(l) x? 4 02 .
Daraus folgt, dass f im Ursprung nicht stetig ist. U

Das Verhalten der Operationen von Funktionen beziiglich Stetigkeit ist aber
gleich in einer oder in mehreren Veranderlichen.

2.4. Partielle Ableitungen und Richtungsableitungen

2.4.1. Partielle Ableitungen. Die partiellen Ableitungen einer Funktion mehrerer
Veréanderlichen sind nichts anderes als die gewohnlichen Ableitungen von Funktio-
nen einer Veranderlichen, die man erhalht, wenn man alle Veranderlichen bis auf
eine festhalt.

DEFINITION 2.12. Sei 2 C R" eine offene Teilmenge und f : 2 — R eine reelle
Funktion. Die Funktion f heisst im Punkt x € Q partiell differenzierbar in der i-ten
Koordinatenrichtung, falls der Limes

f(x+ he;) — f(x)

(2.3) D;f(x) := lim

existiert. Die Funktion D, f(x) heisst die partielle Ableitung der Funktion f in der
i-ten Koordinatenrichtung (oder nach der Variable x;) an der Stelle x. Dabei ist
e; € R" der i-te Einheitsvektor,

e, =(0,...,0,1,0,...,0)

——N—

i — te Stelle
und fiir der Limes h — 0 hat man sich auf solche h € R zu beschranken, fiir die
h # 0 und x + he; € Q2.

Man kann die partiellen Ableitungen einer Funktion f : Q) — R als gewohnliche
Ableitungen von Funktionen einer Variablen intepretieren. Sei x = (z1,...,x,) € Q
ein fester Punkt. Fir ¢ = 1,...,n betrachten wir die Funktionen

£P—> fz(f) = f(fL‘l, . 7$i—17§axi+17 . ,ZEn> .



2.4. PARTIELLE ABLEITUNGEN UND RICHTUNGSABLEITUNGEN 9

Aus der Definition der partiellen Ableitung folgt

filzi + h})L filzi) _ ).

Die partiellen Ableitung in der i-ten Koordinatenrichtung ist also nichts anderes als
die gewohnliche Ableitung nach der i-ten Variablen bei Festhaltung der tibrigen n—1
Verénderlichen. Deshalb gelten fiir die partiellen Ableitungen analoge Rechenregeln
wie fiir die gewonlichen Ableitungen.

D;f(x) = lim

h—0

DEFINITION 2.13. Sei €2 C R" offen. Eine Funktion f : Q0 — R heisst partiell
differenzierbar, falls D, f(x) fiir alle x € Q und ¢ = 1,...,n existiert. Die Funktion
f heisst stetig partiell differenzierbar oder ist in C'*(), falls zusatzlich alle partiellen
Ableitungen D;f : Q — R stetig sind.

SCHREIBWEISE. Statt D;f kann man auch g—i schreiben. Entsprechend auch
_of o 0f(x)

BEISPIEL 2.14. Als erstes einfaches Beispiel berechnen wir die partiellen Ableitungen
der Funktion zweier Veranderlichen

FRESR,  (2,y) = flo,y) ="t

D, f(x) = fu(x) .

Da fiir die Funktion einer Variablen g(x) := ¢***¢ (wobei ¢ eine reelle Konstante
ist), gilt ¢ () = 2z ¥, folgt

ag(exzﬂﬂ) = 2ge" Y’
T
und gleichermassen

a 2 2 2 2

—(e"TY) = 2ye” Y.

Ay

O

BEISPIEL 2.15. Fiir x = (21, ...,,) betrachten wir die Funktion r : R® — R,
(2.4) r(x) = ||x|| = /2t + ... 22,

die den Abstand vom Ursprung gibt. Die Niveaumengen
Ni(e) ={x e R": r(x) =c}

sind fiir ¢ > 0 Sphéren von Radius c.
Wir behaupten, dass die Funktion r in R™ \ {0} partiell differenzierbar ist und
es gilt
or Z;

o5 = 1
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fir x = (z1,...,x,) # 0. Dies folgt daraus, dass die Funktion einer Variablen

£P—>\/ZL‘%+-"+§2—I—---+I?L

differenzierbar ist. Mit der Kettenregel fiir Funktionen einer Veranderlichen erhalt

man

O

BEISPIEL 2.16. Sei f : (0,00) — R eine beliebige differenzierbare Funktion. Dann
ist die zusammengesetzte Funktion x — f(r(x)) auf R" \ {0} definiert und dort
partiell differenzierbar. Aus der Ketteregel fiir Funktionen einer Veranderlichen folgt

0
6%

f(r)

O _ ppy

or; r

= f'(r)

Wir werden spater eine Verallgemeinerung der Kettenregel sehen.

2.4.1.1. Funktionen deren partielle Ableitung identisch verschwindet. Falls die
Ableitung einer Funktion einer Variablen auf einem Intervall identisch verschwindet,
ist die Funktion eine Konstante. In mehreren Variablen das Verschwinden einer
partiellen Ableitung bringt auch eine interessante Konsequenz mit.

Wir fangen mit der folgenden Definition, die wichtig auch fiir die Integration

wird.

DEFINITION 2.17. Wir sagen, dass ein beschrankter Bereich B C R? y-einfach ist,
wenn er sich mit Hilfe von zwei stetigen Funktionen ¢ und v in der Form

(2.5)

B ={(zy):

a<z<b () <y<P()}

darstellen lasst. Analog ist

B ={(z,y):

c<y<d,o(y) <z <Py}

ein x-einfacher Bereich.
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:r: U(y)

SATZ 2.18. Sei Q C R? eine y-einfache offene Menge und f : Q — R auf Q partiell
differenzierbar . Falls

of
2. - =
(2.6) aﬁ%w 0
auf ), so gibt es eine Funktion u so, dass
(2.7) flz,y) =u(x)  fir (z,y) € Q,

d.h. die Funktion f hangt nur von x ab.

BEWEIS. Sei (x,70) € Q. Wir betrachten die Funktion “f : y — f(x,y). Aus
folgt, dass der Definitionsbereich von * f das Intervall Q% := {(z9,y) : ¢(x) <
y < 1(x)} ist. Aus folgt, dass (*0 f)'(y) = 0, sodass * f auf Q™ Konstant ist.
Deshalb ist die Funktion u(zg) := f(zo,y) wohldefiniert und, da zy beliebig war,

gilt (2.7). O

BEMERKUNG 2.19. Die Voraussetzung, dass ) y-einfach ist, ist notwendig. In der
tat sel

Q:={(z,y) : >0} U{(z,y) : y #0}.

Die partielle Ableitung nach y der Funktion
0 >0
f@w%={

r?sgny x <0
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identisch verschwindet, aber die Funktion l&sst sich nicht in der Form ([2.7]) darstellen.

2.4.2. Richtungsableitungen. Wir konnen auch eine kleine Verallgemeinerung
der partiellen Ableitungen betrachten, die sogenannte “Richtungsableitungen”. Die
Idee ist die Ableitung in einer allgemeine Richtung zu nehmen. Wir ersetzen deshalb
in der Definition [2.3]den i-ten Einheitvektor e; mit einer allgemeinen Einheitsvektor.

DEFINITION 2.20. Sei 2 C R" eine offene Teilmenge und f : Q@ — R eine reelle
Funktion. Fall er existiert, ist der Limes

D f(x) := hli)rgi flx+ hz) — )

die Richtungsableitung der Funktion f in der Richtung des Einheitsvektor e an der
Stelle x.

BEMERKUNG 2.21. Wir betrachten auch nur den Limes fur h — 0%: der Grund ist,
dass der Limes fiir h — 0 manchmal existiert nicht, wie das folgende Beispiel zeigt.

BEISPIEL 2.22. Wir betrachten noch einmal die Funktion (2.4)) im Beispiel und
berechnen die Richtungsableitung der Funktion r(x) := ||x|| an der Stelle x = 0 in
der Richtung einer beliebigen Einheitsvektor e, d.h. ||e|| = 1. Es gilt
r(0 + he) —r(0) lhell _ . Pllell _

Dcr(0) = li = li = i
r(0) = lim, ) P A

1.

Die Richtungsableitung ist unabhangig von der gewahlten Richtung e, in Uberein-
stimmung mit der Anschauung, dass die Norm in allen Richtungen vom Ursprung
aus gesehen gleich schnell wachst.
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Falls x # 0 ist, sind aber die Richtungsableitungen nicht alle gleich. Wir be-
merken zuerst, dass fir jedes x,e € R", h € R,

|x + he||* = (x + he,x + he)
= (x,x) + (x, he) + (he,x) + (he, he)
(2.8) = [Ix[I* + (x, he) + (x, he) + || he]|*
= ||x|I* + 2(x, he) + [ he|*
= [|x]|* + 2h(x, e) + h?|le|*.

Falls ||e|| =1, ist

. r(x+he) —r(x) _ . Ix + he|| — ||x|
h—07+ h s Ot 3
~ lim (I + hel] — [|x[])(|lx + he|| + [|z])
h—=07 h(||lz + he|| + [|z]))

_ o Ikt he|? — x|
ot h(||lx + hel| + [|x][)
2h(x,e) + h%||e|

h—ot+ h(||x + hel| + ||x]|)

, 2(x,e)+h
= lim
n=0t [|x + hel| + [|x]|
_(x€)
B3

Der Wert der Richtungsableitung hangt von der Richtung ab und lasst sich mit Hilfe

des Skalarproduktes darstellen. Deshalb ist die Zuwachsrate der Norm r(x) = ||x||
in der Richtung e maximal mit Wert 1, sie verschwindet falls e 1 x und ist in der
Richtung —e minimal mit Wert —1. U

BEISPIEL 2.23. Sei n > 2. Wir betrachten die wie folgt definierte Funktion F' :
R™ - R:

p o [ firx 20
0 firx=0.

In R"~ {0} ist F partiell differenzierbar, wie aus Beispiel und der Produktregel
fiir Funktionen einer Verénderlichen folgt. Fiir die partielle Ableitung nach x; und
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mit Hilfe von Beispiel berechnet man
OF(x) xy---x 0

n —n
= + XX Ty (7
oy rn "8;1:1( )

To - X or
=+ 21T Tp(—N)T S
rn n(=n) 0y

—n—1

x2...xn m%xQ--.l’n

rn " 2

Die partielle Ableitung in i-ter Koordinatenrichtung ergibt sich daraus durch Ver-
tauschen der Rollen von 7 und z;, da F' vollig symmetrisch von x4, ..., z, abhangt.
Die Funktion F' ist aber auch an der Stelle x = 0 partiell differenzierbar mit

oF . F(he;) — F(0)

o, \0) = i ———— =0,
da F'(he;) = 0 fiir alle h € R. Daraus folgt, dass F in ganz R" partiell differentierbar
ist.

Die Funktion F' ist aber im Ursprung nicht stetig. Man kann es einfach schon
fiir n = 2 sehen. In der Tat, falls n = 2 ist die Funktion F' genau die Funktion f im
Beispiel und wir haben schon bewiesen, dass f im Ursprung nicht stetig ist.

Man kann verifizieren, dass die partiellen Ableitungen von f im Ursprung nicht
stetig sind. O

BEMERKUNG 2.24. Fiir Funktionen mehrerer Verinderlichen folgt also, im Gegen-
satz zum Fall n = 1, aus der partiellen Differentierbarkeit nicht die Stetigkeit.

In néchstem Satz werden wir eine Verallgemeinerung des Differentierbarkeitsbe-
griffs auf Funktionen mehrerer Veranderlichen kennen lernen, welche die Stetigkeit
nach sich zieht. Insbesondere wird sich ergeben, dass eine stetig partielle differen-
tierbare Funktion auch stetig ist.

2.5. Differenzierbarkeit, I
2.5.1. Lineare Approximation. Sei {2 C R eine offene Menge und f : 2 — R

eine differenzierbare Funktion einer Variable. Falls x € ), gilt

flath)— f@) _
()

lim

h—0
Wir konnen diese Formel auch als

o FE ) = £(@) = hf' (@)

h—0 h

schrieben, so dass mit Hilfe der klein-o Schreibweise
(2.9) fx+h)= f(x)+ hf'(z)+o(h).
Wir geben deshalb die folgende Definition:
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DEFINITION 2.25. Sei 2 C R” eine offene Menge und x € (). Eine Funktion f :
) — R heisst tberall differenzierbar, falls es eine lineare Abbildung 7y : R® — R
gibt, sodass

f(x+h) = f(x) + Tx(h) + o(||h])
fiir jedes h € R™ mit x +h € Q.

Der folgenden Satz sagt, dass eine stetig partiell differentierbare Funktion von n
Variablen tiberall differenzierbar ist und gibt auch die Formel der linedre Abbildung
Tk.

SATZ 2.26. Sei 2 C R" eine offene Teilmenge und f : 2 — R eine stetige partiell
differenzierbare Funktion. Dann ist f an der Stelle x = (x1,...,x,) € Q iiberall
differenzierbar und

N 9f

1 8[Ej

Ty (h) (x)(hi),

j=

wobei h = (hy, ..., h,) € R". Anders gesagt, gilt

(2.10) F(x+h) - f(x) = j—jj(x)(h» T o)

j=1

firh — 0, falls x + h € ).

BEwEIs. Wir fithren den Beweis nur fiir n = 2. In diesem Fall miissen wir beweisen,
dass

f(xo + ha,yo + ha) — f(20,%0)

2.11 Of(xo, Yo Of(xo, Yo
(2.11) _ f%xy) f<gyy>h2+o<||<hl,h2>||>

fir (hy, he) — (0,0). Wir schreiben
f(xo+ hi,y0 + ha) — f(x0,%0)
(2.12)  =f(zo+ h1,yo + ha) — f(xo + h1,y0) + f(20 + h1,v0) — f(0, y0)
=[f(xo + h1,90) — f(zo,y0)] + [f(xo + ha,yo + ha) — f(xo + 1, o)

Wir wenden den Mittelwertsatz auf die zwel Funktionen einer Variablen

hi +

= f(x,y0) und y = fxo+ hi,y)

an und erhalten

f(xo + hi,90) — f(w0,%0) = %(573/0)}&1

0
f(zo+ hy,yo + ha) — f(wo + h1,y0) = a—;j(ﬂfo + h1,m)hs
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wobei £ € (zg,20 + h1) und 1 € (yo,yo + h2) (wir nehmen an, dass 0 < h; und
0 < hy). Dann (2.12) wird

3f(fyy0)h n of (xo + h1,m)

ox ! dy ha

f(zo + hi,yo + ha) — f(xo,%0) =

und

f([EO —+ hhyo + hQ) . f(ffo,yo)— [af(g(; yO) hl 4 af(z(:)ya ?/0) h2:|

:&f(é}yo)hl . Of (xo + h1777)h2
ox Jy
_ {8f($0,yo)h1 4 af(x07y0)h2:|
ox oy
_ A (& vo) _ df (xo, Yo) h
ox ox !
+ af(x() + h’l? 77) . af<x07 yO) h2 )
oy oy
Daher und da
hy < |[(ha, ha)|| und hy < |[(h1, ha)ll

folgt

‘f(xo + h1,yo + ha) — f(20,y0) — [5f((:;o$, o) hy + 8f(2(;, %) h2:| ‘

af(£7 yU) (9f(x0, 3/0) af(iﬁ'o + hla 77) af(lba 3/0)
SH or  Or ”hﬁH Ay oy ”h2

S{ ’ {af(a‘g;yo) B af(gz; yo)} ‘ n ’ [af(xoazhlaﬂ) B (9f(2§; yo)} ‘ } (b, o).

Da £ — o und n — yo als (hy,hy) — (0,0) und die partiellen Ableitungen sind
stetig, strebt die rechte Seite mit (hy, he) — (0,0) gegen 0. O

KOROLLAR 2.27. Sei f : 2 — R eine iiberall differenzierbare Funktion. Dann ist f
stetig.

BEWEIS. Da f tiberall differenzierbar ist, gilt

N

B Ox;
j=1 "

(L0 2E09) 0+ o,

oxy " 7 Oy,

fx+h) = f(x) (x)(hs) + o(|[]])
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Daraus folgt, dass

"0
lim f(x +h) = Jim [f(X) +3 S () + o<||h||>]
0 0
—iny 709+ ( (5260105200 ) (b)) + ol
(*) 0 0
< 160+ Ji | (200w 760 ) | W o))+ oim)
0 0
= 160+t | (50052 00) | I+ oim)
= f(x),
wobei wir in (x) die Cauchy—Schwarz Ungleichung fiir das Skalarprodukt benutzt
haben. O

2.5.2. Der Gradient.

DEFINITION 2.28. Sei f : 2 — R eine partiell differenzierbare Funktion. Der Gra-
dient der Funktion f an der Stelle x € €2 ist der Vektor

_(9/x) O/
Vf(x).—( o o )|
mit Hilfe des Gradients kann folgendermassen geschrieben werden
(2.13) fx+h) - f(x) = (Vf(x),h) +o([|h]]),

fir h — 0, wobei (-, -) das kanonische Skalarprodukt bezeichnet. Gleichfalls
konnen wir die Gleichung (2.18) der Tangentialebene so schreiben

z = f(zo,v0) + (Vf(zo,y0), (x — To,y — Yo)) -

mit Hilfe des Gradients konnen wir auch die Richtungsableitungen aus der par-
tiellen Ableitungen berechnen. In der Tat sei e ein Einheitsvektor und ¢ € R, mit

t > 0. Dann (2.13) lautet
Floxt te) — £(x) = (V£(x),te) + oft) = H{VF(x),€) + oft)
fir t — 0". Daraus folgt, dass

i Tt te) — f(x)

t—0+ t

= (Vf(x),e)

und deshalb
(2.14) Def(x) =(V[f(x),e)|.
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BEISPIEL 2.29. Falls
22 + 2y
f(xayaz) T 3_2 )

suchen wir die Richtungsableitung von f in Richtung v := (2,1, —2) an der Stelle
(4,2,1).

Da [|v|| = /22 4+ 12 + (—2)? = 3, miissen wir den Eintheitsvektor e = £(2,1, —2)
betrachten.

Wir berechnen zuerst die partiellen Ableitungen

2
fy<xvy7 Z) = 3_ 2

242
- 22

Daraus folgt, dass
vf(47 27 1) = (f-’l:(47 27 ]‘)7 fy(47 27 1)7 fz(47 27 ]‘)) - (47 ]‘7 5) Y

sodass

Do(4,2,1) = (Vf(4,2,1), %(2, 1,-2)) = ((4,1,5), %(2, 1,-2)) = %(8 +1-10) = —% .

U

Aus (2.14) konnen wir auch herleiten, dass die Richtung V f(x) ist die Richtung
der maximalen Zuwachsrate der Funktion f an der Stelle x und dass die maximale
Zuwachsrate gleich der Norm des Gradients ist. In der Tat ist

Def(x) = (V[(z),e) = V()] |le] cos = |V f ()] cosb,

wobei 6 der Winkel zwischen den zwei Vektoren V f(x) und e ist. Da —1 < cosf < 1
ist, ist

—IVF (@)l < Def(x) < V(@) |-

Die maximale Zuwachsrate ist deshalb in Richtung 6 = 0, d.h. falls e parallel zu
V f(z) ist und sie haben die gleiche Richtung.

2.5.3. Geometrische Interpretation: die Tangentialebene. Sei n = 2.
Mit x = x¢ + h; und y = yg + ho schreiben wir (2.11)) wie folgt:

f(x7y> - f(x()?y())

(215) _ W(x et %{;%)@ — o)+ o(ll(, ) — (x0, o)1)

Wir mochten eine graphische Interpretation der Formel (2.11)) geben.
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Sei I'y der Graph der Funktion f: 2 — R und sei (x¢,yo) € Q. Falls wir I'y mit
der Ebene y = 1y schneiden, erhalten wir den Graph der Funktion

(2.16) frrx— fz,yo) -

Die partielle Ableitung nach x der Funktion f an der Stelle (¢, o) ist genau gleich
der an der Stelle zy ausgewerteten Ableitung der Funktion f¥,

(f#0) (z) = W

Daraus folgt, dass die Gleichung der Tangente zum Graph von f¥ an der Stelle
(x0,y0) lautet

Yy =%
z = f(xo) + (f*) (wo)(x — o)
= f(xo,yo) + —8f(g°$’y°) (x — x0).

Gleichermassen, falls wir I'y mit der Ebene = xy schneiden, erhalten wir den
Graph der Funktion

(2.17) f iy f(wo,y).

Die partielle Ableitung nach y der Funktion f an der Stelle (xg, o) ist die an der
Stelle y, ausgewertete Ableitung der Funktion *° f,

() (o) = 2]

Die Gleichung der Tangente zum Graph von *° f an der Stelle (xg, yo) ist

r =
z =" (yo) + (") (50) (Y — vo)
= f(zo,0) + W(y — %) -
Die zwei Tangenten durch den Punkt (xo, 3o, f(0, yo)) sind verschiedene und sie
spannen deshalb eine Ebene auf, die wir die Tangentialebene nennen.

Wir behaupten, dass wir die Gleichung der Tangentialebene aus der Formel (2.15))
lesen konnen. In der Tat ist die Gleichung

Of (o, yo)
ox (@

df (o, yo)

(2.18) z = f(z0,90) + — 70) + G—y(y — %)

linear und deshalb eine Ebene. Falls wir diese Ebene mit der Ebene x = x( scheiden,
erhalten wir die Tangente zur Graph von “° f an der Stelle (zg,yo). Analog ist die
Durchschnitt der Ebene in (2.18) mit der Ebene y = y, genau die Tangente zur
Graph von f¥% an der Stelle (zg, yo).



20 2. DIFFERENTIALRECHNUNG IN MEHREREN VARIABLEN

Falls wir (2.18) mit ([2.15]) vergleichen, sehen wir, dass
fa,y) =z +o([|(z,y) = (zo, yo)I)

fir (z,y) — (zo,yo). Das ist eine Naherungsformel zur approximative Berechnung
des Funktionwertes f(z,y), wenn (z,y) bei (zg,yo) liegt. Je néher der Punkt (z,y)
beim Punkt (zg,yo) liegt, desto besser ist die Naherung.

2.5.4. Kurven und deren Ableitungen. Wir haben bis jetzt reellwertige
Funktionen einer oder mehreren Variablen betrachten. Jetzt werden wir den Begriff
von Kurve in R" betrachten.

DEFINITION 2.30. Sei I C R ein beliebiges Intervall und sei
(2.19) f:1->R", t— (fit),..., fa(t))

eine Funktion. Wir heissen eine Kurve das Bild v := f(I) und wir sagen, dass 7 an
der Stelle ty € I stetig ist, falls fiir jedes € > 0 ein § > 0 gibt so, dass

(2.20) t—to] <6 = |If(t) —£(to)] <e.

Es ist einfach zu sehen, dass f : I — R™ genau dann stetig ist, wenn alle Kom-
ponenten f;, i =1,...,n stetig sind. In der Tat folgt aus

|fi(t) = fi(to)] < Z [£5(8) = fi(to)[> = [[£(t) — £(to) |

und aus der Stetigkeit von f die Stetigkeit von f;; i =1,... n.

Anderseit, nehmen wir an, dass alle f; stetig sind. Wir mochten beweisen, dass
fiir jedes € > 0 gibt es ein 0 > 0 so, dass (2.20) gilt. Sei n := \/Lﬁe. Wegen der
Stetigkeit aller f; : I — R, gibt es ein 9; > 0 so, dass

t—tol <& = |filt)— filt)) <n.
Daraus folgt, dass falls |t — tg| < d :=min{d; : i =1,...,n}, gilt

S50 = Flto)R < [ S =[S e e

DEFINITION 2.31. (1) Eine Kurve in R™ ist eine stetige Abbildung
f:1 —-R",

wobei I C R ein (eigentliches oder uneigentliches) Intervall ist.

(2) Die Kurve v heisst differenzierbar (bzw. stetig differenzierbar), wenn alle
Komponenten differenzierbar (bzw. stetig differenzierbar) sind. Die Darstel-
lung heisst eine Parametrisierung der Kurve +.

Falls man die Variable ¢ € I als Zeit und f(t) € R™ als Ort auffasst, beschreibt
eine Kurve die zeitliche Bewegung eines Punktes im R™.
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BEISPIEL 2.32. Sei r > 0. Ein Kreis vom Radius r in der Ebene wird durch die
Kurve

f:]0,27] = R*, t+ (cost,sint)
beschrieben. O
BEISPIEL 2.33. Sei xo € R™ und x € R™ \ {0}. Die Abbildung

f:R—-R", t—xy+1tx

beschreibt eine Gerade in R™ durch den Punkt xy mit Richtungsvektor x. 4
BEISPIEL 2.34. Seien r > 0 unc ¢ # 0 reelle Zahlen. Die Kurve

f:R—R> ¢+ (rcosr,rsint,ct)
ist eine Schraubenlinie.

BEISPIEL 2.35. Sei ¢ : I — R eine stetige reellwertige Funktion auf dem Intervall
I C R. Der Graph dieser Funktion kann als Kurve im R? aufgefasst werden:

f:1>R* tes(t,p0(t)).
DEFINITION 2.36. Sei I C R ein Intervall und

f=(fi,....fn): I > R"
eine differenzierbare Kurve. Fiir ¢t € I heisst

(1) = (fit),... [u(t)) €R"

der Tangentialvektor der Kurve f zum Parameterwert ¢t. Falls f'(t) # 0, heisst der

auf den Betrag normierte Vektor % Tangenten-Einheitsvektor.
Eine Kurve, die in jedem Punkt eine Tangentialvektor besitzt, heisst eine glatte

Kurve.

Geometrische Interpretation. Der Tangentialvektor f’(t) ldsst sich als Limes von
Sekanten auffassen, denn

() = tim £t + hf)L —£(t)

Physikalische Interpretation. Die Ableitung f'(¢) ist der Geschwindigkeitsvektor
im Zeitpunkt ¢ der durch f : I — R™ beschriebenen Bewegung (Grenzwert des
Quotienten aus Ortsdifferenz und Zeitdifferenz) und

1@ = VIAGRP A+ + [ fr ()]
ist dem Betrag der Geschwindigkeit.

BEMERKUNG 2.37. Eien Kurve f : I — R" braucht nicht notwending eine injek-
tive Abbildung darzustellen. Gilt f(¢;) = f(t2) =: x, so heisst den Punkt x ein
Doppelpunkt der Kurve. In x hat f in Allgemeinheit zwei verschiedene Tangen-
tialvektoren.
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BEISPIEL 2.38. Sei
f:R—-R* t (2 -1, —1).
Das Bild f(R) ist die Menge
f(R) := {(z,y) € R? : y* = 2° + 27}
und f hat einen Doppelpunkt fiir die Parameterwerte t = +1, dann es gilt
f(1) = f(=1) = (0,0).

ns- ParametricPlot[{t"2-1, t"3-t}, {t, -1.2, 1.2}]

Out5]=

Da f'(t) = (2t,3t* — 1), sind die zwei Tangentialvektoren
f'(1) = (=2,2) und f'(—-1) = (2,2) .
U

DEFINITION 2.39. Sei f : I — R™ eine stetig differenzierbare Kurve. Ein Param-
eterwert ¢t € I mit f'(t) = 0 (bzw. f'(t) # 0) heisst singuldr (bzw. reguldr) und
f(t) ist ein singuldrer (bzw. reguldrer) Punkt. Die Kurve heisst reguldr oder nicht
singuldr, falls £'(t) # 0 fir jedes t € I.

BEISPIEL 2.40. Sei
f:R—R*, ¢t~ (131
die Nielsche Parabel. Die Menge
f(R) = {(z,y) € R?: >0,y = £2*?}
ist das Bild der Kurve.
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—1 0 1

Wegen f'(t) = (2t,3t?) liegt fir t = 0 in der Spitze der einzige singuldre Punkt
der Neilsche Parabel vor.

2.5.5. Die verallgemeinerte Kettenregel. Wir mochten eine Verallgemeinerung
der Kettenregel lernen: sie ist noch nicht die allgemeinste Ketteregel, sie wird aber
niitzlich in verschiedenen Anwendungen sein.

Seix: R — Q C R" n > 1, eine vektorwertige Funktion der Variablen ¢ € R und
sei f: € — R eine reellwertige Funktion. Wir sind interessiert an die Verkettung

o(t) == f(x(1)).
Als ein Beispiel kénnen wir uns vorstellen, dass x den Bahn eines Satelliten darstellt

und f die Temperatur im Raum, sodass ¢ die Temperaturverlauf wirhend der Reise
des Satelliten darstellt.

SATZ 2.41. Wir nehmen an, dass X : R — Q C R", n > 1, und f : 2 — R stetig
partiell differenzierbar sind. Dann ist ¢ := fox : R — R auch stetig differenzierbar
und

o0 = LD gty + o LD ) = w0 %0

BEWEIS. Sei tg € R beliebig und setzen wir xo := x(to). Sei
(2.21) h = x(t) — x(tg) = x'(to)(t — to) + o(t — to) .
Wir mochten die Ableitung ¢'(t) = limy_, %ﬁft“) berechnen. Aus und
erhalten wir
o(t) — ot ) f(x()) = f(x(to))

f(Xo +h) — f(x0)
<Vf( 0); ) + o(||h]])
= (V£ (x0), X/ (to) (£ — t0)) + (V£ (x0), 0(t — t0)) + o(|[a]})
= (t —to)(Vf(x0),x(t0)) + (Vf(x0),0(t — o)) + o(|[h]]).
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Da h — 0 falls t — ¢, erhalten wir

fu %Z(to) — (Vf(x0),¥(t0))
0

2.5.6. Differentiation unter dem Integralzeichen. Als eine Anwendung
von Satz werden wir die Leibnitzsche Regel iiber die Ableitung eines Integrals
nach einem Parameter.

Sei f(-,t) : [a,b] — R eine mit der reellen Variable ¢ parametrisierte Funktion,
d.h.  wir betrachten f als eine Funktion einer Variablen = € [a,b], wobei ¢ ein
Parameter ist. Wir definieren

b
O (1) ::/ f(z,t)dx.

Zum Beispiel ist f(x,t) die elektrische Ladungsdichte eines Stabs der Lénge b — a
an der Stelle x zur Zeit t, so stellt ®(¢) die gesamte Ladung auf dem Stab zur Zeit
t.

SATZ 2.42. Unter geeigneten Stetigkeitsvoraussetzungen, gilt

%/bf(x,t)dx:/b—afg’t) dz .

BEWEIS. Sei ¢ ein beliebiger Punk im Definitionsbereich von ®. mit Hilfe von ({2.9)
an der Funktion ¢ — * f(t) angewendet (sehe (2.17])) schreiben wir

b b
@(t)—@(to):/ f(a:,t)dx—/ f(z,t) dz
~ [ et = S o) da

a

- /ab [%(t —to) +olt — to)] dz

b b
:(t—to)/a %dvao(t—to)/a dz .

Daraus folgt, dass

lim
t—to t— to

ot

Da t beliebig war, ist den Satz bewiesen. U

O(t) — d(t) _ /b of (z,to) dr

BEISPIEL 2.43. Sei a > 0. Wir mochten das Integral

1
“—1
/x dx
o logx

berechnen.
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mit Hilfe der Transformation y := + log x merken wir, dass

“—1 “—1
lim a =0 und lim * =,
+—0+ logx «—1- logx
sodass die Funktion z + — _1 stetig auf [0, 1] ist.
Mit
1
“—1
O(a) = / ’
o logz
folgt aus dem Satz[2.42] dass
1 1 1
0 z*—1 1 1
P'(a) = Z dx = / % dx = i = .
o Oa logz 0 a+1 o a+1

Daher ist

Da ®(0) = 0, ist

CD(a):/O vl =log(a+1).

log x

Es konnte sein, dass auch die Integrationsgrenze abhangig von ¢ sind
b(t)

O(t) = o flx,t)dx

d.h die Variable t an drei verschiedenen Stellen in die Definition von ¢ eingeht. In
diesem Fall, schreiben wir

wobei
v(t) = (a(t),b(t),) und  Fla,b,c) = / f(@, ) da
Aus der Kettenregel (Satz folgt
(1) = (VE(r(t)),r'(1))
= (Fa(r(1)), Fy(r(t)), Fe(r(t)), r'(1))
= Fo(r(t))a’(t) + Fy(r(£)b'(t) + Fe(r(t)) .

Aus dem ersten Hauptsatz der Infinitesimalrechnung erhalten wir, dass

b
— 2/ f(x,c)dr = —f(a,t)

Fy(r ab/f:ﬁc f(b,t).
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Daraus folgt, dass

d [ b(t)
(2.22)E “ f(z,t) dx:f(b(t),t)b’(t)—f(a(t),t)a'(t)—i—/() fe(z,t) dz.

a(t a(t

BEMERKUNG 2.44. Genau die gleiche Regel gilt auch im Fall die Funktion f auf
einem Definitionsbereich B C R™ mit n > 1 definiert ist. In diesem Fall wird das
Integral ein Integral in mehreren Variablen. Wir werden diese Art von Integralen
spater im Kurs studieren.

2.6. Implizite Funktionen

Sei Q C R? eine offene Menge und F : Q — R eine Funktion. Fiir jedes ¢ € R
sind die Niveaulinien Nr(c) Teilmengen von R?. Wir betrechten jetzt die Niveaulinie
Np(0), d.h. die Punkte

Ne(0) = {(2,y) € B2 F(z,y) = 0}.

Die zwei Variablen, x und y, sind im Graph I'r der Funktion unabhéngig von
einander: in der Menge Npg(0) sind daftir die zwei Variablen durch die Gleichung
F(z,y) = 0 verkniipft. Die Gleichung

F(z,y) =0

definiert y implizit als eine Funktion von = (oder = implizit als eine Funktion von
x), und zwar auch dann, wenn es nicht gelingt, die Variable y formelméssig durch z
(oder z durch y) auszudriicken.

Selten wird sich die Gleichung F'(x,y) = 0 als eine globale Funktion z — y(x)
schreiben lassen, da zu einem gegebenen z-Wert ohne weiteres mehrere verschiedene
y-Werte gehoren konnen. Das ist der Fall zum Beispiel der Funktion F(z,y) =
22 +y? — 1. Die Gleichung 2% +y? — 1 = 0 stellt den Einheitskreis dar und zu jedem
x-Wert x # £1 zwei verschiedene Werte gehdren.

BEISPIEL 2.45. Die Losungsmenge der Gleichung
(2.23) F(z,y) :=2*+y*> —3axy =0, a> 0 fest

ist das sogennante Descartessche Blatt.

Y

[ g
3+ 383 =3azy

y=¢(z)
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Fiir jedes x-Werte £ € R gibts es einen oder zwei oder drei y-Werte 7 so, dass

F(&mn) =0.

Fiir die meisten Punkte zo := (¢, yo) mit zj + y§ = 3azoyo konnen wir hingegen ein
kleines offenes Rechteck I’ x I” “finden” so, dass die Losungsmenge der Gleichung
dem Graph einer Funktion ¢: I’ — I”, x — ¢(x) darstellt, wobei I’ und I”
Intervalle sind. Wir sagen, dass es eine lokale explizite Darstellung x — p(z) der
Losungsmenge um zg gibt.

In der Tat sind der Ursprung und z; = (4'/3a,2'/3a) die einzige Punkte, wobei
diese Darstellung nicht moglich ist. Graphisch ist es klar.

Y Ao
2 e=(0,1)
/L J 7, = (41/3a,21/3q)
Zy
/'/I | xr
§ Iofh ZL'O Io+h

Man bemerkt auch, dass die Tangente zur Losungsmenge an z; eine vertikale Gerade
ist. Auf der anderen Seite hat der Graph von F' im Urspring 0 zwei Tangenten.
Man kann analytisch einfach verifizieren, dass diese zwei Punkte gefunden werden
konnen, als die Punkte, wobei die partielle Ableitung nach y verschwindet: fiir
7, ist es klar dass die Tangente zur Losungsmenge, als eine Funktion von y, eine
horizontale Gerade ist. Im Urspung ist eine der Tangenten auch eine zur y-Achse
parallele Gerade. (Wir werden aber in Beispiel ?? sehen, dass das nicht der Grund
ist.) In der Tat gilt

F(xy)—?)y —3ar =0 y? = ax
F(r,y) = 2> +¢° —3axy—0 23 + (ax)?? — 3ax(azx)V? = 0
_ 1/2
N y = (ax)
232 = 2432 oder z =0

= (z,9) € {(0,0), (4*3a,2Y3a)} .

Falls wir die Rollen der zwei Variablen x und y vertauschen, merken wir, dass die
zwei Punkte 0 und z; verschiedene Eigenschaften haben. Da F,.(z;) # 0, kénnen
wir eine lokale explizite Darstellung der Losungsmenge als y +— (y) finden; es
ist auch klar, dass um z; keine lokale explizite Darstellung der Losungsmenge als
x — @(z) gibt. Hingegen gibt es keines Rechteck um Ursprung, wobei eine lokal
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explizite Darstellung der Losungsmenge gibt. In der Tat verschwindet der Gradient
im Ursprung

VF(0) = (F,(0), F,(0)) = (32* — 3ay, 3y> — 3ay)|(z.4)=(0,0) = 0 .
Diese Beispiel illustriert eine allgemeine Sachverhalt.

SATZ 2.46. Sei F' : Q — R eine Funktion der Klasse C*', wobei ) C R? eine offene
Menge ist. Seien (¢, yo) € Q2 mit F(xg,1y0) = 0 und

Fy(xo,90) # 0.
Dann gibt es zwei Intervalle I' und 1", mit xo € I' und yo € I”, und eine Funktion

o:I'=> 1", x— p(z)

der Klasse C'(I'), deren Graph mit {(x,y) € Q : F(z,y) = 0}N(I'xI") iibereinstimmt.
Des Weiteren gilt
F (o, yo)
2.24 "(zg) = ———7=.
( ) # () Fy(0, yo)
BEWEIS. Die Idee des Beweises ist sehr einfach, die Durchfithrung aber sehr tech-
nisch. Wir werden deshalb nur die Idee geben.

Da F der Klasse C! ist, sind die partiellen Ableitungen stetig. Daraus und da
Fy(xo,y0) # 0, gibt es eine offene Kugel um (xo,yo) so, dass F(x,y) # 0 fiir jedes
(z,y) in der Kugel. Sei I’ x I"” ein Rechteck in der Kugel enthalten. Falls £ € I’
betrachten wir die Funktion

y e SF(y),
wobei $F(y) := F(&,y). Zur Vereinfachung nehmen wir an, dass F,(zg,y0) > 0,
sodass

(*F(y) >0
fiir jedes y € I”. Das heisst, dass die Funktion y — ¢F(y) monoton wachsend ist.
Falls man beweisen kann, dass
(2.25) SF(yo—k) < O0und $F(yo+ k) > 0,

kann man daraus erhalten, dass es nur ein ye € [yo — k, yo + k] mit *F(y¢) = 0 gibt.
Man kann deshalb die Funktion

(2.26) p: ' = 1", & (€)= ye
definieren. Da ¢ € [yo—k, yo+k| beliebig war, wurde die Funktion wohldefiniert
sein, und es wurde in der Tat I', = Np(0) N (I' x I”).

Um zu beweisen, miissen wir noch einmal den Satz benutzen und wir
werden es hier nicht machen.

Wir miissen jetzt (2.24) beweisen. Das ist einfach und wir werden die Kettenregel
benutzen. Wegen nnen wir

F(z,¢(x)) =0 fir jedes z € I'
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schreiben. Hieraus folgt nach der verallgemeinerten Kettenregel

Fo(w,0(z)) + Fy(x, o(2))¢'(x) =0,

sodass
Fy(x, p(x
o) - _Eople)
Fy(x, ()
Im Punkt (zq, p(z0)) = (20, yo) erhalten wir (2.24)). O

BEISPIEL 2.47. Wir betrachten noch einmal das Descartessche Blatt mit a = 1. Sei
z3 = (2/3,4/3) ein Punkt, deren Koordinaten die Gleichung

F(z,y) =2 +y* — 32y =0
erfiillen. In der Tat gilt

2\? 4\° 2 4 8 64 8 8+64—T72
Z) +(=) -3 c=—4+——-=——"=0.
3 3 3 3 27 27 3 27

und wir mochten die Steigung der Tangente an der Stelle z3 berechnen. Beide
partielle Ableitungen sind an der Stelle z3 nicht null

2 4 2\ 2 4 4-12 8
E (2 -)=3(2) -3.2="—""=_-2+9
(3 3) (3) 3 3 3#
2

2 4 4\? 16—6 10
F _ - = —_ — = —= .
y(3’3) 3(3) 3 3 3 3#0

Wir kénnten deshalb eine explizit Funktion = +— ¢(z) auf einem Intervall um

r3 = 2/3 mit F(z,¢(x)) = 0 definieren, oder auch eine explizit Funktion y — 1 (y)

auf einem Intervall um yo, = 4/3 mit F(¢(y),y) = 0. Da ¢ und @ eine die

Umkehrfunktion der andere sind, ist die Steigung der Tangente zum Graph I'y, an

der Stelle x3 = % die Reziprokal der Steigung der Tangente zum Graph I'y, an der
4

Stelle y3 = 3. Zum Beispiel fiir ¢ mit p(2) = 3 erhalten wir

(2 _Fulzs) 8 3 4
?\3)7 Fz;) 310 5

4

BEISPIEL 2.48. Man kann anwenden, um die bekannte Formel der Ableitung
der Umkehrfunktion herzuleiten.

Wir erinnern uns an die Situation. Sei f eine Funktion der Klasse C', sei f(zo) =
Yo und sei auch f’(zy) # 0. Dann existiert die Umkehrfunktion y — f~!(y) auf einem
Intervall um yo und
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sodass

(2.27) () o) =

f'(@o)

Wir werden diese Formel mit Hilfe von (2.24) erhalten. Um es zu machen,

definieren wir die Funktion der Klasse C!

F(z,y) == f(x) —y.

Dann ist F'(x,y) = 0 dquivalent mit y = f(x) und wir merken, dass F,(xo,yo) # 0.
Deshalb konnen wir den Satz [2.46] (mit den Variablen vertauscht) anwenden und
schliessen, dass wir die Gleichung F'(z,y) = 0 auf einem Intervall um den Punkt g,

nach z auflosen konnen. D.h. es eine Funktion

y = (y)

gibt so, dass f(z) = y auf diesem Intervall dquivalent mit x = (y) ist. Anders

gesagt, ist ¢/ die Umkehrfunktion von f auf diesem Intervall. Da
Fo(x,y) = f'(z) und Fy(z,y) = -1
folgt aus , dass
Fy(¥(y0): vo) 1 1

U0 0) = V00 = =% o) o) ~ Flolwo)) ~ Flao)

BEMERKUNG 2.49. Satz m gilt auch fiir eine Vektorvariable x = (z1,...

anstelle der reellen Variable z. In diesem Fall betrachten wir die Gleichung
F(zy,...,xn,20) =0.
Falls
F.(x10,...,Tn0,20) # 0
und F der Klasse C! ist, gibt es eine lokal definierte Funktionﬂ
X = 2 = p(X)
mit

F(x,0(x)) = 0.

Das heisst, eine Funktion, die auf einer Menge I’ x I” C R™ x R definiert ist, wobei

(1,05 --3%n0) €I’ und 29 € I".
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2.6.1. Anwendung. Wie am Anfang von §[2.6)gesagt, konnen wir den Satz
zu den Niveaulinien einer Funktion der Klasse C!' anwenden.

DEFINITION 2.50. Es sei f : Q — R eine Funktion der Klasse C!, wobei 2 C R™.
Wir sagen, dass p € Q ein reguldrer Punkt der Funktion f ist, falls V f(p) # 0.

SATZ 2.51. Sei f : R"™ — R eine C'-Funktion und p = (1, s, ..., ,) ein regulirer
Punkt der Funktion f. Dann ist die Niveaulinie N;(f(p)) in einem Intervall um
den Punkt p eine glatte Kurve. Ferner steht der Gradient V f(p) senkrecht auf der
Tangentia]raunﬂ an der Niveaulinie N¢(f(p)) im Punkt p.

BEWEIS. Wegen der Bemerkung zur Funktion
F(zy,...,x,) = f(z1,...,2,) — f(P)
angewendet, kann man die Gleichung

(2.28) P, o) = f(p) =0

auf einer Menge I’ x I"” nach z,, auflésen. Anders gesagt, gibt es eine auf I’ definierte
Funktion

(X1, Tp1) = 2=0(T1,. .., Ty 1)
der Klasse C! so, dass die Gleichung f(z1,...,2,-1) = f(p) innerhalb I’ x [”
Aquivalent mit z = ¢(xq,...,2,_1) ist. Der Graph der Funktion
(2.29) (X1, oy po1) = (1, o1, 0(X1, oo 1))

ist eine glatte Flache S durch den Punkt p und deshalb besitzt dort ein Tangential-
raum.

Falls r : [—¢,¢] — R" eine glatte Kurve ist, die auf der Flache S liegt und (d.h.
deren Komponenten die Gleichung (2.28) erfiillen, F(r(¢)) = 0) die r(0) = p erfiillt,
folgt aus der Kettenregel, dass

(VE(r(t),1'(t)) =0
und insbesondere
VF(p) L1 (0).

Dies Aussage ist unabhéngig von der Kurve r, sodass der Gradient senkrecht zur
Tangentialraum steht. O

KOROLLAR 2.52. Sei f: Q) = R, Q C R". Falls
(Vf(p)" == {xeR": (Vf(p),x) =0}.
ist
(Vf(p)" = TpNi(f(p).

2Falls n = 2 ist der Tangentialraum gleich der Tangente; falls n = 2 ist der Tangentialraum
gleich der Tangentialebene.
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BEISPIEL 2.53. Wir konnen jetzt besser Beispiel [2.45]erkliaren. Die Funktion F(z,y) =
23 + v — 3axy hat im Ursprung eine horizontale und eine Vertikale Tangente. Die
Tatsache, dass die Tangenten horizontale und Vertikale sind, ist nicht das Problem.
Um es zu sehen, kénnen wir zum Beispiel eine Drehung um 7/4 um den Ursprung
durchfithren. Die neue Koordinaten sind

1 1
—-= = 1
@ N=(A F)e@ D=F56ry o)
vV V2
und die Funktion F' in den neuen Koordinaten lautet

1 1

L L L L 1
-2 -1 o 1 2

In diesem Fall sind di Tangenten nicht horizontale oder vertikale. Aber der Gradient
verschwindet im Ursprung sowieso.

F,(0,0) = 3v2zy + 3az| (00 = 0
Fy(0,0) = 4% — 3ay| (0,0 = 0.

Der Grund ist, dass aus Tg0F = R? laut Korollar folgt, dass VF(0,0) = 0.
Der Ursprung ist ein singularer Punkt. 0

BEMERKUNG 2.54. Sei f: Q — R, Q C R? eine Funktion der Klasse C' und sei
F(xvsz) : f(xay) —Zz.
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Fiir jeder p € Q2 is N¢(f(p)) eine Nievaulinie und Ng(0) ist eine Niveauflidche. In
der Tat ist Ng(0) = I'y, wobei I'y der Graph von f ist.
Laut des Satzes 2.51]

VIp) L TN (f(p),

das heisst der Gradient V f(p) steht senkrecht auf der Tangente an der Niveaulinie
im Punkt p. Gleichermassen ist laut des Satzes [2.51

VE((p, f(P) L Tp.pp) Nr(0) .-
Falls
pr: R® — R?
(z,y,2) = (z,y)
die Projektion bezeichnet, ist
pr(VF(q)) = Vf(p),
wobei q = (p, f(p))-

2.7. Hohere Ableitungen, Taylorsche Formel

2.7.1. Funktionen der Klasse C*. Sei Q2 C R" eine offene Teilmenge und
f 2 — R eine partiell differezierbare Funktion. Die partielle Ableitungen von f
sind Funktionen auf einem (eventuell kleineren) offene Menge ' C Q definiert

af

X

Q) — R",
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fir i = 1,...,n. Wir konnen deshalb die partiellen Ableitungen der (ersten) par-
tiellen Ableitungen betrachten,

o’f 0 (of
Ox;0x; ~ Or; \ Oz,

und so weiter

oFf o 0 ok—1
81'1',68.%'%71 Ce 0$i1 o 8$in &Eikfl@xikfl Ce 8.1’i1 .
Man wird auch die Schreibweise
oFf

8$ik8$ik71 Ce 0371'1

- fwikxik—l < Tiq

benutzen.
Wir haben schon gesagt, dass eine Funktion der Klasse C! ist, falls die partiellen
Ableitungen existieren und sind stetig.

DEFINITION 2.55. Sei 2 C R” eine offene Teilmenge und k£ > 0 eine ganze Zahl.
Die Funktion f : Q — R ist der Klasse C*, falls alle partiellen Ableitungen bis zur
Ordnung k existieren und sind stetig. Wir schreiben f € C*(Q).

Zum Gluck miissen wir unter geeignete Bedingungen an der Reihenfolge der
partiellen Ableitungen nicht Aufmerksamkeit widmen.

SATZ 2.56. Sei f : Q — R eine Funktion der Klasse C?, wobei Q C R™. Dann ist

o’f  O*f
c%vi&cj N 8@8:[1 ’

BEwWEIS. Wir skizzieren den Beweis fiir n = 2. Der allgemeine Fall ist identisch. Sei
(x0,%0) € Q ein fester beliebiger Punkt. Es gilt

f(xo +t,y0) — f(z0,20)

fa(20,90) = lim

t—0

) —
t
fy(xo,90) = lirn F (o, o "Hi f(xo,%0)

t—0

Daraus folgt, dass

fe(xo, 90 + 8) — fu(o,y0)
S
= lim im0 f(x0+t7y0+si7f(3007y0+5) — limy o f(IOH’yO?;f(ﬁoyyo)
s—0 S

o flwo+tyo+8) — f(xo,yo +8) — flwo +t,y0) + f(0,%0)
=limlim )
s—0t—0 ts

fyx<x07 yO) - g_{%
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Gleichermassen gilt

T fy(xo—i_t?y()) _fy(‘r(byO)
Jay(T0, Y0) —11_{% ;

f(xo0,y0+5)—f(x0,%0)

. lim, g f(l“0+t7y0+8;*f(€00+t7y0) — lim, o !

o t—0 t

— lim lim f(xO + tayO + S) - f(x())yo + S) - f(xo + tﬁUO) + f(ffo,yo)
t—0 s—0 ts '

Um fyz (2o, Y0) = fay(Z0, Yo) zu gelten, miissen wir sicher sein, dass wir die zwei Limes
vertauschen konnen. Das ist genau, was die Stetigkeit der partiellen Ableitungen
garantiert. 0

2.7.2. Taylor-Entwicklung bei zwei Variablen. Man konnte die Taylor-
Entwicklung einer Funktion von n Variablen geben. Zur Vereinfachung werden wir
jetzt den Fall n = 2 betrachten.

Sei f: Q) — R eine Funktion der Klasse CV*! und sei zy := (x¢,%) € Q. Wir
suchen ein Polynom des Grades N, das die Funktion f in der Nahe des Punktes z,
das heisst an der Stelle

z =79 + Az = (29 + Az, yo + Ay)

y
m A
(zp+tAx, yo+HtAy)

approximiert.

T

Um die Taylor-Entwicklung einer Funktion einer Variable zu benutzen, betra-
chten wir die Funktion

@(t) = f(xo + tA.T, Yo + tAy) ,

die die Werte der Funktion f ldngs der Verbindungstrecke von (xg,yo) nach (zq +
tAx, yo + tAy) gibt. Insbesondere ist

®(0) = f(zo,y0) und ®(1) = f(xg + Az, yo + Ay) = f(2).

Nach der Taylor-Entwickung einer Funktion in einer Variable gilt

N
f(xo + Az, yo + Ay) = ¢(1) = Z
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wobel
1

Ry =

N (7)

fur 7 € (0, 1).
Mit Hilfe der Kettenregel, kénnen wir jetzt die Ableitungen ®((0) berechnen.
Wir fangen mit der Ableitungen and der Stelle ¢:

(1) = fulzo +tAT, Yo + tAY)Ax + fy (70 + tAT, yo + tAY) Ay
Q" (t) = [faz(mo + tAZ, yo + tAY) Az + fo,(xo + tAZ, yo + tAy)Ay|Ax
+ [fay (2o + tAZ, yo + tAy) Az + f,(xo + tAZ, yo + tAy)Ay|Ay
= [eaD2® + 2fu, AxAy + fr Ay°
D"(t) = [freaAw + fmyAy]Aa:Q + 2[faye AT + fryy Ay|AzAy + [fyye Az + fyyyA?/]ACUQ
FraaAT® 4 3 fray Ar? Ay + 3 fryy ATAY? + fypy Ay®

wobei alle Ableitungen an der Stelle (zg + tAz,yo + tAy) ausgewertet sind. Da
die Funktion der Klasse CN*! ist, ist die Reihenfolge der partiellen Ableitung night
wichtig. Man kann einfach die allgemeine Formel

T ar
200 =3 (1) g

k=0

A$r—kAyk

(wo+tAz,yo+tAy)

priifen. Daraus folgt, dass

=S (1)
20 =3 (1) 5t

k=0

Ax" R AR

(.’EO »yo)

Das Taylor-Polynom des Grades N der Funtkion f an der Stelle (¢ + Az, yo + Ay)
um (xg,yo) lautet

(2.30) pn(f, (x0,90))(Az, Ay) = Z 7! Z ( )axr k(‘?y

Jetzt miissen wir sicher sein, dass die Annaherung besser geht, als ||Az| — 0. Wir

merken zuerst, dass
|Az|) = /A" T Ay

Az"FAyE

(z0,%0)

und deshalb
|Az|, |Ay| < [|Az]].

Die Funktion f ist der Klasse CV*! und deshalb sind alle (N + 1)-te partiellen
Ableitungen von f stetig. Daraus folgt, dass fiir jedes K =0,..., N +1

8N+1f

!
axNJrlfkayk S .

(zo+TAzZ,yo+7AY)
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Daher gilt

\RNI — ; ‘q)(NH)(T)‘

(N +1)!
1 N+1 oNtLf
k OxN+1=k)yk

S(N+1)!§

C, N+1 N+1
< N+1
= (N+1)!k§< 2 )”AZ”

= C[|Az|™*".

N+1
AZL’N+1_k Ayk
(zo+TAZ,yo+TAY)

A N+1
C Az

A AR
ist
|Bx| < C[|Az]|¥* = of||Az]|Y).
Wir haben deshalb den folgenden Satz bewiesen:

SATZ 2.57. Sei f : 0 — R eine Funktion der Klasse CN*1, wobei Q C R? eine offene
Teilmenge ist. Sei zg = (zo,yo) € 2 und Az € R? so, dass zg + Az € . Dann gilt

f(zo + Az, yo + Ay) = px(f, (z0, 1)) (Az, Ay) + o(|| Az V),
wobei pn (f, (%0, yo)) (Az, Ay) in (2.30) gegeben ist.

Im Allgemeinen

SATZ 2.58. Sei f : Q — R eine Funktion der Klasse CN T, wobei Q C R™ eine offene
Teilmenge ist. Sei zg € 2 und z = zy + Az € ). Dann gilt
f(2) = px(f.2)(Az) + o(|| Az|Y),

wobei pn(f,z)(Az) das N-te Taylor-Polynom py(f,z)(Az) der Funktion f an der
Stelle z = zg + Az um z ist

N T

1 arf k k
py(f.2)(Az) =3 S | oAb Al
r=1 kl' o .. kn‘ kl 7777 =0 83:]{:1 . axﬁn 20
ki+...kn=r

2.7.3. Anwendung: Analyse von kritischen Punkten.

DEFINITION 2.59. Sei f: 2 — R eine partiell differenzierbare Funktion von n Vari-

ablen. Ein Punkt p = (x1,...,x,) € Q heisst ein kritischer oder stationdrer Punkt,
falls
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das heisst, falls

fo (@1, x,) =

0
Jao (21, y2,) =0

fon (X1, xy) =0.

DEFINITION 2.60. (1) Die Funktion f has ein globales Mazimum (bzw. ein
globales Minimum) an der Stelle p € Q, falls

f(x) < f(p) (bzw. f(x) = f(p)) fiir jedes x € Q2.

(2) Die Funktion f besitzt an der Stelle p € Q ein lokales Mazimum (bzw. ein
lokales Minimum), falls es ein € gibt so, dass

fx) < f(p) (bzw. f(x) > f(p)) fiir jedes x € Be(p) .

(3) Ein lokales Eztremum ist ein lokales Maximum oder ein lokales Minimum.

(4) Ein kritischer Punkt der Funktion f heisst ein Sattelpunkt, falls fiir jedes €
die Kugel B(p) Punkte x mit f(x) > f(p) und Punkte x mit f(x) < f(p)
enthalt.

Wir werden uns im Moment nur um das lokale Verhalten der Funktion kummern.
Die Analyse der globalen Extrema wird wir bis spater verschieben.

BEISPIEL 2.61. Die folgende zwei Funktionen besitzen bzw. ein lokales Minimum
(links) und ein lokales Maximum (rechts) im Ursprung.

Die Gleichungen sind bzw. f(x,y) = 2? +4* und f(x,y) = —2* — y?. Der Graph
der Funktion f(z,y) = 2® — 32 besitzt im Ursprung einen Sattelpunkt.
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Die Niveaulinien dieser Funktionen sind

Ll
-

J
N

Hier ist der Graph der Funktion f(z,y) = 2* — 3zy? mit den entsprechenden

Niveaulinien
W
>

Wir mochten jetzt systematisch die lokale Extrema einer Funktion lernen zu
finden.

Fiir die folgende Untersuchung nehmen wir an, dass die Funktion f der Klasse
C', oder besser, C? ist. Um das Verhalten einer Funktion in der Nihe eines kritischen
Punktes p zu untersuchen, benutzen wir das Taylor-Polynom der Funktion um p.
Da die erste partiellen Ableitungen am kritischer Punkt verschwinden, betrachten
wir das Taylor-Polynom des Grades zwei

0

pa(f,p)(82) = £(p) + (Vf(p), Az) + > Za%axk

Z (99@8@

Ax;Axy,
p

1
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Das homogene quadratisches Polynom an der rechten Seite heisst Hessesche

Fornfl

0x;0x
k=1 YTk

TjTk .
p

[(p+A2) — f(p) = 3Quisp(Ar.... Ar,) + of | Az,

wird das Verhalten dieser quadratischen Form (positiv definit, negativ definit oder
indefinit) die Art eines kritischen Punktes bestimmen.

Wir nehmen im Moment n = 2 an und wir werden spater den allgemeinen Fall
abhandeln. Die Hessesche Form fiir n = 2 lautet

Qo) (®,Y) = fea(P)2? + 2f2y(P)xy + f1y (P)Y” -
Intuitiv ist es klar, dass p ein lokales Extremum ist, falls

1
o0 (b + 82) — (p) = sen 5 Qucr (e, ) + of|Aa]))
in einer kleinen Kugel um p konstante ist. Das heisst, dass die Diskriminante

f2o(P) fyy(P) — f2,(P)

der Hesseschen Form positiv sein muss. Anderseits ist p ein Sattelpunkt, falls
sgn (f(p+ Az) — f(p)) in einer kleinen Kugel um p nicht konstante ist. Da die
Hessesche Form stetig ist, kann sie das Vorzeichen wechselt, nur falls sie irgendwo
verschwindet, das heisst

faz(P)fus(P) = f2,(P) < 0.
SATZ 2.62. Sei p € Q C R? ein kritischer Punkt der Funktion f : Q — R der Klasse
C?
(1) Falls for(p) fyy(P) — f2,(P) > 0 und foo(p) > 0 ist der Punkt p ein lokales
Minimum.
(2) Falls for(P) fyy(P) — f2,(P) > 0 und foo(p) < 0 ist der Punkt p ein lokales

Maximum.
(3) Falls foo(p)fyy(P) — f7,(p) <0 ist der Punkt p ein Sattelpunkt,

Wir werden den Satz nicht beweisen. Es ist aber klar, dass um f,.(p)fy,(pP) —

gy(p) > 0 zu sein, miissen die zwei partiellen Ableitungen f,,(p) und f,,(p) das

gleiche Vorzeichen haben. Falls das Vorzeichen negativ (bzw. positiv) ist, kann die
Funktion wir nur ein lokales Maximum (bzw. Minimum) an der Stelle p haben.

DEFINITION 2.63. Ein kritischer Punkt p heisst entartet, falls die Diskriminante der
Hesseschen Form verschwindet

faa(P) fyy(P) — x2y(p> =0.
3Die Schreibweise wird in Satz m klar sein.
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BEMERKUNG 2.64. Falls f..(p)fy,(P) — zy(p) = 0, ist der Punkt entartet und man

kann zu keine Schlussfolgerung kommen. In der Tat hat die Funktion f(z,y) =
23 — 3xy? im Ursprung ein Sattelpunkt, aber hat die Funktion g(z,y) = z%y* of-
fensichtlich im Ursprung ein lokales Minimum. In beiden Falle ist der Ursprung ein
entarteter Kritischer Punkt.

Plot3D[x*2*y*2, {x, -2, 2}, {V¥, -2, 2}]

Plot3D[x"3-3x*y, {x, -2, 2}, {y, -2, 2}]

BEISPIEL 2.65. Wir mochten die kritische Punkte der Funktion
f(z,y) = cos(x + 2y) + cos(2x + 3y)

bestimmen und deren Art diskutieren.

3w 3
msa- Plot3D[Cos[x+2y] +Cos[2x+3y], {x, -—, —x}, {v, -
2 2

Out[59])=

Wir fangen mit der Berechnung der partiellen Ableitungen
fe(z,y) = —sin(z + 2y) — 2sin(2x + 3y)
fy(z,y) = —2sin(z + 2y) — 3sin(2z + 3y)
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an. Falls f,(z,y) = f,(z,y) = 0, miissen
sin(x 4+ 2y) = 0 und sin(2z + 3y) =0

sein. Aus sin(x + 2y) = 0 folgt, dass auch sin(2z + 4y) = 0. Beim Vergleichen
sin(2x + 4y) = 0 mit sin(2z + 3y) = 0 leiten wir ab, dass y = kx fiir k € Z. Daher
und aus sin(z + 2y) = 0 folgt, dass z = nx fir n € Z. Die kritische Punkte sind
deshalb

Zni = (nm k), nkeZ.

Da die Funktion 27-periodisch ist, ist es genug das Verhalten der Funktion an den
Stellen zgy = 0,201 = (0,7),210 = (7,0) und z1; = (7, 7) zu analysieren. Aus der
Berechnung der partiellen Ableitungen

fuz(x,y) = — cos(x + 2y) — 4 cos(2x + 3y)
fay(x,y) = —2cos(x + 2y) — 6 cos(2x + 3y)
fyy(x,y) = —4cos(x + 2y) — 9 cos(2z + 3y)

erhalten wir

Zoo — (O, O) Aus

fer(0,0)= =1 —-4=-5  f,0,0=-2-6=-8  £,00)=—-4-9=-13
erhalten wir, dass
Fr2(0,0)£,,,(0,0) — f2,(0,0) = 65 — 64 =1 > 0.
Da f..(0,0) < 0 ist, ist (0,0) ein lokales Maximum.

Zy1 — (O, 7T> Aus

fox(0,7) = =1+4=3 fay(0,7) = —24+6=4 fyw(0,m) =—4+9=5
erhalten wir, dass
fm(OﬂT)fyy(OﬂT) - a?y(oaﬂ-) = 15 - 16 < O
Dann ist (0, 7) ein Sattelpunkt.

z19 = (m,0) | Aus

foe(m,0)=1—4=-3 foy(m,0) =2—-6=—4 fyy(m,0)=4—-9=-5
erhalten wir, dass
foa(m,0) fyy (m,0) = f2,(7,0) = 15— 16 < 0.
Da fu(m,0) < 0 ist, ist (0,0) ein Sattelpunkt.

z11 = (m,7) | Aus

foz(m,m)=1+4=5 foy(m,m) =24+6=38 fyy(m,m) =449 =13
erhalten wir, dass
Jaa (T, 70) fyy (0, ) — 12 (m,m) =65—064>0

Yy
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Da f..(0,0) > 0 ist, ist (0,0) ein lokales Minimum.

Hier sind die vier Punkte
wse- Show[Plot3D[Cos[x +2y] +Cos[2x+3 V], {x, ——, —:1']- {v, I 2 711,
2 2
Graphics3D[{{PointSize[Large], Point[{®, 0, 2}],
Point[{x, 0, 0}], Point[{0®, m, ©}], Point[{n, m, -2]]]}]]
\
\J
4
A
Cut{58]= !
)
\
:
N
3
3
und hier
os- Show[Plot3D[Cos[x +2y] +Cos[2x +3 V], {x, ——, =}, {v, —E, 2 7},
2 2 2

Graphics3D[{{PointSize[Large], Point[{0@, 0, 2}],
Point[{n, @, 0}], Point[{®, s, ®}], Point[{n, m, -2}]}}]]

ozl

kann man ein bisschen besser sehen, dass (7, 7) ein Sattelpunkt ist
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2.7.3.1. Der allgemeine Fall. Wir werden den Fall von n > 2 ohne Beweis illus-
trieren.
Man kann auch die Hessesche Form mit Hilfe der Hesseschen Matriz

92 9> 92

75 (P)  gan () - g (P)
H(f,p)= : : :

92 5> 92

g (P) mam®) o 55(p)

so schreiben

QH(f,p)(Z) = ZH(f7 p) ZT7

wobei z ein Zeilevektor und der trasponierten z” ein Spaltenvektor sind. Die Matrix
H ist symmetrisch und sie ist positiv definit (bzw. negativ definit) falls z Hz” > 0
(bzw. z Hz" < 0) fiir jeder z € R™ \ {0}. Man kann mit Hilfe der Eingenwerte der
Matrix bestimmen, ob die Matrix positiv oder negativ definit ist. Wir erinnern uns
an die Tatsache, dass die Eigenwerte einer symmetrischen Matrix alle reell sind.

SATZ 2.66. Sei A ein n X n symmetrische Matrix und sei
Qa(z) =zAz"
die entsprechende quadratische Form.
(1) Q ist positiv definit genau dann, wenn alle Eigenwerte von A positiv sind.
(2) Q ist negativ definit genau dann, wenn alle Eigenwerte von A negativ sind.
Fiir n = 2 erhalten wir den folgenden Satz, der aquivalent mit Satz ist.
SATZ 2.67. Sei f : Q — R eine Funktion der Klasse C?, wobei Q C R", und sei

p € Q ein kritischer Punkt.

(1) Falls alle Eigenwerte von H(f, p) positiv sind, besitzt f an der Stelle p ein
lokales Minimum.

(2) Falls alle Eigenwerte von H (f, p) negativ sind, besitzt f an der Stelle p ein
lokales Maximum.

(3) Falls H(f,p) besitzt positiv und negativ Eigenwerte, ist p ein Sattelpunkt.

Man kann die Aquivalenz einfach mit Hilfe von lineare Algebra sehen. Falls
n = 2 ist in der Tat

_ ([ faa(2) fry(z))
nrw = (f0) 1)
Die charakteristische Gleichung an der Stelle p
det(A\I — H(f,p)) =0

ist denn eine quadratische Gleichung

N = (faa(P) + fyy(P)A + (foz(P) iy (P) — f2,(P)) = O
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Falls A\; und )\, die Eigenwerte bezeichnen, ist

>\1 + )\2 = fccm(p) + fyy(p) und )\1 /\2 = fmm(p)fyy(p) - mey(p) :

(1) Falls fue(p)fyy(P) — f2,(P) < 0, haben die Eigenwerte verschiedene Vorze-
ichen und p ist ein Sattelpunkt

(2) Falls fur(p)fyy(pP) — f2,(P) > 0, haben die Eigenwerte das gleiche Vorze-
ichen. In diesem Fall gilt

fro(P) fyy(P) > 3y(p> >0,

das heisst, dass f;o(p) und f,,(p) das gleiche Vorzeichen haben miissen.
Da A; + A2 = fuou(P) + fyy(P), muss dieses Vorzeichen das Vorzeichen von
A1 und g sein.

2.7.4. Parametrisierung einer Flache. In §2.5.4 haben wir die Parametrisierung
einer Kurve v C R" gesehen. Das war eine Abbildung f : I — R", wobei I C R
ein Intervall ist, und v = f(I). Die Kurve v wurde von den Vektoren f(t), t € [
dargestellt.

Jetzt mochten wir etwas ahnlich fiir eine Flache ¥ machen. Wir betrachten eine
Funktion r : Q — R", wobei 2 C R?. Das Bild r(Q) wird die Fliche X beschreiben.
und wir erhalten eine Parametrisierung oder eine Parameterdarstellung der Flache

3.

BEIspIEL 2.68. Wir mochten die Flache Y finden, die

r:R* — R?, f(u,v) := (u,ucosv,usinv)

parametrisiert werden kann.
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nieo- ParametricPlot3D[{u, u*Cos[v], uSin[v]}, {u, -x, n}, {v, -7, m}]

Out{B0}=

Fiir jedes (u,v) € R? erhalten wir einen Punkt mit Koordinaten (x,y,z) =
(u,ucosv,usinv). Es gilt

y? + 2% = (ucosv)? + (usinw)? = u? cos v? 4+ u? sinv? = u?(cos v* + sinv?) = u® = 22,

sodass die Fliche ¥ ist der Graph einer impliziten Funktion z? = y? + 22. O

In diesem Beispiel haben wir die Flache identifiziert, deren Parametrerdarstel-
lung gegeben war. Normalerweise werden wir die Umkehrung machen: da heisst, sei
eine Flache gegeben, miissen wir eine Parametrisierung finden.

BEISPIEL 2.69. Wir suchen eine Parametrisierung des elliptischen Paraboloids

r=5y%+ 22 - 10.
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me4- Plot3D[5y*2+22z72-10, {y, -5, 5}, {z, -5, 5}]

Out[B4]=

In diesem Fall, ist die Fléche der Graph I'; einer Funktion (y, z) — f(y, 2), wobei

f(y,z) :=5y* +222 —10.

Deshalb konnen wir schreiben

r=5u+20"-10, y=wu, z=wv, fir (u,v) € R?,

oder

r:R* = R*  (u,v) — r(u,v) = (5u* + 20* — 10, u,0) .

BeispiEL 2.70. Wir mochten den Zylinder

2?4+ =25

parametrisieren.



48 2. DIFFERENTIALRECHNUNG IN MEHREREN VARIABLEN

In diesem Fall benutzen wir die sogenannte Zylinderkoordinaten:

r = pcoso
Yy = psin ¢
2=z,

wobei p > 0, ¢ € [0,27) und z € R. Um die Zylinderkoordinaten in kartesische Ko-
ordinaten umzurechnen, muss man sich nur vergegenwartigen, dass p und ¢ gerade
Polarkoordinaten in der zy-Ebene sind.

o= VTP
tang = £
z2=2z.
Fiir unsere Zylinder konnen wir die Parametrisierung
r:[0,27r) x R = R (¢,2) > r(¢,2) := (5cos¢,5sin ¢, z)
geben.
BEeispiEL 2.71. Wir suchen eine Parametrisierung der Kugel
2? +y? 4+ 27 =30.

In diesem Fall benutzen wir die sogenannte Kugelkoordinaten. Wir erinnern
uns zuerst an die Definition der Kugelkoordinaten. Ein Punkt auf die Erde kann
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durch die geographische Breite und die geographische Ldnge bestimmt werden. Die
geographische Breite ist der Winkel mit der mit dem Aquator und die geographische
Lange ist der Winkel mit dem Meridian von Greenwich. Gleichermassen kann ein
Punkt im R?® durch die drei Koordinaten (p, ¢,6) bestimmt werden, wobei p > 0,
¢ € [0,27] und 6 € [—Z,Z]. Hier bezeichnet p der Abstand vom Ursprung (der
auf der Erde schon bestimmt ist), ¢ der Winkel mit der xy-Ebene und 6 mit der
xz-Ebene. Die Formeln der Koordinatentransformation sind deshalb

r = pcos¢pcosl p =P +y + 22

(2.31) y =psingcosf  und ¢ = arctan?
z = psinf § = arctan x§+y2 .
z

\c(x, y,z) = (pcos@cosh, psin ¢ cos b, psinb)

O

BEMERKUNG 2.72. Verschiedene Autoren messen den Winkel 6 von der positiven
z-Achse aus; 0 variiert dann im Intervall [0, 7], und die Formeln in (2.31]) sind

geringfiigig zu modifizieren.

2.7.5. Der Suchalgorithmus fiir globale Extrema: mit Hilfe von einer
Parametrisierung.

LEMMA 2.73. Sei f : Q — R eine Funktion der Klasse C! auf einem Menge Q) C R™.
Ist p € Q ein lokales Extremum, so gilt V f(p) = 0.

BEGRUNDUNG. Sei p = (p1,p2). Falls V f(p) # 0, dann muss zum Beispiel f,(p) #
0 sein. Daraus folgt, dass 0 # f.(p) = (f??)'(p1) und p; kann kein lokales Extremum
fiir fP2 sein.

Man kann das auch geometrisch sehen. Falls V f(p) # 0, dann wéchst f in jeder
Richtung mit einem spitzen Winkel mit V f(p) zu und wéchst f in jeder Richtung
mit einem stumpfen Winkel mit V f(p) ab. O

Wir haben fiir eine Funktion einer Variable gesehen, dass sie immer auf einem
abgeschlossenen und beschrankten Intervall ein globales Maximum und ein globales
Minimum besitzt. Die Situation fiir eine Funktion mehrerer Variablen ist gleich, es
kann aber ein bisschen komplizierter die globale Extrema zu finden. Wir miissen
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zuerst die lokale Extrema finden, dann miissen wir die Funktion in den Randpunkten
untersuchen. Um es zu machen, konnen wir die Beschrankung der Parametrisierung
des Bereichs auf dem Rand betrachten.

BEISPIEL 2.74. Wir betrachten die Funktion
fz,y) == 2> — 1827 4 81z + 12y — 144y + 24y
auf dem Bereich

B:={(r,y) eR*: >0,y >0, v+y <10}

10

10
Wir setzen V f(z,y) = 0, wobei
Vf(x,y) = (32% — 36z + 81 + 24y, 24y — 144 + 247)..
Wir erhalten
{ 3% — 362 + 81424y =0 _ { 22— 120 + 28 + 8y =0
24y — 144 + 24x =0 y—6+4+z2=0

y=06—=x

{ 22— 122+ 28+ 8(6 — ) = 0 { 22— 20z + 75 =0 { (5,1) € Q
= 6— 1 =
y="6—

(15,-9) ¢ Q.
Der Punkt P, = (5,1) ist der einzigen kritischen Punkt in B enthalten.
Wir miissen jetzt die kritischer Punkte auf dem Rand untersuchen. Wir betra-

chten die drei Kante zuerst und dann die drei Spitzen.
Auf der unteren Kante {(z,0) : 0 < 2 < 10} untersuchen wir die Funktion

g1 :[0,10] = R, v+ f(z,0) =2° — 182% + 8lx.
Die Ableitung lautet
g1(z) = 32° — 36z + 81,

sodass aus ¢ = 0 x; = 3 und xo = 9 folgt. Wir haben deshalb an der Stellen
Py, =(3,0) und P5 = (9,0) zwei kritische Punkte.
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Auf del linken Kante {(0,y) : 0 < y < 10} untersuchen wir die Funktion
g2 :[0,10] - R, x> f(0,7) = 12y — 144y .
Die Ableitung lautet
gal) = 24y — 144,

sodass aus g5 = 0 y4 = 6 folgt. Wir haben deshalb an der Stelle P, = (0,6) noch
einen kritische Punkt.
Auf der dritten Kante {(10 — y,y) : 0 < y < 10} untersuchen wir die Funktion

93(y) =1(10 — y,y)
=(10 — y)® — 18(10 — y)*> + 81(10 — y) + 12y* — 144y + 24(10 — y)y
= =10+ 7oy — v,
deren Ableitung lautet
g5(y) = 75 — 3y*.

Aus ¢4(y) = 0 folgt y = £5, und nur der Punkt P; = (5,5) ist in B.
Wir miissen auch die Werte der Funktion f an der drei Kanten P; = (0,0),
P; =(10,0) und P = (0, 10) betrachten.

Fs Py P P;

Als Zusammenfassung unserer Untersuchung erhalten wir

P P, P P, B B P B
Punkt | (5:) [ (3.0) | 90)| _(0.6) | (55) | (0,0) | (10,0) | (0,10)
f(Punkt) | 68 108 0 -432 260 0 10 -240

globales | globales
Minimum | Maximum
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BEispiEL 2.75. Wir suchen die globale Extrema der Funktion
f(:C,y, Z) = _\/gx + 3y +2z
auf der Einheitskugel B := {(x,y,2) € R®: 2% + y? + 22 < 1} finden.
Da der Gradient Vf(z,y,2) = (v/3,3,2) # 0, besitzt f keine lokale Extrema
und die globale Extrema werden auf der Einheitssphére
S={(r,y,2) eR®: 2* +¢y* + 22 =1}
liegen. Die Parameterdarstellung von S lautet

x = pcos¢cosf = cos ¢cos b
y = psin ¢ cosf = sin ¢ cos 6
zZ = psinf =sinf,

wobei ¢ =€ [0, 27] and 0 = [—%, %] . Um die Ableitungen auf einem offenen Intervall

zu betrachten, werden wir 6 = (—5, 5) nehmen, sodass wir die Punkte (0,0,1) un
(0,0,—1) separat behandeln miissen. Die Funktion f auf S so parametrisiert lautet

f(¢,0) = —/3cos ¢ cos B + 3sin ¢ cos § 4 2sin f
= (—V/3cos ¢ + 3sin ¢) cos f + 2sin 6.
Wir berechnen die partielle Ableitungen und setzen sie gleich null

f5(6,0) = (v/3sing + 3cos ¢) cosd
fo(0,0) = (V/3cosp — 3sing)sinf + 2cosh.

Fir 0 € (—%, g) ist cos € # 0, sodass fy = 0 genau dann, wenn :g;f; = —\% = —/3.

das heisst, dass ¢ = %’r oder ¢ = %’r
Falls ¢ = 2{, folgt aus

0=f, (2?”,0) = <\/§ (—%) —3 (?)) sinf 4 2cosf,

—/3sinf + cosf =0 = sinf =

so dass

=0 =

| &

™
5
Gleichermassen folgt aus ¢ = %’T, dass

0=f (%ﬂe) = <\/§ (é) -3 (—\/;)) sinf 4 2cos 0,

\/§sin9+c086—02>sin9——?:>9——%.

so dass
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Wir haben deshalb zwei kritische Punkte
VTN (2T VT
376 3 6

der parametrisierten Einheitssphéire gefunden. Die entsprechenden Punkte auf S

sind
(V3 3 1 nd [ V331
P1 = 47 47 92 P2 = 47472 3

und wir betrachten auch die Nord- und Stidpol
ps = (0,0,1) und ps = (1,0,0)

die mit der obigen Parametrisierung nicht betrachtet werden konnen. Die Werte der
Funktion sind

fp1) =4,  f(p2)=—4,  f(ps) =2und f(ps) = 2.

Das globale Maximum ist 4 an der Stelle p; und das globale Minimum ist —4 an
der Stelle ps. O

2.7.6. Bedingt kritische Punkte, geometrisch betrachtet. In Beispiele[2.74]
und haben wir eine Parameterdarstellung der Seitenflichen der Bereich B be-
nutzt. Eine derartige Parameterdarstellung ist jedoch nicht immer greifbar, oder sie
kann zu umstandlichen Rechnungen fiihren.

Sei (2 eine offene Menge. Wir entwickeln hier eine Methode, um die Extrema
einer Funktion f : {2 — R zu finden, falls die n Variablen durch r Gleichungen der
Form

Fi(zy,...,z,) =0, Fy(x1,...,2,)=0,... , F(x1,...,2,) =0,

fir (z1,...,2,) € Q verbunden sind. Anders gesagt, definieren die r Gleichungen
eine Teilmenge S C () der Dimension d := n —r, wobei wir mit der Dimension einer
Teilmenge S C (2 die Dimension der Tangentialraum an jedem Punkt in S meinen.
Falls r = 1 und n = 3, ist die Teilmenge eine Flache. Wir werden deshalb auch in
Allgemeinen diese Terminologie (ausser falls die Fléche eine Kurve ist).

BEISPIEL 2.76. In R? definiert die Gleichung

22 P
Fle,y)=—5+35;-1=0

eine Ellipse mit Achsen [—a, a] in der z-Richtung und [—b, b] in der y-Richtung. Das

ist eine Kurve, das heisst eine d = n —r = (2 — 1) = 1-dimensionale “Fliche”.

BEISPIEL 2.77. In R? definieren die Gleichungen
r+y+z=0und 2z +3y+72z=1

eine d = n—r = (3—2) = 1-dimensionale Flache, das heisst eine Kurve (eine Gerade
in diesem Fall).
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BEIspIEL 2.78. In R™ definieren die Gleichungen
1+ 29+ 23 =0und 221 + 322 + T3 =1
eine d =n —r = (n — 2)-dimensionale Fliche.
DEFINITION 2.79. Sei f : Q — R eine Funktion der Klasse C! und S C € eine

d-dimensionale Flache.
(1) Die Funktion f hat an der Stelle p € S ein bedingt Maximum (bzw. ein
bedingt Minimum), falls
f)> f(x)  (bow. f(p) < f(x) fir jedes x € .
(2) Die Funktion f hat an der Stelle p € S ein bedingt lokales Mazimum (bzw.

ein bedingt lokales Minimum), falls es ein € > 0 gibt so, dass

fp) = f(x)  (bzw. f(p) < f(x)) fiir jedes x € SN Be(p).

In der Definition 2.59 haben wir die Definition eines kritischen Punktes mit Hilfe
des Gradientes gesehen; gleichermassen, haben wir in Lemma [2.73| eine notwending
Bedingung fiir die lokal Extrema auch mit Hilfe des Gradientes gegeben. Die Ver-
allgemeinerung zu den bedingt Extrema der Definition [2.59|ist die folgende:

DEFINITION 2.80. Sei f : © — R eine Funktion der Klasse C' und S C Q eine
d-dimensionale Flache. Der Punkt p € S ist ein bedingt kritischer Punkt von f
beziiglich S, falls der Gradient senkrecht auf der Tangentialebene zur Flache S ist

(2.32) Vip) LTp(5),
d.h.
(Vf(p),v) =0 fiir jedes v € T,(S5).

VORSICHT. Die Bedingung hier ist, dass der Gradient senkrecht auf der Tangen-
tialebene zur Flache S und nicht auf dem Graph ist! Vergleichen Sie mit dem

Satz 2.511

Man kann einfach verifizieren, dass diese Definition eines bedingt kritischen
Punkt im Fall die Flache gleich einer Koordinate-Achse oder einer Koordinate Ebene
mit der klassichen Definition [2.59| iibereinstimmt. Die folgende zwei Beispiele ver-
anschaulichen dies.

BEISPIEL 2.81. Sei f : R? — R eine Funktion der Klasse C* und sei
S={(r,y) eR*: y=0}.

Dann ist fiir xg € R
TS = {(z,0) : v € R}

und der allgemeine Vektor in T{4, 0)S ist v = (v1,0) fiir v; € R. Da

Vste00) = (P00 .0
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gilt
of af

V f(20,0) L T(z0,005 & <(%(:C0,0), a—y(%,O)) ,(v1,0)> fir jedes v; € R
of

Al
0
& a—i(xo,o) =0

(x0,0)v; = 0 fiir jedes v; € R

& (w,0) ist ein kritischer Punkt von f°(z) := f(z,0).

BEISPIEL 2.82. Sei f : R® — R eine Funktion der Klasse C* und sei
S ={(z,y) €R*: 2 =0}.
Dann ist fiir (29, ) € R?
TaowonS = {(x,9,0) : (z,y) € R?}
und der allgemeine Vektor in T{y, 40,005 ist v = (v1,v2,0) fiir (v1,v2) € R% Da

0 0 0
Vf(l’(]7 Yo, 0) = (8_£<x07 Yo, 0)7 a_i(xOJ Yo, 0)7 a_ﬁ‘(x(b Yo, 0)7) )
gilt
Vf(x(), Yo, 0) 1 T($019070)S

0 0 0
& < (a—i(xo, Y0, 0), a_i(xo’ Yo, 0), (’9_sz($0’ Yo, 0)) , (V19 0)>

fiir jedes (vy,vy) € R?
of
< or
0 0
Ang a_i(x()?yOaO) = 8_£(x07y07 O) =0
& (w0, Y0, 0) ist ein kritischer Punkt von f°(x) := f(z,y,0)

laut der Definition 2.59.

0
(%0, Yo, 0)vy + 8—f(a:0,y0, 0)vy = 0 fiir jedes (vq,vy) € R?
Y

U
Die Verallgemeinerung des Lemmas lautet:

LEMMA 2.83. Sei f :  — R eine Funktion der Klasse C* und S C Q eine d-
dimensionale Fliche. Falls die Funktion f an der Stelle p ein bedingt lokales Ex-
tremum besitzt, ist der Punkt p ein bedingt kritischer Punkt, das heisst ([2.32)) gilt.

Beweis. Falls V f(p) nicht senkrecht auf der Ebene T,,(S) steht, gibt es eine Rich-
tung e so, dass

Def(p) =(Vf(p),e) #0.
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Dann ist auch

D_of(p) = —De;(p) #0.

Daraus folgt, dass die Funktion f in der Richtung e an der Stelle p wéchst ab (oder
wéchst zu) und in der Richtung —e an der Stelle p wéchst zu (oder wéchst zu).
Daraus folgts, dass f in p kein lokales Extremum besitzen kann. U

BEISPIEL 2.84. Wir betrachten die Funktion

f($,y): Vl_xz_y2

auf Q := {(z,y) € R? : 22 + y*> < 9/16} definiert.

Wir suchen die bedingt lokale Extrema in diesen zwei Fille:
(1) auf der Ellipse
{(z,y) eR?: 42® + 16y° = 1}
mit Achsen [—1/2,1/2] und [—1/4,1/4];
(2) auf der Kurve I' = I'y U Ty, wobei

9 3
= {(m,y): x2+y2=ﬁundx+y21}

und

3
FQ::{(x,y): x+y=1,x>0undy>0}.
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Der Gradient der Funktion ist

Vﬂ%wz(

\/1—x2—y2’ \/1—x2—y2 7

der auf jedem Punkt in der Richtung des Ursprungs zeigt.

06
04
02

00

04+

NANNN Vv FFFAFEF
NANNN NN VA AFFEF ]
MMM NN N b KK FEE
- U N N N U D T R Y B g
e e e T T T I N A . A "
e Y lill".".""7
T, e e e e =
K B B T Y L . S N N
IIII!!!I#!K\\\\7
E AT A A L I T T U N N N
AAAA A AN NN
AAAA A A4 R ]
AAAAA AR RN
—I]I,G —6,4 —6,2 l]fD DIZ D‘A (]!6

57

(1) In diesem Fall sind (+1,0) und (0,%3) die Punkte, wobei der Gradient
senkrecht auf der Tangente zur Ellipse ist. Geometrisch ist es klar, dass die
) sind

Punkte (£3,0) bedingt Minimalstellen sind und die Punkte (0, +

bedingt Maximalstellen.
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(2) In diesem Fall ist der Gradient senkrecht auf der Tangente an jeden Stelle
der Kurve I';. Diese Punkte sind bedingt Minimalstellen. Der Gradient ist

senkrecht auf der Tangente zur Kurve I'y nur an der Stelle (z,y) = (

wobei die Funktion eine bedingt Maximalstelle besitzt.

3 3

878

),
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VAN
s
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In diesem Beispiel haben wir die geometrische explizite Form des Gradients be-
nutzt. In nidchstem Abschnitt werden wir eine Methode entwickeln, die die ge-
ometrische Kenntnis des Gradients nicht voraussetzt.

2.7.6.1. Die Methode der Lagrangeschen Multiplikatoren. Wir suchen eine Meth-
ode, um die bedingt kritischen Punkte einer Funktion f : 2 — R zu finden, wobei
die Nebenbedingung S C 2 C R” durch die Gleichung

(2.33) F(z1,...,2,) =0

definiert ist. Wir nehmen an, dass V f(x) # 0 fiir jedes x € S. Aus dem Lemma
folgt, dass ein bedingt kritischer Punkt die Bedingung

Vi(p) L Tp(5)

erfilllen muss. Die Gleichung F(z1,...,2,) = 0 eine Niveauflache der Funktion
F(z4,...,x,) beschreibt. Daraus folgt, dass der Gradient V F(x) senkrecht auf der
Niveauflache (2.33), und deshalb auf der Tangentialebene T, (S), steht (Satz [2.51).
Die notwendig Bedingung in Lemma deshalb lautet

Vf(p)=AVF(p),

wobel A € R ist.
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VFp)

Die bedingt kritische Punkte sind deshalb die Losungen des Systems der Gleichungen

{Vf (p) = AVF(p)

(2.34) Plp) =0,

Wir merken, dass das System ist nicht unbedingt lineér, aber ein eifach allgemeines
System von (n + 1) Gleichungen in den (n + 1) Variablen ist.

BEISPIEL 2.85. Wir suchen den maximale Wert des Produktes von n Zahlen
flxy, ... my) =21y,
wobei die n Zahlen die Bedingung
(2.35) Flzy,...;xp) =21+ +2,—5=0
erfiillen muss. Wir nehmen hier an, dass
x> 0 fir jedes 1 <k <n,

das heisst F': [0,00)> — R. Die Menge S der Punkte, die (2.35) erfiillen, heiss ein
(n —1)-simplex S in R™.

T3

]

S ry+zatag=s

Ty

N (n=3)

Da S abgeschlossen und beschrankt ist, besitzt f auf S ein globales Maximum und
ein globales Minimum. Weiter ist eine der Koordinaten auf der Kanten des Simplexes
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immer gleich 0: daraus folgt, dass die Funktion f auf der Kanten gleich 0 sein muss.
Der Wert 0 ist deshalb das globale Minimum und das globale Maximum wird in
einem (relativ) inneren Punkt p € S liegen. Um p zu finden, konnten wir eine

Parametrisierung von S = S~ 98 wie in § finden. Wir wenden stattdessen
die Methode der Lagrangeschen Multiplikatoren.
Das System ([2.34)) ist

[ fo(Tr, o xn) = A, (21, .. 1)
for (@1, oy xn) = AF (21, ..., Tp)

fo (X1, xn) = AF,, (21, ..., 2p)
. 1+ +xT,=5.

fzj(xl, c. ,.Z'n> =T1...051Tj41...Tn
und
F, =1,

J
lautet die j-te Gleichung
$1...I’j_1l’j+1...$n = )\

Wir konnen diese Gleichung mal z; multiplizieren, sodass das System ([2.34) wird

.
T1...Tn = AT,

Ti1...Tn = Ao

Ti1...Tn = Alp

( T1+ -+ Tp =5,

Die linke Seiten der ersten n Gleichungen sind gleich, deshalb miissen die rechte
Seiten unabhangig von j sein. Daraus folgt, dass der gesuchte kritische Punkt

T1 =Ty ="'""=2Xy S S
{ 144z, =5 ( y L2y ) n) ’ )

ist. Da

s s 5\"™

flxy, .. xy) §f<—,...,—> = (—)

n n
erhalten wir

S T1+...7

(xl...xn)l/” <zt

n n
Anders gesagt ist der geometrische Mittel von n nicht negative Zahlen immer kleiner
als der arithmetische Mittel. 0
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BEISPIEL 2.86. Wir kommen zum Beispiel [2.75] zuriick. Wir méchten jetzt die Meth-
ode den Lagrangeschen Multiplikatoren benutzen, um die bedingt kritischen Punkte
der Funktion

f(x’yaz) = _\/gx + 3y + 2z
auf der Einheitssphare
S(z,y,2) : {(z,y,2) €R®: 2* +y* + 22 =1}

zu suchen. Die bedingt kritischen Punkte sind die Losungen des Systems

Z(—VBr+3y+22) = A& +2+22—-1) [ —VB-2a=0
oy (TVBE 43y +22) = Agp(@® + 7+ 27— 1) ) 3-2y =0
o (—V3x 43y +22) = AL (2* +y’ + 27— 1) 2-2X2=0
2 +yP+22=1 L Py +i=1
(. _\3
T= "9
_ 3
= Z:?
A
4y +22=1

\

Die Bedeutung von A ist fiir uns nicht wichtig, wir miissen aber sowieso A finden
und die Werte von z,y, z in der letzten Gleichung ersetzen:

V3
= -
~ z=3 ~ z =41
A = 5
2 2
V3 32 1\2 _ —
<—ﬁ>‘+6ﬂ +(3) =1 A=E2.

Die bedingt kritischen Punkten sind deshalb
[ V331 Lo, — V3 3 1
b1 = 4 ) 47 9 und p2 = 4 ) 47 9 .

f(p1) =—4 und  f(p2) =4,

ist p; ein bedingt lokalen Minimum and ps ein bedingt lokales Maximum.

Da

Sei im Moment n = 3. Manchmal ist die Flache S C R? durch zwei Gleichungen
F(z,y,2) =0und G(z,y,2) =0

definiert. In diesem Fall ist die Fliche die Schnittkurve der Flachen ST und S¢, die
beziiglich durch F und G definiert sind. Sei p € S¥' N SY =: S. Die Tangente auf S
and der Stelle p liegt auf der Tangentialebenen Ty, (S*) und T}, (S%).
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SE. F(z,y,2)=0 * Vilp)

T,

VF(p)

Aus dem Satz fiir n = 3 stehen die Gradienten VF(p) und VG(p) senkrecht
auf der Tangente 75,(.S). Wir nehmen an, dass der Punkt p € S transversal ist: das
heisst, dass die Flichen ST und S¢ sich nicht beriihren, und die Gradienten V F(p)
und VG(p) spannen den Vektorraum

(To(9)*: i={v eR¥: v L TH(S)} = {A\VF(p) + uVG(p) : A\, u € R}.
Aus Lemma folgt, dass V f(p) € (T(5))*, das heisst
Vf(p) = AVF(p) + uVG(p)
fiir geeignete A\, p € R. In diesem Fall ist das zu losende System

Vf(p) = AVF(p) + uVG(p)
F(p)=0
G(p) =0.

2.7.6.2. Der allgemeine Fall. Set f : R"® — R eine Funktion der Klasse C'! und
sei S C dom(f) eine d-dimensionale Fléche, die durch die Gleichungen

Fi(zy,...,2,) =0,... ,F.(xy,...,2,) =0
definiert ist, wobei die Funktionen F; auch der Klasse C* sind und d =n —r.

DEFINITION 2.87. Die Lagrangesche Prinzipalfunktion ist
Dz, Ty Ay ey A) o= fa, o ) — Z)\ij(ajl,...,xn)
j=1

und die Koeffizienten \;, j = 1,...,r heissen die Lagrangesche Multiplikatoren.

SATZ 2.88. Die bedingt kritischen Punkte von f auf S sind die Losungen der Gle-
ichung

V@(l‘l,..‘,l‘n,/\l,...,)\r):O,
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d.h. des Systems

oxy,

O (g, A, N) =0 fiir 1<k <n
Fi(xy,...,2,) =0 fiir 1 <j<r.

Wir merken, dass wir (n 4 r) Gleichungen und (n 4 r) Variablen haben.

BEISPIEL 2.89. Wir betrachten das folgende Bild

—7¢ A

Die Punkte A := (0,—7) und B := (—7,0) sind fest und P und @ sind auf dem

Kreis
{(z,y) € R? : 2® +9* = 4}.
Die andere zwei Punkte P = (z,y) und @) = (u,v) sollten bestimmt werden so, dass
F(P.Q) = ||AP|* +|IPQ|* + QB

extremal wird.
Da wir die vier Koordinaten der Punkte P und () suchen, ist die Funktion f auf
R* definiert. In der Tat ist

Py w) = [0+ (g + 72 + (@ — 0+ (y = 0)?] + [+ 7 +07.
Die Nebenbedingungen sind die zwei Funktionen
Fy(z,y,u,v) = 2° +y*> — 4 und Fy(z,y,u,v) = u® +0° — 4.
und die Lagrangesche Prinzipalfunktion

q)(x,y,u,v,k,,u) :f(xvy’uvv) - )‘Fl(x Y, u, U) ,uFQ(x,y,u,U)
=[2"+ (W + 7]+ [z —w)?* + (¥ = )" + [(w+ 7)* + 7]
M2+ y?—4) — p(u® +0* —4).
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Das zu losende Systeme ist deshalb

=&, (z,y,u,v,\, 1) =20+ 2(x — u) — 2\

=&, (v, y,u, v, \, 1) =2(y+7)+2(y —v) — 2y
=, )=—2(x—u)+2u+7) - 2uu
= @, ) =—2(y —v) 4+ 2v — 2uv

= Fi(z,y,u,v) =2? +y> — 4

= Fy(z,y,u,v) =u® +0v? —4.

m :y?’l”[ﬂ/U?A ILL
AT,y u, v, A,

OOOOO

\

Wir multiplizieren die erste Gleichung mit —y, die zweite mit z, die dritte mit v
und die vierte mit —u und erhalten

(0= —2zy — 2(x — u)y + 2 zy = —dzy + 2yu + 2\zy
0=2x(y+7)+2x(y —v) — 2A\zxy = 4zy + 14z — 2zv — 2\zy
0=—-2(r—u)v+2(u+7)v—2uuv = —22v + 4uv + 14v — 2puw
0 =2u(y —v) — 2uv + 2puv = 2uy — 4uv + 2puv
0=F(z,y,u,v) =22 +y*—4

\O:Fg(m,y,u,v) =u?+0v2—4.

Die Summe der ersten zwei Gleichungen ist
(2.36) 2uu+ 14z —22v =0=>yu + 7z —2v =0,
und die Summe der dritten und vierten Gleichung ist
(2.37) 2pu+14v — 220 =0=>yu+ Tv —azv =0,
Aus den Vergleichen von und ( - folgt, dass
rT=0.

Aus dieser Gleichung und aus der Gleichungen F; = 0 und F; = 0 folgt, dass

v’ =u* =y =uodery=—u

(und z = v): Wir erhalten aus
v+ Te—2*=0.

Da 2% + 9% = 4, ist y?> = 4 — 22, sodass

1
y2+7x—x2:0:2x2—7x—420:x:40derx:—5

Die Punkte P und @ sind auf dem Kreis mit Radius 2 um Ursprung, sodass
2| < 2. Aus x = —5 und 2? + y* = 4 folgt, dass y = i@. In diesem Fall
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erhalten wir deshalb die Punkte

P = (—1 @> and Q = (E —l)

2" 2 27 2
1 V1 V1 1
Py= |-z, _vi and Q2 = ——57 ——
2 2 2 2

(und z = v): Noch einmal aus (2.36)) erhalten wir
—y+ T —2® =0,
die mit Hilfe von 22 4 y? = 4

Tr—4=0
wird. Dann is x = ‘—; und y = i%ﬁ < 2. In diesem Fall haben wir die
Punkte
4 65 6v5 4
p= (2 22 d0.=[-2¥2 2
(25 e (25
4 6v5 6v5 4
= (?7‘7) and Q= (7’?)

Die vier Paare von bedingt kritischen Punkten der Funktion f sind
(Pr, Qr) = (T, Yk, Uk, Vu) firl <k <4

und sie liegen wie folgt
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auf dem Kreis. Es ist offensichtlich, dass die Funktion f im Punkt (P, Q;) ein
Maximum und im Punkt (P, Q) ein Minimum besitzt. Man kann einfach priifen,
dass

d(Py, Q2) < d(Ps,Q3) = d(Py, Qs) < d(P1,Q1)-

In der Tat sind die Punkte (P3, Q3) und (P, Q4) Sattelpunkte, wir werden es aber
nicht beweisen. 0

2.8. Differenzierbarkeit, 11

Sei f: R — R eine Funktion. Dann ist die Differenzierbarkeit der Funktion mit
der Gleichung

(2.38) flx + Az) = f(x) + f'(x)Az + o(Ax)

aquivalent.

Wir haben versucht, den Begriff von Differenzierbarkeit in zwei verschiedenen
Richtungen zu verallgemeinern. Einerseits haben wir Funktionen f : R — R™
betrachtet, anderseits Funktionen f :R™ — R. Wir betrachten Funktionen

f:R" - R™,
wobei n,m > 1.

DEFINITION 2.90. Sei 2 C R™. Die Funktion f : 2 — R™ heisst differenzierbar an
der Stelle x € Q, falls es eine Lineareabbildung 7% (f) : R™ — R™ gibt so, dass

(2.39) f(x + Ax) = f(x) + Tx(f) Ax + o( || Ax])) .

Die Frage ist jetzt, wie man diese Lineareabbildung finden kann. Wir werden die
Lineareabbildung als eine Matrix finden und wir erinnern uns daran, was wir schon
gelernt haben.

eSeif:R — R™ =~ f(x) = (fi(z),..., fm(z)). Wir haben f differen-
zierbar definiert, falls jede Komponente f; : R — R differenzierbar ist, das
heisst, falls

file + Ax) = fi(z) + fij(x) Az + o(Ax) .

Wir konnen auch diese Gleichung als eine vektorielle Gleichung schreiben.
Das heisst, falls wir die Funktion f als einen Spaltenvektor betrachten

fi(x)
flz)=1 + |,

(1)
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schreiben wir

[ fulz + Ax) fi(z) + fi(x)Ax + o(Az)
f(x + Azx) = = :
| fm(2 + Az) fm(x) + fl (x)Az + o( Ax)
(2.40) [ fi(x) fi(@) 1
= : + : Az +o(Ax) |:
| fm(2) fm(@) 1
= f(x) + f'(x) Az + o(Ax)1,
wobei
fi(z) 1
f'(x) = : und 1 = |:
S (@) 1

e Falls f : R® — R, haben wir bemerkt, dass die Existenz der Richtungableitun-
gen keine richtige Verallgemeinerung der Differenzierbarkeit war. Wir haben
auch im Satz bewiesen, dass es unter geeigneten Voraussetzungen gilt

(2.41) f(x+ Ax) = f(x) + (Vf(x), Ax) + o(||Ax]|) .

Falls wir auch die Koordinaten eines Punktes als einen Spaltenvektor schreiben,
kénnen wir den Ausdruck (V f(x),Ax) als ein Matrixprodukt schreiben,
d.h.

(VI(x),A%) = |2£(x) .. 20
Falls f: R" — R™, ist jede Komponente f; eine Funktion f; : R" — R. Wir

kénnen deshalb probieren eine Formel wie (2.41) zu benutzen

filx+ Ax) = [f;(x) + (V/f;(x), Ax) + o(||Ax]]) .
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Wir setzen jetzt diese Gleichungen als die Zeilen einer Matrix

[ fi(x + Ax) f1(x%) +(Vf1(x), Ax) + o([| Ax|)
f(x+ Ax) = = :
fn(x + Ax) fn(%) + (Vi (%), Ax) + o[ Ax]])

fi(x) (Vfi(x), Ax)

=l | F : + o([|Azl])

f(x)] [V a(x), Ax)

[ fi(x) ] _g—ﬁ(x) . %(X) Axy

=0 @ |+ : | +o(l[Ax]])

| fin(X) | _%fTT‘(X) ng’:(x) Az,

= f(x) + Tx(f) (A)x + o || Az]|) .
DEFINITION 2.91. Die m x n-dimensionale Matrix

L) ... L(p)

Ofm Ofm
8=(p) ... Y=(p)
heisst Funktionalmatriz oder Jacobische Matriz der Funktion f : Q@ — R™ an der

Stelle p, wobei 2 C R".

Die Koeffizienten in der i-ten Zeile und j-te Spalten ist die partielle Ableitung
nach der Variable x; der i-ten Komponente f; der Funktion f. Andere Schreibweisen
der Jacobischen Matrix sind

ofr oft

Ox1 e Oxn

. . of 8(f1 7777 fm)

: : . 5], oder [a(xl ..... xn)i|
Ofm Ofm P
o0z et OTn p

Wie gesagt, die Jacobische Matrix ist die entsprechend der Lineareabbildung
T, (f) Matrix, falls die Lineareabbildung T, (f) existiert. Anders gesagt ist die Exis-
tenz der Jacobischen Matrix nicht genug, fiir die Differenzierbarkeit der Funktion f
an der Stelle p. Zum Beispiel haben wir schon in Satz m gesehen, dass eine O'-
Funktion differenzierbar ist. Die Umkehrung ist aber nicht wahr, das heisst es Funk-
tionen gibt, die differenzierbar sind, aber deren partielle Ableitungen nicht stetig
sind. Man kann sich einfach tiber diese Aussage schon fiir n = m = 1 iiberzeugen.
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BEispIEL 2.92. Die Funktion f: R — R

x?sin (L falls x # 0
0 falls z =0

ist fiir jedes z € R differenzierbar aber f’(z) ist im Ursprung nicht stetig. In der
Tat ist

f’(O) = lim M = lim hsin (%) =0,

h—0 h h—0

und

f(x) = {Qx sin (5) — sin (;) falls x # 0

0 falls z =0

ist an der Stelle x = 0 nicht stetig, da lim,_,q ~ (i) nicht existiert.

Wir haben auch im Korollar gesehen, dass die Differenzierbarkeit einer
Funktion f: Q — R, Q C R” genug ist, um die Stetigkeit der Funktion zu sichern.
Das ist auch so, fiir vektorwertige Funktionen.

SATZ 2.93. Sei f : Q) — R™ eine an der Stelle p € () differenzierbare Funktion, wobei
Q C R". Dann ist f an der Stelle p stetig.

BEISPIEL 2.94. Wir betrachten die Funktion

T = ucosv
r:R* - R* (u,v) =<y =usinv
_ 1
z =50,

eine Parameterdarstellung einer Schreubenflache der Ganghohe 1.
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mit Hilfe der Jacobischen Matrix der Funktion r

a( Ty Ty CosSv —usinv
M = = |[sinv wucoswv
8(7,[, U) - yu yv -

’ Zu %y 0 1/(2m)

konnten wir r(ug + Au, vy + Av) mit der Naherungsformel

cosv —usinv Au
r(ug + Au, vg + Av) = r(ug, vo) + |sinv  wcosv [Av] + o(||(Au, Av)||)
0 1/(2m)

(uo,’vo)

in der Nahe von einem Punkt (ug,v9) den Wert r(u,v) = r(ug + Au,vy + Av)
berechnen. In diesem Fall wird

cosv —usinv Au
r(ug + Au,vg + Av) >~ r(ug, vo) + |sinv  ucosv : [Av]
0 1/(2m)

(u0,v0)

Wir werden in Beispiel die Regularitat dieser Funktion untersuchen. U
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SATZ 2.95. Es seien

y:R" — R™, X — y(x)
und

z:R™ — RF, y — z(y)

zwei Abbildungen der Klasse C' und sei q := y(p) € dom(z). Dann ist die Jacobis-
che Matrix der Verkettung x — z(y(x))

), L), [
8X p 8y q 8){ p.
9z | ip Position (i,7) der matrix [g—)ﬂ

BEWEIS. Wir betrachten den Koeflizient

Ozj lp p’
mit Hilfe des Satzes 240l kénnen wir schreiben
gi
Ozi| _ N~ 9x| Oye| _ [a_ 02 a_} . [%] . {51]
- — 5 9 N Oy : — .
oz, — e . o, iy v Oye um | o o dy a ox v/ i)
Ox;

P

O

Auch fir Funktionen in mehreren Variables, kann man mit Hilfe der Ketten-
regel die Jacobische Matrix der Umkehrfunktion aus der Jacobische Matrix einer
originellen Funktion berechnen. Wir illustrieren es im folgenden Beispiel.

BEISPIEL 2.96. Sei
f:[0,+00) x [0,27) = R*~ {(0,0)}, (r,¢) f(r,¢) = (rcos¢,rsin¢)

die Transformation von Polarkoordinaten zu kartesischen Koordinaten, deren Umkehrab-
bildung

g R {(0,0)} = [0,400) x [0,27), (z,y) — g(z,y) = (v/22 + y2, arctan(y/z))

ist. Dann ist

[6(3:,31)' B {xr x¢] B {cosgb —rsingb]
or,¢)| ¥ Ys| [sing rcosg |’

Die Umkehrmatrix ist

d(z,y) 71_ [cos¢p  —rsin¢ 71_ cos ¢ sin ¢
o(r, ¢) _Sin¢ T COS @ N —%Singh %cos¢

und wir behaupten, dass das auch die Jacobische Matrix der Umkehrfunktion g
ist. Um unsere Behauptung zu verifizieren, miissen wir die partielle Ableitungen als
Funktionen von x und y schreiben. Da

COS¢:£L und sin¢:g: y

T /22 + 2 o2t y?
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ist

cos ¢ sing | xf 2 Ig o e omy] _ [O(r9)
e Sers] = [V o V] -l 2] - 5Es)

R 22442

O

2.8.1. Rang und Regularitat: Jacobische Determinante. Wir haben schon
den Begriff von Regularitit eines Punktes einer Kurve f : R — R™ (Definition
oder einer Funktion f : R" — R (Definition gesehen. Jetzt konnen wir diese
Definitionen zusammensetzen.

In diesem Fall wird der Begriff vom Rang der Jacobischen Matrix notig sein.
Wir erinnern uns aus dem Lineare Algebra Kurs, dass der Rang einer Matrix n x m
die Dimension des grossten nicht verschwindenden Minor ist. Man kann beweisen,
dass der Rang einer Matrix gleich der Dimension der Vektorraum, den von den
Spaltenvektoren (oder Zeilenvektoren) aufgespannt wird. Es ist klar, dass der Rang
einer (n x m)-Matrix M die Ungleichung

0 < rang(M) < min{n, m}
erfiillt. Der Rang einer (n x m)-Matrix M maximal ist, falls rang(M) = min{n, m}.

DEFINITION 2.97. Sei f : QO — R™ eine Funktion der Klasse C!, wobei 2 C R". Wir
sagen, dass ein Punkt p € Q ein requldrer Punkt der Funktion f ist, falls de Rang
der Jacobischen Matrix an der Stelle p maximal ist.

Wir merken, dass diese Definition die Definitionen und entspricht. Zum
Beispiel ist der Urspung der einzige Punkt der Nielschen Parabel in Beispiel [2.40],
der nicht regular ist. In der Tat ist die Jacobische Matrix der Funktion

f:R—R*, ¢t (131

5= %)

} ) = 0 < min{1, 2}, sodass der Ursprung nicht regulér
t=0

gleich

2

2t
ist. In Definition 2.50] ist

Im Usprung ist rang ( Ft

rang (%) = rang(V f)
und der Rang ist maximal genau dann, wenn V f # 0.
BEISPIEL 2.98. Wir betrachten noch einmal die Funktion in Beispiel [2.94] In diesem
Fall ist

cosv —usinv
—]: sinv  wcosv | = [r, )

0 1/(27)
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Da
i J k
: L1 .
r, xr, =det | coswv sinv 0| =—sinvi+ — cosvj + uk,
. 1 2 2m
—uSinv UCOSV 5-
und
rw X To|? = —= + 42 > 0
u v 47’[’2
fiir jedes (u,v) € R?, sind die Spaltenvektoren linear unabhiingig. Daraus folgt, dass
die Parameterdarstellung der Scharubenflache nur regulédren Punkte besitzt. U
Falls n = m, konnen wir die Bedingung der Rangsmaximalitat einfach for-
mulieren.

DEFINITION 2.99. Sei f : Q — R” eine Funktion der Klasse C'! und sei p € €2, wobei
Q C R". Die Jacobische Determinante von f an der Stelle p ist

Je(p) := det [g—i}p :

Dann ist p € Q ein reguldrer Punkt, falls Jg(p) # 0 ist.
Der folgenden Satz wird nicht bewiesen werden:

SATZ 2.100 (Der Unkehrabbildungssatz). Sei f : 2 — R" eine Abbildung der Klasse
C! und sei p € Q ein regularer Punkt. Dann gibt es ein ¢ > 0 so, dass die Ein-
schrankung

f Be(P): B€<p) — f(Be(p))
von f auf B.(p) bijektiv ist, und die Umkehrfunktion

g: f(Bc(p)) = Be(p)

auch der Klasse C! ist.

Wir werden den Beweis nicht fiihen, wir mochten aber merken, dass der Beweis
des Satzes keine explizite Forme der Umkehrabbildung gibt.






CHAPTER 3

Integralrechnung in mehreren Variablen

3.1. Das Riemannsche Integral in R"”

Das Riemannsche Integral in R wurde mit Hilfe der Riemannschen Summen
definiert. Um das Riemannsche Integral in R™ zu definieren, brauchen wir eine
Verallgemeinerung des Begriffs von Intervall.

DEFINITION 3.1. (1) Ein Quader @ in R™ ist ein Produkt von Intervallen
Q = H Ij )
j=1
so dass

Q= {(ml, oo xp) €R":xj e I; C Rist ein Intervall}

(2) Der Elementarinhalt von @ is
@ =] Il
j=1

wobei |I;| die Lénge von I; bezeichnet.
(3) Eine Zerlegung eines Quaders Q C R™ ist eine Familie von disjunkten
Teilquadern P = {Q; : 1 <1i < K}, deren Vereinugung ist @

Q=]
i=1
(4) Die Feinheit einer Zerlegung P = {Q; : 1 <i < K} eines Quaders ist

0p := max diam Q);,
1<i<K

wobei diam Q; := sup, o, [z — y|-

75
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2l

T4l Q4

7| Qs

1L Q2

Q1

12
| | |
| | |
| | |
| | |

1 2 3

BEISPIEL 3.2.

1
Q=[1,3] x {5,2} ist ein Quader in R?,

1
dessen Elementarinhalt ist (@) = (3 — 1) x <2 — 5) = 3;

P ={Q1,Q2,Q3,Q4} ist eine Zerlegung von ), wobei

Q1 = [1,2] x {%1] _

2
= diam @, = sup |\33—ZUH:\/(2_1)2+<1_1) :g

xyyte

and 1(Q1) = (2 — 1) x (1%):%

Qs =[1,2] x [1,2] = diam Qs = V2 und p(Qs) = (2—1) x (2—1) =1
Q1 =1[2,3] x -2,2] =>diamQ4:€ und p(Q4) = (3 —2) x (2_£> :i‘

V4l
Daraus folgt, dass dp = > die Feinheit der Zerlegung P ist. Man kann auch

4
1 5 1 2 1+4 12
verifizieren, dass 3 = u(Q) = Zu(Qj) =3 + 1 +1+ 1- —Iﬁ# =

J=1
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Wir mochten auf Quadern Treppenfunktionen integrieren. Wir definieren die
charakteristische Funktion xs einer Teilmenge S C R"™ als

1 xe8

R = R = )
Xs — R, x— xs(x) {O x¢ S

DEFINITION 3.3. (1) Eine Funktion f : @ — R auf einem Quader @ heisst
Treppenfunktion, falls f eine Darstellung der Form

(3 £ = eno, ()

J=1

besitzt, wobei P = {Q; : 1 < j < K} eine Zerlegung von () ist und ¢; € R,
1 < j < K sind Konstanten.
(2) Das Riemannsche-Integral einer Treppenfunktion wie in (3.1]) ist

/Qfdu = /Q (é CjXQJ) dp = é%’ﬂ(@j)-

B P el e ——

BEMERKUNG 3.4. Die Definition des Riemannsche Integrals ist unabhangig von der
Zerlegung von () im folgenden Sinn.

DEFINITION 3.5. Seien P = {Q; : 1 <i < K} und P = {Q; : 1 < j < L} zwei
Zerlegungen des Quaders (). Wir sagen, dass P eine Verfeinerung von P ist, falls
jedes @; in einem Quader @); enthalten ist.

BEISPIEL 3.6. Falls P = {Q; : 1 < i < K} und R ={S,: 1 <1 < M} zwei
Zerlegungen von () sind, ist

PNR={Q;NS:1<i<K, 1<1<M}

eine Verfeinerung von beiden P und R.
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PR

O

Es ist klar, dass, falls P eine Verfeinerung von P ist, L > K sein muss. Ins-
besondere, falls P = {Q; : 1 <i < Kp} eine Zerlegung von @ ist, muss Kp — o0
gehen, als 0p — 0 strebt.

Jetzt konnen wir endlich das Riemannsche Integrierbarkeit einer beschrankten
Funktion.

DEFINITION 3.7. Sei f : Q — R eine Funktion, wobei ) C R"™ ein Quader ist. Sei
P ={Q,...,Qk,} eine Zerlegung von ) und sei x; € @), ein beliebiger Punkt, fiir
j=1,..., Kp. Wir sagen, dass f Riemann integrierbar auf @) ist, falls

lim Zf(xj),u(Qj) existiert.
-1

In diesem Fall, ist

| 560 = fim 3 05 )02)

das Riemannsche Integral der Funktion f auf Q.

Anders gesagt, ist fQ f(x) du(x) der Limes des Integrals der Treppenfunktion

Kp

tr(x) = ZCjXQj (x),

j=1
wobei ¢; 1= f(x;).
BEMERKUNG 3.8. Es ist einfach zu sehen, dass die Riemann Integrierbarkeit und

das Riemannsche Integral einer Funktion f unabhangig von der Zerlegung P und
von den Punkte x; € @); sind.
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Falls f > 0 auf Q@ C R? ist, sollte das Riemannsche Integral das Volumen V; g
des Festkorpers

(3.2) Kig ={(z,y,2): (2,9) €Q,0< 2 < f(x,y)}

zwischen dem Graph der Funktion f und dem Quader @ sein. Das Volumen Vy g,
des Festkorpers Ky g, zwischen dem Graph der Funktion f und dem Quader Q;
kann durch

Vi, = f(x;)u(Q;)

approximiert werden und

| 5600 = 3 Vi,

Daraus folgt, dass
k

/Q 100 ) ~ 3 e (@)

j=1
Die Frage stellt sich, welche Funktionen Riemannsche integrierbar sind.

(1) f stetig auf Q: Falls f auf @), und deshalb auf Q; stetig ist, besitzt f auf
Q_j ein Minimum und ein Maximum. Seien X; i, und X; max die Stellen, wo
das Minimum und das Maximum erreicht sind. Dann ist fiir jedes x € @Q);

f(Xjmin) < f(x) < f(Xmax)

und, falls Vo das Volumen des Festkorpers Ky ¢ zwischen dem Graph der
Funktion f und dem Quader () bezeichnet, ist

foymm QJ)<VfQ<ZfXJmax u(Q;) -

Falls 0p — 0, streben f(X;min) und f (X max) nach dem Wert der Funktion
f auf dem infinitesimalen Quader und

Jll:l:r—l;lozf ijln Q] - hm Zf X]max (Qj)7

sodass fiir jedes x; € Q;

Via = [ 700dut0) = Jim 3= fx,)u()

(2) f beschrankt und fast iberall stetig: Wir werden mehr iiber diese Bedingung

sprechen (§[3.1.2]).
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BEMERKUNG 3.9. Falls x € R", bedeutet die Notation dju(x) “ein kleines bisschen
von einem n-dimensionalen Volumen an der Stelle x”. Wir werden aber auch die
folgende Schreibweisen benutzen

dx, du(z,y), du(x,y,z), dA (falls n=2), dV (falls n=3).
In Kapitel 3 werden wir anderen Arten von Integralen sehen.

EIGENSCHAFTEN (Eigenschaften des Riemannsche-Integrals). Seien f,g : @ — R
Riemann-integrierbar tiber () und seien o, 3 € R. Dann ist:

(1) (Linearitét)
af +pg)dp=ao | fdu+p3 dp .

(2) (Monotonizitit) Falls f < g, ist

/Qfdué/diu-
/QfdMEO,

falls f > 0 auf () ist. Daraus folgt, dass fiir jede f Riemann integrierbar
und beschrankt auf ()

/ fdu] < [ 17t < sup £@)n(@
Q Q z€Q

Insbesondere ist

gilt.
(3) (Additivitit des Bereichs) Falls P = {Q; : 1 <1i < K} eine Zerlegung von
@ ist und falls f : () — R Riemann integrierbar ist, gilt

K
= .
/qu ;Qifu

3.1.1. Der Satz von Fubini auf einem Quader. Wir werden spater se-
hen, geometrische und physikalische Grossen, die sich als Integral auffassen lassen.
Im Moment werden wir eine dringendere Frage antworten: Wie kann man das
Riemannsche-Integral berechnen? Wir betrachten den Fall n = 2, der allgemeine
Fall ist identisch.

Wir betrachten den Festkorper K¢ wie in (3.2))

Ko ={(r,y,2): (x,y) €Q, 0< 2 < f(z,9)}
wobei Q = [a, b] X [c,d]. Fir jedes x € [a, b] ist

/fxy
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die Flache des Bereichs V;, das durch die Durchschnitt zwischen K g und der Ebene
x = const. definiert ist.

a(f): z=flz,y)

Wir betrachten jetzt eine Zerlegung {a = o, x1,...,2ny_1,2y = b} des Intervals
[a,b]. Sei Vi, 1 < k < N, das Volume des Festkorpers zwischen der zwei Flachen
Vi, und V;, und beschrinkt von z = 0 und z = f(x,y) . Falls 24_; und z;, sehr
nebeneinander sind, ist A(zy) ~ A(xr_1) und

Man kann dann schreiben

N N
Via=> Vi~ Y A(m)u(ly),
k=1 k=1

wobel Ik =T — Tk—-1-

Daraus folgt, dass
N
/Qfdu = Vig =Y Alwy)pu(ly).
k=1

Die Summe fo:l A(zy)p(1y) ist eine Riemannsche Summe fiir das Integral fab A(z)dx

so, dass
Aﬂwft“”“:l%[%@w@)w.
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Aus Symmetriegriinden gilt auch

Aﬁmz[%LUWMM>@.

Wir haben deshalb den folgenden Satz:

SATZ 3.10 (Fubini). Sei Q = [a, b] X [c, d] C R? und sei f auf @ Riemann integrierbar.
Dann gilt

éfwzlxlﬁmw@)mszlwam)w

BEIspIEL 3.11. Wir berechnen das Integral
/ (zsiny — ye”)du,
Q
wobei Q = [—1,1] x [0, 5]. Da die Funktion f(z,y) = xsiny — ye” stetig auf @ ist,

ist die Funtkion Riemann integrierbar. Wir konnen deshalb den Satz von Fubini
anwenden so, dass

w/2 1
/(x siny — ye®)du = / (/ (rsiny — yex)dm) dy .
Q 0 -1

Wir fangen mit der Berechnung dieses Integrales an. Wir halten y fest und integri-
eren nach x.

1 2
/ (rsiny — ye®)dr = (% siny — yex)
-1

Daraus folgt, dass

w/2 1
/ (xsiny — ye¥)du = / (/ (xsiny — yew)d:c) dy
Q 0 —1
w/2 1 /2 1 2
:/ <—ey+y>dy:(——e)/ ydy:(——e)W—.
0 e e 0 e 8

Man kann auch leicht verifizieren, dass

1 w/2
/(msiny—yex)d,u—/ / (xsiny — ye®) dy | dz
Q -1 \Jo
= /1 —X COs 1 2e”
=/ v 5y

r=1
= —ey+ g.
e

r=—1

y=m/2 1
da;:/ (—7%e"/8 + x) dx

1

y=0
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BEISPIEL 3.12. Sei f : [0,1] x [0,1] — R die Funktion

o) = xele) (- 5)

In diesem Fall gilt den Satz nicht. Und zwar

/01 Xq(z) (y - %) dy = xo(z) /01 (y - %) dy = xo() (%?ﬁ - %y)

so dass f01 (f; xe(@) (v — 3) dy) dx = 0, aber

[ e (5-3) = (4-3) [ xolwya

existiert nicht. Der Grund ist, dass die Funktion f nicht Riemann integrierbar auf

Q ist. 0

3.1.2. Integration iiber allgemeineren Bereiche. Sei () C R"” ein beschranter
Bereich und sei f : 2 — R eine beschrankte und stetige Funktion. Wir mochten das

Integral
/ F(x) dx
Q

berechnen. Sei ) C R" ein Quader, der den Bereich €2 enthalt, 2 C . Wir

definieren
o f(x) xe
Frort(x) 1= {O X e\

und setzen

/Q F(x) dx = /Q fon () .

Das Integral an der rechten Seite existiert, falls fr,« “fast tiberall stetig () ist”. Da
f auf € stetig ist, bedeutet die Aussage, dass 0€) nicht zu “kompliziert” istE]. Fiir
n = 2 ist es zum Beispiele den Fall, falls €2 ein y-einfacher oder z-einfacher Bereich
ist (Definition[2.17). Dann kénnen wir eine Verallgemeinerung des Satzes von Fubini
festlegen:

SATZz 3.13 (Fubini). Sei B ein y-einfacher Bereich, d.h.
B={(z,y): a<z<b ¢(x) <y <o)},

IMan kann meistens Teilmenge in R™ messen. “Nicht zu kompliziert” bedeutet, dass die
Messung der Menge verschwindet
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wobei ¢ und v stetig auf |a,b] sind und sei f : B — R eine Riemann integrierbar
Funktion. Dann ist

| tydnten) = [ b ( /¢ Z:E) F) dy> x|

Analog, falls

B=A{(z,y): c<y<d,o(y) <z <y}

mit ¢, 1 stetig auf [c,d] ein x-einfacher Bereich ist, gilt

f(z,y) dp(z,y) = f(z,y)dz ) dy.
B Cd ¢Z/()y)

BEISPIEL 3.14. Wir mochten das Integral

/ vy® dp(z, y)
B
berechnen, wobei
B={(z,y): 0<z<4,y*<a}.

Der Bereich B besteht auf den Punkten an der rechten Seite der Parabel 3? = x
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y
2
y=vVz_—7 B
1 HE
y=— 1
-2

und lasst sich sowohl als ein y-einfacher
B={(z,y): 0<z <4, —VT<y</z}
wie ein x-einfacher Bereich
B={(z,y): —2<y<2,y* <z <4}

beschreiben werden. Im ersten Fall erhalten wir

1 Jz 4
/xy2 d,u(x,y)—/ / zy? dy dq;—/ |y ve _dx
B 0 VT 0 3"

4
2 m 2 22 512
_/ —Iy3|fdx_—/ 2512 gy — = 7/2‘ _
s 377 o 3/, 370 o7 91

Die Beschreibung von B als ein z-einfacher Bereich gibt

2 2 * 2 21224
xy” dpu(r,y) = wylde ) dy = [ Saty?| L dy
B -2 3?2 —2
2 1 8 1
— 2 ~,6 duy = Y
[, (o) = (5= 1)
8 1
2 __7
(3y 127 >

Mit einer dhnlichen Methode kann man auch Integrale iiber Bereiche in R3
berechnen.

2

—2

T (64 128\ _ 512
S \314) 21

O

DEFINITION 3.15. Sei B C R3 ein Bereich und sei B’ C R? die Projektion von B
auf die zy-Ebene. Wir sagen, dass B z-einfach ist, falls:

(1) B’ z-einfach oder y-einfach ist, und
(2) es zwei stetigen Funktionen ¢, ¢ : B — R gibt so, dass

B={(r,y,2): (v,y) € B', ¢(x,y) < z < (z,y)}.
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z

SATZ 3.16 (Fubini). Sei f : B — R eine Riemannsche integrierbar Funktion auf dem
z-einfachen Bereich B. Dann ist

Y(z,y)
s Y d s Yy - , Y, d d , .
| ez dutenz) = [ (/W’y) Fla.2) ) ()

BEeIspiEL 3.17. Wir mochten das Tetraeder zwischen den Koordinate Ebenen und
der Ebene x + 2y + 2z = 4 als z-einfachen Bereich beschreiben.

Die Projektion B’ auf dem zy-Ebene ist das Dreieck zwischen den Koordinate
Achsen und der Gerade x + 2y = 4.

' y
4 2
B/
5 ¥
X
x“ | 4

Wir konnen deshalb schreiben

B'={(z,y): 0<y<20<a<4-2y},

B={(z,y,2): (z,y) € B, 0 <z <x—2y—4}
={(z,y,2): 0<y<2,0<2<4-2y,0<z<4—x—-2y}.

BEISPIEL 3.18. Wir mochten den Korper
K = {(z,y,2): z,y,2 € 0,2], zyz < 1}

als z-einfach beschreiben.
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Um den Korper als ein z-einfach Bereich zu beschreiben, betrachten wir die Projek-
tion auf den zy-Ebene der Schnittkurve zwischen zyz = 1 und der Ebene z = 2.

Diese Schnittkurve ist
1
ryz =1 N ry =3
z =2 z =2

und die Projektion auf den zy-Ebene ist die Kurve

1
zy =3 (und z = 0).

1
Tr— ] (2, I)
(0, 0) (% o) (2,0)
Wir konnen deshalb K so beschreiben

1
K ={(z,y,2): (z,y) € B; UBj, OSzSQ}U{(w,y,z): (r,y) e B,0< 2 < —} :
ry
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wobei
1
Bi::{(:c,y)eR2:O§x§1,0§y§2}
(3.3) By =< (z )€R2'1<x<2 0< <1l
: 2 T Y 4_ = 4, _y_Qx
B =14 (z,y) € R*: Lesco L oy<o
T 7y '74_ — ’2$_y_
Eine andere Moglichkeit ist
K=W-\B

zu beschreiben, wobei
W:[072]3’ und B:{(x,y,z)GW:xyzzl},

sodass

B =1 (z,y,2): (x,y) € B,

{
i

xy
<:1c<2,i
- T 2z

N

O

DEFINITION 3.19. Sei f : B — R™ eine Funktion. Wir sagen, dass f = (f1,..., fm)
auf B Riemann integrierbar ist, falls jede Komponente f;, 1 < j < m Riemann
integrierbar ist. In diesem Fall ist

] 1) d </f 0. [ folo) it )GR”.

3.1.3. Physikalische Grossen, die sich als Integral auffassen lassen.

3.1.3.1. Masse eines Korpers. Sei B ein Festkorper. Falls wir B in sehr kleine
Teilbereiche By, zerlegen, ist die Masse m von B die Summe (oder das Integral) der
Massen m(By). Falls die Dichte § von B nicht homogen ist, werden wir zie Zerlegung
so klein nehmen, dass die Dichte auf By, fast konstant ist. In diesem Fall konnen wir

m(By) ~= 6(xi)pu(By)

schreiben, wobei x; € By, ist und pu(By) das Volumenelement bezeichnet. Dann ist

ZmBk Z(Sxk (By) —>/ ) als N — oo.

Wir werden deshalb die Formel
— [ 56x) du
B

fiir die Gesamtemasse m eines Korpers der Dichte 6(x) benutzen.



3.1. DAS RIEMANNSCHE INTEGRAL IN R" 89

BEeispIEL 3.20. Berechnen die Gesamtmasse des Korpers B der variablen Dichte
p(x,y,z) = x, wobei B das Tetraeder in Beispiel ist.

Wie schon gesehen, ist der Bereich B z-einfach. Falls wir das Volumen des
Festkorpers suchen, wurden wir das Integral

V:/dV
B

berechnen. In diesem Fall mochten wir die Gesamtemasse von B, wobei B die
variable Dichte p(z,y, z) = x hat. Wir miissen deshalb das Integral

m(B) = /Bde

berechnen. mit Hilfe des Satzes von Fubini erhalten wir

2 4—-2y 4—x—2y
m(B) :/de:/ (/ (/ a:‘dz) daz> dy
B o \Jo 0
2 4-2y dg
(/ Tz|, Y dx) dy
0
2 4—2y
(/ x(4—x—2y)dx) dy
0

4—2y
/ (4o — 2* — 22y dx) dy
0

2 o 14 2 o
Q2 — Za3
o).

dy
(4 —2y)? [2 - %(4 - 2y) - y} dy
)?dy = % <_71) (2-y)!

3.1.3.2. Der Schwerpunkt. Wir betrachten zunachst n Punktmassenﬂ My ey My,
die sich jeweils an der Stellen x; = (z1,¥1, 22), - ., Xn = (Tn, Yn, 2,) befinden. Der
Schwerpunkt s dieser Konfiguration kann mithilfe der Momentanbedingung

ij<Xj — S) =0
j=1

I
o\»hﬁc\c\
—~

N

|
ol

c\
o
[\)
|
NS

gefunden werden, d.h.
D iy MiXi
Do

2Das heisst, idealisierte ausdehnungslose Korper, deren gesamte Masse in einem Punkt konzen-
triert ist.

S =
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Wir betrachten nun einen beliebigen Bereich B. Um den Schwerpunkt zu finden,
zerlegen wir B in sehr kleine Teilbereiche Bj, die wir dann als Punktmasses der Masse
m(B;) an der Stelle x; € B; auffassen konnen.

7

T

Die Momentanbedingung dieses Massensystems ist
> m(By)(x;—s) =0
j=1

und daraus folgt, dass

n

(3.4) (Zm(Bj)> s = Z m(B;)x; .

=1

Falls die Feinheit der Zerlegung nach 0 strebt, wird ((3.4)

m(B)s = /Bxdm(x),
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wobei and der rechten Seite die vektorwertige Funktion x iiber B integriert wird.
Die Koordinaten des Schwerpunktes sind deshalb

_ Jpxdm
. Jpdm
Falls die Dichte ¢ des Korpers homogen ist, ist m = du, sodass
G — Jpxdp
s dn

Der Schwerpunkt eines Korpers erfiillt die Eigenschaft, dass, wenn der Korper sich
in einem homogenen Schwerefeld befindet (wie es der Fall ist, mit guter Naherung
auf der Erdoberflache, wobei die Erdbeschleunigung konstant angesehen werden
kann), dann ist die fallende Bewegung des Korpers dquivalent unter der Wirkung
der Gewichtskraft, zur Bewegungs einer im Schwerpuntk konzentriert Punktmasse,
in dem der Gesamtkorpermasse konzentriert wurde.

BEIsPIEL 3.21. Wir mochten den Schwerpunkt S des homogenen Korpers in Beispiel
bestimmen. Wegen der Symmetrie von K sind die Koordinaten des Schwerpunktes
alle gleich. Es wird deshalb genug sein, eine der Koordinaten

o foEd/L(ﬂf,y,Z)

3.9 To =
(3:5) T [edp(z.y.2)
zu finden und s = (g, xs, rg).
Da
2 2 2
/ xdu(:ﬁ,y,z):/ (/ (/ xdm) dy) dz
W 0 0 0
2 21 |==2
:/ / —a? dy | dz
0 0 2 =0
2 2
()
0 0
2
=/ 2yl'=5 dz
0
2
:/ dz =38
0

und gleichermassen
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wird mit dieser Beschreibung

 Jgrdp(zy2) [y prdule,y,2)

- Jxdulryz) [y pduley.2)

e edu(e,y.2) - [yedutz,y,2)

T Ay, 2) — Jp o ey, 2)

8= [padu(z,y,2)

8= [y du(z,y, 2)

Der Bereich B kann als ein z-einfach Bereich so beschrieben werden
B = {(:p,y,z) D (zyy) € B’,i <z< 2} ,

ry
wobei B’ ist wie in (3.3). Wir miissen jetzt

/ 27 dp(z,y, z)
B

berechnen, wobei ¢ = 0 oder ¢ = 1. Wir erhaltenf]

Zs

dx

y=1/(2x)

[S|— 8

1
(14 2log2) — —logx) dx .
x

2
:/ z° (4—
1/4

3Wir benutzen hier die kiirzer Schreibweise

2 2 2 2 2 2
/ (/ (/ x”dz) dy) dx:/ dx/ dy/ x% dz .
1/4 \J1/(2z) \/1/(zy) 1/4 1/(2x) 1/(zy)
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Falls 0 = 0 erhalten wir

2 1 1
/m”du:/ du:/ (4——(1+210g2)——10ga:> dx
B B 1/4 z z

1 2 3
=14 (2 — Zl) — log:z:|3::1/4(1 +2log2) + §(log 2)?
=7—(log2— logz (14 2log2) + §(log2)
3
=7—3log2(1+2log2) + é(log 2)?
9
=7—3log2 — 5(1og2)2.
Anderseits ist, falls 0 = 0,

2 1 1
/x"du:/xd,u:/ x(4——(1+210g2)——log9€) dx
B B 1/4 T T

2
o202 2 2
=2x |$:1/4—x‘m:1/4—2$log2‘x:1/4—/l/4logxdx

2
2 2
= 2;52|I:1/4 —(1+2log 2):&!121/4 - /1 log x dx

/4
17 2
:8_g_Z(1+210g2)—(10g$—$>|x:1/4
17 1. 1 1
=8——-——(1+2log2)—(2log2—2—=log~ + ~
] : 4(+ 0g2) (Og 40g4+4>
17 701
=8— - — —(1+2log2) — (2log2 — — + =log2
8~ 5~ 7(1+2log2) (Og 4+20g>
17 5 7
=8— - ——(1+2log2) — =log2+ -
8 3 4(+ 0g2) 5 l08st Y
8 1 6log 2
= - = — 0) N
3 g

Daraus folgt, dass
8 — [padu(z,y,2) 8 —8+ & +6log2
€T = =
T8 [ du(z,y,z) 8- (7—3log2 — 2(log2)?)

In der Tat, da 0.8173% < 1 ist der Punkt (zs,zs,zs) = (0.8173,0.8173,0.8173) im
Korper K. U

~ (0.8173.

3.1.3.3. Tragheitsmoment. Das Tragheitsmoment gibt den Widerstand eines Festkorpers
gegeniiber einer Anderung seiner Rotationsbewegung um eine gegebene Achse an.
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Nehmen wir an, dass eine Punktmasse m mit Winkelgeschwindigkeit w um die
2-Achse rotiert. Die Winkelgeschwindigkeit der Punktmasse ist ein Vektor der z-
Achse entlang und ist unabhéngig vom Abstand des Punktes von der Rotationachse.
Die Absolutgeschwindigkeit v ist die Norm v = ||v|| der Tangentialgeschwindigkeit
v, wobei v = w X r und r der Positionsvektor eines Punktes mit Abstand r = |[|r||
von der Rotationsachse bezeichnet.

w
r v
Daraus folgt, dass v = wr, wobei w = |lwl||, und die kinetische Energie der
Punktmasse ist
1 1
Erin = —mv? = —mw*r?.
T 2
Das Tragheitsmoment der rotierenden Punktmasse ist
0 :=r*m
und deshalb ist die kinetische Energie
1
Ekin = 5@0.}2 .

Man kann dieses Argument verallgemeinern und einen Festkorper betrachten. Falls
K ein Festkorper der homogenen Dichte ¢ ist, ist das infinitesimale Masselement
von K

dm(x) = 5du(x)
sodass
dO = r*(x) dm(x) = 0r*(x)du(x)
Das Tragheitsmoment des Korpers K ist deshalb

o= [do= [ Poaut) = [ @+ dutan.2),

wobei wir in der letzten Gleichung benutzt haben, dass die Rotationachse die z-
Achse ist. Wir konnen auch die kinetische Energie mit Hilfe dieser Formel schreiben

1
Ekin = 5(,02 / (332 + y2) d/L(LIZ‘,y,Z) :
B
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BEISPIEL 3.22. Wir betrachten das Oktaeder
P={(z,y,2) : |z|+ |y[ + 2| < 1}

der Dichte 1 und wir suchen der Tragheitsmoment, beziiglich der z-Achse, d.h.

O = /P<£L'2 +y?) du(x,y, 2) .

Wegen der Symmetrie des Korpers, konnen wir schreiben

@12/(fcz+y2)du(r,y72)=8/ (@* +y*) dp(z,y, 2) |
P P

wobei P' der Teil des Korpers ist, deren Punkte alle positive Koordinaten haben.
Weiter ist auch

O = 8/ (@* +y*) dulz,y, 2) = 16’/ v dp(z,y, 2).

Die Projektion von P’ auf der zy-Ebene ist

B ={(r,y): 0<2<1,0<y<1—xa},
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sodass

O

3.1.4. Variablentransformation bei mehrfachen Integralen. Manchmal
wird es niitzlich sein eine Variabletransformation zu machen, um ein Integral leicht
zu berechnen. Das ist der Fall, zum Beispiel, falls wir eine Funktion f(z,y) tiber
einem Kreis K der Radius R und Zentrum im Ursprung integrieren mochten. In
diesem Fall wurde das Integral in kartesischen Koordinaten so

/de“:/_i (/Zf(%y)dy> dz

sein. Oder die Integration tiber einer Kugel K einer Funktion g(x,y, z) wurde sogar
schlechter sein

/gduz/ / / g(x,y,z)dz | dy | dz.
K -R VRZ =22 R2—z2—y2

Der Grund ist, dass die kartesische Koordinaten nicht geeignet sind, um einen “run-
den” Bereich zu beschreiben.

Wir werden zuerst die Formel fiir die Integration in Polarkoordinaten mit einer
direkt Berechnung erhalten, und naher werden wir sehen, wie man in allgemeinen
Koordinaten integrieren kann.

3.1.4.1. Integration in Polarkoordinates. Sei f: B — R eine Riemann integrier-
bar Funktion, wobei B C R? und (z,y) — f(z,y). Wir suchen den Ausdruck des



3.1. DAS RIEMANNSCHE INTEGRAL IN R" 97

Integrals
[ e dute.y
B

in Polarkoordinaten. Um f als eine Funktion f in Polarkoordinaten (r,¢) zu
schreiben, betrachten wir die Verkettung

(r, ) — (2,y) = (rcos ¢, 7sin @) — f(a,y) = f(r,0).

f

Dann miissen wir auch das Volumenelement dyu(x,y) in Polarkoordinaten schreiben.
Falls B den Bereich in kartesichen Koordinaten und Bj, C B einen Teilbereich sind,
bezeichnen wir B und B, die entsprechenden Mengen in Polarkoordinaten. Falls By
einen Kreisring-Sektor ist, wird Ek eine Rechtecht sein.

)
w2+ Y B
&g o
0
T T £
Tk D Tk

Sei jetzt (xy,yr) € By ein Punkt mit entsprechenden Polarkoordinaten (7, ¢y) und
sei

~ 1 1 1 1
B, = {(:)j,y) eEB:r,— §AT STy ST+ §AT, O — §A¢ < Oay) < Or + §A¢} .

y B.k:
Ar
(1 Yp)
Ap o
T]\- *

Da die Flache eines Sektors des Winkels ¢ und des Radius p

Fl(p, 0) = 5007
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ist, gilt
1 1
u(By) = Fl ('rk -+ §Ar, A(b) —Fl <rk - §Ar, A(b)

1 1 S | 1 2
:_A¢<Tk+§AT) —§A¢<Tk—§AT>

2
1 Ar)? Ar)?
=-A¢ (7“,% + rpAr + (Ar) — 1 AT — —( ) )
2 4 4
1 ~
= §Agb 2r, Ar = 1, ArAd = (B -

Daraus folgt, dass

[ e duta.) = Jim wak,yk By)

= lim Zf Tk, Ok Tk,u(Bk)

N—o0

=/f o) du(r, 8),

wobel

F(ri, &1)ripa(By)

k=1

eine Riemannsche Summe der Funktion f (r, ¢)r ist. Wir haben deshalb den folgen-
den Satz begriindet

SATZ 3.23. Sei B ein Bereich in der xy-Ebene und B seine Beschreibung in Polarko-
ordinaten. Sei f : B — R eine Riemann integrierbar Funktion und f ihr Ausdruck
in Polarkoordinaten. Dann gilt

(3.6) /f:vyd/wy /f o) du(r, @) .

Ist insbesondere B ein r-einfacher Sektor ist, d.h.

B={(r,¢): a<¢<p,p(¢) <r<q(d},
so gilt

[ reautea = [ froraro = [ / " s oyrdrdo.
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r=q¢)

BEIspiEL 3.24. Wir berechnen das Integral

[ e e
Br

wobei
Br={(z,y): 2,y >0, 2* +y* < R*}.
Der Bereich B in Polarkoordinaten lautet

B:{(r,gb):OSrSR,Oggbgg}.

Gemass dem Satz [3.23] ist

s o n/2 prR ) /2 )
/ e TV du(x,y) :/ / e " rdrde :/ —e "
Br 0 0 0
_ "2 1 (1 —R2> dgb _ z (1 _ —R2>
=/ 3 e =1 e .

Wir kénnen jetzt eine interessante Anwendung anschauen. Wir betrachten die
zwel Bereichen Br und

R
dg
0

(3.7)

Bygr={(z,y): 2,y >0, 2* +y° < 2R?}
und den Quader
Qr={(r,9): 0<2z <R, 0<y <R}

Y

Qr

R R\2

BTCQRCBQ\/E,
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gilt auch fir jede positive f und, insbesondere fiir f(z,y) = (3_“’f2—y27

/ e~ %Y dp < / e~ %Y dp < / e~ %Y di .
Br Qr B R

2 2 R R 2 2
/ e " Y du / / e Y drdy
Qr 0o Jo
R 2 R 2
(/ e ™ dx) </ eV dy)
0 0
R 2
(/ e dx)
0

Aus (3.7) (fiir R und v/R) und (3.8) erhalten wir

2

% (1 — e_R2> < (/ORG_””2 dx) < % (1 — 6_2R2> )

Weiter ist

(3.8)

Da
lim ~ (1 - e_R2> - (1 —2R2> _T
R—oco 4 4 2 ’
ist
R 2
lim (/ e v dx) = E,
R—o0 0 2
d.h.

oo R
/ e dr = lim e dx = ﬁ .
0

R—o0 0 2

Man kann auch dieses Integral mit Hilfe des Residuensatzes in komplexe Analysis
berechnen.

BEispIEL 3.25. Wir mochten den Schwerpunkt des Bereichs
B::{(r,cb); —7r§¢§7r,0§r§e¢}

bestimmen.

r=aed?

(&m)

=]

S
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Da den Bereich zwei-dimensional ist, sind die Koordinaten des Schwerpunktes

_ [ xdu(z,y) _ T vdu(z,y)
[ dp(z, y) [z du(z,y)

Da zwei komplexe Zahlen gleich sind genau dann, wenn der entsprechende Realteil
und Imaginéarteil gleich sind, konnen wir zur Vereinfachung das folgenden schreiben

Tg and  yg:

2o+ s Jpedu(z,y) | [pydu(,y)
S5 Az, y) S5 du(z,y)
Jprdu(@,y) +i [pydu(z,y)
N s du(z,y)
_ Jpzdu(z,y)
 [pdu(z,y)
wobei z := x + iy, sodass wir nur ein Integral berechnen miissen.

Wegen der Beschreibung des Bereichs B sind Polarkoordinaten sehr geeignet,
um die Integralen zu berechnen. Einerseits erhalten wir

[
™ e 1 vy e 1 T
/du(x,y):/ / rdrd¢:—/ 2| d)d(ﬁ:—/ 2% do
B -7 JO 2 -7 0 2 -
1 1

e27r - 6727r)

= =

4( :gsinh27r.

Anderseits gilt

™ e? T e®
/ zdu(z,y) = / / zrdrdg = / / r2e" drde
B -7 J0 -7 J0

T o1 @ 1 [7 ‘
_ i~ 3¢ _ 3+i)p
—/ e3r o d¢_§/ eBH% 4o

_ 1 6(3+z’)¢>‘7r _ E(e(3+i)w _ e—(3+i)7r)
3(3+1) - 30
3 3+
=3 ‘ (&3 —e™%) = 1;_ ! sinh 37 .
Daraus folgt, dass
. _ Jgzdu(zy)  2(—3+44) sinh 3x
xrs + Ys = jBB d‘u(x,y) - 15 sinh 27 7

sodass

5sinh 27 " 15sinh 27

—2sinh 37 2sinh 37
(xs, ys) =
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3.1.4.2. Der allgemeinen Fuall. Sei f : B — R eine Riemann integrierbar Funk-
tion, wobei B C R? und (z,y,2) — f(z,y,2). Wir suchen den Ausdruck des
Integrals

in neuen Koordinaten (u,v,w). Um f als eine Funktion f in den Koordinaten
(u,v,w) zu schreiben, betrachten wir die Verkettung

u = (u,0,w) — > x = (2,9, 2) = (a(u), y(w), 2(w) — f(x(w), y(u), 2(u)) = f(u).

}

gy

-

Dann miussen wir das Volumenelement du(x) in den neuen Koordinaten (u,v,w)
beschreiben. Die Strategie besteht darin, den Bereich B in kleine Parallelepidede
zu zerteilen, davon Kanten parallel zu den Koordinatenachsen sind. Das Bild unter
den Koordinatentransformation eines solchen Parallelepided wird durch ein Paral-
lelepiped approximiert; letzteres kann beliebige Kanten haben. Darum zeigen wir
zunachst:

SATZ 3.26. Sei P(a, b, c) das von den Vektoren a, b, ¢ aufgespannte Parallelepiped.
Dann ist

ap az as
V.= Vol(P(a,b, C)) = |det bl b2 b3
Ci1 C2 C3

BEWEIS. Es gilt V' = G h, wobei G die Grundflache und A die Hohe des Parallelo-
grams bezeichnen.
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Nun ist G die Lange des Kreuzproduktes von a und b
G = [lax b,

Bekanntlich steht a x b senkrecht zur ab-Ebene und kann sich wie folgt in Koordi-
naten ausdrucken lassen:

ay ag ag
ax b =det bl bQ b3 =€ (agbg — (lgbg) — 82<CL1b3 — blag) -+ eg(a1b2 — CLle) .
€1 €2 €3

Die Hohe ist
h = ||c||cosa,
wobei o den Winkel zwischen ¢ und a x b bezeichnet. Wir erhalten also
V=Gh=l|axb||c] cosa=|laxDb)-c|.

Mit der Koordinatendarstellung fiir a x b erhalten wir

a; Qag asg
a X b) cC=0C (a2b3 — agbg) - 02(a1b3 - q;gbl) + 03(a1b2 - agbl) = det b1 b2 bg
Ci Cy C3

U

Sei nun Ek ein im Punkte p; verankertes Parallelepiped, das von den Vektoren
Aufy, Avfy, Awfs aufgespannt ist. Hier bezeichnen fi, f5, f3 die Basisvektoren des
wvw-Raums. Sei B das Bild von B unter der Koordinatentransformationen r.
Dann ist By ein “gekriimmtes” Parallelepiped. Wir denken uns By als in r(pg)
verankert. Die Kante py + Auf; wird via r auf einen Kurvenstiick r(py + Auf)
abgebildet. Dieses Kurvenstiick wird denn durch die Kante r(px) + Aur,(py) gut
approximiert, wobei

o (2 02
ulPk) = ou’ Ou’ Ou

Pk
bezeichnet.
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r(pg + Avfz)

r(pk) r(pg + Aufy) Bk

Wir betrachten also das Parallelepiped B, in r(py) verankert, das aufgespannt durch
die Vektoren

(Au)ru(pk)a (Av>rv<pk)a (Aw)rw(pk)
ist. Das Volumen von Bj, ist also nach Satz durch
| Je(pr) || Au Av Aw

gegeben, wobei J,. die Jacobische Determinante an der Stelle py bezeichnet

oz Oy 0Oz

gu u gu

_ T Y z
Je(Pe) = |50 5 o
ox y Oz

u  du  dud py

Unter der Annahme, dass Vol(By) durch Vol(Bj,) gut approxiemiert wird, kénnen
wir folgende Formel herleiten

N—oo

/B Fl g, 2) due,y, 2) = lim S F(e(pi)(By)

= lim 3 f(pu)l Je(pe)lu(By)
k=1

- /~f(u’v,w)|Jr(u7U,w)|d,lL(U,'U,w) ’
B

Trotz unseres Argument nur fiir n = 3 angewendet werden kann, gilt der folgende
Satz in Allgemeinheit:

SATZ 3.27. Sei f : B — R eine Riemann integrierbar Funktion, wobei B C R"(x)

und r: R*(u) — R"™(x) eine bijektive Transformation ist. Seien B und f die
Ausdriicke von B und f in den Koordinaten u. Dann ist

/B £(%) da(x) = / F(w) e ()] dpe(u).
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BEISPIEL 3.28. Als eine Anwendung vom Satz werden wir die Formel der Inte-
gration in Polarkoordinaten erhalten. Sei

r:R*p,¢) =  R(z,y)
(p, @) = (x,y) = (pcos p, psin @) .

Dann ist

dxr Oz .
_ o 0| _ cos¢p —psing| 9 L9,
Jr(pa gb) = det [gz géé] = det {sinqﬁ pCOS¢ = pCOs ¢+PSID Gb—Pa

das (3.6)) entspricht. O

BEISPIEL 3.29. Wir werden jetzt die Formel fiir die Integration in Kugelkoordinaten

erhalten. Wir erinnern uns an die Definition
= Va2 +y?+ 22

xr = pcos¢cosb P
y = psingcosf  und ¢ = arctan ¥
z = psinf 6 = arctan \/ijy?’
wobei p >0, ¢ € [0,27] und 6 € [—%, %}
z

\-(:v, y,z) = (pcos@cosb, psin ¢ cos b, psin )
T

Die Jacobian der Transformation r : R3(p, ¢,0) — R3(z,y, 2) ist

ox ox o

O(z,,2) o % &

— Z,Y,% _ gy oy 0Oy
Jelp:,0) = det [a(me)}—det o0 99 00
op 06 00

cosgpcosf —psingpcost —pcos@sinf
=det |singcosf pcospcosf —psinpsinb
sin ¢ 0 pcost

= p? cos® ¢ cos® O + p*sin ¢ cos O sin® O + p? cos® ¢ cos Osin” § + p* sin® ¢ cos® 6
= p?(cos? ¢ + sin? @) cos® O + p?(sin® ¢ + cos® ¢) cos O sin? §
= p?cos® 0 + p? cos Osin? @ = p? cos O(cos? § + sin? @) = p*cos . O
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BeispieEL 3.30. Wir mochten das Volumen der Kugel Kz des Radius R berechnen.
Man kann die Kugel in Kugelkoordinaten so beschreiben
Kn={(p.0.0): 0<p<RO<o<om -Z <0< T},

sodass

R r2r 3 R r2n 3
Vol(KRr) = / / / p*cosOdfdodp = 2/ / / p* cos @ df deo dp
o Jo J- o Jo Jo

s
2

R 2 . R 2
:2// p2sm9|02d¢dp:2// p*deé dp
0 0 0 0
R

4
= 47T/ pPdp = —TR>.
0 3

BEISPIEL 3.31. Wir mochten das Integral

/ =)/ g1y )
B

wobei B (=S im Bild) die Dreiecke zwischen den zwei Koordinatenachsen und der
Gerade x4+ y = 2 ist. Die beste Methode ist eine von dem Exponent des Integrands
vorgeschlagene Variablentranformation zu machen: wir setzen deshalb

u:=y—ax T =
sodass
VI=yY+T Y=

Der Integrationsbereich B (=T im Bild) in den neuen uv-Koordinaten ist

=
|
S

N = No—
—~
4
+
<
N~—

v ¥
3

L

und kann deshalb als einen u-einfachen Bereich geschrieben werden

B={(u,v): 0<v <2, —v<u<uv}.
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Die Jacobische Determinant der Transformation r : R?(u,v) — R?(z,y) ist
11 1 1
[ 4|l
2 2
Daraus folgt, dass

Je(u,v) = — ==
(y—=2)/(y+=) _ 1 u/v
€ du(z,y) =5 [ e"" dp(u,v)
B

21 27
B
1 2 v
zé//e“/”dudv
0 —v
1 [? v
25/ ve“/”}_vdv
0

U

BEISPIEL 3.32. Wir mochten das Volumen des Kegels K von der Hohe h und der
Grundflache vom Radius b berechnen.

Wir benutzen zuerst die Zylinderkoordinaten und danach die Kugelkoordinaten.

Zylinderkoordinaten: Die Zylinderkoordinaten sind von der folgenden Formel definiert:

T = pcoso p =/r?+y?

y =psing  und ¢ = arctan ¥

z =2z z =z,
Dann ist

cos¢p —psing 0
Je(p, ¢, 2) = |det |sing pcosp O] =p.
0 0 1
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Wegen der Ahnlichkeit der Dreiecke

z

h P;

gilt

Wir haben deshalb

21 pho bz h(q

Vol(K) :/ / / pdpdzdp = 27r/ —p?
o Jo Jo 0 \ 2
b2 h

_ 2 5. _ 9
—Wﬁ . z dZ—gbh

bz
h
dz
0

Kugelkoordinaten: Sei 0 der Winkel der Kante mit der xy-Ebene. Dann ist p<6<
Um eine explizite Formel fiir 0 zu finden, bemerken wir, dass

(3.9)

woln

h = scos (g —5) = ssinf

b = ssin (g —5) = scosd,
sodass

h tanf = 0 t

— = tan = arctan — .

b b
Mit unsere Wahl von 6 € [—%, g] ist deshalb

h T
arctan — < 0 < —.
b 2

Um die Integrationgrenzen fiir p zu finden, bemerken wir, dass fiir jedes § < 8 < o)
h = pcos (g — 0) = psinéd.

Daraus folgt, dass

>

sin 6
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der maximale Wert ist, den p fiir ein bestimmtes 6 € [arctan %, %} annehmen kann.
Wir konnen deshalb den Kegel so beschreiben

h h
Kz{(p,gb,@):O§¢§27T,arctang§«9§g,0§p§ }

Daraus folgt, dass

2 2
Vol(K / / / p*cos@dpdf dp = / / = p
arctan b arctan T

2m 1 w/2
/ / COS 0 do d¢ = —— o,
arctan 2 sin® SIN” 0|\ etan b

h3 1 1 1
- - Jdo=—ah1- —— | .
6 Jo < sin®(arctan 2) ) ¢ 3" ( sin®(arctan %) )

Um diese Formel zu verinfachen, bemerken wir, dass fir = # kn, k € Z, gilt

o cos 6 db do

dg

1 sin® z + cos? z )
—5— = —5 =1l+cot"z=1+ 5 -
sin® x sin” x tan® x

Daraus folgt, dass

! — 1+ : PR
sin” (arctan 2) B tan?(arctan 2) I h?’

sodass

1 1 1
K)=—-ah* |1 - ———— | = =7b’h.
H(K) 3" ( sin2(arctan%)> 3"

l

Wir werden jetzt das Volumen des Festkorpers in Beispiel durch zwei an-
deren verschiedenen Methoden berechnen. Diese Methoden konnen angewendet wer-
den, falls wir das Volumen eines Rotationskorpers berechnen mdochten.

BEISPIEL 3.33. Wir rotieren die Kurve

in der pz-Ebene um die z-Achse. Wir erhalten einen Rotationskorper K, dessen
Volumen berechnet werden sollte. Um es zu machen, zerlegen wir das Intervall
I = [a,b] in Teilintervalle

Iy = [z11, 2], firl <k <N.
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Die zwei Ebenen z = 2,1 und z = 2z, schneiden eine Scheibe aus den Korper K,
deren Volume ist ungefahr

Vi = mf () (2 — 2-1) = 7 f (21) (1) -

Daraus folgt, dass

N—o0

N N b
Vol(K) = lim ka = ﬂ]\;lin Zf(zk)2u(fk) = 7T/ f(2)*dz.
k=1 k=1 @

Man konnte diese Formel aus dem Infinitesimalvolumen
dV = nf(2)*dz
der Scheibe

erhalten. Um diese Methode zu anwenden, betrachten wir die Kurve

b
=—z
P~
in der pz-Ebene. Wir erhalten deshalb
h 12 2 rh 2
b* b 9 w1 5 1 ,
die wir schon in (3.9 gefunden haben. O

BEISPIEL 3.34. Fiir die zweite Methode betrachten wir eine positive Funktion
z=f(p), 0<p<R,

die wir um die z-Achse rotieren. Wir betrachten ein infinitesimal Teilintervall von
[0, R] der Breite dp im Abstand p von der Achse und Héhe f(p). Die Rotation dieser
Fldache um die z-Achse wird eine zylindrische Hiilse produzieren,
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2
> B
2 .-
fil
1)
z=flp)
aa 1p) C
P

0 p>dp R

deren Volumen ist

vV =m (p+ %dp)Qf(p) - (p - %dp)Qf(p) =2mpf(p)dp.

Daraus folgt, dass das Volumen des Rotationskorpers K

Vol(K) = 2n /0 pf(p)dp

ist.
Um diese Methode anzuwenden, um das Volumen in Beispiel noch einmal
zu berechnen, betrachten wir die Funktion

h
Man kann den Kegel als
K=7Z\K

erhalten, wobei Z der Zylinder der Hohe h und Radius b ist, und K’ ist die Rota-

tionskorper unter der Gerade (3.10]). Daraus folgt, dass
b
h 2th1 .
Vol(K) = wb*h — 2 —pdp = 7b’h — =——=p°
ol(K)=m W/Opbppﬂ 537 lo
21 h

— b2h —
m 3D

2 1
b = 7b*h — gﬂ'bZh = §b2h.






CHAPTER 4

Vektoranalysis

4.1. Vektorfelder, Linienintegrale

4.1.1. Das Linienelement. Bevor wir mit den Vektorfeldern anfangen, werden
wir lernen, wie man die Lange einer Kurve berechen kann.

Sei
vt z(t) = (x(t),y(t)) t € [a,b

eine Kurve in der zy-Ebene, wobei die Funktion z stetig differenzierbar ist. Um
die Lénge der Kurve v zu berechnen, unterteilen wir das Intervall [a,b] in kleine

Teilintervalle

Iy = [te—1, tk]
fuirl<k<N
y
.= z(ty)
Tz
z(-)
g
xr
IR T \
a b Y
z(a) =7 /
z(b) =z

Wir setzen zj := z(t;) und betrachten die Teilstrecken
2y — zk-1 = (2(ty) — 2(tr-1), y(te) — y(te-1)) ,

die Summe deren Langen die Lange der Kurve v approximiert.

(4.1) L(y) =) llzx — 24 -

Wegen des Mitterwertsatzes gibt es 7/, 7" € I,
113
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Tﬂ' T."

so, dass
2(te) — z(tr—1) = 2'(7) (tx — tom1) und y(t) — y(te—1) = ¥'(7") (tr — te1) -
Daraus folgt, dass
12 — 2o || = /&' (7)2 + 4/ (7)2 |, — tia] -
mit Hilfe von (4.1]) erhalten wir die Lange der Kurve ~

N
L(v) = ]\}1_?{1)02 121 — Zi—1 ||
k=1

N
= lim Z V! (T2 + i (772t — tr|
k=1

N—oo

N
= lim > /2 (tx)* + (1)t — tai
k=1

N—o0

b
_ / NIOEEIOH

b
- [zl ar.
Der Ausdruck

(4.2) ds == |2/(t)| dt

heisst das Linienelement.
Im Fall die Kurve 7 der Graph einer Funktion y = f(x) ist, ist das Linienelement

ds =+/1+ 7y (x)?dx

y

und die Lange der Kurve ist

L(fy):/ V1+y(x)?de.
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4.1.2. Vektorfelder. Jeder Punkt x € R" besitzt einen Tangentialraum T,R" ~
R"™, der eine Kopie des R™ mit Ursprung an der Stelle x ist.

| *—
“ |
\ A/x“"“-
,/

Ein Vektorfeld ist eine Vorschrift K( - ), die fiir jeden Punkt x eines Bereichs 2 C R"
einen Vektor K(x) im Tangentialraum an der Stelle x definiert. Man sagt, der
Vektor K(x) sei im Punkt x angeheftet. Typische Beispiele fiir Vektorfelder sind die
Felder der Elektrostatik und -dynamik, das Gravitationsfeld eines Himmelskorpers,
das Geschwindigkeitsfeld einer stromenden Fliissigkeit oder das Gradientenfeld eines
Skalarfelds.

Sei K : 2 — R” ein Vektorfeld, wobei {2 C R". Wir sagen, dass K der Klasse
C" ist, falls die n Komponenten

Ki(xy,...,x) o Ko, ... xp)
r-mal stetig differenzierbar sind.

BEISPIEL 4.1. Das Gravitationsfeld der Erde ist ein Vektorfeld. Es seien ¢ die
Erdbeschleunigung an der Erdoberfliche, R der Erdradius und m eine Probemasse
an der Stelle r = (z,y, z), wobei ||r|| = r. Da der Betrag K (r) der Anziechungskraft
umgekehrt proportional zum Quadrat des Abstands ist, gilt

-2 0<r<R

da die Anziehungskraft K stets auf den Ursprung hin gerichtet ist, ist

__mgrr OSTSR
K(r) = {_m}fJRgz >R

r2

oder in Koordinaten
2) 0<r<R
5 1> R

M(Ej Q’
K(l’,y,Z) = ng Egrg
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BEISPIEL 4.2. Sei f: 2 — R, wobei {2 C R™. Der Gradient
0 0
V= ( f f)

_, ce ey
6.131 8xn

ist ein Vektorfeld.
Sei zum Beispiel f: R?\ {0} — R

C
f(r> T r )
wobei C' eine positive oder negative Konstante ist. Wir setzen ¢(r) := —C/r und
wir berechnen
0¢p or Cux

e~ g =y

Die drei Variablen spielen die gleiche Rolle, so dass

9% _Cy 4 90_C=z
oy r2r oz  r2r’
Daraus folgt, dass
Crx vy z C?r
VIR =5 (5 0) =
Das Vektorfeld
C?r
K(r)=—-
)=

heisst Coulombfeld. Die von Punktladungen im Ursprung erzeugten elektrischen
Felder sowie das Gravitationsfeld einer Punktmasse sind von diesem Typ. Man
nennt die Funktion f das Potential des Vektorfelds K. U

4.1.2.1. FEinige Definitionen und die Feldlinien. Wir sagen, dass ein Vektorfeld,

das eine Darstellung der Form
K(r) = K(r)-

zuldsst, ein Zentralfeld ist; d.h. K héngt nur vom r = [|r|| ab und die Richtung
des Felds K(r) ist die Gerade zwischen dem Ursprung und r. Weiter heisst ein
konstantes Vektorfeld K(x) = Ko homogen. Falls K(x) = 0, heisst x ein singuldrer
Punkt von K. Punkte, die nicht singulér sind, heissen reguldr. Eine Kurve im Def-
initionsbereich von einem Vektorfeld K, deren Tangente in jedem Punkt zum dort
angehefteten Vektorfeld parallel ist, heisst eine Feldlinie von K. Zum Beispiel sind
die Feldlinien des Gradientenfelds die Orthogonaltrajektorien der Niveaumengen von
f. Wir konnen eine natiirliche Parameterdarstellung der Feldlinien geben: sei v die
Feldlinie mit der Parameterdarstellung x(t¢) durch den Punkt x(¢). Wir wahlen die
Parameterdarstellung, sodass der Geschwindigkeitsvektor x’(t) gleich dem Vektor-
feld an der Stelle x(t) ist,
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Falls K(r) = (Ki(r),..., K,(r)), konnen wir diese Bedingung in Koordinaten so
schreiben

¥y = Ki(xy, ..., x,)

= Ki(xy,...,2,).

Das ist ein System von n Differentialgleichungen in den n unbekannten Funktionen
t — x,(t). Der Satz iiber die Existenz von Losungen eines derartigen Systems
garantiert, dass es eine eindeutige Losung durch einen Punkt x(0) = a gibt, falls 0
ein regularer Punkt von K ist.

4.1.3. Das Linienintegral. Die Arbeit, die ein homogenes Kraftfeld K leistet,
falls es einen Wagen auf gerader Bahn von ry nach r; schiebt, ist

(4.3) W =K-(r; — o),

wobei wir in diesem Kapitel die Schreibweise a - b statt (a, b) fiir das Skalarprodukt
bentitzen werden.

Falls das Kraftfeld K nicht homogen ist und falls die Verschiebung entlang einer
glatten Kurve 7 ist, méchten wir die Formel fiir die Arbeit finden. Sei ¢ — r(t) eine
Parameterdarstellung der Kurve ~, fiir ¢ € [a, b] und sei

a=tyg<t1 <---<ty=0b

eine Zerlegung des Intervalls [a,b]. Wir setzen r(t;) =: ry. Wir wenden (4.3) auf
jede Strecke von rj_; bis ry an, und wir erhalten

N—oo

N

W= lim Y K(ry) - (rp — rp-1)
k=1
N

~ lim K(I‘k) . I'/(tk)(tk - tkfl)

N—oo

k=1
b
= / K(r(t))-r'(t)dt.
DEFINITION 4.3. Das Linienintegral des Vektorfelds K entlang der Kurve
vt r(t)
ist
b
/K dr = / K(r(t))-r'(t)dt.
¥ a
Falls n =3
K(x7 y? Z) = (P(‘,L‘7 y? Z)’ Q(x’ y7 Z)? R<m7 y? Z)) Y
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und
vt r(t) = (2(t),y(t),2(t), a<t<b,

schreiben wir

b
K- dr = / (P,Q,R) - («',y/,2')dt
v a

b
=: / Pdx + Qdy + Rdz .

BEISPIEL 4.4. Berechnen wir das Linienintegral des Vektorfelds K(z,y) := (\/y, z°+
y), fur (z,y) mit y > 0, entlang der folgenden Kurven:

(1) die Strecke v mit der Parameterdarstellung r: ¢ — (¢, ), fiir t € [0, 1];

(2) die Kurve 4, mit der Parameterdarstellung r;: ¢ — (¢2,¢3), fiir ¢t € [0, 1];

(3) die Kurve v; wie in (2) mit der Parameterdarstellung ry: t + (t,%/?), fiir
te0,1].

(1) Dar(t) = (¢, t) ist r( ) (1, 1) Weiter ist
K (z(t = (/y( = (Vt, 2 +1),

sodass

/K-dr:/ol(\/i,t?’ﬂ)-(1,1)dt:/01(\/5+t3+t)dt

1 1

2 1
_ (L2 S g2
<3 - 4 T 2

(2) Dary(t) = (t2,¢%), ist v} (t) = (2t,3t%). In diesem Fall ist

2, 1.1 1
o 3 4 2 127

K(z(t),y(t) = (Vy(t), z(t)* + y(t)) = (t**,1° + %),
sodass

! ! 2 1 1 59
/K~dr1:/(t3/2,t6+t3)‘(2t,3t2)dt:/(2t5/2+3t8+3t5)dt:2~—+—+—:—.
0 0 73 2 42

3) In diesem Fall ist ro(t) = (¢,t%/?), sodass r,(t) = (1, 2¢t'/2?). Dann ist
( 2 2

K(z(t),y(t) = (Vy(t), z(t) + y(t)) = (/4,8 +72),
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1 1
K - dr, z/ (B34 6% 137 . (1,;#/2) dt:/ <t3/4+ ;t7/2+ gﬂ) dt
0 0

O

Dieses Beispiel zeigt, dass der Wert des Linienintegrals von dem gewahlten Weg
zwischen zwei Punkten abhangig sein kann und auch, dass es vielleicht unabhangig
von der Parameterdarstellung sein konnte. Das ist der Fall und wir konnen die
folgende Eigenschaften (ohne Beweis) feststellen:

EIGENSCHAFTEN. Sei K ein Vektorfeld und sei vy eine glatte Kurve mit Parameter-
darstellung t — r(t).

(1) Seien H ein Vektorfeld und «, f € R. Dann ist
/(aK—i—ﬁH)-dr:a/K-dr—i-ﬂ/H-dr.
vy ol 0!

(2) Falls v = =1 + 72, wobei der Endpunkt von 7y, gleich dem Anfangspunkt
von 7y ist, gilt

/K-dr:/ K-dr+/ K. dr.
Y 71 Y2

(3) Sei v~ (auch manchmal als —v geschrieben) die in umgekehrter Richtung
durchgelaufene Kurve . Dann gilt

/ K-dr:—/K~dr.
vt v

(4) Falls ry eine andere Parameterdarstellung der Kurve ~y ist, gilt

/K-dr:/K-drl.
v ¥

Wegen der Eigenschaft (4) werden wir manchmal das Linienintegral einfach so

/WK

schreiben. Und wegen der Eigenschaft (2) konnen wir das Wegintegral eines Vektor-
felds auf einer nur stiickweise glatten Kurve definieren. In der Tat kénnen wir auch
das Wegintegral auf einer nicht unbedingt zusammenhangenden Kurve wie folgendes
definieren
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Yo T k

DEFINITION 4.5. Sei

Yy=mUyprU---Uy

die beliebige formelle Summe von r glatten Kurven v;, 1 <7 < r. Dann ist

/K::/K+/K+~~+/K.
v " 72 Vr

BEISPIEL 4.6. Wir betrachten das Quadrat B := [0, 1]* und seinen im Gegenuhrzeigersinn
durchlaufenen Rand
OB =y +Y%+7+ 7.

y
1

A

Y1 Y

A
]

0 " 1

Es sei

K(z,y) = (P(z,y), Q(z,y)) := («* + zy®, 2’y — °)
ein Vektorfeld. Es soll das Integral
/ K

berechnet werden. Wegen der Definition [4.5] ist

/K /K+/K+/K+/K

Wir parametrisieren die Kurven ~; wie folgt:

Y ter(t) =(t,0) 0<t<1=r)(t)=(1,0)
Yo tre(t) i =(1,8) 0<t<1=rh(t)=(0,1)
v3: ter(t)=(1-t1) 0<t<1=ry(t)=(-1,0)
ya: tery(t):=(0,1—-¢) 0<t<1=1)(t)=(0,-1).
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Gleichermassen haben wir:

auf 7y ist K(x,y) = (t3,0) = K(r;) - dr; = t* dt

auf 7y, ist K(x,y) = (1 +1*,t — t°) = K(ry) - dry = (t —t°) dt
auf s ist K(z,y) = (1 —t)* + (1 —1),(1 —t)*> = 1) = K(r3) - drs = (—(1 —t)> — (1 — 1)) dt
auf 4 ist K(z,y) = (0, —(1 —1)®) = K(ry) - dry = —(1 — )" dt,

sodass

/K /K+/K+/K+/K

:iA Pdﬁ+z;@—tﬂdt Z;«1—03+(1—ﬂ)ﬁ4:£%1—ﬂ5ﬁ

1 1

1 1 1 1 L 1
S “(1—1? — Z(1—1)°
113 6*-4( ) O+-2( ) ) 6( ) )
_1+1 1 1 1+1—0
42 6 4 2 6

O

Wir werden jetzt sehen, dass das Verschwinden eines Linienintegrals in starker
Verbindung mit der Unabhangigkeit eines Linienintegrals von dem Weg zwischen
zwei Punkten ist.

4.1.4. Konservative Felder.

DEFINITION 4.7. Wir sagen, dass ein Vektorfeld K konservativ ist, falls fiir je zwei
Kurven v; und 7, mit gleichen gleichen Anfangspunkt und Endpunkt gilt

/K~dr—/ K- -dr.
" Y2

NoTATION. Falls das Vektorfeld F konservativ ist, schreiben wir manchmal

q
/F-dr:/ F-dr,
v p

wobei p der Anfangspunkt und q der Endpunkt der Kurve ~y sind.

LEMMA 4.8. Ein Vektorfeld K ist konservativ genau dann, wenn fiir alle geschlosse-

nen Kurven ~ gilt
/K ~dr =0.
g

BEWEIS. (<) Sei jetzt 71 und v zwei Kurven mit den gleichem Anfangspunkt und
gleichem Endpunkt, sodass die Kette v, + v, ' eine abgeschlossene Kurve ist.
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Wegen unserer Voraussetzung ist

O:/ 1K-dr:/K-dr—l— K-dr:/K-dr—/K-dr.
"z " 72! 7 72

Daraus folgt, dass
/ K-dr:/ K.dr.
71 Y2

(=) Sei v eine beliebige abgeschlossene Kurve und seien p und q zwei Punkte auf
. Sei 1 die Kurve von p nach q und v, die Kurve von q nach p, sodass

Y=t =mn-—1".

Dann ist

/K-dr: K-dr:/K-dr+/K-dr:/K-dr— K-dr=0
gl T2 " 72 " 7!

2

O

Die Definiton erkldrt die Bedeutung des Wortes “konservativ’. Fiir die Bewe-
gung in einem konservativen Feld gilt der Energiehaltungssatz.

SATZ 4.9. Sei K = Vf, wobei f : Q — R mit Q C R”. Sei v eine Kurve mit
Anfangspunkt p und Endpunkt q. Dann ist

(4.4) / Vf-dr=f(q) — f(p).

Wegen der Definition ist ein Gradientenfeld konservativ.
DEFINITION 4.10. Falls K = V[ ist f das Potential des Vektorfeldes K.
Ein Paar Bemerkungen, bevor wir den Beweis erbringen.

BEMERKUNG 4.11. Falls f das Potential des Vektorfeldes K ist, (4.4) sagt, dass
das Linienintegral eines Potentialfelds gleich der Potenzialdifferenz zwischen dem
Anfangspunkt und dem Endpunkt ist. Falls n =1, ist (4.4) die bekannte Formel

/ £t dt = £ — fla).

d.h. der Fundamentalsatz der Integrationrechnung.
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BEMERKUNG 4.12. Der Satz[4.9]ist nur einer der “Integralsitze” der Vektoranalysis.
Falls wir an die Punkte p und q als an den Rand 9 der Kurve v denken, kénnen
wir die Formel (4.4) in der folgenden suggestiven Weise schreiben

L[

wobei nichts in dieser Formel prazis ist! Zum Beispiel haben wir nicht bestimmt,
was f ist, was die Bedeutung von “df” oder die Bedeutung des Integrals auf der
linken Seite ist. Das soll nur sagen, dass ein Integralsatz der Vektoranalysis ein
Satz ist, wobei wir ein Art von Integral einer Art von “Abbildung” f auf dem Rand
OB eines Bereichs B in Zusammenhang mit einer anderen Art von Integral einer
Art df von Ableitung von f auf dem Bereich B setzen. Anders gesagt, werden wir
viele Beispiele einer Art von Dualitat “0 <> d” zwischen der Integration auf dem
Rand und der Integration einer Art von Ableitung sehen. Falls diese Bemerkung zu
verwirrend ist, konnen Sie sie einfach vergessen!

BEWEIS (Beweis des Satzes [4.9). Sei ¢ — x(t) fiir t € [a,b] eine C' Parameter-
darstellung von . Wir haben

b b
[Vtede= [ vraw) v = [ Lre@)d= 1) - fla).

O

Die Umkehrung des obigen Satzes gilt auch, wir miissen uns aber auf einen
“zusammenhangenden” Bereich beschranken.

DEFINITION 4.13. Ein Bereich 2 heisst zusammenhdngend, falls jede zwei Punkte
in §2 sich durch eine Kurve in €2 verbinden lassen.

Zum Beispiel ist eine Scheibe in R? ein zusammenhingender Bereich, aber die
Vereinigung von zwei Scheiben ist nicht zusammenhangend.

SATZ 4.14. Sei K ein konservatives Feld auf einem zusammenhangenden Bereich
und sei pg € €) ein beliebiger, aber fester, Punkt. Dann ist fiir jeden Punkt p € 2

f(p) ZILK-dP

ein Potential des Vektorfeldes K, wobei 7 eine beliebige Kurve von pg nach p ist.
Jedes andere Potential von K auf () ist der Form f + const.

Daraus folgt, dass ein konservatives Feld (auf einem zusammenhéngenden) Ge-
biet ein Potentialfeld ist.

BEWEIS. Nach unserer Vorausssetzung tiber den Bereich €2 ist die Funktion f wohldefiniert.
Wir miissen deshalb nur zeigen, dass Vf = K, d.h.

of
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Wir halten den Punkt p = (p1,...,p,) fest und, fiir ein 27 > p; betrachten wir
die Funktion

V(1) = f(r1,p2, - Pn) -
Sei
o:t—o(t):=(tpe...,pn) M <t<uz
eine Parameterdarstellung der Verbindungstrecke  der Punkte p und q := (21, p2, ..., Dn)-

ﬁ ﬁ\»——f’“\
| pi - q=[331-.P2>-I-I-.~Pn)
b A -

—

Tn

|

_//-—_H_

Es gilt
b)) = F(p) + / K. do = f(p)+ / " K(o(t) - o'(t) dt = f(p) + / " Ki(o(t)) dt.

Das Ableitungen des Integrals nach der oberen Grenze liefert

W(iﬁ) = K1($1,p2, cen apn) )
d.h.

af

B = 1//(1?1) = K1<p17p27 ce 7Pn) .

1

Die Berechnung fiir die anderen Koordinaten ist identisch.
Sei jetzt g ein anderes Potential, d.h. Vg = K und seien jetzt p und q zwei
beliebige Punkte. Wegen der Formel (4.4)) ist

o(@) ~op) = [ Vg-ix= [ Vf-ix= fia) o)
Daher ist
9(a) = fla) = g(p) — f(p),
sodass g — f = const. Daraus folgt, dass g = f + const, wie behauptet. O
4.1.5. Beispiele vom Kurs “Netzwerke und Schaltungen I”, I, [1].

BEISPIEL 4.15. [1, S. 22, Influenzladungen, Feldstérkeberechnungen| Eine metallis-
che Kugel mit Radius a tragt die Gesamtladung (). Der Kugelmittelpunkt befinden
sich im Ursprung des Koordinatensystems. Eine ungeladen metallische Hohlkugel
mit Innenradius b > a ist konzentrisch um die erste Kugel angeordnet.
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0 r
Abbildung 1: Leitende geladene Kugel mit umgebender leitender Hohlkugel

(1) Geben Sie die elektrische Feldstédrke E im gesamten Raum 0 < r < oo an.

(2) Welche Ladungsverteilung stellt sich ein, wenn die beiden Kugeln leitend
miteinander verbunden werden?

(3) Wir anders sich der Verlauf der elektrischen Feldstéarke in diesem Fall?

(4) Geben Sie fiir die beiden Falle das Potential ¢.(r) an. Als Bezugswert kann
lim,_, ¢c(r) = 0 angenommen werden.

LOSUNG. (1) Der gesamte Raum besteht aus vier Teilbereichen: 0 < r < a,
a<r<bb<r<cundc<r<oc.

Bereich 0 < r < a: Die Feldstarke ist wegen der Kugelsymmetrie immer
radial gerichtet E = e,E(r). Die Ladung ist als Flichenladung auf der
Oberflache verteilt. Wie alle metallischen Koérper ist die Kugel im Inneren
feldfrei:

E(r)=0 fiir 0<r<a.

Bereich a < r < b:

Bei Abwesenheit der Hohlkugel entspricht das Feld ausserhalb der Kugel,
d.h. im gesamten Bereich a < r dem Feld einer Punktladung () im Mit-
telpunkt der Kugel. Da die Hohlkugel das Feld im Bereich r < b nicht
beeinflusst, ist hier das Feld identisch zum Feld der Punktladung:

E(T)ZGT%W fira<r <b.

Bereich b < r < c: Auf der Oberflache der Hohlkugel, d.h. bei » = b und
r = ¢ bilden sich Influenzladungen aus, sodass der Bereich innerhalb der
Hohlkugel ebenfalls feldfrei wird

E(r)=0 fiir b<r<c.

Bereich ¢ <r < oo: Das Feld ausserhalb der Hohlkugel entspricht wieder
dem Feld der Punktladung

Q

e,———
4degr?

E(r) =

fur c<r<oo.
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Insgesamt lasst sich das Feld im gesamten Gebiet wie folgt angeben

0 fur0<r<aundb<r<e
E(r)y=e.q o .
firta <r<bundc<r < oo.

4meqr?

Dis Schlussfolgerung ist die folgende. Metallische Korper sind in ihrem
Inneren feldfrei. Die Ladung ist als Flachenladung auf der Oberflache
verteilt. Das Feld ausserhalb einer mit der Gesamtladung () geladenen
metallischen Kugel entspricht dem Feld einer im Mittelpunkt der Kugel
angeordneten Punktladung Q.

Aufgrund der an der Metalloberfliche vorhandenen Flachenladungen
springt die normal gerichtete elektrische Feldstarke, im vorliegenden Beispiel
in den Ebene r = a, r =bund r = c.

(2) Bei leitender Verbindung verteilt sich die Ladung @ als Flachenladung
o = Q/4mc? auf der Oberfliche r = c. Es macht keinen Unterschied, ob die
Kugel in ihrem Inneren komplett mit Metall ausgefiillt ist oder Luftzwis-
chenrdume enthalt.

(3) Der gesamte Innenbereich r = ¢ wird in diesem Fall feldfrei:

N
E(r):er{OQ firo<r<ec

Treor? flirc < r < .

(4) Die Potentialdifferenz berechnet sich nach dem Satz aus

Py

6u(P1) — 60(Py) = / E.ds.
Py
Mit der Bezugswert lim,_,, ¢.(r) = 0 kann das Potential zunichst im Bere-
ich ¢ < r < oo bestimmt werden.
Ge(r) — Im ¢e(r) = ¢e(r) = / E.-ds= / e7n4i e, dr
r—>00
———— r r

=0

r

dmegr? J, 12 Amegr? . Amegr

Somit entspricht das Potential im Aussenraum dem Potential der im Mit-
telpunkt angebrachten Punktladung. An der dusseren Oberflache der Hohlkugel
liegt also das Potential ¢.(c) = Q)/4mepc. Innerhalb der metallischen Koérper

ist wegen der verschwindenden elektrischen Feldstéarke auch die Potentialdif-
ferenz Null, d.h, das Potential ist konstant. Fir die Anordnung aus Teilauf-
gabe 2, bei der die Kugeln leitend verbunden sind, gilt also

Gelr) = —2

= fir0<r<ec.
4mege
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Bei den nicht leitend miteinander verbundenen Kugeln gilt dieses Ergebnis
nur innerhalb der Hohlkugel

Q

firb<r<ec.
4megr

Ge(r) =

Mit der im Bereich 2 vorhandenen Feldstarke erhalten wir fir das Potential
den Verlauf

Ge(r) = 9e(b) = ¢e(r) = 47reoc 4dmeq / a2

_ @ (1) _
 dmege <_;) ., B

Ge(r) = @ (1—%4—%) fur0<r<a. O

4meyg \ ¢

Q

47T€Ob 4dmegr

und

BEISPIEL 4.16. [1], S. 45, Kapazitiatsberechnung] Zwei Metallkugeln mit den Radien
r1 und ro befinden sich im Mittelpunktsabstand @ mit @ >> r; und a >> ry. Die

Dielektrizitatskonstante des umgebenden Raumes sei €.

- a Lt

(1) Bestimmen Sie die Teilkapazitdt zwischen den beiden Metallkugeln.

(2) Welche Arbeit muss geleistet werden, wenn die beiden Kugeln die Ladungen
+(@) tragen und der Abstand zwischen den Kugeln auf 2a verdoppelt werden
soll? (Fiir die Berechnung kénnen die Ladungen als Punktladungen in den
Kugelmittelpunkten angenommen werden.)

LOSUNG. (1) Zur Berechnung der Teilkapazitdt werdem die Ladungen +@ auf
den beiden Kugeln angenommen und die sich einstellende Potentialdifferenz
zwischen den beiden Kugeln berechnet. Das Koordinatensystem wird so
gewahlt, dass der Mittelpunkt der linken Kugel mit der Ursprung zusam-
menfallt.

Eine geladene Metallkugel mit der Ladung @) erzeugt in ihrem Aussen-
raum das gleiche Feld wie eine Punktladung () im Mittelpunkt der Metal-
lkugel.
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Somit ergibt sich das elektrische Feld E; infolge der linken Metallkugel
auf der z-Achse im Bereich x > 7y 2]

sowie das Elektrische Feld E, infolge der rechten Metallkigel auf der x-
Achse im Bereich x < a — ry zu
—Q Q

E, = (—e, —e, .
2= (e )471'60(CL—1’>2 © dreg(a — x)?

Mit der Uberladung der beiden Beitrage

-Q /(1 1
E:E1+Egzem—<—+m>

drey \ 22

berechnet sich die Spannung aus der Potentialdifferenz

P> . a—ro 1 1
U= E - ds= @ < +—)ezéxdaz

P dmeo J,, 22 (a—x)?
— 1 1 are — 1 1 1 1
47eg r (a—ux) 4d7eq a—ry T Toa—T,

T1
Fiir die Teilkapazitat zwischen den beiden Metallkugeln erhalten wir das
Ergebnis

1 1 1 1 \'
0:9:47r60(— + —+ — )
U a—1Ty T TeG—T

-1
a>>ry,a>>r2 47'['6 1 1 2 47T€06L7’17”2
- 0 e
a(

— 4 — — =
71 T a T1 +7"2) —27"17“2

Eine erste Moglichkeit besteht darin, das Wegintegral der Kraft zu berech-
nen. Die linke Kugel mit der Ladung @ befinde sich mit ihrem Mittelpunkt
im Urspung des kartesischen Koordinatessystems. Die rechte Kugel mit der
Ladung —@) wird vom Punkt z = a zum Punkt x = 2a bewegt. Dafiir ist

IDje Feldstirke E; ist im Bereich der rechten Kugel a — ro < x < a + ry ungleich Null,
d.h. es werden Ladungen auf der Oberflache der rechten Kugel influenziert, um diese Kugel zur
Aquipotentialﬂéiche bzw. die Feldstarke im Inneren dieser kugel zu Null zu machen. Der Beitrag
dieser influenzierten Ladungen zur Spannung zwischen den beiden Kugeln kann aber unter den
gemachten Voraussetzungen a >> r; und a >> ry vernachlissigt werden. Bei einem geringen
Abstand zwischen den beiden Kugeln muss dieser Einfluss beriicksichtig werden und die Rechnung
wird wesentlich komplizierter.
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folgende Energie notig:

2a 2a
We:—/ F-exdx:—/ (—QE;) - e, dx
2a 2 2 2a
Q Q / 1
— e, dr = —d
/a © 4dregr? O 02 dmeg ), a2 *

A | A e SN A W %
. 4dme \2a  a) S8mea’

N 47eq x
Alternativ kann auch die Differenz der in den beiden Zusténden im System
gespeicherten Energie berechnet werde. Im Ausgangszustand gilt

10Q? @ 21 1 1 2
Welz_Q Q_ ( )

2C 2 4reg ooy a

T1 T2 a
Bei doppeltem Abstand erhalten wir die Energie

21 1 1 2
Wa=S (24 2-2).

7471’60 r_1 re  2a
Die zu leistende Arbeit entspricht der Differenz
Q2
We - WeZ - Wel - .
8mega

BEeispieL 4.17. [1], S. 79, Schrittspannung] Ein Blitzableiter ist in Form eines hal-
bkugelformigen Erders in den Boden eingelassen worden.

ey
™
Blitzableiter 1
k=0
y“ >
e |-1Th-|
Erdreich Kg

(1) Stellen Sie einen Ansatz fiir die Stromdichte im Erdreich auf.

(2) Driicken Sie die Stromdichte J durch die elektrische Feldstiarke E aus.

(3) Berechnen Sie die als Schrittspannung bezeichnete Potentialdifferenz, die
sich in Abhangigkeit von dem Abstand zum Erder bei einer Schrittweite s
ausbildet.

(4) Berechnen Sie di Schrittspannung fiir trockene Erde mit folgended Daten:
I=1kA, c=10m, s =0.75m und k. = 107*/Qm.
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LOsuNG. (1) Die Stromdichte steht auf der Oberfliche der als perfekt leitend
angenommen Elektrode senkrecht, d.h. der Strom wird sich von der Ein-
speisestelle radial in den unteren Halbraum ausbreiten J = e, J(r), wobei
e, ein radial Einheitvektor bezeichnet.

(2) Die Flichen gleichen Potential sind Halbkugeln, sodass fiir die Stromdichte
und damit fiir die Feldstarke der folgende Zusammenhang gilt:

B I
22

(3) Mit den mittleren Abstand der Person von der Einspeisestelle ¢ stellt sich
bei der Schrittweise s die folgende Spannung ein:

c+s/2 c+s/2 I
U:/ E-ds:/ e -——— edr
c—s/2 c—s/2 QTFkET

1 1 1 1 s
C 2mkp \c—s5/2 c+s/2) 2mkp \2—s2/4) "

(4) Bei den gegebenen Werten ergibt sich eine Schrittspannung von

U 1 s B 102 AQm 0.75m
© 21k \ 2 —s2/4) 271074 100m? — 9m?2 /64

J(r) = kpE(r).

=12kV. O

4.2. Die Greensche Formel fiir ebene Bereiche

4.2.1. Die Greensche Formel.

DEFINITION 4.18. Sei B ein Bereich in R?. Der Randzyklus von B ist die Kette von
Kurven

NURU---Uy = 0B

mit der Orientierung, mit der B zur Linken der v, liegt.

=Y
|

A

SATZ 4.19 (Die Greensche Formel in der Ebene). Es sei K := (P, Q) ein Vektorfeld
auf dem offenen Bereich Q@ C R? und B C 2 ein Bereich mit Randzyklus OB. Dann
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gilt

/ Pdx + Qdy = / (Qz — Py) dp(z,y) .
OB

B

BEMERKUNG 4.20. Wir beziehen uns auf die verwirrende Bemerkung [£.12] In
diesem Integralsatz ist f = Pdx + Qdy und df = Q, — P,, wobei das Integral
auf der linker Seite ein Linienintegral ist und das Integral auf der rechten Seite ein
normales Riemannsches Integral ist.

BEWEIS. Wir betrachten im Moment Bereiche der Form

u -~
d- -

y=d(z) (asz<h)

z=ly) (c<y=d)

]

d.h.

(4.6)

In diesem Fall ist der Randzyklus von W
OW =+ +%
Wir kénnen die folgende Parameterdarstellungen benutzen:
Y: T (z,0(x)) fira<z<b

T oz (r,d) fira<z<b
Yo oy (a,y) fire<y<d.
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/ —Py(z,y)du(z,y) = // P)(z,y)dydx
¢(x)

=/<<,mw><mx®w

Dann ist

wobei wir benutzt haben, dass

da dx auf ~, verschwindet.
Gleichermassen gilt

/Qxxydu(xy // Qu(z,y) dx dy

:/X@wwxw—QWw»@

:/CdQ(@b(y),y)dy—/ch(avy)dy
—/%de/%_l@dy
:/WQder/%_leer/h_ley

= Qdy,
ow

wobei wir noch einmal benutzt haben, dass dy auf v; verschwindet. Wir haben
deshalb die Behauptung fiir einen Bereich der Form (4.6]) bewiesen.
Es ist einfach zu sehen, dass die Behauptung auch analog fiir Bereiche der Form
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gilt.

Sei jetzt B ein allgemeiner zusammenhangender Bereich. Wir konnen B mit
Hilfe von vertikalen und horizontalen Schnitten in endlich viele Bereiche W fiir
1 <35 < N der obigen Form zerlegen.

B
I

= =
| = ==
._11//

(4.7) /B Q. — P dp(wg) = 3 / Qs — P du(z,y).

Es gilt auch

N
(4.8) /BPda:—FQdy:j;/WdeaﬁLQdy :

In der Tat ist eine im Innern von N gelegen Kante von W; zweimal gegenaufig
durchlaufen. Daraus folgt, dass die entsprechende Linienintegrale sich herausheben

und (4.7) und (4.8)) liefern

N
/BPd:c+Qdy _ ;/Wj@x B dp(z.y)

N
= ;/Wdem—I—Qdy
- / (Qu— P,) dpu(x, )
B
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BEMERKUNG 4.21. Aus der Greenschen Formel folgt der Cauchy Integralsatz. In
der Tat, sei

f(2) = u(z,y) +iv(zr,y)

eine komplexe Funktion, wobei z = x + iy. Falls f holomorph ist, gilt die Cauchy—
Riemannsche Gleichungen

Uy = Uy

Uy = —Vp .

mit Hilfe von der Greenschen Formel und der Cauchy—Riemannschen Gleichungen
erhalten wir

f(2)dz = / (ule, ) + vz, ) (do + idy)
0B 0B

:/ udw—vdy—iri/ udy +vdx
OB oB

— [ (o~ w)duto) + i [ (1= v)dulan)
B \_26_/ B ‘\/—':0
=0.
U

4.2.1.1. Anwendung: Flachenberechnung. Sei B ein zusammenhangender Bere-
ich. Wir wissen schon, dass

u(B) = [ dutay)
B
Laut des Satzes [4.19] ist
(4.9) / du(x,y) = / Pdx + Qdy
B OB

genau dann, wenn (P(z,y), Q(z,y)) der Eigenschaft geniigen, dass
Qu(z,y) — Py(z,y) =1 fiir jedes (z,y) € B.
Solche P und @) sind zum Beispiel
(P(z,9),Qx,y)) = (0,x) oder  (P(z,y),Qx,y)) = (~y,0).
Die Formel wird deshalb

(4.10) /Bdu(x,y):/andy oder /Bdu(x,y):—/aBydx

Aus den zwei Integralen in (4.10)) erhalten wir auch

1
(4.11) /d,u(q:,y):—/ rdy —ydx
B 2 Jop
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BEISPIEL 4.22. Eine Zykloide ist die Trajektorie von einem Punkt beschrieben, der
auf der Kreisperipherie einem Kreis des Radius a festgelegt ist, falls der Kreis auf
der x-Achse abrollt. Wir mochten den Flacheinhalt zwischen der x-Achse und der
Zykloide berechnen, falls der Kreis einmal auf der z-Achse abrollt. Wir wissen, eine
Parameterdarstellung der Zykloide -y ist

v TP—>{ Q:(T):

y(7)

(1 —sinT)

a
a(l —cosT)

und die Bedingung, dass der Kreis einmal rollt, bedeutet, dass 0 < 7 < 27.

P at 2ma

Wir kénnen eine der Formel in (4.10) oder (4.11) benutzen. In diesem Fall ist die
erste der Formel in (4.10)) am besten, denn auf der z-Achse ist dy = 0. Daraus folgt,
dass

1(B) —ABﬁdy
= /027”1 (7)Y (1) d7'+/20:1:(7')y’(7') dr

™

= /20 (7)Y (1) dr

2w
= —/ z(7)y (1) dr
0
27
= —/ a(t —sinT)asin T dr
0

2T
- aQ/ (7sinT — sin® 1) dr
0

27
™ 1 . us
—a? (—TCOST‘E —1—/ cosTdr — §(T—SIHTCOST>‘(2) )
0
—a*(=27+0—m)

= 371a?,
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wobei wir verwendet haben, dass
.o 1 1,
(4.12) sin Tdeér—gsmTcosr—i—C.

O

4.2.2. Die Integrierbarkeitsbedingung fiir Vektorfelder in der Ebene.
Wir haben den Begriff des Zusammenhangs gesehen. Wir werden jetzt diesen Be-
griff beschranken. Wir sagen, dass ein Bereich 2 C R" einfach zusammenhdangend
ist, falls sich jede geschlossene Kurve v C €2 innerhalb €2 stetig auf einen Punkt

zusammenziehen lasst.
Y]
aB
~

@7 .

1 einfachzusammenh. () nicht einfachzusammenh.

Falls diese Bedingung erfiillt ist, berandet jede geschlossene Kurve v C €2 ein
Flachenstiick (oder eine “formale Summe” von glatten Flachenstiicken): dies ist
genau der Flachenstiick, der beim Zusammenziehen tiberstrichen wird.

~

Zum Beispiel ist eine Scheibe in R™ einfach zusammenhangend, weil ein Kreisring in
R™ ist nicht. Auch ist R* \ {0} nicht einfach zusammenhéngend, weil R? \ {0} ist.

BEISPIEL 4.23. Hier sind viele Beispiele, wobei n = 2 oder n = 3 die wichtigen Falle
sind.
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R™ v
Kreisscheibe in R v
v
v

RZ\ {0}

R3 {0}

R?~. Halbstrahl

R3\ Gerade

Kreisring in R?
Kugelrinde in R?
Inneres eines Volltorus
zylindrische Hiilse
R3\ Kreislinie

~

\

SNENENERENEN

Fiir einfach zusammenhéngende offene Bereiche konnen wir die Integrierbarkeits-
bedingung festlegen:

SATZ 4.24. Ein C*-Vektorfeld (P, Q) auf einem einfach zusammenhéngenden offenen
Bereich € C R? ist ein Potentialfeld V f genau dann, wenn gilt

(4.13) Q.—P,=0.
BEWEIS. (=) Falls das Vektorfeld ein Potentialfeld ist
of of
PQ)=Vf=|, 5
( Y Q) f (ax7 ay) bl

ist die Bedingung (4.13) genau die Vertauschbarkeit der Differentiationsreihenfolge
(Satz [2.50)
00 of o
o, 208 0108
Oordy Oy ox

(<=) Es sei 7y eine beliebige geschlossene Kurve in €2. Da € einfach zusammenhéngend
ist, gibt es ein Gebiet B so, dass v = dB. Wegen der Greenschen Formel (Satz |4.19))
ist

[aBde+Qdy=/(Qm—Py)du:0.

B
Laut dem Lemma [4.8 ist das Vektorfeld konservativ. 0

Wir haben jetzt die Integrierbarkeitsbedingung, wir miissen aber noch wissen,
wie man das Potential eines konservativen Vektorfelds finden kann. Wir haben schon
im Satz [4.14] eine Methode gesehen und wir werden jetzt eine zweiten Methode
entdecken.

BEISPIEL 4.25. Wir betrachten das Vektorfeld
(P,Q) == (z* + azy®, 2%y — ¢°).
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Da
Q. =22y = P,

ist das Vektorfeld konservativ. Wir suchen deshalb eine Funktion f : R? — R so,
dass

(4.14) {fx(x, y) = 2 + xy?

fyla,y) =2y —y°.
Wir integrieren die erste Gleichung nach x und erhalten

(4.15) f(z,y) = /fx(l',y) dx = /(:::3 + 2y®) do = i:v“ + %fvzyf +9(y) .

Die Funktion g(y) ist die “Integrationskonstante”: “Integrationskonstante” bedeutet,
dass sie verschwindet, als wir die Ableitung nach x nehmen. Da f eine Funktion in
den zwei Variablen z,y ist, konnte die Integrationskonstante abhangig von y seinﬂ.
Die in (4.15)) gefundene Funktion f(z,y) erfiillt die erste der zwei Gleichungen
in . Um der zweiten Gleichung zu geniigen, miissen wir g(y) finden so, dass

O (1, 1,4, 2 5
8_y(1x +§$?J +9(y) ) =2y —y°.
Ableiten liefert

Py +d(y) =2y —y°,

5 1

d.h.
(4.16) Jy)=—y" = gy = —gyG +C.

Wir bemerken, dass die Integrationskonstante hier eine “echte” Konstante ist, weil
die gesuchte Funktion g nur eine Funktion der Variable y ist. Aus (4.15)) und (4.16)
folgt, dass

1 1

1
4 2,2 6
=T = - = +C

das gesuchte Potential ist. O

Wir werden jetzt sehen, dass die Voraussetzung, dass (2 einfach zusammenhéangend
ist, notwending ist.

BEISPIEL 4.26. Wir betrachten das Vektorfeld der Klasse C'' auf R? \ {0},

._ Yy X
A‘('T7y) T (_$2+y2’l’2+y2) )

2Wire das gesuchte Potential eine Funktion in drei Variablen gewesen, wiirde die Integra-
tionskonstante der Integration nach z eine Funktion von y und z sein.




4.2. DIE GREENSCHE FORMEL FUR EBENE BEREICHE 139

dessen Feldlinien die konzentrischen Kreise um 0 sind, und dessen Norm

Ein solches Vektorfeld ist zum Beispiel in jeder Ebene z = const. das Magnetfeld,
das von einem die z-Achse von unten nach oben durchfliessenden elektrischen Strom
erzeugt wird.

Es ist klar, dass das Vektorfeld nicht konservativ sein kann. Sei zum Beispiel
Vi O x(0): (rcosf,rsinf), 0<6<2r.

eine Parameterdarstellung von ~,. Da +, eine Feldlinie von A ist, ist x an jeder
Stelle zu A senkrecht und x’ ist deshalb zu A parallel. Daraus folgt, dass

1
A-X = |Allx]==r=1,
T

sodass

27 27
(4.17) /A-dx:/ A-X’d@z/ df = 2.
Yr 0 0
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Daraus folgt, dass A nicht konservativ ist, obwohl die Integrierbarkeitsbedingung

erfiillt ist
0 x 0 Y
P =)= ==
Ol =g (x2+y2) 8y( x2+y2)

_ @4y —ar) | (@ +y°) —y(2)

(22 + y2)? (22 + y?)?
_ (y? —2%) —2(22)  (2® —9?) — 2(27) _0
(22 + y?)? (22 + y?)? '

Es gibt aber keinen Widerspruch zu Satz 4.24] weil das Definitionsgebiet von A
nicht einfach zusammenhangend ist. Das Vektorfeld A ist jedoch konservativ auf
jedem einfach zusammenhéngenden Teilgebiet ' C Q. Zum Beispiel auf

Q ={(r,y) €eR*: 2 >0} oder @ :=R*~{(0,y) €R?: y<0}.

In diesem Fall kénnen wir wie im Beispiel das Potential f von A bestimmen.
Wir setzen

fa:(ff,y) = ——
4.18 oty
(4.18) {fy(l‘,y) = =

Wir integrieren die zweite Gleichung nach y und erhalten

[ e = [
~+ | G

1
_/u2+1du

= arctan <y> +g(x).

Ableiten nach x und die ersten Gleichung in (4.18)) werden die zusatzliche Bedingung
geben, um g(x) zu finden:

JJQ—yFy = fal=, )_8890 (arctan<y>+g( )> m< 52)"’9()

Daraus folgt, dass
J@)=0 = ga)=C.
Das gesuchte Potential ist

f(z,y) = arctan ( ) +C,

d.h. eine Wahl des Arguments des Punktes (z,y).
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u
(z. )

e E)

Aus sehen wir auch, dass der Wert des Linienintegrals auf «, unabhéngig
von r ist. Weiter gilt das Folgende: Falls ein auf R* \ {p} definiertes Vektorfeld die
Bedingung erfiillt, ist das Linienintegral dieses Vektorfelds auf jeder einmal im
Gegenuhrzeigersinn um p herumgehenden Kurve immer gleich 2. Diese Tatsache
spielt in der komplexen Analysis eine fundamentale Rolle.

In Allgemeinheit sei v eine glatte geschlossene Kurve mit Parameterdarstellung

x(t) = (x(t),y(t)) fira<t<b

und sei pg € R? ein Punkt, der nicht auf ~ liegt. Sei

Az, y) = <— oA i > .

(& —20)* + (y = 0)*" (= — 20)* + (y — 50)?

Dann das Linienintegral
/ A - dx
v

betragt die Umlaufzahl, d.h. wie vielmals die Kurve um den Punkt py und in welche
Richtung geht. 0

4.2.3. Stromungsfelder in der Ebene, Begriff des Flusses. Wir betra-
chten die folgende Situation. Sei 2 ein Bereich. Ein bestimmtes Produkt wird in
den verschiedenen Regionen von {2 mit unterschiedlicher Intersitat produziert und
konsumiert. Der Mengenausgleich erfolgt durch Transport von Fliissigkeit aus den
Produktionsgebieten in die Konsumzentren.

Wir betrachten das Vektorfeld v = (P,Q), das die Flussigkeitvektor auf 2
definiert. Wir nehmen fiir einen Moment an, dass das Vektorfeld homogen ist und
wir suchen die Flussigkeitsmenge AM, die im Zeitintervall At die gerichtete Strecke
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Zoz; von links nach rechst ﬁberquertﬂ. Anders gesagt, suchen wir den Fldcheninhalt
AcM des von den Vektoren zyz; und vAt aufgespannten Parallelograms

2= (1)

/ v=(PQ)

%:(I&yﬂ} —
n .
Falls zgz; = (21 — xo,y1 — o), gilt
i ik
AM = |[vAt x 2oz || = P Q@ O] At=(P(y1 —yo) — Qz1 — x0)) AL,

(1 —20) (Y1 —10) O

sodass die Fliissigkeitsmenge, die durch die Strecke zyz; pro Einheitszeit iiberquert
ist

AM
(4.19) @ZFZP(%—?JO)—Q(%I_%)-
Wir haben aber auch
(4.20) O = ||v X zoz1|| = ||V]| ||Zoz1]| sin 3,

wobei  der Winkel zwischen zyz; und vAt ist. Sei jetzt n der Normaleinheitsvektor
der Strecke zgz,
< Y1 —Y T1— Zo )
n=|— :
ly1 — Yol 21 — o]

und sei a der Winkel zwischen vA¢ und n. Dann ist

Vs
Oé—l-ﬁ:E

und deshalb gilt
sin 3 = cos .

Da n ein Einheitsvektor ist, erhalten wir aus (4.20))

(4.21) @ = [v][ ] cos aflzgz]| = v - nllzgz |-

Sei jetzt v ein nicht unbedingt homogenes Vektorfeld und sei

vt z(t) = (x(t),y(t)), fira<t<b,

3Die von rechts nach links iiberquerende Fliissigkeitsmengen werden negativ gezihlt.
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eine glatte Kurve: wir suchen die Flussigkeitsmenge, die pro Zeiteinheit die Kurve
7 von links nach recht iiberquert. Um es zu berechnen, teilen wir das Intervall [a, 0]
in kleine Teilintervalle

a:t0<t1<"'<t]\[:b,
sodass wir annehmen konnen, dass v = (P, Q) in jedem Teilintervall homogen ist.
Anders gesagt, falls

zy = z(ty) ,

ist

V|[tk7tk+1) = (P<Zk>> Q(Zk)) .

Aus (4.19) und aus dem Mittelwertsatz mit & € (yx, Yrr1) und n € (zx, vx11) folgt,
dass die Formel des Flusses des Vektorfeld v iiber 7 ist
N—-1

O = lim > (P(z) (et — v) — Qz) (Trs1 — 1))

N—oo

e
I
=

=z

= lim (P(zx)y' (&) — Qz1)2" (k) (tria — tr)

— [ Pl @) - QGal)a' (1)
= /(de— Qdx).

~

Falls wir die Formel (4.21]) statt (4.19) fiir die Fliissigkeitmenge angewendet hétten,

wiirden wir mit einer ahnlichen Behandlung

e
Il

<I>=/ v(z(t)) - n(z(1))[|2'(t)]] di

erhalten, wobei n der nach rechts weisenden Normaleinheitsvektor zur Kurve
bezeichnet.
z(b)

Falls

ds = |12/(¢)]] dt
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das Linienelement ldngs 7 (sehen (4.2))) bezeichnet, konnen wir die folgende Schreib-
weise benutzen

b
(4.22) /V ‘nds = / v(z(t)) - n(z(t))||Z'(t)| dt

Falls die Kurve « der Randzyklus 0B eines Gebiets B C (2 ist, stellt das Integral

q):/aB(de—Qda:):/an'nds

die pro Zeiteinheit tiber 0B aus B herausstromende Fliissigkeitsmenge dar. Das
Integral wird positiv sein, falls mehr Fliissigkeit aus B heraus, als hineinfliesst; im
anderen Fall wird das Integral negativ sein.

BEISPIEL 4.27. Wir betrachten das Stromungsfeld
v(z,y) = (ax + By, vz + 0y) ,

der auf R? definiert ist, und die Kreisscheibe B vom Radius ry um 0

v

v
i/

SNt
2y
YN

\“\

Eine Parameterdarstellung des Randzyklus 0B von B ist
0B: 0 — z(0) = (2(0),y(0)) = (rocosb,rosinf), fir —7<0<m,

;
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sodass
z'(0) = (2/(0),y'(0)) = (—rosinb, rycosh).
Der Fluss von v tiber 0B ist deshalb

b= /83((0433 + By) dy — (yx + dy) dx)

= / (arg cos O + [rosin 0)rgcosd — (yrg cos @ + drgsin 0)(—rgsiné)) do

—Tr
™

:7“(2)/ (a00829+(5sin20)d9—|—7’g(ﬁ+fy}/ sin @ cos 6 dO

~ y
= r%/ (avcos? @ + §sin’ 0) df =
:r[z)/ (a+ (6 — a)sin®0df =
=ra(2ra+ (6 — a))
=ri(a+ o)
— (a+ )u(B).
wobei wir (4.12)) verwendet haben. O

4.2.4. Divergenz und der Satz von Gauss in der Ebene. Wir sind jetzt
in der Lage, noch einen der Integralsatzen festzulegen. Das Integral an der linken

Seite der Formel (4.22) ist das Linienintegral des Vektorfeld
K= (_Q7 P )
und kann mit Hilfe der Greenschen Formel (Satz [4.19) berechnet werden:

/ (Pdy — Qdx) :/ (—Qdzx + Pdy) = /(Px-FQy)d,u(x,y)_
dB oB B
Wir nennen

divv:= P, + Q,

die Divergenz oder Quellstirke des Vektorfelds v = (P, Q). Wir haben deshalb den
folgenden Satz bewiesen:

SATZ 4.28 (Divergenzsatz oder Satz von Gauss in der Ebene). Es seien v = (P, Q)
ein Vektorfeld auf dem Bereich () und B C (2 ein offener Bereich mit Randzyklus

0B. Dann gilt
/ V-nds:/divvd,u.
OB B
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Der Satz sagt, dass der Fluss von v iiber 0B nach aussen gleich dem Integral
der Divergenz von v iiber das Innere von B. Die Divergenz div v messt die ortliche
Intensitat der “Fliissigkeitsproduktion” von v. Betrachten wir in der Tat eine kleine
Kreisscheibe B, vom Radius € um einen festen Punkt zy. Wenden wir den Diver-
genzsatz auf diese Kreisscheibe an, und die herausfliessende Fliissigkeit ®(B,) hat
den Wert

d(B,) = / div v(z,y) du(x,y) ~ div(zo)u(B.) .

Daraus folgt, dass

. . ®(B)
d =1 .
vt =y

BEISPIEL 4.29. Wir kénnen den Fluss von v iiber 9B im Beispiel mit Hilfe des
Divergenzsatzes berechnen. Es gilt

divv=a+94,

sodass

@z/Bdivvdu:/B(oz—i—é)du:(a—i—é)u(B).

4.3. Der Satz von Gauss

Der Satz von Gauss in der Ebene geht um den Flux eines Vektorfelds tiber eine
Kurve und wenden das Linienintegral beziiglich das Linienelements ds an. Der Satz
von Gauss im Raum geht um den Flux eines Vektorfelds durch eine Flache und
wendet deshalb das Fldchenintegral. Daher miissen wir zuerst das Flacheninhalt
definieren.

4.3.1. Die Flachen im Raum. Wir betrachten jetzt eine Flache S mit einer
Parameterdarstellung

r: B—=R, (u,v) = r(u,v) = (2(u,v),y(u,v), 2(u,v)).

BEISPIEL 4.30. Falls die Fliche S der Graph einer Funktion f : R? — R? ist, konnen
wir die Parameterdarstellung

S: (z,y) —r(z,y) = (z,y, f(z,y), fir (z,y) € R?
nehmen. O
BEISPIEL 4.31. Falls die Fliache S eine Rotationsflache mit der Meridiankurve

yu: o te(p(t), 2(t), fira<t<b,
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| p
konnen wir die folgende Parameterdarstellung nehmen

S: () = x(t, ¢) := (p(t) cos ¢, p(t) sin ¢, (1)),
wobei a <t <bund 0 < ¢ < 27. ]

Sei jetzt r(u,v) eine Parameterdarstellung und p := r(ug,vo) € B ein fester
Punkt in S. Die Funktion

u— r(u, vg)
und die Funktion
v = r(up,v)

heissen beziehungsweise eine wu-Linie und eine v-Linie durch den Punkt p. Die
Tangentialvektoren sind beziehungsweise

r.(u,vg) = (zy(u, vo), yu(u, vo), zu(u, vo))
und
r,(u, v) = (24 (U, v), Yy (ug, V), 2, (g, v))

und die Parameterdarstellung an der Stelle (ug,vg) heisst reguldr, wenn die Funk-
tionalmatrix

[B(xw#)

O(u,v) :| (40,00)

der Rang 2 besitzt. Anders gesagt, wenn

(ry x ry)(ug,v9) #0.

Diese Definition entspricht die in § schon gegebenen Definition der Regularitat
eines Punktes auf dem Graph einer Funktion.

Falls the Fldche an der Stelle (ug,vg) reguldr ist, besitzt die Flache an dieser
Stelle ein Tangentialebene.
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(g, vp)

Laut einer Verallgemeinerung des Satzes iiber implizite Funktionen, gibt es eine
kleine Kreisscheibe um (ug, vo), wobei r bijektiv ist.

Wir nehmen an, dass die Parameterdarstellung in “meisten” Punkten regular
ist, d.h. die nicht regulare Punkte isolierte Punkte oder Randpunkte sind.

BEISPIEL 4.32. Wir betrachten die Parameterdarstellung
(¢,0) — (Rcos¢cosf, Rsin ¢ cosf, Rsin )

der Sphéare vom radius R, wobei ¢ € [0, 27] und 6 € [—g, %} . Die Tangentialvektoren
lauten

ry(¢,0) = (—Rsin¢cos, Rcos ¢ cosb,0)
ro(¢,0) = (—Rcos ¢sinf, —Rsin ¢sinf, Rcos ),
sodass
i j k
ry Xrg= |—Rsingcost) Rcosgcosb 0
—Rcos¢sinf —Rsingsinf Rcosf
= (R*cos ¢ cos® 0, R? sin ¢ cos® 0, R? sin® ¢ sin 0 cos § 4+ R* cos® ¢ sin 6 cos )
= (R*cos ¢ cos® 0, R*sin ¢ cos® 0, R* sin 6 cos 0)
= R? cos f(cos ¢ cos ), sin ¢ cos 6, sin §) .

Die Norm des Vektors ry X 1y ist

[ty X T|| = R*cos B(cos? ¢ cos? B, sin® ¢ cos® § + sin® §) /2
(4.23) — R?cos f(cos® O + sin® 9) /2
= R*cos?.
Daraus folgt, dass
T
bR

Diese ¢-Linien (ng, j:g) sind auf die Nordpol und Siidpol abgebildet und die Param-
eterdarstellung ist ausser dieser zwei Punkten reguléar. 0

|ty X rg]| =0 0 ==+
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BEIsSPIEL 4.33. Wir betrachten jetzt die Parameterdarstellung

(4.24) (p, @) = (pcos ¢, psin ¢, pcot )

des Rotationskegels, der einen Winkel o mit der z-Achse besitzt.

z

Die Tangentialvektoren sind
r, = (cos ¢,sin ¢, cot o)
ry = (—psing, pcos ,0).,

sodass

cosgb sing cota
—psing pcos¢ 0
= ||(=pcos ¢ cot a, —psin ¢ cot a, pcos® ¢ + psin® @)||

j k
[ < rgll =

= p(— cos ¢ cot o, — sin ¢ cot v, 1)
=pV1+cot?la#£0&p#0.

Die Parameterdarstellung ist auf der Kante p = 0 singuléar und deshalb besitzt der
Kegel an der Stelle 0 keine Tangentialebene. U

Wie gesagt, ist eine der Folgen der Regularitat eines Punktes p, dass die Flache
an der Stelle p eine Tangentialebene besitzt. Mit der Tangentialebene an einer Stelle
p kommt auch der Normaleinheitsvektor an der gleichen Stelle p. Der Vektor

r, Xr,

ist ein Normalvektor und der entsprechende Normaleinheitsvektor ist

T, Xxr,
[T X 1] .

In der Tat gibt es zwei Normaleinheitsvektoren an jeder Stelle

r, X T,
ni=——— und —n:i=-————+":
[ X 1| [T X 1|

r, X1,

wir werden uns in jedem Fall die “richtige” Richtung wahlen.
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BEISPIEL 4.34. Der nach aussen orientierte Normaleinheitsvektor zur Sphére in
Beispiel lautet

n=—2""9
[ > ro|
R? cos f(cos ¢ cos 0, sin ¢ cos 6, sin 6)
B R2cos 6
=(cos ¢ cos 0, sin ¢ cos 0, sin 6)

ry XTIy

O

BEISPIEL 4.35. Der nach oben orientierte Normaleinheitsvektor zum Rotationskegel
in Beispiel lautet
e xxel
[, X 14|
(—pcos ¢ cot av, —p sin ¢ cot v, p)

~ pll(=cospcot a,singcot a, 1)

_ p(—cos¢pcota, —singcota, 1)

B pV1+ cot? o

=| sin | (— cos ¢ cot o, —sin p cot v, 1)

= sin a(— cos ¢ cot a, — sin g cot v, 1)

=(— cos ¢ cos o, — sin ¢ cos «, sin ) ,
wobei wir benutzt haben, dass 0 < o < 7 ist und deshalb ist sina > 0. Der Vektor
n zeigt sich nach oben.

I, ]
fallhe) (i)

O

4.3.2. Der Flacheninhalt. Um den Flacheninhalt zu berechnen, zerlegen wir
der Parameterbereich B in kleine achsenparallele Rechtecke By, fir 1 < k < N,
wobei

By, = [uk, ug + Au] X [Uk,?]k -+ A’U] .

Die Parameterdarstellung r fithrt die Rechtecke By, in ein Fliachenstiick S, C R3
iiber, der sehr ahnlich wir ein Parallelogramm P mit den Kanten

r,Av und r,Av



4.3. DER SATZ VON GAUSS 151

ist und deshalb den Flacheninhalt

w(P) ~ |ryAu x r,Av|| = ||ry X r||AulAv = ||r, X r,||(B)

besitzt. Da

Av

(upvp) Au

Ty, v)

erhalten wir die Formel fur den Flacheninhalt der Flache S

N

w(S) = ]\}iirlew(Sk)
k=1
N

= 2l

(4.25) b=

N
= i 37l x ol

= [ ) % v a0} o).

Der Ausdruck

(4.26) dw(S) = ||ru(u,v) X ry(u,v)|| du(u,v)

heisst das (skalare) Oberflichenelement.
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BEISPIEL 4.36. Wir mochten die Oberflache der Sphéare Si vom Radius R herleiten.
mit Hilfe von (4.23)) und (4.25]) erhalten wir

w(Si) = /B les(6,6) % ro(6,0)]| du(,6)

= / R? cos 0 du(¢, 0)
B
27 /2
= / (/ R? cos@d@) do
0 —/2
27 /2
= 2R2/ (/ costQ) do
0 0

2
:2R2/ sin9|g/2d<b
0

27
= 2R? / do
0

= 41 R?,
wie erwartet. O

BEIspIEL 4.37. Wir betrachten das hyperbolische Paraboloid

2= % — P

und wir mochten der Flacheninhalt der Teil S des Paraboloids innerhalb des Zylin-
ders

2? +y? < R?
berechnen. Wir benutzen die Parameterdarstellung
(4.27) S: (z,y) = r(z,y) = (v,y,2* —y?), fiir 2> +¢y*> < R%.
Die Tangentialvektoren sind
r.(x,y) =(1,0,2z)
ry(z,y) =(0,1,-2y),
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sodass
ij k

Iro(e,y) x (o)l = || [1 0 20 ||| = I(~22,2y, )l| = I+ 422 + 437,
01 —2y

Das entsprechende Oberflachenelement ist deshalb

dw = /1 +42% + 42 dp(z,y) .

Die Berechnung der Oberflache

w(S) = /B V14422 + 42 dp(z, y)

wird in Polarkoordinaten (p, #) einfacher. Es gilt

w(8) = [ VITETT AR du(r.y
B
27 R
:/ / V14 4p?pdpdl
o Jo

2r 4 1+4R?
= / §/ /2 dr do
0 1

271'123 1 9
_ L4 3/2 +4R d9
A

((1+4R%)3%2 —1) /% do

(L+4R*%? —1) .

[ [\’_‘Dlr—t

O

BEMERKUNG 4.38. Im Laufe des Beispiel haben wir erhalten, dass das auf
beliebige Graphen

(z,y) = (v,y, f(z,9))

beziigliche Oberflachenelement ist

dw = /1+ f2+ f2du(z,y).

4.3.3. Fluss eines Vektorfelds durch eine Flache. Es seien jetzt ein Vek-
torfeld v und eine Fliche

S: (u,v) = r(u,v)
auf einem Gebiet (2 definiert. Wir nehmen an, dass die Flache orientiert ist, d.h.
ein der Normaleinheitsvektoren positiv ist. Sei
r, X T,

(4.28) n——
[y X 1|
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der positiven Normaleinheitsvektor.

Wir suchen den Fluss des Vektorfelds v durch die (orientierte) Flache S. Um
diesen Fluss zu finden, fangen wir mit der Berechnung der Fliissigkeitsmenge AM
an, die im Zeitintervall At eine kleine Flachenstiick Sy in der positiven Richtung
durchquert.

Av

(upvp)  Au

Der Flachenstiick Sy ist das Bild unter der Parameterdarstellung r einer kleinen
Rechteck

By, = [ug, ug, + Aul X [vg, v + Av],

die klein genug ist, sodass v als homogen betrachten werden kann. Weiter kann der
Flachenstiick Sy durch das Parallelogramm mit Kanten

r,Av und r,Av

approximiert werden. Daraus folgt, dass die gesuchte Fliissigkeitsmenge AM durch
Sk approximativ gleich dem Volumen des Parallelepiped mit Kanten

r,Au, und r,Av und VAt
ist. Laut des Satzes [3.26] und dessen Beweises ist dieses Volumen
AM = v - (ry X 1) AuAvAt = v - (1, X 1,)At u(By) .
Der Fluss ®; von v durch S ist deshalb approximativ

AM
O, = =V (ry, X ry)u(By).

Wie immer konnen wir den Fluss durch S als den Limes einer Summe erhalten

0= jim 3o
k=1
= lim > v(r(up,ve)) - (Tu(ur, ve) % 1o (ug, v))o(Br)

N—oo
k=1

_ /Bv-(ru x 1) dpalu, v) .

Diese Formel gilt auch falls die Flache nicht unbedingt glatt, aber eine “formale
Summe” von glatten Flachenstiicken ist.

(4.29)
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Mit Hilfe von (4.26)) und (4.28)) konnen wir auch das vektorielle Oberflichenelement
definieren, d.h.

r,(u,v) X r,(u,v)

(4.30) |dw := (ry(u,v) X v,(u,v)) du(u,v) = dw=ndw.

[[ro(u, v) X1y (u, 0]

Wir konnen deshalb die Formel des Flusses durch

/V-dw oder /V-ndw
S S

BEISPIEL 4.39. Wir mochten den Fluss des Coulombfelds

bezeichnen.

Kr)=—=-, r#0

durch eine Sphéare Sp vom Radius R berechnen. Der Normaleinheitsvektor n ist

sodass

Daraus folgt, dass

O

BEISPIEL 4.40. [1], S. 34, Flussberechnung] Gegeben ist ein homogenes elektrisches
Feld E = E,e,. Das Feld durchsetzt eine senkrecht dazu angeordnete halbkugelformige
Flache A mit der Flachennormale n = e, und dem Kugelradius a. Der Mittelpunkt

dieser halbkugelformigen Flache Ag liegt im Ursprung eines Koordinatensystems
(r,0,¢). Auf der z-Achse befindet sich an der Stelle z = a/2 eine Punktladung Q.
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-
F:=E‘i;‘ i =
i N _._'

Abbildung 1: Fluss durch Halflache

Welchen Wert muss die Punktladung annehmen, damit der elektrische Fluss W durch
die Flache Ag insgesamt verschwindet?

LOsuNG. Wir berechnen zunéchst den Fluss Uy durch die halbkugelférmige Flache

Ak infolge des homogenen Feldes. Dazu betrachten wir die in Abbildung 2 dargestellte
Halbkugel.

n? -

Abbildung 2: Fluss durch Ay infolge des homogenen Feldes

Da sich keine Ladungen innerhalb der Halbkugel befinden, muss der durch die Flache
Ag nach aussen hindurchtretende Fluss gleich sein zu dem Fluss, der durch die
kreisformige Bodenfliche ma? in die Halbkugel eintritt

Uy = // D - dA = ¢ E,ma’.
Bodenflache

Wir bemerken, dass die umstandlichere Rechnung durch Integration iiber Ag fiihrt
zu dem gleichen Ergebnis:

\IJE:// D-dAz//exeoEgg-dA:EoEz// e, e a’sinfdfdo
Ak A TN

sin 0 cos ¢
w/2 ™ T w/2
= eoExaQ/ cosgb/ sin0df dp = egFya*= / cos pdp = egEyma® .
—7/2 0 2 —7/2
72 I —

Benotigte Zwischenschritte:

e, e =e,(e;sinfcosp+ e,sinfsing + e, cosf) = sin b cos ¢
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und
" 2 1 . - m
sin“xdr = —(x —sinzcosx)|j = = .
] 2 2

Im néachsten Schritt wird der Fluss W¢ durch Ak infolge der Punktladung () berech-

net. Anhand der Beziehung
U= // D-dA =@

wird deutlich, dass bei einer Vollkugel der Fluss Uy = () durche die Oberflache
Ay tritt. Aus Symmetriegriinden tritt somit durch die rechte Halbkugel der Fluss
Vg = @Q/2. Der Wert der Ladung ) kann aus der Forderung

U=Vp+ Vg =¢E,ma’+Q/2=0
bestimmt werden und liefert die Ergebnis
Q = —260Ex71'a/2 .

BEispiEL 4.41. Wir betrachten das hyperbolische Paraboloid wie im Beispiel
und suchen den Fluss des Vektorfelds

v(z,y,2) = (v2,y2, R* — 2* — °)

von unten nach oben durch S, wobei S in (4.27)) definiert wird. Der Normalvektor
kann mit Hilfe von den Tangentialvektoren

r, = (1,0,27)
ry = (07 17 _2y)
berechnet werden, d.h.
ij k
r, Xxr,= |1 0 2z | =(-2x,2y,1).
01 -2y

Da die z-Komponent positiv ist, besitzt der Vektor die richtige Orientierung. Weiter
ist

2

v(r(z,y)) = viz,y,2° —y°) = (2(2? — %), y(a® — v*), R* — 2 — %),

sodass
v(r(z,y)) - (rp X 1y) = =22%(2" — ) + 2°(2” — y°) + B> — 2* — ¢/
oty 2x2y2 i 2x2y2 _ 2y4 LR? g2 y2
:RQ_xQ_y2_2($2_y2)2'
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Um den Fluss durch S zu finden, miissen wir das Integral in (4.29) berechnen:

v /BV(I“(% y)) - (re x 1) du(z,y)

(4.31)
_ /B(R2 —2® =y’ = 2(a® — y*)?) dp(,y) .

Da B eine Kreisscheibe ist, ist die Integration in Polarkoordinaten (p, #) einfacher.
Wir haben

24+ =p* und 2® —y? = pPcos’H — p*sin?h = p*cos 26,

sodass (4.31)) wird

P = /B(R2 — 2 —y? = 2(2" — y*)?) dp(z,y)

2r R
/ (R* — p* — 2p* cos® 20)pdp db
0

/02
_/0”
/0

R
do

1 1
R%*p? — =p* — = p° cos? 29)
0

4 3

R — %R(S cos? 26) df

L R* 1R6 /27T cos? 20 db
=_—_mR*— = .
2 3 0
Aus
9 1 1 .
cos” 0 dl = 59—1— §Sln9COSQ+C
folgt, dass

1
/cos.2 20 dO = é/coszudu

1 +1 . LC
=- — sin u cos
Ut gsinucosu

1 1
= §9+Zsin2000826+0.
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Wir schliessen deshalb, dass

1 1
d=_—7R'— RG/ cos? 20 db
2 3
1 1 1 2
—§7TR4 3R ( 9+§sm49> )
1 6.
= 27rR 3R

T 4 2
= — 1—-= .
23( 3R>

4.3.4. Divergenz und der Satz von Gauss im Raum. Man kann einfach
die Divergenz eines Vektorfelds der Klasse C! auf einem Gebiet (2

v=(P,Q,R)

U

als

divv =P, +Q, + R,

definieren. In R? haben wir den Divergenzsatz fiir einen Bereich B C  mit
Randzyklus OB festgestellt. In R? betrachten wir einen Bereich B, dessen Rand auf
endliche viele glatte Flachenstucke S;, 1 < ¢ < r besteht, wobei die Flachenstucke
“zusammengenaht” sind. Wir nennen den Rand von B die Oberflache von B

0B :=S5+---+5,

AN
\/j/ o

Wir konnen den Divergenzsatz im Raum ahnlich als den Divergenzsatz in der Ebene
festlegen:

SATZ 4.42 (Divergenzsatz oder der Satz von Gauss im Raum). Es seien ein Vektor-
fled v der Klasse C' auf einem Gebiet Q C R?® und B C Q ein Bereich mit nach
aussen orientierter Oberfliche OB. Dann gilt

/ V-dw:/divvd,u.
OB B
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Anders gesagt: der Fluss von v durch die Oberfliche 0B von B ist gleich dem
Integral der Divergenz von v auf B. Die Divergenz div v von v ist die Intensitat der
Fliissigkeitsproduktion und, laut des Satzes, ist die pro Zeiteinheit aus B herausk-
ommende Fliissigkeitsmenge gleich dem Integral dieser Intensitat iber B.

Wie gesagt, werden wir den Divengenzsatz nicht beweisen. Der Beweis wurde
ahnlich als der Beweis der Greenschen Formel: wir wurden dem Bereich in “ein-
facheren” Teilbereichen zerlegen, wobei “einfacher” bedeutet hier mit Oberflachen,
iiber die die Flachenintegrale einfach zu berechnen sind. Am Ende werden die Inte-
grale tiber die Schnittflachen im Inneren von B herausheben.

BEIspPIEL 4.43. Wir mochten den Fluss des Vektorfelds
v(x,y, 2) = (2 —yz,xz + 3y, 2y — 2)
aus dem Kegel

Bi={(x,y,2): Va2 +y? <z <1}

berechnen. Wir werden diesen Fluss zuerst als Flussintegral und dann mit Hilfe des
Divergenzsatzes berechnen.
Die Oberflache des Kegels besteht aus zwei Flachen: die Kreisscheibe

S1={(z,y,2): 4y <1, 2= 1}
und die Mantelflache

SQ:{($7yaz): 0<z= v$2+y2§1}'

z‘ n=(0,0,1)
<> s,
1.
I XIg s,
B n
| p=Vritp?
1
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Der Normaleinheitsvektor zur Sy ist
ndw = (0,0,1) du(z,y).
Sei By = {(z,y) : #* +y* < 1}: dann ist

/v-ndw:/ (2x —y,x 4+ 3y,xzy — 1) - (0,0,1) du(x, y)
S1 By

:/B (zy — 1) dp(z, y).

Da
/ ry dp(x,y) = — / vy dp(x,y)
B1n{z>0,y>0} B1n{z>0,y<0}
und
/ vy du(z,y) = —/ vy du(r,y),
B1n{z<0,y<0} B1n{z<0,y>0}
ist

/ zydp(r,y) =0.
By

Daraus folgt, dass

/Blv'nd“:/Bl(fy—l)du(w,y)z—/&dﬂ(x,y):_m

Fiir die Mantelfliche S, verwenden wir die Parameterdarstellung in (4.24) mit o = 7,
d.h.

(p,0) = x(p,¢) = (pcos,psing,p) fir0<p<1,-7T<¢$<m,

sodass
r, X ry = p(—cos¢p,—sing,1).
Da dieser Vektor ins Innere von B zeigt, miissen wir
ry X r, = p(cos¢,sin¢p, —1)

nehmen. Weiter ist

v(r(p, @) = (2pcos ¢ — p*sin ¢, p® cos ¢ + 3psin ¢, p* cos psin ¢ — p),
und deshalb

v-n = 2p*cos’ ¢ — p’singcos d + p’singcos g + 3p*sin? ¢ — p? cos psin ¢ + p?
= p*sin® ¢ — p® cos gsin ¢ + 3p*.
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Daher ist der Fluss von v durch S,

1 s
/ v-ndw:/ / p*(sin® ¢ — pcos ¢sing + 3) do dp
Sa 0 -

dp

—T

:/1 2 1<;§—lsingbcos<b—1 sin’ ¢ + 3¢
o 2% 2 2"

1
:77T/ p*dp
0

:—ﬂ"

3

7 4
/ v-ndw:/v-ndw+/v-ndw:—7r+—7r:—7r.
OB S S 3 3

Mit Hilfe des Divergenzsatz geht die Berechnung viel schneller. In der Tat ist
02z — yz) N O(xz + 3y) N d(zy — 2)
ox dy 0z

sodass

divv = =24+3—-1=14,

und so
. 4
/ divvdp =4p(B) = -,
B 3
wobei wir das Ergebnis des Beispiel mit h = b = 1 verwendet haben. U

4.3.5. Beispiele vom Kurs “Netzwerke und Schaltungen I”, II, [1].

BEISPIEL 4.44. [1, S. 39, Linienladungsanordnung, Feldstarkeberechnung] Zwei Plat-
tenkondensatoren mit gleichen Abmessungen sin jeweils zur Halfte mit unterschiedlichen
Materialen Die folgende Abbildung zeigt zwei Falle mit einer in 2-Richtung unendlich
ausgedehnten homogenen Linienladung A, die sich im ersten Fall im Koordinatenur-
sprung x = 0, y = 0 und im zweiten Fall an der Stelle z = a, y = b befindet.

Y A YA
b - A

A

X a X

Abbildung 1: Homogene Linienladung an unterschiedlichen Positionen

(1) Bestimmen Sie die elektrische Feldstiarke E einer homogenen Linienladung
A auf der z-Achse (linker Teil der Abbildung 1).

(2) bestimmen Sie die elektrische Feldstarke E einer homogenen Linienladung
A, die an die Stelle # = a und y = b verschoben ist (rechter Teil der
Abbildung 1).
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Als Erweiterung der Aufgabesstellung betrachten wir zwei in z-Richtung unendlich
ausgedehnte homogene Linienladungen A; und A, die sich geméass Abbildung 2 in
der Ebene y = 0 an den Stellen zo, = a und zg, = b befinden.

Abbildung 2: Anordnung aus zwel Linienladungen

(3) Bestimmen Sie die elektrische Feldstirke E in gesamte Raum.
(4) Berechnen Sie die Potentialdifferenz A¢, zwischen dem Punkt Py im Ursrp-
gun und einem beliebigen Puntk P; auf der y-Achse mit den Koordinaten

(anlvo)'

LOSUNG. (1) Die von der Koordinate z unabhéngige Linienladung ruft eine
p-gerichtete Flussdichte hervor, die aufgrund der rotationssymmetrischen
Anordnung auch vom Abstand zur Linienladung abhingt D = e, E(p). Zur
Bestimmung dieser Flussdichte wird also Hiillfliche ein die Linienladung
A konzentrisch umschliessender kreisfoormiger Zylinder angenommen. Die
Integration der Flussdichte ist iiber die Mantelflache des Zylinders, d.h.
iiber die Koordinaten ¢ und z auszufiihren. Da aber die Flussdichte von
diesen beiden Koordinaten unabhangig ist, kann die Integration durch eine
Multiplikation der Flussdichte mit der Zylinderflache ersetzt werden

Q = [[,D-dA = [[\jaeD(p) - €, dA = szo f;;ro D(p)pdodz

= D(p)p [y [T, dédz = D(p)2mpl.

Mit der innerhalb der Lange ¢ befindlichen Ladung ) = Al kann die Fluss-
dichte und damit auch die Feldstarke durch die Linienladung audgedriickt

werden
Q
D(p) = ——
sodass
A 1 A
D=e,— und E=—-D=e, .
2mp €0 2megp

(2) Wir stellen zunéchst die Flussdichte einer Linienladung im Ursprung in
kartesischen Koordinaten dar

A ‘ by )\exx—{—ey )\exx—i-ey
D:ep% = (exCOS¢+ey51n¢)2ﬂ_p = % p? == % (932+ny
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und fithren anschliessend die Koordinatentransformation durch. Damit er-
halten wir das Feld an die Stelle x = a¢ und y = b verschobenen homogenen
Linienladung

A euw—a)+e,(y—b)
E =
2mey (x —a)® + (y — b)?
(3) Befinden sich nun zwei Linienladungen an unterschiedlichen Stellen auf der
x-Achse, so werden die Felder der einzelnen Ladungen berlagert. Mit Xg, =

a fir das elektrische Feld E; der Linienladung \; sowie zg, = —b fiir das
elektrische Feld E5 der Linienladung A; liefert die Uberlagerung

E=E +E,
1 [ex (( M@ — a) (@ + b) )

x—a)2+y2+(x+b)2+y2

2meg

Ay A2y
e ((:c—a)2+y2 * (z + )% + y?
(4) Die Potentialdifferenz kann durch Integration der Feldstdrke vom Punkt

Py zum Punkt P; berechnet werden. Dabei wird die y-Komponente des
elektrischen Feldes bei x = 0 eingesetzt:

Py Y1 1 Y1 )\19 /\2y
Ao, = E.-ds= E-e, dy = + d
¢ /po > /0 Y= ore /0 <a2 +y? o 0+ y2> Y

_ 1 A 11(2+ 2) y1+)\ 11(624— 2) .
© 27e ! 2na J 0 2 2n 4 0

1 a® +y? b+
=5 {)\1 ln( ) e (T

BEeIspiEL 4.45. [1, S. 42, Feldstdarke- und Energieberechnung] In Abbildung (a)
wurde eine leitende Kugel mit Radius a gezeigt, die auf die eine Gesamtladung @)
aufgebracht ist. In Abbildung (b) ist die gleiche Gesamtladung homogen im Vakuum
verteilt und zwar ebenfalls in einem kugelférmigen Bereich mit Radius a.

e

o

Abbildung 1: Ladungsverteilungen

(1) Wie ist die Ladung auf der Kugel in Abbildung 1(a) verteilt? Geben Sie
die Ladungsdichte an.
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(2) Wieist die Ladung in Abbildung 1(b) verteilt? Geben Sie die Ladungsdichte
an.

(3) Geben Sie fiir beide Anordnungen die elektrische Feldstérke in jedem be-
liebigen Punkt P an.

(4) Geben Sie fiir beide Anordnungen das elektrostatische Potential in jedem
beliebigen Punkt P an. Verwenden Sie als Bezugspotential, dass

7nhﬁrgo Ge(r) =0.
(5) Berechnen Sie jeweils sie in den beiden Anordnungen gespeicherte Energie.

LOSUNG. (1) Die Ladung verteils sich als Flachenladungsdichte gleichméssig
auf der Kugeloberflache

Q_ Q

A 4ra?’

(2) Die Ladung verteils sich im Volumen als Raumladungsdichte
3

(4.32) p:Q— @ _ 3¢

% Z§L7roz3 dmad

(3) (a) Das Innere der leitenden Kugel ist ladungs- und auch feldfrei
E=0 fiir r<a.

Im Aussenraum verhault sich das Feld wie bei einer Punktladung @
im Kugelmittelpunkt:

Q

E=e, —
4megr

fir r>a.

In der Ebene r = a springt die Felstarke infolge der Flachenladung.
(b) Die Anordnung ist kugelsymmetrisch, d.h. die Flussdichte besitzt nur

eine von der Koordinate r abhingige Komponente D = e,D(r). Fiir

den Fluss durch die Oberflache einer Kugel erhalten wir damit allge-

mein
= // D-dA
A
_ // e, D(r) - e, dA
Kugeloberflache

o //
Kugeloberﬂache

= 47T7’2D

Da dieser Fluss jeweils der innerhalb der Kugel mit Radius r enthal-
tenen Gesamtladung entspricht, muss eine Fallunterscheidung in die
Bereiche r < a und r > a vorgenommen werden.



166

(4.33)

(4.34)
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Bereich r < a:

U = 47r*D(r) = /// pdV p/// dV = p%ﬂr?’,
1% v

sodass

D(r) = pg :

Fiir die elektrische Feldstarke ergibt sich somit

D
E=e, (r>:eﬁ:e @ i

” , 3 fir r<a.
€0 3€0 4meg a

Bereich r > a:  Sobald der Integrationsbereich zur Berechnung des
elektrischen Flusses ausserhalb der ladungsbesetzten Kugel liegt, wird
immer die Gesamtladung @) eingeschlossen. Formelmassig ergibt sich
dieses Ergebnis, da bei der Integration der Raumladungsdichte iiber
die Koordinate r nun der Bereich r < a einen Beitrag zum Integral

liefert:
4
U = 471r?D(r) = /// pdV = pgwag =Q,
v
sodass
a’ Q
D = H)— =
(r) 3r2  A4nr?
und
D(r) pa’ Q .
E=e, =e, —e,— f >aq.
© €0 © 3egr? © 4eqr? A r-a

Innerhalb der Raumladungskugel steigt die Feldstéarke linear vom Wert
0 im Mittelpunkt bis zum Wert Q/4mepa? auf dem radius r = a an.
Ausserhalb der Kugel gilt die gleiche Losung wie bei der Anordnung
(a). Auf der Kugeloberfliche ist die Feldstrarke stetig.

Die Abbildung 2 zeigt den von der Koordinate r abhangigen Feld-
strarkeverlauf fiir die beiden betrachteten Ladungsanordnungen.

E(r)A E(r) A

Abbildung 2: Betrag der Feldstarke in Abhdngigkeit von der Koordinate r
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(4) Im Aussenraum r > a erhalten wir bei beiden Anordnungen das gleiche

(4.35)

Potential wie bei einer Punktladung im Ursprung:

bulr) = 2

dregr

Bei der leitenden Kugel in Anordnung (a) verschwindet die Feldstérke im
Innnenbereich, das Potential als das Integral der Feldstarke andert sich
daher nicht und ist im gesamten Innenbereich identisch zu dem Potential
auf der Kugeloberflache. Ein leitended Korper hat im elektrostatischen Feld
ein kostantes Potential.

Betrachten wir jetzt die Anordnung (b). Das Potential in einem Punkt
rp < a erhalten wir durch

¢6<TP)_¢6<Q):/aE'dr/aer Q L'erdr

4dey ad
Q a d Q 702 a
= rdr = —
drega’ J,, dmega® 2 o
Q 2 2
- 8mepa’ (= 7).

Ersetzen wir wieder rp durch r, dann gilt resultierend

(a2—r2)(£) Q 4 Q (a2—7“2)

(be(r) = (be(a) + 87T€(]CL3 47‘(’60@ 87‘(‘60&3

o Q (3
 Awepa \ 2 2a2)
Die Abbildung 3 zeigt den Verlauf des elektrostatischen Potentials fiir die

beiden Anordnungen.

2.1 4 P.(1)

'?’e(a 0, (a)t+—

Abbildung 3: Potential in Abhéngigkeit von der Koordinate r

(5) (a) Die Anordnung stellt einen Kondensator dar. Die Kugeloberflache ist

die eine Elektrode, die unendlich ferne Hiille die andere Elektrode. Die
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Energie berechnet sich aus
1 Q2 1 Q2
20 2 Amega

(b) Im Bereich r > a ist die gleiche Energie wie in Anordnung a gespe-
ichert. Allerdings kommt bei Anordnung b noch die Energie innerhalb
des kugelformigen Bereichs hinzu:

:1///EDdV-210///V¥dV

02
/ / / r?r?dr sinfdfdp = ——2 21
1860 18¢y 5

Die Gesamtenergie ist bei der Anordnung (b) geméss

2 2.5 - 2 1
Woges = = +ﬂQ—(1+ )

1 2
We=CU* =

5

um den Faktor 1,2 grosser. 0

8mega  4beg 8mega

BEISPIEL 4.46. [T, S. 47, Flussberechnung] Im Ursprung des Zylindrischen Koordi-
natensystem (p, ¢, z) befinded sich eine Punktladung Q.

z

p
Abbildung 1: Punktladung im Ursprung

(1) Bestimmen Sie den elektrischen Fluss W), durch die Mantelfldche p = a im
Bereich 0 < z < h.

(2) Bestimmen Sie den elektrischen Fluss W durch die Deckflédche in der Ebene
Z = h.

(3) Stellen Sie auf die Ladung @) bezogenen Fluss W), in Abhéngigkeit der
bezogenen Abmessung h/a grafisch dar.

LOSUNG. ) Mit dem Fluss durch die Mantelflache

(436 \I’]V[ //D dA—Eo/] dA—Eo// epad¢dz
47reo 7"
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und dem in der Abbildung eingetragenen Vektor
r=rp—ro=rp—0=e,a+e.z, r=lr|=va®+ 22 r-e,=a

gilt
adpdz Qad® (" dz
a2 +z2 327 9 0 (a2 —|—z2)3/2

Q@ h
e wm S evaTe
(2) Fiir den Fluss durch die Deckflache gilt in Analogie zur (4.36)

‘PD—EO// 47r€0ﬁ ezpdpd¢

(4.37)

und mit
r=rp—0=¢e,p+e,h, r=r| =+/p*+ h2, p-e,=h
folgt

a

//27T hpdo dp _9/“ pdp :@ B 1
p —|—h2 (02 + h2)3/2 2 /o p2—|—h2)3/2 2 \/m .
Q

Qh 1 1 h
(v )t )
Bemerken Sie, dass der von der Punktladung insgesamt ausgehende Fluss
entspricht dem Wert der Ladung. Wir haben die gesamte Flussdichte iiber
den oberen Halbraum integriert, sodass Wy, + Wp = @)/2 gelten muss.
(3) Fiir die Auswertung wird die Beziehung in der normierten Form

\I/M_l h/a
Q  2\/1+ (h/a)?

zugrunde gelegt. Die beiden Grenzfalle ergeben sich durch eine Grenzwert-

bildung
\I/M 1 h/CL
lim — = —
h—0 () h—=02,/1+ (h/a)
und
1 1
lim —— = lim _h—/a:_‘

h—o00 Q h—oo 2 /1 + (h/@)2 2

Die Abbildung 2 zeigt die Flussverteilung bezogen auf die Ladung. Ins-
gesamt kann der Zylinder mit maximal der Halfte des Flusses durchsetzt
werden, da die andere Halfte des Flusses den Bereich z < 0 durchsetzt. Mit
wachsender Hohe des Zylinders tritt mehr Fluss durch die Mantelflache und
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entsprechend weniger durch die Deckflache, die Summe aus beiden Fliissen
ist aber immer Q)/2.

05 T T
Wy Fluss durch I |
M 0,4 _die Deck- |
(0] flache
0,3 /
0.2 / i |
v ) Fluss durch die
g Mantelflache
0.1 1 l
0 Fi i
0 0,5 1 1,5 2 2,5

— hl/a
Abbildung 2: Flussaufteilung zwischen Mantel- und Deckflache

4.3.6. Anwendung: Die Kontinuitiat der Hydrodynamik. Die Abliufe in
einem stromenden Medium lassen sich mit Hilfe von der Dichte p(x,t) des Mediums
und von der Geschwindigkeit v(x,t) der Punktmasse and der Stelle x zur Zeit t.
Wir suchen jetzt die partielle Differentialgleichung, die die Anderungen dieser zwei
Funktionen koppelt.

Wir nehmen an, dass weder Masse produziert noch Masse vernichtet wird. Weiter,
falls ingesamt Masse aus einem Raumbereich abstromt, so muss die Dichte im In-
neren dieses Bereichs entsprechend abnehmen.

Das Medium erfiillt ein Gebiet 2 und sei die Masse in einem Bereich B C (2

Malt) = [ plx.t) dutx).
B
Die Anderungsrate der Masse in B ist

Mi(t) = / pr(x, 1) dp(x)

und sie kann auch als der Fluss durch der Oberflache 9B des Bereichs B beschrieben
werden, d.h.

M50 = [ () dw = [ divipv)an,

wobei wir den Divergenzsatz verwendet haben. Daraus folgt, dass

/B(pt +div(pv)) dp = 0.

Diese Gleichung gilt fiir jedes Bereich B und zu jedem Zeitpunkt ¢. Daraus folgt,
dass

(4.38) pr +div(pv) =0, fiir jedes x und jedes t.
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Die Gleichung (4.38]) heisst die Kontinuitdtsgleichung und ist das erste Grundgesetzt
der Hydrodynamik.
Falls die Strémung stationdr ist, d.h. p und v hangen von ¢ nicht, ist p, = 0 und

(4.38) geht tiber in
div(pv) =0.

Falls das Medium inkompressibel ist, ist dann p unabhangig von x und ¢: in diesem
Fall ist

divv =0, fiir jedes x und jedes t.

4.3.7. Die Warmeleitungsgleichung. Wir betrachten jetzt die Warmeleitung
in einem homogenen Medium in einem Gebiet Q C R3. Wir nehmen an, dass die
Warme durch Warmeleitung verschiebt aber es keine Warme erzeugt oder vernichtet
wird. Mit der Zeit wird die Warmeleitung zu einem Ausgleich der Temperatur
fiithren.

Sei u(x,t) die Temperatur des Mediums an der Stelle x zur Zeit £. Wir suchen die
partielle Differentialgleichung, die die zeitlichen und die rdumlichen Anderungsrate
der Funktion u koppelt. Um es zu machen, betrachten wir ein besonder einfache
Modellsituation, d.h. die Temperatur nur linear von x3 und nicht von ¢ hangt

u(x,t) == ug + nxs,

wobei die Konstante n die Temperaturzunahme pro Langeneinheit darstell, sowie
die Norm des Temperaturgradienten Vu (nach oben). Sei jetzt P ein nach oben
orientiertes und parallel zur zx9-Achse Parallelogramm.

Ty Wirmestror
Vu

P

ST

T

2

Der Warmefluss durch P ist deshalb
(4.39) O(P)=—-knw(P),

wobei k die Warmeleitzahl des Mediums ist. Falls P ein Parallelogramm parallel
zur x3-Achse ist,



172 4. VEKTORANALYSIS

Vu

wird ®(P) = 0 und in Allgemeinheit wird
(4.40) O(P) = —k(Vu-n)w(P).

Wir haben in (4.39) und (4.40) das negative Vorzeichnen verwendet, weil der Tem-
peratur nach oben zunimmt und deshalb stromt die Warme von oben nach unten.

Mit der beriihmten Methode, kénnen wir P sehr klein nehmen, sodass wir an
Vu als homogen und stationar iiber P denken konnen und deshalb

(4.41) O(S) = —/Sk(Vu ‘n)dw.

Wie in § wissen wir auch, dass die Warmemenge zur Zeit ¢ in einem sehr
kleinen Bereich B C (2 durch

W(t) :/Bcpu(x, t) du(x)

gegeben ist, wobei ¢ ist die Warmekapazitat des Mediums und p dessen Dichte. Die
Anderungsrate W'(t) ist genau gleich dem zur Zeit ¢ Wérmefluss durch 0B

W'(t) = —®(B) = /33 kEVu-ndw,

wobei wir ein Minus-zeichen genommen habe, weil abfliessende Warme eine Ab-
nahme von W zur Folge hat. mit Hilfe des Divergentzsatzes erhalten wir

W(t) = — /B ke div(Va) dy.
Ableiten von (4.41)) nach ¢ unten dem Integral ergibt
(142) W(0) = [ e (x.0)dux);
Aus der Gleichungen (4.41)) und zusammen erhalten wir
/B(Cput ~ kediv(Va)) dp = 0.

Diese Gleichung gilt fiir jedes Bereich B und zu jedem Zeitpunkt ¢. Daraus folgt,
dass

(4.43) cpur — kdiv(Vu) =0,  fiir jedes x und jedes t.
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Wir setzen

und bemerken, dass

=: Au.

2 2 2
div(Vu):div<au ou 8u>_8u 0’u  0%*u

Oxy’ 0xy’ Oxs ) Oz} * 3 * 3
Der Operator

A u— Au
heisst der Laplace-Operator und die partiell Differentialgleichung
—Au=0

ist di sogenannte Warmeleitungsgleichung. Im stationare Félle ist u; = 0 und die
Temperaturverteilung geniigt del Laplace- oder Potentialgleichung

Au=0.

Man kann natiirlich den Laplace-Operator, sowie die Warmeleitungsgleichung und
die Laplacegleichung auch in R™ analog definieren.

Die Funktionen, die die Laplacegleichung erfiillen, heissen harmonische Funktio-
nen.

4.3.8. Der Laplace-Operator. Wir werden eine geometrische Interpretation
des Laplace-Operator auch mit Hilfe der Warmeleitungsgleichung geben. Zur Vere-
infacherung nehmen wir an, dass wir in R?® sind. Sei u eine Funktion auf einem
Gebiet 2, das 0 entéhlt. Wir suchen die Beziehung des Wertes u(0) beziiglich der
Werten der Funktion u auf einer Sphére S, C (2,

Sp = (21,02, 23) € R af +aj + a3 =1} = {(p.0) : p=r}.

Nach der Taylorschen Formel um 0 gilt

3

u(x) = u(0) +

1 2
5 Z (9xzxj 0)x;z; + o(r”)

=1
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fir r = 0. Seil

1=t 1,j=1
(4.44) iau(o)/ sl 5. 5% (0)/ J +/ () d
= x; dw +—= ;T dw o(r?) dw
i—i 81’@ Sy 2 ii=1 8l'i$j J Sy J J S, B
=0 =0 f;ﬁs i#£] 0?72)
1 0?
_ ~(0) / 22 dw
wobei

/ r;dw =10 fir jedes? und / xixjdw =0 fir i # j;
S, S,

In der Tat ist

/ T; dw = —/ ; dw
SrN{z;>0} SrN{z;<0}
und weiter
/ Tixj dw = —/ ;@ dw
Srﬂ{l‘i>0,l‘j>0} Srﬂ{l‘i>0,l‘j<0}
und
/ T;xj dw = —/ Tixj dw .
Srﬂ{l’i<0,l‘j<0} Srﬂ{$i<0,l‘j>0}

Die Gleichung
/ o(r?) dw = o(r*)

folgt aus die Eigenschaft vom o, dass

Fr) = o(r?) fiir r > 0= | F(r)dw=o ( / B dw) — o(4mr) = o(r)

S,
/ x? dw
unabhangig von 7, sodass

2 1 2 2 2 r? 4 4
xidw:§ (:c1+x2+:c3)dw:§ dcu:gm“.

r

Weiter ist
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Dann (4.44) ergibt

Wir 16sen nach Au(0)

- 27?7‘4 (A<T) B 0004)) - 27?7’4

und wir verwenden die Definition von A(r), um zu erhalten

Au(0) = lim <§ ! /S (060 - u(0) dw).

Au(0) A(r)+o(1), fallsr—0,

Wir konnen diese Formel so lesen: Au(0) ist (bis auf einen Skalierungsfaktor) gleich
dem mittleren Mehrwert von u(x) — u(0).
Falls u stationar, d.h. Au = 0 auf €2, ist

u(0) = #/g u(x) dw,

d.h. der Wert u(0) gleich dem mittleren Mehrwert von u(x) iiber eine beliebige
Sphére vom Radius r in €2 enthalten.

4.4. Der Satz von Stokes

Der Satz von Stokes ist die Verallgemeinerung des Satzes von Green. Der Satz
von Green bezieht ein Linienintegral auf einer Kurve in der Ebene mit einem dop-
pelten Integral auf dem durch das Innere der Kurve definierten Bereich (auch in der
Ebene). Der Unterschied ist, dass der Satz von Stokes im Raum statt in der Ebene
gilt. Eine der Folgen ist, dass die geschlossene Kurve nicht unbedingt in einer Ebene
enthalten sein muss: daraus folgt, dass das doppelte Integral ein Flachenintegral ist.
Um den Satz einfach festzulegen, definieren wir einen Operator auf den Vektorfelden.

DEFINITION 4.47. Es sei F :  — R3 ein Vektorfeld der Klasse C! auf einem offenen
Bereich Q C R3, wobei

F=(PQ,R).
Der Rotation rot von F ist
rot F = (Ry _Qz;Pz _R:L"7Qw _Py)

Falls wir
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als einen formellen Vektor betrachten (&hnlich wie den Operator D, wenn wir die
Differentialgleichungen in Analysis I diskutiert haben) kénnen wir rot F so schreiben

rot F = (Ry—Qz,Pz_Rman_Py)
_<3 0 3)X<P,@,R>

oz’ 0z’ Oz

i j ok
=det |55 3 b
P Q R

Wir konnen diese Formel auch fiir ein Vektorfeld F : Q — R? anwenden, wobei
Q) C R% In der Tat kénnen wir ein solches Vektorfeld F = (P, Q) mit einem

Vektorfeld F = (P,Q,0) identifizieren, wobei wir an P, : Q — R als Funktionen
von drei Variabeln aber unabhéangig von der Variable z denken. Dann ist

(4.45) rot F = (R, — Q.,P. — Ry, Q. — P,) = (0,0,Q, — P,),

und wir werden in der néachster Bemerkung sehen, dass dieses Ergebnis mit der
Eigenschaften der Rotation iibereinstimmt.

BEMERKUNG 4.48. Was ist die Bedeutung der Rotation eines Vektorfelds? Falls wir
eine Kugel mit festem Zentrum in einer Fliissigkeit liegen, ist die Rotationsachse der
Kugel in der Richtung der Winkelgeschwindigkeit w. In der Tat gilt

w=rxv(r),

wobei r einen beliebigen Punkt auf der Kugel mit Geschwindigkeit v(r) beschreibt.
Falls

w = (w17w27 w?))

die Winkelgeschwindigkeit ist, ist das Geschwindigkeitsfeld gleich

i j kK
vir) =w xr=det |w; wr ws| = (Wey — WsTa, W3T] — W1T3, W Ty — Waly) .
T T2 X3
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Dann ist

rotv = 909 X v(x)
OV =\ 0x 0 0

i J k
_ 0 o] 0

Wol3 — W3ly W3TL1 — Wi1l3 Wila — Waly
= (2&)1, 2(,027 2(4)3)
=2w.

Das heisst, dass die Rotation des Geschwindigkeitsfeld in der Richtung der Winkelgeschwindigkeit
ist. Daraus erhalten wir auch, dass die Rotation mit der rechten Hand Regel bes-
timmt werden kann.

DEFINITION 4.49. Ein Vektorfeld F mit
rotF =0
heisst wirbelfres.

Bevor wir des Satz von Stokes festlegen, miissen wir zuerst sehen, was ein Lin-
ienintegral im Raum aussieht. In Allgemeinheit heisst ein Linienintegral eines Vek-
torfelds F langs geschlossene Kurven I' im Raum

/F'dr
r

die Zirkulation des Vektorfelds F langs I'. Nehmen wir an, dass S C R? eine Fliache
mit einer regulidren und injektive Parameterdarstellung r : B — R? der Klasse C*
auf einem offenen Bereich € ist, wobei B C 0 C R?

r: (u,v) = (x(u,v),y(u,v), z(u,v))
Sei
OB:t— (u(t),v(t) fira<t<b
eine Parameterdarstellung der Kurve 0B. Wir nehmen an, dass 05 = r(0B), sodass
05 = r(u(t),v(t)) = (z(u(t),v(t), y(u(t), v(t)), 2(u(t), v(t))) =: p(t),

fiir a <t < b, eine Parameterdarstellung der Kurve 0S5 ist.

OB " r(u(t), v(t))
(u[f}f 1"&)}

r(u,v)= (x(u._ v), ylu, v), z(u, b})
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Falls F = (P, Q, R) ein Vektorfeld der Klasse C' auf S ist, ist die Zirkulation von F
auf 0S

Lgﬂ@:[mmwwﬁ

b
= / F(p(t)) - (zyt + 20", yytt’ + y0', 20" + 2,0")) dt
() / F(z(u,v),y(u,v), 2(u,v)) - (z,du + z,dv, y,du + y,dv, z,du + z,dv)
oB
:/ P(z(u,v),y(u,v), z(u,v))(z,du + z,dv)
oB

[ QU v),y(u,v), 2, 0)) (udu+ goe)

-I-/ R(z(u,v),y(u,v), z(u,v))(zudu + z,dv)
B
/ Pdr+Qdy+ Rdz,

8s

wobei wir in (x*) dieses Linienintegral als Linienintegral lings 0B interpretiert
haben.

SATZ 4.50 (Der Satz von Stokes). Sei S eine Fldche mit einer reguldren und injek-
tiven Parameterdastellung r : B — R?® der Klasse C! auf einem Bereich Q, wobei
B C Q C R? ein offener Bereich ist. Nehmen wir an, dass 0S = r(0B) ist, dass 0B
im Gegenuhrzeigersinn durchlaufen ist and 0S die Orientierung von S hat. Sei F
ein Vektorfeld der Klasse C? auf S. Dann ist

(4.46) /aSF-dr:/S(rotF)-dw.

Schauen Sie sich die Bemerkung [£.53] fiir eine Vergleichung des Satzes von Stokes
mit dem Satz von Green an.

Die folgenden Beispiele werden eine nette Anwendung des Satzes von Stokes
erklaren.

BEISPIEL 4.51. Sei I' € R? ein Kreis und sei S eine der folgenden Flichen, wobei

Y X
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Laut des Satzes von Stokes ist fiir jedes Vektorfeld F

/rotF-ndw
s

unabhéngig von der gewahlten Flache. U

BEISPIEL 4.52. Sei S eine geschlossene Flache, d.h. eine Flache deren Rand leer ist.

Dann ist
/rotF-ndwzo.
s

Wir kénnen diese Behauptung im Fall einer Sphéare S erklaren. Wir schneiden S
wie im Bild in zwei Teilen, der oberen rechten Teil S, und der unteren linken Teil
Su. Beide Teilen besitzen denselben Rand I'.

Der Normaleinheitsvektor ist nach aussen orientiert, sodass die Orientierung auf
dem Rand I' = 05, und die Orientierung auf dem Rand I' = 95, verschieden sind.
Daraus folgt, dass

/rotF-ndw:/ rotF-ndw+/ rot F - ndw
S or Sl

u

:/F-dr+/ F-dr

r -r

:/F-dr—/F-drzo
r r

Wir méchten (4.46]) im Satz von Stokes umformen. Wir haben schon die Notation
fiir das Linienintegral an der linken Seite gesehen, die rechte Seite aber braucht eine
Erklarung. Sei

O

G - (G17 G27 G3)
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ein beliebiges Vektorfeld und sei
St (u,0) > 1(u,0) = (2(u,0), y(u,v), 2(w,0)  fiir (u,0) € B

eine Parameterdarstellung der Flache S. Dann gilt

/SG-dw - /Bc.(r(u,v)) (X 1) dpa(u,v)

~ [ et 585+ Gatrtu o)

Jd(z,x)
O0(u,v)

wobei, wie immer, ist

und ahnlich fur

Iz,z)  O(z,2)

0y.z) _
I(u,v) und (u,v) A(u,v)

Im Fall G =rot F mit F = (P, Q, R) erhalten wir

/rotF- dw
s

= [ i - @0 G+ (- R GED (@2 - ) G dutuno).

Man kann deshalb (4.46) im Satz von Stokes umformen und die folgende Formel

/ Pdx+Qdy+ Rdz
oS
(4.47) = /B [(Ry -Q.) géz’ 3 + (P, — R,) ggi’ z;
(@ B) G| duu,o)

erhalten. Diese Ausdruck wird sehr niitzlich im Beweis des Satzes sein.
BEMERKUNG 4.53. Falls S = B C R?, ist n = k und deshalb
rotF-n=0Q, —F,.

Daraus folgt, dass, wie gesagt, der Satz von Stokes in diesem Fall genau gleich dem
Satz von Green ist. In der Tat ist das die Idee des Beweises. Wir transformieren das
Flachenintegral in einem doppelten Integral iiber B in der Ebene, wir wenden die
Greensche Formel an, um ein Linienintegrals léngs 0B zu erhalten, und wir zeigen,
dass dieses Linienintegral lings B gleich dem Linienintegral langs 0.5 ist.
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BEWEIS (Satz von Stokes). Laut unseren vorherigen Diskussionen ist es genug, die
drei folgenden Gleichheiten zu beweisen

/aSde:/B< Pyggu U§ +Pzggi’j§) dpu(u, )

(4.43) [ qu- | (@m (,v) f-a. ‘M) du(u
)

O(u, (u, )
IR (‘%EZ 3 E )) dn(u,v)

und, aus Symmetriegrunden, werden wir nur die erste Gleichung beweisen. Setzen
wir

p(u,v) := P(x(u,v),y(u,v), z(u,v)) .
Wir behaupten, dass
(1.49 P pIET (i), — (),

und wir werden diese Formel gerade beweisen. Wir bemerken aber, dass wir mit
Hilfe von (4.49) den Beweis fertig gemacht haben. In der Tat wird die erste der
Gleichungen in (4.48)|)

[, (B + o)
= [ ().~ Bw),) dutu)

= / DXy du+ px,dv
oB

= / P (2, du + x, dv)
OB

:/ Pdzx,
oS

wobei wir in (%) die Greensche Formel in der uv-Ebene verwendet haben.

Um den Beweis fertigzustellen, miissen wir nur (4.49)) beweisen. Wir fangen mit
der folgenden Gleichheit, die eine Anwendung der Kettenregel und des Satzes [2.56
ist

D Ty u DTy v Puly + D Ty — Doy — P Ty
(4.50) (Pv), = (Pzu) P P p p
= Puly — Puly
Noch einmal aus die Kettenregel gilt
ﬁu:Pxxu+Pyyu+Pzzu

ﬁv:Pxxv+Pyyv+Pzzv7
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sodass (4.49) aus (4.50) folgt
ﬁuxv - ﬁvxu = /m + Pyyuxv + Pzzuajv - M - Pyyvxu - Pzzvxu
= y(yuxv - xuyv) + PZ(ZU.I’U - xuzv)

0y 00z
B Pyﬁ(u,v) “O(u,v)

BEISPIEL 4.54. Wir betrachten im R? \ {z-Achse} das Vektorfeld
_ 2(zx +y) 2(zy — ) 2,2
Fles) = (5 2 hoga 442
und die zwei Kreise 7' und ~” der Bild

z

Wir mochten die Grosse

Z::/F-dr—/ F-dr
,Y/ ,yll

wobei 7" in der Ebene z = z; enthalten ist.

(1) als Linienintegral und
(2) mit Hilfe des Satzes von Stokes

berechnen.
(1) Wir betrachten die folgenden Parameterdarstellungen

70+ ri(0) ;= (cosf,sinf,0), fir 0 < <27 =r|(t) =(—sinb, cosb,0)
7" 0= 1a(0) i = (2c086,2sin0, zp), fir 0 <0 <27 = ry(t) = (—2sin6,2cos6,0).
Daraus folgt, dass

2m
/ F.dr = / (2sin@, —2cosf,log 1) - (—sin#, cos,0) do
v 0

2
:/ (—2sin% 0 — 2 cos? ) df
0

2
:—/ df
0

= —4rx
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Gleichermassen gilt

T (4sinf + 4 0 —4cos + 4z sinf
/ F-dr—/ ( S +4 008 , €0 1_ “o S ,10g4) - (—2sin6,2cos6,0) db
’YN 0

2m
:/ (—2sin* 0 — 2 cos? #) df
0

= —4m,

sodass

Z::/Fodr—/ F-dr=0.
,Y/ ,y//

(2) Um den Satz von Stokes anzuwenden, betrachten wir den Kegelstiimpf mit +/
und " als Rand. Die Orientierung von S ist mit dem nach ausser orientierten
Normaleinheitsvektor und di entsprechende Orientierung von 0S5 ist

oS =~ —+".
Wir berechnen jetzt rot F = (R, — Q,, P, — R, Q. — P,). Es gilt
2y 2y
R,—Q, = - =0
Y Q J}'2 + yQ 1.2 + y2
2 2
P~ R,=—— T

72 + 32 _x2+y2 -

0, — p, — 2@ +y) —2Aey —2)(22) 2’ +y7) — 2z +y)2

(22 +y?)? (22 +y?)?
4@+ ) —da(zy — @) +Ay(z +y) 0
- (332 4 y2)2 0
sodass

/rotF-ndwzo.
s

Laut des Satzes von Stokes ist

0—/rotF-ndw—/ F-dr—/F-dr—/ F.-dr.
S oS 5 i

4.4.1. Die Integrierbarkeitsbedingung fiir Vektorfelder im Raum. Wir
haben schon im Satz eine Integrierbarkeitsbedingung fiir ein Vektorfeld (P, Q)
in R2. Die Bedingung war

0

Qx - Py =0
und wir haben in (4.45) gesehen, dass @, — P, die dritte Komponent der Rotation
eines zwei-dimensionalen Vektorfelds ist. Fiir solches Vektorfeld (P, @, 0) ist

Q:—P,=0 < rot(P,Q,0)=0.
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Der folgende Satz ist deshalb keine Uberraschung.

SATZ 4.55. Ein Vektorfeld F = (P,Q, R) der Klasse C'' auf einem einfach zusam-
menhéingenden offenen Bereich Q0 C R? ist genau dann ein Potentialfeld V f, wenn
gilt

(4.51) rot F=0.

BEWEIS. (=) Wir kénnen die Notwendigkeit der Bedingung (4.51) mit zwei ver-
schieden Methoden beweisen:

(1) Falls F =V f = (fs, fy, f») ist
rot F = rot Vf = (fzy - fy27 fzz - fza:a fyz - fxy) =0.
(2) Falls F = Vf, ist F konservativ, d.h. die Zirkulation langs irgendwelchen
Zyklen verschwindet. Daraus folgt, dass das Flachenintegral

(4.52) /rotF ‘ndw =0
s

fiir jede Flache S. Insbesondere konnen wir eine sehr kleine Kreischeibe
Sen vom Radius € um p und Normaleinheitsvektor n im Satz von Stokes
nehmen und wir erhalten aus (4.52)

O—/rotF-ndw—rotF(p)-nw(Sﬁn).
s

Daraus folgt, dass rot F(p) senkrecht zu jedem in p angeheftem Normalein-
heitsvektor n ist, d.h. rot F(p) = 0. Da p beliebig ist, ist rot F = 0.

(<) Sei jetzt 7 eine beliebige geschlossene Kurve in 2. Dann gibt es nach der einfach
Zusammenhangendenkeit von {2 eine Flache S C 2 mit v = 9S. Laut des Satzes

von Stokes gilt
/F-dr:/ F-dr:/rotF-ndwzo.
v as S

Laut des Lemmas ist rot F' konservativ, d.h. rot F = V f fiir ein Potential f. [
BEISPIEL 4.56. Wir betrachten das Vektorfeld
F(x,y,2) := (42° + 62y + by’z, 6%y + 102yz + 72°, 5ay? 4 21y2?) ,
das die Integrierbarkeitsbedingung erfillt:
rotF = (R, — Q,, P, — R,,Q, — P,)
= ((10xy + 212%) — (10zy) + 2122, 5y* — 5y, (12xy + 10yz) — (12z2y + 10yz))
=0.

Der Definitionsbereich ist einfach zusammenhangend, deshalb besitzt F ein Poten-
tial. Wir kennen zwei Methoden um da Potential f zu finden: den Satz und
die Methode in Beispiel [£.25] Wir wenden hier den Satz an. Da F konservativ
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ist, ist der Wert eines Potentials f an der Stelle (z,vy, z) gleich dem Linienintegral
tiber eine beliebige Kurve vom Ursprung nach (z,y, z). Wir wéhlen die Kurve

Y=m+Y+73,
wobel
(07 07 O) L (a:? 07 O) L ($7 y? 0) i> ('T7 y? Z)

z

und wir werden die folgenden Parameterdarstellungen verwenden:
Yt r(t) = (¢,0,0), fir0<t<az=ri(t)=(1,0,0)
Yo: t = ro(t) = (2,t,0), fir0<t<y=ryt)=(0,1,0)
31t r3(t) = (z,y,t), fir0<t<z=r3t)=(0,0,1).
Wir erhalten deshalb ein Potential

f(z,y,2) :/F- dr
v

:/ de—l—/ Qdy—l—/ Rdz
71 Y2 3

T Y z
= / 4t dt + / 62>t dt + / (5ay® + 21yt?) dt
0 0 0
= a' + 32%y® + bayPz + Ty2?,
und das allgemeine Potential wird bis zu einer Konstante definiert sein. O

SATZ 4.57. Sei F ein Vektorfeld der Klasse C'' auf einem 3-dimensionalen Intervall
B C R? definiert. Dann existiert ein Vektorfeld G auch auf B C R? definiert mit
rot G = F genau dann, wenn div F' = 0 aus B.

BEWEIS. (=) Sei G = (L, M, N) und nehmen wir an, dass
F =10tG = (N, — M,,L. — Ny, M, — L,).

Wir miissen verifizieren, dass div F = 0. Das ist aber einfach, da

. 0 0 0
(*)

:ny_sz+Lyz_ny+sz_L

Yz s
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wobei wir in (%) verwendet haben, dass F der Klasse C* ist und deshalb konnen wir
den Satz [2.56 anwenden.

(<) Diese Richtung ist nicht schwierig, aber ein bisschen langer zupriifen. Der

Vorteil ist, dass wir eine explizite Formel erhalten werden. Sei F = (P,Q, R)
gegeben. Wir suchen hier L, M, N : B — R, sodass

N,—M, =P
(4.53) L.-N, =@

M,-L, =R
Wir maken den Ansatz
(4.54) L =0
Daraus folgt, dass (4.53) wird

P =N,- M,
(4.55) Q =—N,

R =M,,
sodass

N(z,y,2) =~ [ Q(t,y,2)dt + f(y,2)

(4.56) M(z,y,z) = [, R(t,y,z)dt +g(y,2)

P(x,y,z) = Ny(x,y,2) — M,(z,y,z).

Wir machen jetzt den Ansatz

(4.57) fly,z) =0

und damit berechnen wir

) x
Ny<x7yvz):a_y(_/ Q(t7yvz)dt+f(ya ) :__/ Qtya / Qyty7 dt

und

z *ok z 8
[ Rt an)) [ R dor Lo,

o o

0
M, (z,y,2) = E <

wobei wir in (xx) (2.22) verwendet haben.
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Falls wir diese Ausdriicke von N, und M, in die Ausdruck von P in (4.56)
ersetzen, erhalten wir

P(x,y,2) = Ny(v,y,2) — M.(v,y, 2)

/Qyty, dt—/ Rz(t,y,Z)dt—%g(y,Z)
:/( Qy(t7y7 ) Rz<tay72>>dt_%g(y?z)

Zo

div f=0 * B 2
= /xo Po(t,y, z) dt — 5-g(y, 2)
0
= P(.ﬁlﬁ,y,2«’> - P<$an7 Z) - &g(yaz)

Daraus folgt, dass
0
P =——
(x()vya Z) azg(ya Z)u

sodass

9y, 2) = —/Z P(zo,y,u)du.

20

Wir haben jetzt das gesuchte Vektorfeld gefunden und zwar G = (L, M, N), wobei

L(z,y,z) =0
M(z,y,2z) = [; R(t,y,z)dt — [2 P(xo,y,u)du
N(l‘,y, Z) = _f;o Q(taya Z)

Es ist auch einfach zu sehen, dass jedes Vektorfeld H in C*(B) mit F = rot G der
Forme

[F =10t G+ V/f]
fiir jede Funktion f der Klasse C! ist. In der Tat folgt aus
F=1rotG und F =rotH,

dass
0=F-F=rotH—-r0tG =rot(H—- G).
Aus dem Satz folgt, dass H — G ein Potential f besitzt.
BEISPIEL 4.58. Wir werden jetzt ein Beispiel sehen, das zeigt, dass nicht alle Vek-
torfelder F mit divF = 0 gleich dem Bild eines Vektorfelds G durch rot sind.

Sei B der Bereich zwischen zwei Spharen mit Radius a und b, a < b, und Zentrum
im Ursprung. Es ist einfach zu sehen, dass fiir

V(z,y,2) = (22 + 12)3/27 (22 + 2)3/2 (22 + 12)3/2 R
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wobei r = (z,y, 2) und r = ||r|| = (2% + y*)V/?,

divV =0
gilt. In der Tat, ist
div(rr) = (n + 3)r"

und in diesem Beispiel ist n = —3.

Nehmen wir an, dass V = rot F' auf B fiir ein Vektorfeld F ist. Sei Sy der Teil
der Sphare von Radius R mir a < R < b und Zentrum im Ursprung, ohne eine kleine
Kappe mit Zentrum im (0,0, R).

Laut des Satzes von Stokes schreiben wir

(4.58) / rot F - dw = F-da,
Sr OSRr
wobei a einne Parametrisierung von 0Sg bezeichnet. Der Normaleinheitsvektor ist
n=—,
r

sodass

r r 1

rotF-n=V -n=—.-=_—-
ror  r?

und deshalb ist rot F - n auf Sy gleich #. Daraus folgt, dass

1 I ..
(4.59) /SR rot F - dw = = /SR dw = ﬁFlache(SR) .
Anderseits gilt
/ F . da
aSg

M = max [|F(r)].

(4.60) < M Lange(0SRr),

wobei



4.4. DER SATZ VON STOKES 189

Aus (4.58), (4.59)) und (4.60) folgt, dass
1
(4.61) ﬁFléChe(SR) < M Lénge(0SR) .

Falls die Kappe kleiner und kleiner wird, strebt die Fliche von Sy nach 47 R? und
deshalb die Linke Seite von (4.61]) nach 47. Anderseits strebt die rechte Seite nach
null, und das ist ein Wiederspruch. 0

Das Beispiel ist nicht in Wiederspruch mit dem Satz [£.57] weil der Bereich
B im Beispiel kein Intervall ist, obwohl er einfach zusammenhéngend ist. In der Tat
gilt des Satz in Bereiche, die allgemeinerene als Intervalle sind. Die richtige
Voraussetzung fiir B ist, dass der Innenraum jeder abgeschlossenen Fliache S C B
noch in B enthalten sei.

BEMERKUNG 4.59. Wir benutzen die Schreibweise
C*(R*,R™) := {F : R®> - R™ : F der Klasse C*}

fiir m = 1, 3, wobei
f €C*(R* R) eine Funktion de Klasse C* in drei Variablen ist und
F €C?*(R* R?) ein Vektorfeld mit drei Komponenten je in drei Variablen bezeichnet.
Wir betrachten jetzt die folgende Kette von wohlbekannten Operatoren
(4.62)  C?(R3,R) —>C2(R? R?) “2~C%(R?, R%) T~C2(R?, R)
und wir bemerken, dass

rot Vf =0 fiir jede f und divrot F = 0 fiir jedes F',
d.h.

image(V) C ker(rot) und  image(rot) C ker(div).

Aus den Sétze und folgt beziehungsweise, dass
image(V) = ker(rot) und image(rot) = ker(div).

4.4.2. Eine Anwendung des Satzes von Stokes, [4, Chapter 3, p. 99].
Als eine Anwendung des Satzes von Stokes werden wir die differentielle Form des
Ampereschen Gesetzes aus der integralen Form erhalten.

Sei C' eine geschlossene Kurve um einem Strom I und nehmen wir an, dass die
Orientierung der Kurve und des Stroms die rechte Hand Regel erfiillt.

c
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Laut des Ampereschen Gesetzes ist die Zirkulation der magnetischen Flussdichte B
lings C' proportional zum Strom, d.h.

(4.63) /Bdhwd
C

wobei py die Permeabilitat des Vakuums bezeichnet.
Falls J die Stromdichte bezeichnet, dann ist der Stroms durch eine Flache AS
mit Normaleinheitsvektor n durch

(4.64) Al =J-nAS

gegeben, d.h. die Stromdichte ist ein Vektor, dessen Richtung die Richtung des
Stromfelds ist und dessen Norm gleich dem Strom durch eine Einheitsflache ist.

e

"'! ~
Jc “\..i e—
Fah .

—
—

Aus (4.63)) und (4.64)) folgt, dass
(4.65) /B-dr:uo/J~ndw,
c s

wobei S eine beliebige Flache mit C' = 0S bezeichnet und die “richtige Orien-
tierung” besitzt. Wir konnen jetzt den Satz von Stokes an der linken Seite von

(4.63]) anwenden und wir erhalten

/rotB-ndw:/B-dr:,uo/J-ndw.
s c s

Da die Kurve C' und die Flache S beliebig sind, erhalten wir
rot B = pod,

d.h. die differentielle Form des Ampereschen Gesetzes, die uns Informationen iiber
dem magnetischen Feld in einem Punkt gibt.

4.4.3. Zusammenfassung der Integralsatze. Wir beziehen uns noch einmal
auf die verwirrende Bemerkung [£.12] und auf die Formel

(4.66) /8 ) / if

wobei B und f bestimmende Objekte sind. Jetzt konne wir diese Bemerkung ein
bisschen praziser machen.

Wir betrachten dafiir die Operation “den Rand nehmen”, die wir mit 0 bezeich-
nen. In Allgemeinheit ist der Rand eines n-dimensionalen Bereichs in R? ein Bereich
von der Dimension n — 1. Wir bezeichnen mit

B" := {n — dimensionalen Bereiche in R3} ,
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sodass

Bn 0 Bn—l

Insbesondere, wird B € B? ein 3-dimensionaler Bereich sein, S € B? eine Fliche, v €
B! eine Kurve und ein Punkt p € B ein null-dimensionaler Bereich. Gleichermassen
ist OB € B? eine Fliche, S € B! eine Kurve und 0y € B° zwei Punkte.

Die wichtigsten Integralsatze sind im folgenden Diagramm enthalten,

C%(R?, R) —> C2(R?,R?) %> (?(R?, R?) > C2(RY, R)

al ©

| &
g g & g
= o= Q . =
£ Satz % Satz von Stokes g Divergenzsatz —
: E 5 £
2 = £ g
< N Ho] =

= 5

B° B! B2 B’
8}
1o} o} le]

wie wir jetzt erklaren.

Die vertikalen Kringel bezeichnen die “Integration” einer Funktion oder eines
Vektorfelds auf einem Gebiet: zum Beispiel kann eine Funktion in C?*(R3* R) auf
einem Bereich B € B® integriert werden

C*(R%, R)

, dreifaches Integral

B!
oder sie kann in einem Punkt in p € BY ausgewertet werden

C2(R3,R)

Auswertung

oy
S
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(deshalb die Anfiithrungszeichen, weil es in diesem Fall, keine echte Integration ist).
Oder ein Vektorfeld F € C%(R3, R?) kann auf einer Fliche S € B2

oder auf einer Kurve v € B!

CZ( 3

A
7

)

Zirkulation

[y

B,

integriert werden.

Jedes Viereck enthélt einen Satz im folgenden Sinn. Nehmen wir zum Beispiel
das folgende Viereck

div ~2 /123 T
F € — C*(R*, R) > f
E &
& 2
<)
p= Divergenzsatz =
e 8
g =
Q
i &
= =
-
S e 5 >°B

In allgemeinen, falls wir eine Funktion f € C?(R?, R) haben, kénnen wir “nur” diese
Funktion auf einem Bereich B € B? integrieren. Der Divergenzsatz sagt aber, dass
falls f das Bild eines Vektorfelds F € C?(R?,R3) ist

f=divF,

dann konnen wir f auf B integrieren oder F auf 0B integrieren und das Ergebnis
wird dasselbe sein
" " :// / (h\' F//
JB

wobei wir die Anfithrungszeichen benutzen habe, weil die zwei Integrale als Flachenintegral

und dreifaches Integral interpretiert und berechnet werden miissen. In diesem Fall
ist

d = div
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in (4.66)).

Die Erklarung der anderen zwei Vierecke verlauft analog.

Eine weitere Zusammenfassung der verschiedenen Arten von Integralen, die wir
studiert haben, ist in der folgenden Tabelle erhalten.
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ZUSAMMENFASSUNG DER INTEGRALSATZE

Allgemeine Definition

\ Spezieller Fall

“Flache” Version

Sei f: R! — R. Das Integral

f; f(z) dx kann mit Hilfe der Definition
(d.h. mit der Riemannschen Summen)
berechnet werden

Falls f eine Stammfunktion besitzt, kann

das Integral auf einem 1-dimensionalen
Objekt mit Hilfe von 0-dimensionalen
Objekten berechnet werden:

2 f(a)dz = g(b) — g(a), falls ¢’ = f

“Gekrummte” Version

Integrale auf 1-dim Objekten

Sei F : R? — R? ein Vektorfeld und v C R?
eine Kurve mit Parameterdarstellung

r: [a,b] — R2. Dann ist:

[ Fdr = [F(x(t)) r'(t)dt

Falls F = Vf mit f : R* — R, kann
das Integral auf einem 1-dimensionalen
Objekt mit Hilfe von 0-dimensionalen
Objekten berechnet werden:

J,Vf-dr = f(Endpunkt) — f(Anfangspunkt)

“Flache” Version

Es seien f: R? = R und B C R%

Das Integral [, f(z,y) du(x,y) wird durch
die Riemannschen Summen definiert und
kann mit Hilfe des Satzes von Fubini
berechnet werden

Falls f gleich (der dritten Komponente von)
rot F ist, wobei F : R? — R?, kann

das Integral von f auf einem 2-dimensionalen
Objekt B mit Hilfe von einem 1-dimensionalen
Objekt 0B berechnet werden, d.h.:

falls B C R? ein Bereich ist, dann gilt
JprotFdu= [, F-dr

(Greensche Formel)

“Gekriummte” Version

Integrale auf 2-dim Objekten

Es seien F : R? — R3 ein Vektorfeld und
S C R? eine Fliche. Esseir: B — R3,
wobei B C R? eine Parameterdarstellung
von S und r(B) = S Dann ist:

JoF -dw = [ F(r(u,v)) - (r, x r,)du(u,v)

Falls F = rot G, wobei G : R® — R3, kann
das Integral von F auf einem 2-dimensionalen
Objekt mit Hilfe von einem 1-dimensionalen
Objekt berechnet werden, d.h.:

falls S eine Flache ist, gilt

JsrotG - dw = [, G -dr

(Satz von Stokes)

Es seien f : R — R und B C R3.

Das Integral [, f(z,y, z) du(z,y, z) wird
durch die Riemannschen Summen definiert
und kann mit Hilfe des Satzes von Fubini
berechnet werden

Falls f = divF, wobei F : R? — R3 ist,
kann das Integral von f auf einem
-dimensionalen Objekt B mit Hilfe
von einem 2-dimensionalen Objekt 0B
berechnet werden, d.h.:
falls B C R? ein Bereich ist, gilt
JpdivFdp = [, F - dw
(Divergenzsatz)

Integr. auf 3-d Obj.

“Gekrummte” Version

Keine!
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