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VORWORT 4
Vorwort

Das Ziel dieses Kurses ist die Entwicklung der Theorie komplexwertiger Funktionen in
einer komplexen Variablen. Wir werden zunéchst die wichtigsten Sétze zu solchen Funk-
tionen kennenlernen, und im Anschluss die Fourier- und die Laplacetransformationen be-
handeln.



KAPITEL 1

Komplexe Zahlen

1.1. Grundbegriffe

Die komplexen Zahlen kennen Sie vielleicht schon aus der Mittelschule. Sie wurden
im Kurs Analysis I eingefiihrt, und in der Lineare Algebra verwendet. Wir setzen sie als
bekannt voraus, machen aber trotzdem eine kurze Wiederholung.

Eine komplexe Zahl ist ein Paar (z,y) reeller Zahlen. Wir schreiben komplexe Zahlen
z jedoch nicht als Paare z = (z,y), sondern formell als Summen

EerEa!

Wir nennen diese Schreibweise die Normalform der komplexen Zahl z. Die Symbole + und
1 sind soweit einfach als Trennungssymbole zu verstehen, welche die Rolle des Kommas und
der Klammern in (z,y) iibernehmen. Die Menge der komplexen Zahlen ist definiert als die
Menge aller solchen Paare.

‘(C::{:L‘+zy: m,yeR}‘

Anstelle von x + 20 schreiben wir auch einfach x, und anstelle von 0 + 1y schreiben wir y.
Wir identifizieren damit insbesondere jede reelle Zahl  mit der komplexen Zahl x = x 410,
und nennen also eine komplexe Zahl z = x 4 1y reell falls y = 0 gilt. Die komplexe Zahl
1 =11 heisst imagindre Einheit.

Wir definieren Addition und Multiplikation zweier komplexer Zahlen z; = x1 + 2y und
z9 = xo + 1y2 durch

z1+20 = (z1+wn)+ (xa+wye) = (z1+22) +2(y1 + y2)

1.1
(1.1) z1-20 = (v14wr)  (w2+we) = (122 —y1y2) +o(x1y2 + T2y1)

Durch direktes Nachrechnen kénnen wir {iberpriifen, dass die so definierte Additions-
und Multiplikationsoperation auf C sowohl assoziativ als auch kommutativ sind, und das
Distributivgesetz erfiillen. Wir bemerken ebenfalls dass diese Operationen kompatiblel mit
der Normalformschreibweise komplexer Zahlen sind, das heisst, wir konnen die Normalform
auch als

x4y = (x+10)+ (0+41:1) - (y + :0)

lesen. Sind z7 und 29 reell, so erhalten wir die iibliche Addition und Multiplikation reeller
Zahlen. Es gibt also keine Konflikte in der Notation. Die imaginédre Einheit ¢ hat die
Eigenschaft

2 =1

5
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und man kann die Definition von Addition und Multiplikation komplexer Zahlen einfach
daraus herleiten, wenn man sich gemerkt hat dass Assoziativ-, Kommutativ- und Distribu-
tivgesetz gelten. Der folgende Satz fasst die grundlegenden arithmetischen Eigenschaften
von C zusammen.

SATZ 1.1. Die Menge der komplexen Zahlen C, zusammen mit der eingefiihrten Addi-
tions- und Multiplikationsoperation, ist ein Korper. Das neutrale Element fiir die Ad-
dition ist die komplexe Zahl 0 = 0410 und das neutrale Element fiir die Multiplikation
ist die komplexe Zahl 1 = 1 + 10.

Den Begriff des Korpers kennen wir aus der linearen Algebra. Wir erinnern an die
Definition: Ein Kdrper ist eine Menge K ausgestattet mit zwei Operationen + und -, und
mit zwei voneinander verschiedenen speziellen Elementen die wir als 0 € K und 1 € K
schreiben, so dass die folgenden neun Bedingungen erfiillt sind:

1) Assoziativitét der Addition: (a +b) +c=a+ (b+ c¢) fir alle a,b,c € K;
(2) Kommutativitat der Addition: a + b = b+ a fiir alle a,b € K;
(3) Neutrales Element fiir die Addition: 04+ a =a = a + 0 fiir alle a € K;
(4) Existenz additiver Inverser: Fiir jedes a € K existiert ein b € K mit a +b= 0.
(5) Assoziativitdt der Multipikation: (a-b)-c=a- (b-¢) fir alle a,b,c € K;
(6) Kommutativitat der Multiplikation: a - b =b - a fir alle a,b € K;

(7) Neutrales Element fiir die Multiplikation: 1-a =a = a - 1 fiir alle a € K;

(8) Existenz multiplikativer Inverser: Fiir jedes a € K \ {0} existiert ein b € K \ {0}
mit a-b=1.

(9) Distributivititsgesetz: a- (b4 c¢) =a-b+ a-c fir alle a,b,c € K

Eine formelle Rechnung zeigt, dass zu jedem gegebenen a € K genau ein additives Inverses
existiert. Es wird iiblicherweise als —a geschrieben. Genauso kann man priifen, dass zu
einem gegebenen a € K \ {0} genau ein multiplikatives Inverses existiert, das dann {ibli-
cherweise als a~' oder % notiert wird. Alle diese Bedingungen kann man fiir die gegebene
Addition und Multiplikation auf der Menge C durch stures Nachrechnen iiberpriifen. Die
einzige Ausnahme dabei ist vielleicht die Bedingung (8) iiber die Existenz multiplikativer
Inverser. Zu einer gegebenen komplexen Zahl z = x + 1y # 0 konnen wir das multiplikative
inverse explizit als

(1.2) 27l = (ac2fry2) + Z(x2_+yy2)

angeben. Da z nicht Null ist, ist die reelle Zahl z? + y? auch nicht Null, die Formel er-
gibt also Sinn. Dass tatséchlich z - z~1 = 1 gilt priift man wiederum durch uninspiriertes
Nachrechnen.

BEMERKUNG 1.2. Die reellen Zahlen mit der iiblichen Addition und Multiplikation bilden
auch einen Korper, genauer gesagt, einen Teilkorper von C, da Addition und Multiplikation
reeller Zahlen kompatibel mit Addition und Multiplikation komplexer Zahlen sind. Wir
konnen den Korper C als eindimensionalen Vektorraum iiber C, oder als zweidimensionalen
Vektorraum iiber R auffassen. Typischerweise beniitzt man die Menge {1,:} als R-Basis
von C.
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BEMERKUNG 1.3. Das Symbol ¢ das wir fiir die imaginére Einheit benutzen ist ein ¢ ohne
i-Punkt. Alternativ wird auch i oder I benutzt, oder in sehr alter Literatur auch /—1.
Insbesondere in der Elektrotechnik wird auch j verwendet, da das Symbol ¢ schon fiir den
Strom reserviert ist.

DEFINITION 1.4. Es sei z = x + 1y eine komplexe Zahl. Wir definieren:

R(z) = =z Der Realteil von z.
Xz) = y Der Imagindrteil von z.
zZ = T—w Die zu z konjugierte komplexe Zahl.

Der Realteil und der Imaginéarteil einer komplexen Zahl sind also reelle Zahlen, und es
gilt z = R(z) +13(z). Zwei komplexe Zahlen sind genau dann gleich wenn sie gleiche Real-
und gleiche Imaginérteile haben. Die folgenden Beziehungen fiir komplexe Zahlen z; und
z9 folgen direkt aus den Definitionen.

21+20 = Z1+ 29
2129 = Z1-%29
(1.3) L
R(z) = 3(:+72)
S(2) = (-2

Die Formel (1.2)) fir das multiplikative Inverse einer komplexen Zahl z = = + 1y # 0
kann man damit wie folgt herleiten. Wir bemerken zuerst, dass z - 7 = 22 + y? > 0 gilt,
und finden

2z z
1:77:Z~77
z-Z Z-Z
und daraus folgt, dass
—1 _ 2 -y
== = () + =)

gilt, wie behauptet.

1.2. Die komplexe Zahlenebene

Komplexe Zahlen sind definitionsgeméss Paare reeller Zahlen, und wir kénnen sie als
Punkte in der Ebene darstellen. Die komplexe Zahl z = x + 1y entspricht also dem Punkt
mit Koordinaten (x,y). Wir sprechen von der komplexen Zahlenebene. Addition komplexer
Zahlen entspricht so der Vektoraddition in der Ebene. Die reellen Zahlen x+10 entsprechen
der xz-Achse, und die rein imagindren Zahlen 0+ 2y entsprechen der y-Achse. Wir sprechen
deshalb von der reellen Achse und der imagindren Achse.
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imaginare Achse

x reelle Achse

Der Abstand der komplexen Zahl z = x + 1y vom Ursprung ist, nach dem Satz von
Pythagoras, durch /22 + y2 gegeben.

DEFINITION 1.5. Sei z = z + 1y eine komplexe Zahl. Wir nennen

|z == Va2 +y2 = V2z

den Betrag oder auch die Norm von z.

In der Literatur findet man dafiir auch den Begriff Modul oder Absolutbetrag von z. Es
gibt hier keinen Konflikt mit dem Betrag auf den reellen Zahlen, da fiir eine reelle Zahl
z = x 410 der Betrag von z als komplexe Zahl gleich dem iiblichen Betrag der reellen Zahl
x ist. Wir kénnen mit Hilfe des Betrags auch die Distanz zwischen zwei komplexen Zahlen
z1 und 25 in der komplexen Zahlenebene als

(1.4) dist(z1, 22) := |21 — 22|.

angeben. Offenbar gilt z; = 29 genau dann, wenn |z; — 22| = 0 gilt, und insbesondere ist
z =0 zu |z| = 0 dquivalent. Es gilt

|21 + 22| < 21| + |22

1.5
(15) ozl = |zl el

Die Ungleichung |z1 + 22| < |z1| 4+ |22| wird Dreiecksungleichung genannt. Man kann sie
geometrisch sofort sehen, wenn man in der komplexen Ebene das Dreieck mit Eckpunkten
0, z1 und 21 + 29 zeichnet.

Fiir eine komplexe Zahl z # 0 nennt man Argument von z den Winkel ¢, der von
der reellen Achse und der Geraden durch z und den Ursprung eingeschlossen wird, von der
reellen Achse aus gemessen. Wir schreiben ¢ =: arg(z). Wir verstehen dabei ¢ nicht als eine
reelle Zahl, sondern als ein Winkelmass, das heisst, also eine Aquivalenzklasse von reellen
Zahlen, wobei zwei reelle Zahlen als dquivalent gelten wenn sie sich um ein ganzzahliges
Vielfaches von 27 unterscheiden. Etwas informeller ausgedriickt ist arg(z) eine nur bis auf
ein ganzzahliges Vielfaches von 27 bestimmte reelle Zahl. Ist ¢ das Argument von z # 0,
so konnen wir z als

‘zzr(cosg@—i—zsin(p)‘,
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schreiben, wobei und r = |z| die Norm von z, also die Distanz von z zum Ursprung ist.
Man nennt dies die Polardarstellung von z.

(0, 7;)4 z =r(cos ¢+ 1sinp)

rsin g 3 - -

Das Argument arg(z) einer komplexen Zahl z # 0 ist als Winkelmass nur bis auf ganz-
zahlige Vielfache von 27w bestimmt. Um eine eindeutig bestimmte reelle Zahl zu bekommen
konnen wir entscheiden, Winkel mit mit reellen Zahlen im Intervall (—m, 7] zu messen.
Wir erhalten so den Hauptwert des Arguments von z # 0. Definitionsgeméss ist das die
eindeutig bestimmte reelle Zahl

‘Argz € (—m, ‘

fir die z = r(cos ¢ +2sin ) mit r = |z| und ¢ = Arg(z) gilt.

DEFINITION 1.6. Sei 2y € C und sei r eine positive reelle Zahl. Die offene Kreisscheibe
mit Zentrum zg und Radius r ist die Teilmenge

B(zg,7) :={2€C: |z— 2| <r}

von C.

20

Die Kreislinie {z € C: |z — 29| = r} gehort nicht zu B(zp,7), die Kreisscheibe B(zp, )
ist also eine Kreisscheibe ohne Rand. Dies ist hier die Bedeutung des Adjektivs offen. All-
gemein ist eine offene Teilmenge von C eine Teilmenge ohne Rand. Die formelle Definition
ist folgende.

DEFINITION 1.7. Eine Teilmenge U C C heisst offen, wenn zu jedem z € U ein Radius
e > 0 existiert, so dass B(z,¢e) C U gilt.
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BEISPIEL 1.8. Sei zg € C und r > 0. Die Kreis-
scheibe B(zp,r) ist offen im Sinn der obigen De-
finition. Sei z € B(zp,r) beliebig. Es gilt also
|z — 29| < r. Dann ist

e:=r—|z—2]>0

und aus der Dreiecksungleichung fiir den Absolut-
betrag folgt B(z,€) C B(zp,r) wie gefordert. [

1.3. Folgen und Reihen komplexer Zahlen

Neben der algebraischen Struktur als Kérper hat C eine topologische Struktur die durch
den Absolutbetrag, oder genauer gesagt, durch den Distanzbegriff (1.4) definiert wird. Wir
kénnen damit auch tiber Konvergenz einer Folge oder einer Reihe sprechen.

DEFINITION 1.9. Sei 21, 29, 23, . . . eine Folge komplexer Zahlen. Wir sagen z € C sei
der Grenzwert dieser Folge, und dass die Folge gegen z konvergiert, falls es fiir jede
noch so kleine positive reelle Zahl € > 0 eine ganze Zahl N > 0 gibt, so dass

|z — 2| < efiiralen>N

gilt. In diesem Fall schreiben wir lim z, = z.
n—oo

Sei z1, 29, 23, ... eine konvergente Folge komplexer Zahlen, mit z, = z, + wy,. Falls
diese Folge gegen einen Grenzwert z = = + 1y konvergiert, dann gilt

x = lim x, und y = lim y,.
n—oo n—oo
Umgekehrt, falls die Folgen reeller Zahlen x1,xs,... und yi,yo,... gegen Grenzwerte x
und y konvergieren, so konvergiert die Folge komplexer Zahlen z1, zo,..., und zwar mit

Grenzwert z = x + 1y.

Nachdem wir nun den Konvergenzbegriff fiir Folgen komplexer Zahlen definiert haben,
kénnen wir auch iiber Konvergenz von Reihen komplexer Zahlen sprechen. Wir schreiben

(1.6) 5= Zzn
n=1

und sagen dass die Reihe 21 4+ 29 4+ - -+ gegen s € C konvergiert, falls die Folge der Parti-
alsummen sq, so, ..., definiert durch

Spn =21 +2z2+--+2p
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gegen s konvergiert. Wir sagen dass die Reihe (1.6) absolut konvergiert falls die Reihe

reeller Zahlen
[ee]
> Ll
n=1

konvergiert. Absolute Konvergenz impliziert Konvergenz, und die bekannten Kriterien fiir
absolute Konvergenz von Reihen reeller Zahlen gelten wortwortlich auch fiir Reihen kom-
plexer Zahlen, wenn man den Absolutbetrag als komplexen Betrag liest. Zum Beispiel gilt

> 1
ngoznzl—z

jede komplexe Zahl z € C mit |z| < 1.

Die wichtigste Art von Reihen die wir in diesem Kurs betrachten, sind Potenzreihen,
also Reihen der Form

(1.7) i 2"
n=0

mit vorgegebenen komplexen Koeflizienten c,, € C, die wir iiblicherweise als Funktion in der
komplexen Zahl z betrachten. Viele wichtige Funktionen sind durch solche Reihen definiert,
oder konnen als Reihe geschrieben werden. Das Konvergenzverhalten von Potenzreihen
kann man mit dem Wurzelkriterium untersuchen: Ist der Limes superior

limsup ¥/]c,2"| = |2 - limsup {/]en|
n—o0o

n—0o0

strikt kleiner als 1, so konvergiert die Reihe (1.7) absolut. Sie divergiert fall dieser Limes
superior > 1 ist, und im Fall = 1 sagt das Kriterium nichts aus.

DEFINITION 1.10. Der Konvergenzradius der Reihe (1.7)) ist definiert als die reelle Zahl
R>0 .

limsup,, . ¥/]cal’

oder als das Symbol +oo falls der Limsup Null ist.

R =

Zusammenfassend folgt also aus dem Wurzelkriterium, dass die Reihe (1.7)) absolut
konvergiert falls |z| < R, und divergiert falls |z|] > R gilt. Falls der Konvergenzradius
unendlich ist, also R = 400, so konvergiert die Reihe fiir alle z € C.

1.4. Die Euler’sche Formel

Wir kénnen klassische trigonometrische Funktionen wie Sinus, Kosinus, hyperbolischen
Sinus und Kosinus, die Exponentialfunktion und viele mehr durch konvergente Potenzrei-
hen definieren. In dem wir und die Variable als komplexe Zahl denken, kbnnen wir alle diese
Funktionen zu komplexwertigen Funktionen in einer komplexen Variable verallgemeinern.
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DEFINITION 1.11. Sei z € C. Das Ezponential, der Sinus und der Kosinus von z sind

5 n ‘ 00 . Z2n+1 s n ZQn
exp(z) = 7;) Pl sin(z) := 7;)(_1) @n+ D)’ cuslz) < ;(_1) (2n)!

Diese Reihen konvergieren absolut. Dies kann man mit dem Quotientenkriterium oder
dem Wurzelkriterium leicht nachpriifen. Thr Konvergenzradius (Definition [1.10)) ist unend-
lich. Fiir das Exponential ist auch die alternative Schreibweise

exp(z) = €*
gebréauchlich, wobei e = exp(1) = 2.71828. .. fiir die Euler’sche Konstante steht. Es gilt
exp(z) = exp(z) , sin(z) = sin(z) , cos(Z) = cos(z)

was wir anhand von (|1.3)) einfach einsehen konnen:

o0
exp(z zn, > = 5~ owE.

n()

und analog fiir Sinus und Kosinus.

Eine der wichtigsten Eigenschaften der Exponentialfunktion ist ihre sogenannte Funk-
tionalgleichung: Fir beliebige komplexe Zahlen z und w gilt:

‘exp(z + w) = exp(z) exp(w) ‘

Dies folgt essentiell aus der binomischen Formel, in dem man in der Reihe fiir exp(z 4+ w)
die Potenzen (z + w)™ ausmultipliziert. Da alle Reihen absolut konvergieren ist dies auch
gerechtfertigt.

(1.8) exp(z—i—w):z z+w Zn' Z pq'zpwq

n=0 n=0 p+q=n

S e (£2)(5) -

p=0 ¢=0 p=0

Im Spezialfall w = —z finden wir exp(z)exp(—z) = exp(0) = 1, und daraus folgt dass
exp(z) # 0 fiir alle z € C gilt.

Falls z eine rein imaginére Zahl ist, also z = ¢t fiir ein ¢ € R, so bietet es sich an die

Exponentialreihe in zwei Reihen aufzuteilen, wobei wir in die erste Reihe die Terme %z”

mit geradem n, und und in die zweite Reihe die Terme %z" mit ungeradem n nehmen.
Ist n = 2m gerade, so gilt 2 (¢t)" = 71 (—1)™>™, und ist n = 2m + 1 ungerade, so gilt

()" = ﬁ( 1)™¢2m+1 Damit finden wir
N I N e ) G DL ‘
exp(ut) = Z;) ol Z:O @m)! "+ Z:O mtz = cos(t) + esin(t)

und wir haben den folgenden Satz bewiesen:



1.5. LOGARITHMEN UND WURZELN 13

SATz 1.12 (Euler). Fiir jedes t € R gilt
(1.9) ‘exp(zt) = cos(t) + ¢sin(t) ‘

Aus dem Satz folgt insbesondere, dass fiir jedes t € R
|exp(at)| = cos(t)? + sin(t)? = 1

gilt. Falls wir ¢ = 7 setzen, erhalten wir auch exp(iw) = cos(w) + ¢sin(w) = —1, oder in

der alternativen Schreibweise

Mit Hilfe des komplexen Exponentials und Satz kénnen wir die Polardarstellung
komplexer Zahlen auch als

‘z:$+zy:r(cos<,0+zsincp) :rexp(w)‘.

angeben. Dabei gilt r = |z| und ¢ = arg(z) falls z # 0. Damit ist die Multiplikation in der
komplexen Zahlenebene einfach geometrisch zu veranschaulichen.

Z129
1+ P2
22

Y2

2122 = Tr1expl(e <o exple =171-T9 exXpl? +
122 = r1exp(up1) - roexp(up2) = 11712 - exp(z (p1 + p2) )

Produkt Summe
der Langen der Winkel

1.5. Logarithmen und Wurzeln

Die reelle Logarithmusfunktion, auch natirlicher Logarithmus genannt, ist die Funktion
log:Rsog — R

die eindeutig durch exp(log(t)) = ¢ charakterisiert ist. Also log(t) ist die eindeutig bestimm-
te reelle Zahl s mit der Eigenschaft exp(s) = ¢t. Auch die Notation In(¢) ist gebréuchlich.
Fiir negative t € R und auch fiit ¢t = 0 ist der reelle Logarithmus nicht definiert, da es
keine reellen Zahlen s mit exp(s) < 0 gibt. Es ist moglich, den Logarithmusbegriff auf die
komplexen Zahlen auszudehnen, allerdings verlieren wir dabei Eindeutigkeit.
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DEFINITION 1.13. Sei 2z eine komplexe Zahl. Ein Logarithmus von z ist eine komplexe
Zahl w, die exp(w) = z erfillt.

ProrosiTiON 1.14. Jede komplexe Zahl ausser z = 0 besitzt einen eindeutingen kom-
plexen Logarithmus w = s+t, der —w < t < 7 erfiillt. Alle anderen Logarithmen von
z sind durch

w+2mk, fiirkeZ

gegeben.

BEWEIS. Schreibe z # 0 in Polarform z = rexp(st), mit > 0 und t € (—n, x|, und
schreibe s := Log(r) fiir den reellen Logarithmus von r. Dann gilt

z = exp(s) exp(ut) = exp(s + t),
und wir haben einen Logarithmus w = s + it von z gefunden, da z = exp(w) gilt. Ist
w1 := §1 + 11 ein weiteren Logarithmus von z, so gilt
z = exp(wy) = exp(s1 + 1t1) = exp(sy) exp(ety).
Daraus folgt, dass
exp(s) = |z| = exp(s;) und exp(ut) = exp(ety) .

Da die Exponentialfunktion streng monoton auf R ist, folgt aus der ersten Gleichung s = s;.
Aus exp(ut) = exp(et1) folgt schliesslich dass

t1 =t + 127k

fiir eine ganze Zahl k € Z gilt, also wy = s + 1t + 127k = w + 127k wie behauptet. Daraus
folgt nun auch die Eindeutigkeitsaussage im Satz. O

Im Verlauf des Beweises haben wir auch gesehen, wie man Logarithmen von z be-
stimmen kann. Da jede komplexe Zahl z # 0 mehr als nur einen, ja sogar unendlich viele
Logarithmen besitzt, ist es nicht sehr sinnvoll w = log(z) einfach als eine komplexe Zahl
die exp(w) = z erfiillt zu definieren. Trotz der fehlenden Eindeutigkeit schreibt man

log(z) = log(|z|) + rarg(z)
was insofern Sinn ergibt als dass jeder Logarithmus von z von der Form s + #t ist mit
s = log(|z|) und t = arg(z) aufgefasst als reelle Zahl die aber nur bis auf ein ganzzahliges
Vielfaches von 27 bestimmt ist. Je nach dem was man mit dem Ausdruck log(z) dann
fabriziert ist dies problematisch oder nicht. Zum Beispiel wird es tiberhaupt kein Problem

sein die Funktion log(z) abzuleiten, weil Addition einer Konstanten 2wk sowieso nichts an
der Ableitung dndert. Ebenfalls die Gleichung

log(z122) = log(21) + log(22)

ist sinnvoll und richtig, wenn man beide Seiten der Gleichung als komplexe Zahlen interpre-
tiert, die nur bis auf (voneinander unabhéngige) ganzzahlige Vielfache von 2m bestimmt
sind. Da dies aber schnell zu fatalen Fehlern in Rechnungen fithren kann, sollte man mit
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dem Ausdruck log(z) extrem vorsichtig umgehen. Manchmal ist es hilfreich, nur Logarith-
men w = s+t mit —7 < t < 7w zu betrachten.

DEFINITION 1.15. Sei z # 0 eine komplexe Zahl. Der Logarithmus

Log(z) :=log(|z]) + ¢+ Arg(z)

heisst der Hauptwert des Logarithmus von z.

BEISPIEL 1.16. Wir betrachten die komplexe Zahl

z=—V2+1/2
mir Norm |z| = v/2 + 2 = 2 und Arg(z) = 3m. Der Haupt-

wert des Logarithmus von z ist damit durch \\
Log(z) = log(2) + Z%TF \J

gegeben. Jeder weitere Logarithmus von z ist also von der
Form log(2) + 127 + 27k fiir eine ganze Zahl k € Z.

Um die Problematik des komplexen Logarithmus zu verdeutlichen berechnen wir nun
Log(z?). Es gilt 2> = —41, und also [2?| = 4 und Arg(2?) = —i, und folglich

V2412

Log(z?) = log(4) — 13w = 2log(2) —3m.
Es ist also nicht wahr, dass Log(2?) = 2 Log(z) gilt. Im Gegenteil, wir haben gezeigt, dass
Log(z?) = 2Log(z) — 2m

gilt. Nur wenn wir uns die Freiheit gonnen, beide Seiten dieser Gleichung als komplexe
Zahlen zu denken die nicht eindeutig, sondern nur bis auf Vielfache von 2w bestimmt
sind, konnen wir den Term —27 ignorieren. Wir wiirden das dann als log(z?) = 2log(z)
ausdriicken.

BEMERKUNG 1.17. Man kann den Hauptwert des Logarithmus als Potenzreihe

X 1yn+l
Log(z) :=» (171(2 —1)"
n=1

angeben. Diese Reihe konvergiert aber nur fir |z — 1| < 1.

DEFINITION 1.18. Sei z eine komplexe Zahl und n > 2 eine ganze Zahl. Eine n-te
Wurzel von z ist eine komplexe Zahl w, die w™ = z erfiillt.

Genau wie beim Logarithmus auch kénnen wir nicht von der n-ten Wurzel von z
sprechen, da es im Allgemeinen mehrere davon gibt. Die komplexe Zahl z = 0 hat nur eine
n-te Wurzel, ndmlich w = 0. Ist z # 0, so existieren mehrere n-te Wurzeln von z, und zwar
genau n Stiick. In Polarform sind sie einfach anzugeben, ndmlich ist jede n-te Wurzel von
z = rexp(it) von der Form

w = {/rexp (zit‘*'i”k)
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fiir eine ganze Zahl k € Z, wobei {/r fiir die eindeutige reelle, positive n-te Wurzel der
reellen Zahl r > 0 steht. Fiir K =0,1,2,...,n — 1 sind diese alle voneinander verschieden.
Wir kénnen die n-ten Wurzeln von z # 0 auch mit Hilfe von Exponential und Logarithmus
angeben, in dem wir
w = exp (+ log(z))

schreiben. Hier ist log(z) als eine bis auf ein Vielfaches von 27 bestimmte komplexe Zahl
zu verstehen. In dem wir fiir log(z) die konkreten komplexen Zahlen Log(z)+2mk einsetzen
erhalten wir daraus die verschiedenen n-ten Wurzeln von z.

BEISPIEL 1.19. Wir wollen die dritten Wurzeln von z = —2 finden. Es gibt drei davon. Aus
|z| =2 und Arg(z) =7

folgt, dass diese drei Wurzeln in Polarform durch

w = V2-exp (zg)
wy = V2-exp (z ”‘22”)
ws = V2-exp (z ”‘24”)

gegeben sind. Fiir jede ganze Zahl k € Z ist dann /2 -exp(z%) eine dieser drei Wurzeln,
entsprechend dem Rest der Division von k£ durch 3. Wir koénnen daraus mit Hilfe der
Euler’schen Formel konkrete numerische Werte erhalten.

w; = 0.629960524947437 ... +:1.09112363597172. ..
wy = —1.25992104989487 ... +10
w3z = 0.629960524947437 ... —21.09112363597172.. ..

In der komplexen Zahlenebene liegen diese drei Wurzeln in regelméssigen Absténden auf
einem Kreis mit Zentrum im Ursprung und Radius v/2 = 1.25992. . ..

S
\

1) /91/3]2

@R\

\

BEMERKUNG 1.20. Was ist ¢'? Die Frage kursiert auf verschiedenen Mathe- und Physik-
blogs, mit mehr oder weniger vollstdndigen Antworten. So direkt ist die Frage sinnfrei, weil
wir gar nicht definiert haben was der Ausdruck z* fiir komplexe Zahlen z und w eigentlich
bedeuten soll. Ein moglicher Ansatz das zu definieren ist

(1.10) 2% := exp(wlog(z))
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fiir komplexe z # 0 und w zu setzen. Da wir hier log(z) benutzen bedeutet das, dass wir
es hier im Allgemeinen nicht mit einer eindeutig bestimmte komplexen Zahl zu tun haben.
Schreiben wir das konkret mit einem bestimmten Logarithmus Log(z) 4+ 27k aus, so finden
wir

2% = exp(w(Log(z) + 2mik)) = exp(w Log(z)) - exp(2muw)*
was bedeutet: z% in ist eine komplexe Zahl, bestimmt bis auf Multiplikation mit
einer ganzzahligen Potenz von exp(2miw). Wir bemerken folgendes, stets fiir n # 0:

(1) Ist w eine ganze Zahl, so ist 2" in eine eindeutig bestimmte komplexe Zahl,
und sie stimmt mit der {iblichen Definition einer ganzzahligen Potenz iiberein.

(2) Ist w = 2 ein gekiirzter Bruch, so kann 2" in genau n Werte annehmen,
und das sind genau die n-ten Wurzeln von z.

(3) Ist z eine positive reelle Zahl, so interpretiert man log(z) in oft auch als
reellen Logarithmus. Damit ist dann 2% eindeutig bestimmt. Ein typisches Beispiel
dafiir ist die durch die Reihe

— 1
C(s) = s fir s € C mit R(s) > 1
n=1
definierte Riemann’sche Zeta Funktion, in der jeder Summand als exp(—slog(n))
fiir den reellen Logarithmus log(n) gelesen werden muss.

(4) Man kénnte in rechterhand auch einfach den Hauptwert des Logarithmus
benutzen. Damit wire dann z* dann eindeutig bestimmt. Das ist aber trotzdem
nicht eine wirklich niitzliche Definition, da in diesem Zusammenhang die wohlbe-
kannten Rechenregeln fiir Potenzen alle ihre Giiltigkeit verlieren.

Wir kénnen nun die Frage was ¢* ist mit Hilfe von (1.10) beantworten. Aus Log(z) = 0415
ergibt sich der Hauptwert

2 = exp(1Log(1)) = exp(—T) = 0.2078795763507619085469 . . .

der vielleicht unerwarteterweise eine reelle Zahl ist. Das ist aber nur ein moéglicher Wert
fiir 2*. Fiir jede ganze Zahl k € Z ist auch

exp(—7%) - exp(—2m)F = exp(—§ — 2km)
ein durch (|1.10)) beschriebener Wert.

1.6. Der Fundamentalsatz der Algebra

Wir haben im letzten Abschnitt gesehen, dass jede komplexe Zahl a # 0 genau n
voneinander verschiedene n-te Wurzeln hat. Mit anderen Worten hat die Gleichung

2"—a=0
genau n Losungen, oder noch einmal anders formuliert hat das Polynom p(z) = 2" — a
genau n Nullstellen. Sind wy, ..., w, diese Losungen oder Nullstellen, so gilt

p(2) = (z —wi)(z —w2) -~ (2 —wn),
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das heisst, das Polynom p kann vollstdndig in Linearfaktoren faktorisiert werden. Der
Fundamentalsatz der Algebra besagt, dass so eine Faktorisierung auch fiir ganz beliebige
Polynome mit komplexen Koeffizienten existiert. Man sagt der Kérper C sei algebraisch
abgeschlossen.

Sarz 1.21 (Fundamentalsatz der Algebra). Seip(z) = aj+ajz+- - -+a,2" ein Polynom
vom Grad n > 1 (also ay, # 0) mit komplexen Koeffizienten a; € C. Dann existieren
w1, ..., w, € C, nicht unbedingt verschieden, mit

‘p(z) =ap(z—w1)(z —wa) - (2 —wp) ‘

Insbesondere hat jedes nichtkonstante Polynom mit komplexen Koeffizienten eine Null-
stelle in C.

Die analoge Aussage fiir Polynome mit reellen Koeffizienten und reelle Nullstellen ist
falsch. Zum Beispiel hat das Polynom p(x) = 22 + 1 keine reelle Nullstelle. Der Korper
der reellen Zahlen ist also nicht algebraisch abgeschlossen. Wir werden diesen wichtigen
Satz im Abschnitt beweisen. Dabei wird sich dieses rein algebraische Resultat als
Konsequenz eines analytischen Satzes, ndmlich dem Satz von Liouville iiber beschrinkte
holomorphe Funktionen (Satz herausstellen.



KAPITEL 2

Komplexwertige Funktionen

Sei D irgendeine Menge. Eine komplezwertige Funktion auf der Menge D ist eine Funk-

tion
f:D—C,

das heisst, eine Abbildungsvorschrift, die jedem Element x von D genau eine komplexe Zahl
f(x) € C zuordnet. Ist D eine Teilmenge von R, so sprechen wir von einer komplexwertigen
Funktion in einer reellen Variablen, und ist D eine (typischerweise offene) Teilmenge von
C, so sprechen wir von einer komplexwertigen Funktion in einer komplexen Variablen. Jede
reellwertige Funktion kann auch als eine komplexwertige Funktion angesehen werden.

BEISPIEL 2.1. Beispiele fiir komplexwertige Funktionen in einer komplexen Variablen f :
C — C sind etwa die Exponentialfunktion, oder auch Sinus und Cosinus. Auch jedes
Polynom mit komplexen Koeflizienten kann man als komplexwertige Funktion in einer
komplexen Variablen ansehen, etwa

f:C=C  fz)=09-122+32-V5

In diesen Beispielen ist der Definitionsbereich D immer ganz C, aber wir konnen diese
Funktionen nattrlich immer auf einen kleineren Definitionsbereich D C C einschréanken.
Eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0 definiert eine Funktion

f:BO,R)=C  f(z) =) an2"
n=0

jetzt mit Definitionsbereich D = B(0, R), die offene Kreisscheibe mit Radius R. Auch
durch
f(z) =R(z),  [f(z)=3(2), wd [f(z)=7%

werden komplexwertige Funktionen auf D = C definiert. Komplexwertige Funktionen auf
einem gemeinsamen Definitionsbereich kann man addieren und multiplizieren. Ist f : D —
C eine Funktion mit f(z) # 0 fiir alle z € D, so kann man auch durch f teilen. Zum Beispiel
ist fiir D = {z € C : R(2) > 0} die Funktion f : D — C gegeben durch f(z) = 22 + 1
nirgendwo Null, und und es ist damit sinnvoll etwa durch

2
z¢—1
9=

eine Funktion ¢ : D — C zu definieren. Die selbe Formel die wir hier beniitzt haben
um die Funktion g zu definieren kénnen wir auch benutzen, um eine Funktion auf dem
grosseren Definitionsbereich D = C \ {i, —2} zu definieren, aber wir kénnen damit nicht
eine komplexwertige Funktion auf D = C beschreiben.

19
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DEFINITION 2.2. Sei U C C eine offene Teilmenge. Eine Funktion f: U — C heisst
stetig im Punkt zg € U, falls es fiir jedes € > 0 ein § > 0 gibt, so dass fiir alle z € U
die Implikation

|z =20l <6 = [f(2) = f(20)| <€
gilt. Wir sagen f sei stetig auf U, falls f stetig in jedem Punkt von U ist.

BEISPIEL 2.3. Alle Beispiele in 2.1] sind stetige Funktionen. Eine

DEFINITION 2.4. Sei U C C eine offene Teilmenge, zp € U und f: U \ {29} — C eine
Funktion. Eine komplexe Zahl a nennt man den Grenzwert von f in zg

lim f(z) =a,

Z—20
falls es fiir jedes € > 0 ein r = r(e) > 0 gibt, mit
B(zp,7) CU und |[f(z)—a|<e

fiir alle in 2z € B(zo,r) mit z # zp.

BEMERKUNG 2.5. Wir bemerken, dass man eine komplexwertige Funktion f: D — C
immer als Summe u + w fiir reellwertige Funktionen v = R(f) und v = J(f) schreiben
kann, wobei u,v: D — R. Man kann dann leicht verifizieren, dass, wie fiir Folgen

(2.1) zh—>r20 fz)=a < Zli_)rglo R(f(z)) = R(a) und zli_glo S(f(2)) = S(a)

Man merkt, dass der Unterschied zwischen der Stetigkeit im Punkt 2y € U und der
Existenz des Grenzwertes in zg € U darin besteht, dass der Limes lim,_,,, f(z) auch dann
existiert, wenn die Funktion im zy nicht unbedingt definiert ist.

BEMERKUNG 2.6. Es ist einfach zu sehen, dass f in zy stetig ist genau dann, wenn die
folgende drei Eigenschaften gelten:

(1) Der Grenzwert lim,_,,, f(z) existiert;
(2) Die Funktion f ist in zy definiert;
(3) Fiir den Grenzwert gilt die Gleichheit lim,_,,, f(z) = f(20).

Manchmal schreiben wir einfach

f ist stetig im Punkt zp < lim f(z) = f(20)

Z—20

weil die Eigenschaften (1) und (2) auf der rechten Seite verstanden werden.

BEMERKUNGEN 2.7. (1) Der Radius r in den Definitionen und iibernimmt
die Rolle von ¢ in den entsprechenden Definitionen in R. Der Hauptunterschied
zu den Definitionen in R besteht darin, dass es nicht nur zwei sonder viel mehrere
Richtungen gibt, um den Punkt zy zu erreichen.
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Der Grenzwert existiert, falls er unabhéngig von der Richtung ist.
(2) Wie fiir eine Funktion in einer Variable heisst konkret Stetigkeit, dass die Funktion
keine “Spriingemacht.
(3) Fall die Funktion f in zq stetig ist, dann gilt fiir jedes z # 0

lim f (20 +t2) = f(z0)

fiir ¢ > 0. Wir werden sehr oft das Kontrapositiv{ldieser Aussage verwenden. Das
heisst, wenn wir zwei Richtungen finden, in denen die Grenzen nicht gleich sind,
ist die Funktion nicht stetig. Hier ist zg 4 tz die Gerade durch zg mit Richtung
z e C.

zZ0t+z_ -7~

z

zo +
z0+ 52 - A

Aol

[

BEISPIEL 2.8. Wir betrachten die Funktion f(z) := §R|(zT) auf C ~ {0} definiert. Diese

Funktion ist im Ursprung nicht stetig, weil sie dort nicht definiert ist. Kénnen wir f in
z = 0 definieren, damit die neue Funktion stetig ist? Anders gesagt, existiert der Grenzwert

lim, 0 f(2)?

LSeien A und B Aussagen. Das Kontrapositive der Aussage A = B ist B = A. Dann ist A = B genau
dann, wenn B = A.
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Entlang der y-Achse gilt z = wy:
(2) R(z) 0

2) .. : :
S = I Ty T

Daraus folgt, dass die Funktion f im Usprung nicht stetig ist und sie kann auch nicht stetig
fortgesetzt werden. ([l

2.1. Ableitung komplexwertiger Funktionen

DEFINITION 2.9. Sei U C C offen, f: U — C stetig. Wir sagen, dass f ableitbar oder
C-differenzierbar in zy € U ist, falls

o 1) = £(z0)
Z2—20 Z — 20
existiert. In diesem Fall ist lim,_, M die Ableitung von f an der Stelle z
zZ— 20
und wir schreiben
(2.2) lim f) = (=) = f(20) oder lim F&) = () = ﬁ(z()).
z=20 2 — 2 z=20 Z— 2 dz

Die komplexwertige Funktion z — f’(2) ist die Ableitung von f.

BEMERKUNG 2.10. In der Analysis in einer Variable sieht man, dass eine Funktion f: R —
R an der Stelle zg differenzierbar heisst, falls

1o (@) = £(wo)

T—=T0 T — X

existiert. In diesem Fall ist der Grenzwert die Ableitung von f an der Stelle xg.

Falls f: R — R kann man die partielle Ableitungen von f betrachten: eine partielle
Ableitung zu berechnen bedeutet, dass wir jeweils nur eine Variable als solche betrachten
und die andere als Konstante. Zum Beispiel gilt fiir f(z,y) := xysin:

— =ysinz + rycosT

0x

of _ .

oy xsinx.
Die Funktion, die der Ableitung in einer Variablen entspricht, ist jedoch allgemeiner und
heisst total Ableitung. Sie ist eine linedire Funktion D f(x): R? — R, die, unter geeigneten
Hypothesen, mithilfe der partielle Ableitungen beschrieben werden kann. In diesem Fall

sagen wir, dass die Funktion R-differenzierbar ist.

Wir werden sehen, dass C-Differenzierbarkeit ist viel starker als R-Differenzierbarkeit.
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Falls wir z — 29 = Az setzen, ist z = zg + Az und z — 2y genau dann, wenn Az — 0.
Wir konnen deshalb ([2.2) so schreiben

BEISPIEL 2.11. Wir berechnen die Ableitung von f: U — C, wobei f(z) := L und U :=
C ~ {0}. Mit der obigen Schreibweise

1
D) —f() . mAs s o L2 (2+A2)
Az 50 Az ArSo . Az ArD0 Az (24 Az)z
—1 1
=lm ——=—-——. 0O
Az50 (z + Az2)z 22
Die Funktion ist fiir alle z C-differenzierbar und f/(z) = —Z%. O

BEISPIEL 2.12. Wir berechnen die Ableitung von f(z) = Z.

 flz+Az)—f(z) . z+Az—z . Az
(23) AT A AT A T AMAs

z" . Az . Ax 1
im —= lim —=1.
Az—0 Az Az—0 Az

Entlang der y-Achse gilt Az = 1Ay und
(2.3]) wird: l
. Az —1Ay z
im — =1 = —1.
Az—0 Az Ay—0 Ay ‘

Die Funktion f(z) ist nirgendwo C-differenzierbar. Wir werden spéter sehen, weil das
nicht iiberraschend ist.

Die partielle Ableitungen der Funktion f(z) = Z sich sehr einfach zu berechnen. Da
f(x +1y) = x —wy, gilt fiir jedes z € C

of _
or

of _

1 und 3y =

—1.

Die partielle Ableitung existieren und sind {iberall auch stetig. ([
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BrISPIEL 2.13. Wir mochten die C-Differenziabarkeit der Funktion f(z) := |2]? = 2z
untersuchen.
lim fz+Az)— f(z) ~ lim (z+ Az)(z+ Az) — 2z
Az—0 Az Az—0 Az

Az—0
=z+z.
Entlang der y-Achse gilt Az = 1Ay und
(2.4) wird:
AR |
li —+zZ+A
Az 50 (ZAZ T Z) n Dar-
= lim (—z+4+2z —1A
dim (47— wd) |
=—z+z.

aus folgt, dass die Grenzwerte entlang der xz-Achse und der y-Achse sind gleich genau dann,
wenn z = 0, d.h. f(2) = |z|? ist fiir 2 # 0 nicht C-differenzierbar.

Wir werden uns jetzt ansehen, was an der Stelle z = 0 passiert.

_ 2 Az _
lim f0+A4z) = f(0) = lim |8 = lim Az- Az = lim Az =0.
Az—0 Az Az0 Az Az0 Az Az—0
Daraus folgt, dass f an der Stelle z = 0 C-differenzierbar ist und f’(0) = 0. U

BEMERKUNG 2.14. Wir konnen aus dem Beispiel einige Bemerkungen anleiten.

(1) Es kann sein, dass eine Funktion f nur in einem Punkt C-differenzierbar ist.

(2) Wir koénnen die Funtion f in Beispiel als f(z +w) = u(x,y) + w(x,y) mit
u(z,y) = 22 + y* und v(x,y) = 0 schreiben. Es ist deshalb klar, dass f {iberall
stetige partielle Ableitungen besitzt, aber f ist nicht C-differenzierbar.

Der folgende Satz gibt eine teilweise Umkehrung zu der obigen Aussage:

SATZ 2.15. Sei f: U — C eine an der Stelle zg € U C-differenzierbar Funktion. Dann
ist f an der Stelle zy stetig.
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BeEwEIs: Wir werden zeigen, dass lim,_,,, f(z) = f(z0), d.h, dass lim,_,,,(f(z) —
f(20)) = 0. Eigentlich gilt

(f(z) = f(=0))

Jim (f(2) = f(20)) = B ==—"—" (2 — %)
(:*) lim (f(Z) — f(ZO)> lim (Z _ ZO)
Z—r20 Z — zO Z—r20
= f'(20) - 0
-0

Wir bemerken, dass wir die C-Differenzierbarkeit der Funktion in (%) beniitzt haben. Ei-
gentlich gilt
Z—20 z — ZO Z—20 Z — ZO Z—20

nur falls beide Grenzwerte existieren.

O
BEISPIELE 2.16.
f(z)=ceC= lim MzOéf(z)—O,
Z—20 zZ— 20
f(z) =z= lim S =1= fl(2)=1,
2720 2 — 20
22 52
f(z) =22 = lim O = lim (2 + 20) = 220 = f'(2) = 22.
Z—20 Z — ZO Z—20
O

Es wére sehr unpraktisch, die Ableitung jeder Funktion unter Verwendung der Definiti-
on berechnen zu missen. Gliicklicherweise gelten fiir Funktionen einer komplexen Variablen
die gl eichen Regeln wie fiir die Funktion einer reellen Variablen. Die folgende Rechenregeln
kann man auch wie im R-Fall beweisen: :

RECHENREGELN. Seien «, § € C und f, g C-differenzierbar. Dann gilt
(1) Linearitat:
(af +B89) = af +By';
(2) Produktregel:
(f-9=Ffg+f9g

([)': flg—f-g
g 9

fiir jedes z mit g(z) # 0;

(3) Quotientenregel:
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(4) Kettenregel:
(f (9(2))) = f'(9(2)) - g'(2)

fir g C-differenzierbar in z und f C-differenzierbar in g(z),

(5)
(Z enlz — zO>") =3 nen(z — 20)" 7,
n=0

n=0

fiir jedes z innerhalb des Konvergenzradius.

BEISPIELE 2.17.

f(z) =ap+ a1z + ...+ a,2" = f'(2) = a1 + 2a22 + ... + na, 2",
F() = sin(z) = £/(2) = cos(2),
f(z) = cos(z) = f'(z) = —sin(2),
f(2) = exp(2) = f'(2) = exp(2),
£(2) = Log(2) = () = ©
(I
DEFINITION 2.18. (1) Eine Funktion f: U — C heisst holomorph auf U falls sie

auf dem ganzen U C-differenzierbar ist.
(2) Eine Funktion f: U — C heisst holomorph in zy € U, falls sie in einem
offenen Menge um zy holomorph ist.

Die Funktion in Beispiel ist nicht holomorph im Ursprung, weil die Funktion nur im
Ursprung C-differenzierbar ist.

BEMERKUNG 2.19. Falls die Definition der Funktion Z entéhlt, ist die Funktion nie holo-

morph. (Sehen Sie die Beispiele und )

BEMERKUNGEN 2.20. i) Der Name holomorph kommt aus Griechisch:
(a) “6Aos"|holos|=ganz

(b) “popery” [morfé]= Form, Gestalt
Aus diesem Grund nennt Man ganzeﬂ Funktion eine Funktion, die holomorph auf
der ganzen Komplexe Ebene ist.

iii) Holomorph fiir eine komplexweritge Funktion ist das pendant von R-differenzierbar
fiir eine reellewertige Funktion, aber zeigt sich als ganz starke Eigenschaft. Insbe-
sondere werden wir sehen, dass eine holomorphe Funktion beliebig oft C-differenzierbar
ist und sie ldsst sich in einer Potenzreihe entwickeln (d.h. analytisch).

2Entire function” auf Englisch, “fonction entiére” auf Franzosisch und “funzione interaduf Italienisch.
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2.2. Die Cauchy—Riemann Gleichungen

In diesem Abschnitt werden wir lernen, was die Konsequenzen sind von “holomorph
sein", wie stark diese Eigenschaft im Vergleich zu reell-differenzierbar ist und wie man sie
leicht nachweisen kann.

Sei f: U — C,U C C eine holomorphe Funktion, d.h.
(25) f/(ZO) — hm f(Z) B f(ZO)
z=z20 2 — 29
existiert fiir jedes zg € U und insbesondere sind die Grenzwerte entlang der z-Ache und

der y-Achse gleich

i JotAz) = flzo) . fleo +18y) — f(z0)

Az—0 Ax Ay—0 1Ay

Betrachten wir nun diese beide Grenzwerte etwas genauer:

f(z0+ Az) — f(20)

AI;:ISO Ax

~ lim u(xo + Az, yo) + w(xg + Az, yo) — (u(zo, yo) + w(xo, yo))
Az—0 Ax

— lim u(zo + Az, yo) — u(xo, yo) + w(xo + Az, y0) — 1w(xo, Yo)
Az—0 Ax

BD . w(zo+ Az,y0) — u(zo,%0) 4o lim v(zo + Az, yo) — w(Zo, Yo)

Az—0 Az Az—0 Az
ou ov

:%(x()ay()) + Z%(%,yo)

=z (0, Yo) + wz (0, yo)

und ahnlich

f(z0 +1Ay) — f(20)

¥y
AZI/IEO 1Ay

— fim u(wo, Yo + +Ay) — u(xo,yo) + 1w (x0, Yo + +Ay) — w(wo, yo)
Ay—0 1Ay

1
:;(Uy(ﬂcov Yo) + 1y(20,%0))

= — zuy(xo, yo) + Uy(9607 yo) .

Da diese beide Grenzwerte gleich sein sollten, erhalten wir noch einmal aus (2.1)):

Uac(%o,yo) = Uy(woayo)

(2.6) v (0, Y0) = —ty (0, Yo)
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Dies sind die sogennanten Cauchy—Riemann Gleichungen und damit haben wir folgenden
Satz bewiesen:

SATz 2.21. Sei f: U — C eine Funktion und nehme an, dass f'(z) fiir einer beliebigen
2o € U existiert. So existieren die partiellen Ableitungen g, uy, v;, vy an der Stelle zy
und erfiillen die Cauchy—Riemann Gleichungen (CRG), d.h.

uz (0, Yo) = Uy(l“o, Y0)

vz(T0,Y0) = *Uy(l“o,yo)

Zudem gilt:

F(20) =ualz0) + walz0) = 5 (20)
2.7)

=vy(20) — 1uy(20) = —zgi(zo) :

BEISPIEL 2.22. Sei f(z) = 23, sodass f/(z) = 3z2. Wir kénnen f(z) als f(z + 1y) =
23 — 3xy? + 31x?y — 1® schreiben und die partielle Ableitungen berechnen:

a—f =322 — 3y* + 61y = 32°

ox

g = — 6xy + 3ur? — 32y2 = 3122 ,
y

die (2.7) entsprechen.

2.2.1. Reell-Differenzierbarkeit versus komplex-Differenzierbarkeit. Wie ge-
sagt, ist die C-Differenzierbarkeit viel stiarker als die R-Differenzierbarkeit. In diesem Ab-
schnitt werden wir dies erkldren und eine geometrische Charakterisierung der C-Differenzierbarkeit
geben.

Betrachten wir eine beliebige Funktion f: U — C; wie immer identifizieren wir C mit
R? durch z = z + 1y — (z,y), und sei f(z,y) = (u(z,y),v(z,y)).

Falls f an der Stelle (xg,yo) € U reell-differenzierbar ist, ist die Ableitung von f eine
lineare Abbildung

f'(z0,50) : R* —» R’

(2.8) 7\, (vl yo) uy(zo,90) (@
y vz (20, 90)  vy(Zo,%0) ) \¥
Diese kann eine beliebige reelle (2 x 2)-Matrix sein. Falls die Funktion f an der Stelle zg

auch C-differenzierbar ist, darstellt die Matrix in (2.8) auch die Ableitung f'(zp). Falls die
CRG gelten, nimmt die Matrix in (2.8)) die Form

()
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an, wobei a = uz (2o, yo) = vy(xo, yo) und —b = uy(xo, yo) = —vz(x0, yo). Man kann sehen,
dass jede (2 x 2) reelle Matrix (mit Determinante gleich 1) zu einer der folgenden konjugiert
ist:

(2.9 o (3 D)y 1) (5,0,
wobei a,b,t, A € R und A # 0.

(i) In diesem Fall ist die Matrix eine Drehung der Winkel § um Usprung, wobei
a = cosf und b = sin #. Man kann einfach sich iiberzeugen, dass diese Matrix den
Winkel zwischen zwei Geraden erhalt.

(ii) Die Matrix in (ii) eine Verschiebung entlang der a-Achse darstellt. Je grosser die
y-Koordinate eines Punktes, desto grosser die Verschiebung. Die Geraden, die im
Bild am Links senkrecht zur x-Achse waren, sind nach der Abbildung nicht mehr
zur x-Achse senkrecht.

;

(iii) Die Matrix in (iii) stellt eine Streckung entlang der z-Achse dar und eine Ver-
lingerung entlang der y-Achse. Die zu einanderen senkrecht Gerade im Bild am
Links sind nicht mehr senkrecht nach der Abbildung (am Rechts).

(o ")

DEFINITION 2.23. (1) Eine lineare Abbildung C — C (oder R? — R?) mit posi-
tiver Determinante heisst konform, falls sie winkeltreu ist (d.h. sie entélt den
Winkel zwischen zwei Geraden).
(2) Eine differenzierbare Abbildung C — C (oder R? — R?) heisst konform falls
die Ableitung in jedem Punkt winkeltreu ist.

Anders gesagt, erhilt eine konforme Abbildung den Winkel zwischen der Tangenten zu
zwei Kurven in der Ebene.

Wir haben bemerkt, dass eine R-differenzierbar Funktion f auch C-differenzierbar ist
genau dann, wenn ihre Ableitung eine konformal Abbildung ist.
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2.2.2. Ziiruck zu den Cauchy—Riemann Gleichungen. Die Frage stellt sich, ob
die Umkehrung des Satzes gilt.

BEISPIEL 2.24. Sei f: C — C durch
52
= z2#0
definiert. Man kann leicht berechnen, dass
a3 —3axy? y3—3z2y
u(z,y) = z2+y? (z,y) # (0,0) und  w(z,y) = z2+y2 (:U’y) #(0,0)
0 (z,y) = (0,0) 0 (z,y) = (0,0).

Daraus folgt, dass

uz(0,0) = v,(0,0) und wu,(0,0) = —vy(0,0),
die Ableitung f’(0) existiert aber nicht. O

Dies soll als Motivation fiir den folgenden Satz dienen, den wir hier nicht beweisen.
(Sie finden dies in der Literatur - eher technisch).

SATZ 2.25. Sei f: U — C und sei zg € U. Nehmen wir an, dass

(1) ug,uy, vy, vy in einer offenen Menge um zq existieren, und
(2) ug,uy, vy, vy sind stetig in zg und erfiillen die CRG in z.

Dann existiert f'(zo), d.h. f ist C-differenzierbar in z.

Die Schlussfolgerung des Satzes gilt nur an der Stelle zy. Es ist klar, dass falls die Hy-
pothesen in (2) auf einer offenen Menge V' C U gelten, ist die Funktion f auf V' holomorph.

BEISPIEL 2.26. Wir betrachten noch einmal die Funktion f(z) := |2|? im Beispiel 2.13] Da
u(z,y) =2z +y*> und wv(z,y) =0,
gilt
up(2,y) =22 vg(z,y) =0
uy(z,y) =2y wvy(z,y) =0.
Die partielle Abeleitungen g, uy, vy, vy existieren in einer offenen Menge um z = 0 (ein-

gentlich tiberall) und sie sind dort stetig Aber die CRG gelten nur im Ursprung. Daraus
folgt, dass f/(z) nur fiir z = 0 C-differenzierbar ist. O

Wir werden ein Paar wichtige Konsequenzen der CRG sehen, bevor wir den néchsten
Begriff einleiten.

KOROLLAR 2.27. Sei f: B(zgp,r) — C holomorph fiir zy € C und r > 0.

(1) Falls Re(f) = u konstant ist, ist f konstant.
(2) Sei g: B(zo,r) — C auch holomorph und sei R(f) = R(g). Dann f = g+ 1c,
wobei ¢ € R.
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BEWEIS. (1) Da f holomorph ist, gelten di CRG, d.h.
0 =u; = vy
0 =uy = —v;.

Daraus folgt, dass v unabhéngig von x und von y ist, d.h. v is konstant. Wegen der Vor-
aussetzungen war u konstant, so dass f konstant ist.

(2) Sei h := f — g. Dann ist h auf B(zo, R) holomorph und R(h) = 0 (dann konstant).
Aus (1) folgt, dass h ist auch konstant, f(z) — g(z) = a € C, fiir jedes z € B(zg,r). Da
R(f) = R(g), muss a € R. O

KOROLLAR 2.28. Seien f: B(zp,r) — C holomorph fiir zop € C und r > 0.

(1) Falls f: B(z0,7) — C holomorph ist, ist f konstant.
(2) Falls |f(z)| konstant ist, ist f(z) konstant.

BEWEIs. (1) Da f = u + w holomorph ist, gelten die CRG
(2.10) Uy = vy und Uy = —v,.
Da f = u + 2(—v) auch holomorph ist, sind in diesem Fall die CRG
(2.11) Up = —vy und Uy = —(—0); = vy.

Aus (2.10) und (2.11)) folgt, dass

uy =0 und wuy,
sodass f(u) konstant ist. Aus dem Korollar folgt, dass f konstant ist.
(2) Falls [f(2)] =0, ist f(z) = 0 und die Behauptung ist bewiesen. Wir nehmen deshalb

an, dass |f(2)| = ¢ # 0. Insbesondere ist f(z) # 0 fiir jedes z € B(zo,7). Aus |f(2)|* =
f(2) - f(2) konnen wir deshalb

—— _ )P
f(z) =
="
schreiben und ? ist holomorph. Aus (1) folgt, dass f konstant ist. O

KOROLLAR 2.29. Sei f: U — C holomorph. Dann gilt

Pu Fu_ o P
0z? = oy 0x? = oy?
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0%u 0 (Ou\ O [(Ov) 0%v
ox2 Oz ((%) T oz <85L‘> ~ Ox0y
0%u 0 (Ou) 0O ov\ 0%v B 0%v
o @(@)‘&AE@)“@M“%@

Wir haben hier die Ordnung der partiellen Ableitungen umtauscht. Dies sollte begriindet
werden: es folgt aus der unendlich oft C-Differenzierbarkeit einer holomorphen Funktionen

(Satz [2.55)). O

BEWEIS.

DEFINITION 2.30. Eine Funktion g: U — R mit U C R? und

0%g 0%
52 By

heisst harmonisch auf U.

Harmonische Funktionen sind wichtig, weil sie Losungen der Laplace Gleichung Ag = 0
sind, wobei
0? 0?
T 0x? + oy?
der Laplace Operator ist. Der Laplace-Operator ist der Prototyp eines elliptischen Ope-
rators. Partielle Differentialoperatoren konnen als hyperbolisch, parabolisch und elliptisch
klassifiziert werden, und jede Kategorie verfiigt iiber Eigenschaften, die von allen PDE
in dieser Kategorie gemeinsam genutzt werden. Beispielsweise hangt eine elliptische PDE

nicht von der Zeit ab und ist typischerweise die stationdre Konfiguration einer paraboli-
schen PDE.

2.3. Kurvenintegrale

DEFINITION 2.31. Sei f: [a,b] — C. So definiert man

b b b
[ star= ["Reronaee [ aernacl,

wobei die Integrale reell sind.

Wir mochten jetzt das Integral einer komplexwertigen Funktion auf einer Menge de-
finieren, die nicht unbedingt gerade wie ein Intervall ist. Wir brauchen den Begriff vom

“Pfad".

DEFINITION 2.32. (1) Ein Pfad ist eine stetige Abbildung v: [a,b] — C.
(2) Ein Pfad ist einfach, falls aus v(t1) = v(t2) folgt, dass ¢t = ta oder {t1,t2} =
{a,b}.
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/\,/\ "~ m’—\ﬂ ’
Y@

ABBILDUNG 1. Im Uhrzeigersinn von oben links: ein einfacher Pfad, ein
nicht einfacher Pfad; ein nicht differenzierbarer einfacher Pfad und ein ge-

schlossener Pfad.

(3) Falls v(a) = 7(b) heisst der Pfad geschlossen.
(4) Der Pfad ist differenzierbar auf (a,b), falls
V() —~(to)
t—to t—1o
fiir jedes t € (a,b) existiert. In diesem Fall heisst 7/ (t9) der Tangentialvektor
zum Pfad v an der Stelle v(t9) € U.

Ein einfacher Pfad ist ein Pfad, der keine Selbstschnittpunkte hat.

BEMERKUNG 2.33. Wir verwenden hier einen Terminologiemissbrauch. Der Pfad ist eine
Kurve, das Bild von «, zusammen mit einer Parametrisierung der Kurve. Es gibt viele ver-
schiedene Parametrisierung einer Kurve. Wir unterschiedenen nicht in unsere Schreibweise
zwischen einer Kurve und ihrer Parametrisierung.

BEISPIELE 2.34. Wir betrachten die folgenden Kreise:

(1) 1 mit Zentrum im Ursprung und Radius r = 1,
(2) 72 mit Zentrum im Ursprung und Radius r = 2,
(3) 3 mit Zentrum in (2,0) und Radius r = 1
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und
(4) den roten Pfad 4 im Bild.
\12
/ & /\\\ 3
(i) Eine Parametrisierung von ~; ist die Funktion ~;: [0,1] — C, durch
~v1(t) := exp(2mt) .
definiert. Die Funktion §: [0,1] — C durch §(t) := exp(2mt?) ist auch eine Pa-
rametrisierung der selben Kurve. Die Geschwindigkeit eines Punktes, der sich
gemsSs der Parametrisierung 7; entlang der Kurve bewegt, ist konstant, wahrend
ein Punkt, der die Kurve geméss der Parametrisierung ¢ durchléuft, langsamer
am Anfang und dann schneller lduft.
(ii) Eine Parametrisierung von s ist die Funktion ~2: [0,1] — C
Y2 (t) := 2exp(2mat) .
(iii) Eine Parametrisierung von 3 ist die Funktion v3: [0,1] — C
v3(t) 1= 2 + exp(2mit) .
(iv) Eine Parametrisierung von -4 ist die Funktion
1+8t—1 telo, 1)
3+u(-3+8t) teltd)
2.12 t) = 12
(2:12) 1= 97 sy, tell 3
1+4(7—8t) te[3,1]

DEFINITION 2.35. Sei U C C offen, f: U — C stetig und sei v: [0,1] - U C C
differenzierbar. Wir definieren das Kurvenintegral von f entlang ~y durch:

/ f(2)dz = /0 £ (1)) - (Bt

1 1
- / R/ (1)) - (£))dt + o / S(F(1(1)) - (8)dt
0 0
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BEMERKUNGEN 2.36. Diese Definition macht sogar noch Sinn wenn v an endlich vielen
Stellen nur stetig und nicht differenzierbar ist.

BEISPIELE 2.37. Betrachte U = C \ {0} und f(z) = 1. Wir berechnen das Kurvenintegral
von f entlang den Kurven im Beispiel (1), (2) und (3).

V2

¢! 3

1N

(1) Falls v1(t) = exp(2mut) ist 1 (t) = 2meexp(2mit) und

1
1
dz = —2 2mat)dt = 2m .
[h f(2)dz /0 e mrexp(2mt) m

(2) Falls y2(t) = 2exp(2mit) ist v4(t) = 4meexp(2met) und

1
1
dz = —4 2mit)dt = 2
[m f(z)dz /0 3 oxp(@mid) mexp(2mat) i)

(3) Falls y3(t) = 2 4 exp(2mut) ist v4(t) = 2meexp(2met) und

L 2mexp(2mat)
/73 f(z)dz = /0 2 4 exp(2mt) dt
5 /1 cos(2mt) + v sin(2mt)
I A cos(2mt)) + vsin(2mt)

o /1 [cos(27t) + 2sin(27t)][2 + cos(27t)) — v sin(27t)]
0 (2 + cos(2mt))? + sin?(2nt)

dt

o /1 cos(2mt)(2 4 cos(27t)) + sin?(2nt)
N 0 (2 4 cos(2mt))? + sin?(27t)
! cos(2nt) sin(2nt) — sin(27t) (2 + cos(27t))
* 2”/0 (2 + cos(2t))? + sin®(2rD)

1 1 .
2 27t 1 2 27t
:Qm/ Coﬂmdt_%/ _2sinQrt)
o 4-+4cos(2mt) o 4+ 4cos(2nt)

dt
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Um das Integral von f(z) = % auf 4 zu berechnen, brauchen wir die Eingenschaft
(KI4) dieses Integrals.

BEWEIS. Der Beweis von (KI1) ist gleich dem Beweis fiir reelle Integrale.
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(KI2)

(KI3) Diese Eigenschaft folgt aus der Additivitét des Integrales

LZ@&:L}@@+ZE@&.

(K14)

1
/ fe)dz = / FAa(®) - (v(o()))dt
0 0

wobei 7 = o(t), dr = o’(7)dt, 7(0) = 0 und 7(1) = 1.

BEISPIEL 2.38. Falls ~4(¢) ist durch (2.12)) definiert

ist 74(t) =

Falls f(2) := 1, gilt

8 t e
81 t e
-8 te
-8 te

00 D= = O

— 00 N

~— — ~— —

37
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i 8 2 8
/f(z)dz:/ dt+/ S
- o 1+8t—1 1 3+u(=3+8t)

3

i -8 ! —8&

—dt —dt
+/§ 7T—8t+1 +/i 1+(7—8t)

1 1
1 1 t 2 3—1(— 8t
:8/4—i_8ﬂdt+82/2wdt
o ( 1 3

=

1+ 8t)2+ 9+ (=3 + 8t)?

1 7T—8t— L1 —(7—8t)
S S TV i SO LA
/; (7T— 82 + 1 Z/ 1+ (7 — 8t)2

1 1
T 148t 2 (=3+48t)
=8| — e dt+8 | ——————dt
/0 (1+8t)2+1 + /i 9+ (—3+8t)?
i T-8t Loo7-8t
-8 e dt—-8 | —————dt
/é (7T—8t)2+1 /21+(7—8t)2
1
1 1 2 3
8| ———dt+8 | ———
H(/O TEEEES ﬁ 9+ (=3 + 8t)2

4

1 1 L 1
8| ———dt—8 [ —————dt
+/; (7T—8t)2+1 /31+(7—8t)2 )

4

e

B

L

]

Ist es wirklich nétig alle diese Rechnungen zu fithren? Der folgende Satz gibt dquiva-
lenten Aussagen, die diese Rechnungen vereinfachen.

DEFINITION 2.39. Eine Menge U heisst wegzusammenhdngend, falls es fiir jede zwei
Punkte z1, 29 € U einen Pfad gibt, der die zwei Punkte verbindet.

Sarz 2.40 (Die Stammfunktion). Sei U C C eine offene wegzusammenhéngende Men-
ge und f: U — C stetig. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Fiir jede geschlossene Kurve «: [0,1] — U gilt f7 f(z)dz = 0.
(ii) Das Kurvenintegral [ f(z)dz ist unabhingig vom Pfad d: [0,1] — U.
(iii) Es gibt eine C-differenzierbare Funktion F: U — C mit F'(z) = f(z).
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Falls eine (und deshalb jede) der Aussagen gilt, heisst die Funktion F' eine Stamm-
funktion von f und

Af@MZZFQOD—FG@»-

BEWEISs. (iii) = (i) Sei v: [0,1] — C eine geschlossene Kurve, d.h. v(0) = v(1). Da

F/(2) = f(2) gilt
L !
Af@ﬂzzﬁ.ﬂWO)vﬁﬂt

1
=/JW%0%#®ﬁ

0
1
=A<F@@Wﬁ
= F)h
— F(1(1) - F((0)) = 0.

(i) = (ii) Seien ,0: [0,1] — Y zwei Pfade mit v(0) = 6(0) und (1) = §(1). Dann ist
% d~1 eine geschlossene Kurve. Aus (i), (KI2) und (KI3) folgt, dass

0_/7 dz—/f dz+/ f(z dz—/f dz—/f

(ii) = (iii) Wéhle zp € U und definiere
P = [ Fe
g
mit y(0) = 29, v(1) = 2. Aus (ii) folgt, dass F}, unabhéngig vom Pfad + ist und ist deshalb

wohldefiniert. Wir behaupten, dass F] (z) = f(2). Sei ¢ eine beliebige Kurve von z nach
zZ+w.
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Es gilt:
Fl (Z) — hm Féo(z + UJ) - F;O(Z)

70 w—0 w
L P2 [, £
w—0 w

Js f(€)dg

= lim
w—0

Noch einmal aus (ii) konnen wir den Pfad § wihlen, so dass das Integrals am einfachsten
ist. Wahlen wir deshalb §(t) := z + tw. Dann gilt

F! (z) = lim 7f5f(§)d£

w—0

~ lim fol f(z + sw)wds

w—0 w

1
= / lim f(z + sw)ds
0 0

lwﬁ
:/ f(z)ds
0
~ 1),

Die Stetigkeit von f wurde im vorletzten Schritt beniitzt. Wir werden nicht beweisen, dass
F,, C-differenzierbar ist. ]

BEMERKUNG 2.41. Falls eine Stammfunktion einer Funktion f existiert, so ist sie bis auf
eine Konstante ¢ € C eindeutig definiert. Dies folgts aus der definierenden Eigenschaft
einer Stammfunktion. Anders gesagt, falls F' und G zwei Stammfunktionen von f(z) sind,
gilt

Fl(z) = f(z) und G'(z) = f(2).
Daraus folgt, dass

0="F'(z) = G'(2) = (F - G)'(2),
so dass F(z) — G(z) = ¢, fiir c € C.

Falls die zwei Stammfunktionen wie im Satz definiert werden, kann man die Konstante
bestimmen. Hatte man statt zg € U einen anderen Startpunkt z.B. z; € U gewahlt, so gilt:

Foo(z) = [ f(§)dE

Yo

= f(&)dg

Jx7y1

:/ﬂQ%+/f@%
1 71
= C(Z(), 2’1) + le (Z) )
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wobei ;: [0,1] — U, mit 7;(0) = z; und ~;(1) = 2z fir i = 1,2 ist und §: [0,1] — U ist eine
Kurve von zp nach z;. Die Konstante ¢(zp, z1) ist das Integral von f auf dem Pfad § und
sie is unabhéngig von z.

%l
Es gibt natiirlich Stammfunktionen, die nicht wie im Satz definiert werden.

BEISPIEL 2.42. Bestimme das Kurvenintegral von f(z) =z auf

(1) 0(t) =2t und —2 < ¢t <2, und
(2) v(t) = 2exp(st) und 5 <t < 7.

Es ist einfach zu sehen, dass das Kurvenintegral von f(z) = Z entlang der Kurve § gleich
null ist.

21

= 4/2 exp(—ut) - vexp(at)dt 0
52 2
= wff]Z,
2
=4m
—2

Das zeigt, dass das Integral von f abhéngig vom Pfad ist.

Wir bemerken, dass auf ~
4
4=z =2Z2=>7=—
z

gilt. Daraus folgt, dass

4
4m:/zdz:/dz,
¥ v #
so dass
dz
— =m.
z

Y
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Es ist deshalb einfach zu zeigen, dass

dz
— = 2m|,
(;Z

wobei §(t) := 2exp(ut) fiir —F < ¢ < 3. Wir werden zuriick zu diesem Integral kommen.
(I

BEISPIEL 2.43. Bestimme [ zdz mit v(0) = 21 und (1) = 2 beliebig.

dez = /01 y(t) -+ (t)dt

1
- | 35007

1 1
= —[y(t

Sl
% =2

2

Also ist dieses Integral unabhingig vom Weg ~. ]

BEISPIEL 2.44. Sei f: U — C durch f(z) := % definiert, wobei U = C \ {0}. Dann ist f
auf U stetig und wir behaupten, dass F(z) := —% eine Stammfunktion von f ist. Anders

gesagt, behaupten wir dass F’(z) = f(z) fiir jedes z € U. Eigentlich gilt

F(z+ Az) — F(2)

Fl(z)=1
(Z) Az—0 Az
-1 -1
— I z+Az z
AEEO Az
A
= lim c

2250 Az(z + Az)z

= 1 _
Az 50 z(z + Az)
1

22
= f(2).

n

Anhlich kann man beweisen, dass F(z) := —# eine Stammfunktion von f(z) = z

n—1

fiir n > 2 ist. An der anderen Seite haben wir im Beispiel gesehen, dass f(z) = %
keine Stammfunktion besitzt. Der Grund ist, dass die Stammfunktion von f(z) = % auf
einer offenen Menge U, die den Ursprung nicht enthélt, der Logarithmus ist. Die Halbachse
nicht positiver reeller Zahlen besteht aber auf Unstetigkeiten des Logarithmus und deshalb
kann der Logarithmus kein Stammfunktion von f auf U sein.
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2.4. Der Satz von Cauchy (Cauchy’scher Integralsatz)

Die Frage stellt sich: Wann hat eine stetige Funktion eine Stammfunktion? Anders
gesagt, wann ist das Kurvenintegral f,y f(2)dz wegunabéngig? Bevor wir diese Frage be-
antworten konnen, brauchen wir einen kleinen Ausflug in die Topologie und einen Ausblick
in die Vektoranalysis.

DEFINITION 2.45. Sei U C C offen, y9,71 : [a,b] — U Pfade mit yo(a) = 11(a) = «
und vo(b) = 71(b) = B. Wir sagen g sei homotop zu 1, falls es eine stiickweise stetige
Funktion H: [0,1] X [a,b] — U mit

H(0,t) = o(t) H(s,0) =«
H(1¢) = 32@) vVt €[0,1]  und (

gibt. Die Funktion H ist die sogennante Homotopie von g und 7.

Vs € [a, b]

w(Ce)

25

Die Idee der Definition von Homotopie ist, dass H den Pfad ¢ nach dem Pfad
deformiert. Die Variable s ist ein Parameter und fiir jedes s € [0, 1] ist v5(t) := H(s,t) ein
Pfad von a nach £.

DEFINITION 2.46. Eine Teilmenge U C C heisst einfach zusammenhdngend falls sie
wegzusammenhéngend ist und fiir alle o, 5 € U, alle Pfade von o nach 8 homotop zu
einander sind.

SATZ 2.47 (Cauchy’scher Integralsatz). Sei U C C eine einfach zusammenéangend offene
Teilmenge und f: U — C eine holomorphe Funktion. Dann besitzt f eine Stammfunk-
tion.

Der Satz gibt dquivalenten Aussagen, es gibt aber keine Behauptung, dass die
Aussagen wahr sind. Aber falls die Funktion f holomorph (und nicht nur stetig) ist und
die Menge U einfach zusammenhéngend (und nicht nur wegzusammenhéngend) ist, dann
ist die Aussage im Satz M(iii) wahr. Daraus folgt, dass die anderen Aussagen sind auch
wahr:
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ABBILDUNG 2. Eine einfach zusammenhéngende Menge an der linken Seite
und eine nicht einfach zusammenhéngende Menge an der rechten Seite.

KOROLLAR 2.48. Seien U C C eine einfach zusammenéangend offene Teilmenge und
f: U — C eine holomorphe Funktion.

(1) Sei «y ein geschlossener Pfad. Dann gilt: f7 f(z)dz =0.
(2) Das Kurvenintegral von f unabhédngig vom Pfad ist.

Wie fiithren den Beweis auf den Satz von Gauss aus der Vektoranalysis zuriick.

2.4.1. Vektorfelder und Divergenz. Sei F: U — R? ein Vektorfeld auf U C R?
eine offene Menge. Man schreibt (z,y) € R? und

Man definiert die Divergenz div F : U — R eines Vektorfeldes durch

0 0
div F(z,y) := £($,y) + ai(%y)

BEISPIELE 2.49. Wir geben einige Beispiele, um eine Gefiihl zu entwickeln:

(1) Falls F(z,y) = (3) ist div F(z,y) =141 =2 > 0 konstant.
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(4) Falls F(z,y)
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Zusammenfassend kann man festhalten:

e Falls div F > 0, wird ein Partikel, der sich entlang dem Vektorfeld F' frei bewegt,
positiv beschleunigt, d.h. sie wird sich schneller bewegen.

e Falls div F < 0, wird ein Partikel, der sich entlang dem Vektorfeld F' frei bewegt,
negativ beschleunigt, d.h. sie wird sich langsamer bewegen.

Man kann das Vektorfeld auch als Wasserfluss interpretieren:

e Falls div F(x,y) > 0, ist der Punkt (x,y) eine Quelle, d.h. der Punkt beitrigt zu
einer Zunahme der Fliissigkeit;

e Falls div F(x,y) = 0, gibt es im Punkt (x,y) ein gleichméssige Stromung;

e Falls div F(x,y) < 0, ist der Punkt (x,y) eine Senke, d.h. der Punkt beitragt zu
einer Abnahme der Fliissigkeit.

Wir betrachten jetzt nur Mengen, die einen endlichen Rand haben. Die intuitive De-
finition vom Rand einer Menge wird fiir uns geniigen und wir werden nur beschrinkte
und abgeschlossene Mengen V' mit stiickweise glattem Rand betrachten. Eine Teilmenge
V C R? heisst kompakt, falls sie die folgenden zwei Eigenschaften erfiillt:

(1) V ist abgeschlossen, d.h. R? \\ V ist offen, und



2.4. DER SATZ VON CAUCHY 47

iz < /

S
> SN >

ABBILDUNG 3. Von links nach rechts: grosserer Fluss, kein Fluss und ne-
gativer Fluss

(2) V ist beschriinkt, d.h. es gibt ein (z9,y0) € R? und ein r > 0, sodass V C
B((:Z:OuyO)ur)'

Falls V C U C R? eine kompakte Menge mit stiickweise glattem Rand 0V = S ist,
kénnen wir aus der obigen Diskussionen

/ div F(z,y)drdy = Gesamte Volumenzunahme iiber das Gebiet V
v

herleiten.

Die Rechterhand kann man natiirlich auch messen, indem man misst wieviel Wasser
tiber den Rand S von V fliesst (Figure 3).

Um den Gesamtfluss zu berechnen muss man den Teil in der Richtung des Normal-
vektors iber der Rand summieren, d.h. wir miissen auf den Normalvektor projizieren. Das
bedeutet, dass wir das Skalarprodukt des Vektorfelds mit den Normalvektor berechnen
miissen. Da die Richtung des Normalvektors statt seine Lange wichtig ist, berechnen wir
das Skalarprodukt des Vektorfelds mit dem Einheitsormalvektor.

SATZ 2.50 (Satz von Green-Gauss). Seien F: U — R? ein Vektorfeld auf einem offenen
Menge U C R? und sei V. C U eine kompakt Menge mit stiickweise glattem Rand
oV = S. Es gilt:

/ div F(z,y)dzdy = / F(s)-ng(s)ds,
1% S5=0V

wobei ng der Einheitsnormalvektor an der Stelle s € S = 9V ist.

BEMERKUNG 2.51. Wenn 7: [0,1] — V den Rand im positiven Sinne — d.h. in Gegenuhr-
zeigersinn — parametriesert, so ist
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die Tangente an der Stelle (¢) und

ist der nach aussen zeigende Normalvektor. Da

ds = dy(t) = ||7/'(t)|dt

und

INs(s)Il = V'],
gilt

Ns) o Ns()
"= g © T g O = s

sodass

_ [ (Y
(2.13) /S F(s) - ns(s)ds /0 Fla(), y(#) (_x,<t)> dt.

BEWEIS DES SATZES VON CAUCHY. Sei f: U — C holomorph, f(z) = u(z) + w(z),
sei U C C offen und einfach zusammenhéngend und sei v: [0,1] — U ein geschlossener
Pfad, v(t) = z(t) + wy(t). Wir miissen zeigen, dass f7 f(z)dz=0.

Der Einfachheitshalber nehmen wir an, dass v ein Gebiet V' einschliesst, d.h. dass ~
einfach ist.

Ve T \\U
/
e v \
~
/ I
\ /
N —_ ~
~— —

Wir werden zwei verschiedene Vektorfelden betrachten:

(1) Mithilfe von F(z,y) := <_u5:(2’y;)> beweisen wir, dass § (fv f(2) dz) =0.

(2) Mithilfe von F(x,y) := <Z§§’ gi) beweisen wir, dass # <fv f(2) dz) = 0.

Nach dem Satz von Gauss und (2.13)) gilt

(2.14) /V div F(z, y) dedy = /O ' F)- (_1/(,2)> dt.

X

1) Falls F(x,y) := u(z,y) , liefert die rechte Seit von ([2.14))
)

_U(:an
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/ ( (?7(2%) (f’;@)) dt = / 1U(v(t))y'(t)+v(’y(t))w’(t)=%‘< / f(z)dz).
S @) (@)

Aus der linke Seite von erhalten wir
ou v .
- — dxdy Odxdy =0.
a:c( ,y) ay(:v y)d / y =
Mithilfe von diesen zwei letzten Berechnungen haben wir gezeigt, dass

3 Uy f(z)dz) 0.

Wir bemerken, dass wir hier die Holomorphizitat der Funktion f in der Form der Cauchy—
Riemann Gleichungen beniitzt haben.

(2) Analog definiert man einen Vektorfeld F(z,y) := <ng’ y)> wie in (2) und zeigt damit,

u(z,y)
R < [y f(z)dz) -

BEMERKUNG 2.52. Wenn v die Annahme nicht erfiillt, zum Beispiel wenn sich ~y selbst
schneidet, so kann man - in Teilschlaufen aufteilen und dann funktioniert der Beweis.

dass

O

Noch einige Eigenschaften, die wichtig im Folgenden sein werden.

EIGENSCHAFTEN. Sei U C C eine wegzusammenhéingende Menge, sei 7: [a,b] — U
ein Pfad und f: U — C stetig. Dann gilt

(KI5)
b
(1 dt\ < / Fr®) A ()] dt.

(KI6) Sei L die Lange von 7, d.h. L = f |7/ (t)|dt. Wenn |f(z)] < M fiir jedes
z € U, dann folgt
/f(z)dz
v
(KI7) Sei

(a) ~y eine geschlossene einfache im Gegenuhrzeigersinn orientierte Kurve und

<M.L.
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(b) seien ~1,...,vy, einfache geschlossene im Uhrzeigersinn orientierte Kur-
ven, die innerhalb ~ sind. Nehmen wir an, dass die Mengen, die diese
Kurven einschliessen, keine Schnittpunkte mit einanderen haben.

(c) Sei U die Menge von diesen Kurven definiert.

Falls f: U — C holomorph ist, gilt

/f(z)dz—i—z f(z)dz=0.
v

k=1""k
Insbesondere, seien v und vy zwei Kurven mit der gleichen Orientierung und
sei U die Menge von dieser zwei Kurven definiert. Falls f: U — C holomorph
ist, gilt

(2)dz= [ f(2)dz.
m V2

1

avi

Bewers. (KI5) und (KI6) folgen aus den entsprechenden Eigenschaften eines reellen
Integrales.

(KI7) Wir fiihren eine Geradestrecke L ein, um die dussere Kurve v mit dem inneren 4
zu verbinden. Wir fithren eine weitere Geradestrecke Lo ein, um ~; mit o zu verbinden,
und fahren auf diese Weise fort, wobei L, die innere Kurve ~, mit v verbindet.
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Wir betrachten die beiden einfachen geschlossenen Kurven I'y und I's, die durch die Ver-
kettung der Geradestrecke Lj oder L,;l, einer Stiicke von v und einer von v;, k=1,...,n
definiert sind, so dass die Kurven im Gegenuhrzeigersinn verlaufen. Dann kann das Korol-
lar des Satzes von Cauchy (Korollar auf die Kurven I'y und I'y angewendet werden
und jedes der Integrale verschwindet. Bei Anwendung von (KI2) und (KI3) erhalten wir,
dass sich viele der Integrale aufheben und die Behauptung iiberpriift wird. O

2.5. Der Mitterlwertsatz, das Maximum Prinzip und der Satz von Liouville

In diesem Abschnitt lernen wir verschieden Konsequenzen aus dem Satz von Cauchy
kennen. Zuerst eine Variante der Integralformel:

SATZ 2.53 (Cauchy’sche Integralformel). Seien U C C eine einfach zusammenhéangende
offene Menge und zy € U. Sei y: [0,1] — U \ {2} eine Kurve, die zy einmal im
positiven Sinn umlduft. Dann gilt:

oo L[ fE)
f(20) L
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BEWEIS. Da die Funktion f holomorph ist, ist sie insbesondere stetig. Daraus folgt,
dass es fiir jedes € > 0 ein § > 0 gibt, so dass
|f(2) — f(z0)| < € fiir jedes z mit |z — 29| < 9.
Sei r > 0 klein genug, so dass die Kurve o [0,1] — U,
o(t) == zo + rexp(2my)
in 7 enthalten ist. Wir wéhlen auch r < 4, so dass fiir jedes ¢ € [0, 1]

(2.15) |f(a(t)) — f(z0)| <e.

Da die Funktion % auf dem griinen Gebiet holomorph ist, gilt aus (KI7)

FOENEOF

om ), 2 — 20 2m o 2 — zo

v
Um den Satz zu beweisen, konnen wir deshalb das Integral auf o berechnen. Wir schreiben

10 g [ L), [0S,
az—zo o Z— 20 )

Wir werden zeigen, dass das erste Integral gleich 2m1f(29) ist und das zweite gleich Null.
Eigentlich gilt

f(20) 1 oY df —
o Zod = f(= T rexp@ri) = 2mrexp(2mit) dt = 2muf(20) .
Ausserdem
f(2) = f(=0) , [f(z) = flzo)l , We,
o ‘ / z—zo| ————"dz < 7(2%7/ 2me,,

wobei wir in ( und (KI6) beniitzt haben. Aber € ist beliebig, d.h. es kann so klein
wie moglich gewahlt sein. Daraus folgt, dass

/Uf(ziiico(zo)dz‘:o

und den Satz ist bewiesen. O




2.5. MITTELWERT, MAXIMUM, LIOUVILLE 53
BEISPIEL 2.54. Seien «y(t) = 2 exp(2mit). Wir mochten

/7 (9—22)(z+41) dz

berechnen.

b
v

Wegen des Satzes mit
(2.16) f(z) =
gilt

z
9 — 22

S

_E = f(z) 2= omf(—1) =2m— " =
Lot [ st =i = mg

Eine direkte Berechnung wiirde stattdessen

/ f(z) /1 2exp(2mit) 2 -2miexp(2mit) gt —
Lz—1  Jo 9—4dexp(dmit) 2exp(2mit) —1

liefern. Wenn wir das Integral

Lo ®

fiir o(t) := 7 exp(2mit) berechnen mdchten, wiirde uns eine direkte Anwendung des Satzes

von Cauchy geben, dass
z
————dz=0
/C, e

weil die Funktion in (2.16) innerhalb von ¢ holomorph ist. Auf der anderen Seite werden
wir in § sehen, wie man das Integral

z
————dz=0
/71(9—22)(24—1) i
fiir n := 4 exp(2mit) berechnen kann. O

Eine wichtige Konsequenz der Cauchy’sche Integralformel ist der folgende Satz:
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SATZ 2.55. Sei f: U — C mit U C C offen, holomorph so ist f beliebig oft C-
differenzierbar und es gilt fiir zo € U und «: [0,1] — U eine Kurve, die zy einmal
im Gegenuhrzeigersinn umrundet

BEWEIS. Den Satz kann durch Induktion bewiesen.

Da f: U — C holomorph ist, existiert f’(z) in eine offene Menge um z. Wir méchten
deshalb

(2.17) f'(z) = lim

Az—0 Az 2m

(CETLE (C NN I

(€—2)?

beweisen, wobei v C U eine geschlossene Kurve ist, £ ist ein Parameter und z ist innerhalb
von 7.

Mithilfe von Satz von Cauchy umformen wir die linke Seite von ([2.17))

fle+A2) = f(z) _ 1 /LC f(©) f(é)}ﬁ

Az T om (z+Az) €—zlAz

:1/ E—2—E+2+A0z f(§
2m J, (€ — (2 +Az))(§ —2) Az

:1/ f(§) Az g
2m ), (€= (24 A2))(E —2) Kz~

(2.18) d¢

Wegen ([2.18) ist (2.17) zu

@) Jmss f I N e LGL L
squivalent. Wir werden zeigen, dass
1 1
(2:20) ‘(s ) s R ras ] el
wobel
(2.21) lim Ci(Az) =0.

Az—0

Nehmen wir an, dass wir (2.20) und (2.21]) bewiesen haben und schauen wir am Ende des
Beweises. Da f holomorph und deshalb stetig auf v ist, ist f auf v beschrénkt. Anders
gesagt gibt es ein M > 0 mit |f(§)| < M fiir jedes £ auf der Kurve «. Sei L die Liange von
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~v. Aus (KI6), (2.20) und (2.21)) wird (2.19)

. 1 1 1
ﬁﬂo%nl[@—wz+aaxg—a"@—zv]“9d4
. 1 1
gi?%mn/<e—@+A@xf—a e IUGIES

li —M L- Az) =
Aifo% C1(A2) =0,

wie gewiinscht.

Um den Beweis fiir n = 1 abzuschliessen, missen wir (2.20) und (2.21)) beweisen. Sei

d:=min | — 2|,
fey

so dass d < |§ — z| und

1 1

2.22 — <=

222 ER

fiir jedes & auf . Ausserdem folgt aus der Dreiecksungleichung

(2.23) la = b > [|a] —[b]],
dass

€= 2= A2| = llg — 2 — |Az]| = |d - |A2]| = d — |Az].
so dass
1 1
(2.24)

IE—Z—AdS —wAa‘
Aus der linken Seite von und mithilfe von und ([2.24]) folgt, dass

1 —Z2—(¢§—7Z—Az2)
E—(+A2)(E—2) ‘ Z+AZ (& —2)?

‘ Z+A2X€—@2

_ A2
TlE= A€ -2
_daE Az
S{d— A2

Wir haben C;(Az) gefunden und es ist offensichtlich, dass (2.21]) gilt.
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Wir werden nur die Teile des Beweises zeigen, die sich vom Fall n = 1 unter-
scheiden. Die anderen bleiben dem Leser iiberlassen. Wegen der Induktionvoraussetzung
wissen wir, dass

! f(€)
2.2 M) (z) = = / de .
Wir moéchten daher herleiten, dass

, nt D! [ F(E
f( H)(z) _ ( ) /Y(g_(z))nw d¢ .

2m

WARNUNG. Wir wissen auch, dass

ey L [0V
/ (z)_2m/7(§—z)2 at

aber der Versuch, Induktion aus dieser Formel zu verwenden, fiihrt nirgendwo hin.

Da f("): U — C holomorph ist, existiert f("*1)(z) in eine offene Menge um z. Mithilfe

von schreiben wir
fME+A2) = fM(z)  nl /[ f(€) f(€) } d§
(€ -

Az 2m z+ Azt (6= )] Az

(
nl €=z — (¢ (Z+AZ))”+1f(£)

o), € GrATE- g A
@m/@zW1mmwxzmw”
2 (€= (z+Az))"HH(§ — 2)mH!
nl [ o ("€ -2V AT pg)
27m/( z 4+ Az))tH(E — z)ntl Az ¢
wobei wir in (x) die Binomialformel
n+1 n
(a+ b)n-‘rl — Z < .>ajbn+1—]'
=0 N
beniitzt haben, die in diesem Fall wird
n+1
(2.26) (€ — 2= Az)"H! — (" * 1) (€ = 2)f Az 1T
AN
Ahnlich wie in (2.19) mochten wir
im >ico ("€ = 2) Az . n+1 () de =0
Az—02m1 Jo | (€= (2 4+ Az))" T — 2)n L (£ — 2)nF2 B

beweisen. Wir miissen nur iiberpfiifen, dass die entsprechende zu (2.20)) und (2.21]) Formel
gelten. Anders gesagt miissen wir schauen, dass

Z "J.rl)( —2) Az n+1
e S L A ST

< Cp(Az),
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mit

(2.27) Al,lzIEo Cn(Az)=0.

Eigentlich gilt
S, (Y- AT
(€= (z+Az))" T —2)m+t (E—2)F?
Z?:o (";.“1) (€ — 2P LAZ T — (n+1)(€ — 2 — Az)"H
(€ = (z+ Az))"+1(€ — 2)nF2
SR (T (€ - 2Y AT 4 [(M)(E - 20D — (4 1)(E - 2 — Az)TY
(€ — (24 Az))"H1(E§ — 2)"+2
Az3TN20 (" (E = 2T AT L [(M) (€= ) — (n+ 1)(€ - 2 — Az)"H
€= G+ B — o)
| T (€ — A [ (€ = 9D — (4 1)(6 - 2 = Az]
- (€ — (24 Az))"H1(§ — z)"+2 (€ = (24 Az))"H1(§ — z)"+2
In diesem Fall ist nicht so offensichtlich, dass gilt. Wir wissen aber, dass
Jim (€~ (2 A2))™H (g — 22 = (¢ — 2+

+ =: Cp(Az).

und

lim [(n ’ 1) =2 —(n+1)(¢ -2 - Az)nﬂ

Az—0 n
n+1 n+1 ‘ ‘
= lim_ {<n+1><sz><"+l> - <n+1>Z;( j )<§zmzn+u]
j=

n
1 . .
=—(n+1)) <n B )(5 — 2) A
=0~ 7
weil der kleinster Exponent von Az in der Formel betrégt 1. Daraus folgt, dass der rechte
Term in der Definition von C), nach 0 geht. Da

S (") - aprrasi

=0
beschénkt ist, geht nach 0 auch der linke Term in der Definition von C, und (2.27) ist
deshalb verifiziert. O

KOROLLAR 2.56. Sei f holomorph. Dann sind alle Ableitungen f") auch holomorph.
Falls w := R(f) und v := J(f), besitzen auch u und v unendlich viele partielle Ablei-
tungen.
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BEISPIEL 2.57. Sie 7y eine geschlossene Kurve, die den Usprung einmal im Gegenuhzeiger-
sinn umlduft. Um das Integral fv (z_jﬁ zu berechnen, schreiben wir

[t = [ o

wobei f(z) = 1. Aus dem Satz [2.55] erhalten wir

B f(2) _ 2y 2m n=0
| =g = g e = 0 = {0 et

Wir betrachten noch einige weitere wichtige Konsequenzen:

Satz 2.58 (Mittelwertsatz). Seien U C C eine offene Menge und f: U — C eine
holomorphe Funktion. Seien zp € U und r > 0 so dass B(zp,r) C U. Dann gilt

1
f(z0) = /0 f(z0 + reexp(2mit)) dt,

d.h.f(z0) ist der Mittelwert von f auf dem Kreis mit Zentrum zp und Radius r.

BEWwWEIS. Nach dem Satz von Cauchy gilt:

f2) 4,

2m cz—zo

f(20) =

)

wobei 7 der Kreis mit Zentrum zp und Radius r ist. Wir kénnen v als v(t) = zo+7 exp(2mit)
parametrisieren. Daraus folgt, dass

1 [' f(z0+rexp(2mt))
= 2 2mit)dt
f(z0) 2m Jy 20 + rexp(2mit) — zg F 2 exp{2met)

= /1 f(zo0 + rexp(2mt)) dt .
0

Das folgende Lemma ist der Baustein des Maximum Modulus Prinzips.

LEMMA 2.59. Sei f auf B(zp,r) holomorph. Falls

(2.28) £ (2)] <1/ (20)]
fiir jedes z € B(zg,r), ist f(z) eine Konstante,

f(z) = f(z0)-
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BEWEIS. Sei p < r. Aus dem Mittelwertsatz folgt, dass

1
f(zo):/ f(z0 + pexp(2mit)) dt
0
und deshalb
1 (*) 1
1 (z0)] < / (20 + pexp(2mit))| dt < / (o)l dt = |f(z0)]
0 0

wobei wir (2.28)) in (x) beniitzt haben. Daraus folgt, dass

1
(2.29) 0= [ (o)l = 1£o -+ pexpizmn))])

Aus (2.29) ist der Durchschnitt ihrer Werte auf dem Kreis vom Zentrum zy und Radius p
gleich 0. Aber da | f(z0)| — | f(z0 + pexp(2mit))| > 0, miissen alle Werte der Funktion |f(2)]
auf diesem Kreis gleich |f(z0)| sein. Da p beliebig mit p < r ist, gilt

£ (2)] = [f(20)]
fir jedes z € B(zg,r). Aus dem Korollar [2.28(2) folgt, dass f(z) = f(zo) fiir jedes z €
B(Zo,r). ([l

SATZ 2.60 (Maximum Modulus Prinzip). Sei f holomorph und nicht konstant auf einer
wegzusammenhéangenden Menge U. Dann besitzt | f(z)| kein Maximum auf U. Anders
gesagt, gibt es keinen Punkt zy € U mit |f(2)| < |f(z0)|.

BeEwEls. Wir werden nur die Idee des Beweises geben. Der Beweis ist durch Wider-
spruch. Nehmen wir an, dass es einen Punkt zy € U gibt, mit

If(2)] <|f(z0)| fiir jedes ze€U.

Sei z € U ein beliebiger Punkt. Da U wegzusammenhéngenden ist, sei v: [0,1] — U eine
Kurve mit v(0) = 2zp und (1) = z. Sei d das Minimum der Abstand zwischen einem Punkt
auf v und dem Rand von U. (Falls U unbeschrankt ist, kann d beliebig sein.) Wihlen eine
Folge von Punkten zg, 21, . . ., 2, = z auf 7 mit der Eigenschaft, dass fiir jedes 1 < j <n—1

|2 — zj1| < d

und betrachten eine Folge von Scheiben B(zj,d). Wir bemerken, dass diese Punkte sind
alle in U enthalten und z; € B(zj_1,d).
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Da |f(z0)| > |f(2)| fir jedes z € B(z9,d) C U, ist |f(z)| auf B(z0,d) wegen des
Lemmas konstant. Da z; € B(zp,d) und
[f )l =1 (z0)[ = [f(2)]
folgt noch einmal aus dem Lemma dass |f(z)| auf B(z1,d) konstant und gleich f(zp)
ist. Weiter mit dem gleichen Argument ist [ f(2)| Uj_; B(z;, d) konstant und gleich f(zp). Da

der Punkt z beliebig ist, ist | f(z)], und deshalb f(z), konstant und dies ist ein Widerspruch.
U

KOROLLAR 2.61. Sei f eine nicht konstante und stetige Funktion auf einer kompakten
Menge K, die holomorph auf dem Innerd| von K ist. Dann wird max.cx | f(2)| auf
dem Rand von K erreicht.

%Das Innere einer abgeschlossenen Menge K die Menge ohne den Rand.

BEWEIS. Da f stetig auf K ist, ist auch | f| auf K stetig. Dann existiert ein Maximum
M, die auf K erreicht ist

M= |f(ZO)|:1?€aIJ§|f(Z)|-

Wegen des Maximum Modulus Prinzips liegt zg nicht im Innere von K, so dass zp muss
auf dem Rand liegen. O

BEISPIEL 2.62. Sei f(z) :sinz auf K = [0, 7] x [0, 1]. Dann ist

|sin z| = 1/sin? z + sinh? y

und das Maximum von |sin z| wird die Summe der Maxima der Funktionen sin
und sinh?y auf [0,1]. Da sinh?y steigend ist, gilt

2z auf [0, 7]
sin? z < sin? g und sinh?y < sinh?1,

so dass max | sin z| auf K = [0, 7] x [0, 1] an der Stelle (5,1) erreicht wird. Falls wir eine
andere Kompakte betrachten, zum Beispiel K = [0, 27] x [0, 3] ist das Maximum natiirlich
ein anderes, aber immer am Rand.
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Plot3d[ (sin[x]) A2+ (sinhly]) 2, (x, 8,7}, (y, 0, 1}] o= Plot3D[ (Sin[x]) A2+ (Sinhly]) 2, (x, 0, 27}, {y, 0, 3}]

SATZ 2.63 (Satz von Liouville). Sei f: C — C eine ganze Funktion. Falls |f(z)| be-
schrankt ist, ist f konstant.

Ganze Funktionen waren im Bemergung [2.20] definiert. Sie sind Funktionen, die auf der
ganze komplexe Ebene C definiert und holomorph sein.

BEMERKUNG 2.64. Wir merken, dass dieser Satz fiir Funktionen einer reellen Variable
nicht gilt. Zum Beispiel ist die Funktion f(z,y) := cosz siny auf der ganzen reellen Ebene
unendlich viel differenzierbar und beschrankt, aber sicher nicht konstant.

BEWEIS. Wir haben im Satz bewiesen, dass fiir jedes zg € C
|
)y — fz)
f(z0) le (2 — zo)n Tl z

gilt, wobei v(t) = zo + r exp(2m2) mit r > 0 genommen werden kann. Wegen der Voraus-
setzung ist |f(z)| < M fir einen gewissen M. Daraus und aus (KI6) folgt, dass

! ! 2y nlM

(n) <n/|f<z)|d o 2 niM
|fY" (20)] < 2m /., (2 — 20) " 2= oM o

Insbesondere gilt

M
)<
Aber f ist eine ganze Funktion, d.h auf C holomorph. Daraus folgt, dass wir r so gross

wie moglich wihlen konnen. Anders gesagt, muss |f'(z)| = 0 sein und f(z) ist deshalb eine
Konstante. O

2.5.1. Anwendung: Fundamentalsatz der Algebra.

SATZ 2.65. Jedes nicht-konstante Polynom mit komplexen Koeffizienten hat eine Null-
stelle in C.

BEWEIS. Die Aussage wird eine Konsequenz des Satzes von Liouville sein. Sei
p(2) = apz" + 12"+ -+ a1z +ao

Wir werden den Beweis durch Widerspruch fiithren. Wir nehmen an, p hat keine Nullstelle.
Dann ist
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auf C holomorph. Wir werden beweisen, dass f(z) auf C beschréankt ist. In diesem Fall
ist f(z) wegen des Satzes von Liouville konstant, und daraus folgen wird, dass p(z) auch
konstant ist. Dies ist ein Widerspruch, weil p nicht konstant genommen wurde..

Da f holomorph ist, ist f auf einem Kreis des Radius R > 0 beschrankt. Um den Beweis
zum Ende zu fiihren, miissen wir deshalb beweisen, dass |f(2)| fiir |z] > R beschrankt ist.
Zu diesem Zweck ist es genug zu beweisen, dass

1
(2.30) fir alle z mit |z| > R Ip(2)| > §|an|Rn

gilt, so dass
1 2
f(z)] = < .
TOI= 5G] = Tl
Wir werden jetzt (2.30) beweisen. Wir schreiben

Q, a Aoy
p(z) =ao+a1z+ - +ap2" = o0, A L4 Il

on anl

=w(z)
Falls |z] > R, kann man R gross genug wihlen, dass die letzte Ungleichheit in der folgenden
Formel gilt

+ap | 2" = (w(z) + ap)z"

a; laj| _ lan| oo
W‘SW<%,:EHI‘]—O,,”—1
So gilt fiir |z] > R
Q, a Apn—
w2 =| 3+ g o
<2 | 4+ |2
(2.31) z z z
~ 2n
1

Wir sind fast fertig. Falls |z| > R gilt
()| =[(an +w(2))2"| = an + w(2)] - [2"] > [an + w(2)| - B"

223) 1 1
> Han‘ - ’w(Z)H "R > |lan| — §|an| -R" = §‘an’Rn-




KAPITEL 3

Taylor- und Laurentreihen

3.1. Reihen Entwicklung

Falls eine reellwertige Funktion unendlich oft differenzierbar ist, besitzt die Funktion
eine Taylor-Reihen Entwicklung. Dies gilt auch fiir komplexwertige Funktionen, falls sie
holomorph sind.

SATz 3.1. Sei f: B(zp, Rg) — C eine holomorphe Funktion und Ry > 0. Dann besitzt
f(2) fiir jedes z € B(zp, Ry) eine Reihen Entwicklung

f(2) = 3 =7 zo) (= — )"
n=0

Anders gesagt, konvergiert absolut die Reihe fiir alle z € B(zp, Rp)-

BeEweis. Wir fiithren den Beweis fiir zg = 0, der allgemeine Fall ist &hnlich. Wir moch-
ten deshalb beweisen, dass fiir jedes z € B(0, Ry)

fe) =30 f )"
n=0

gilt.

Sei z € B(0,Rg) und sei y(t) := rg - 2™ ein Kreis mit Zentrum im Ursprung und
Radius rg, mit rg < Ry, so dass v C B(0, Ryg) und z € B(0,rg).

63
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Nach dem Satz vom Cauchy gilt fiir jedes z € B(zg, Rp)

(3.1) () = ;m/gf(_’sldg.

Nun gilt filir jedes w # 1

1 " w
l—w_nzzow—i_l—w’
so dass
111 1= 2n 1(§)N R | 1
32 = — _ — 7_|_7 Z: ZTZ_|_ZN7.
(3:2) -2z £1-2z/¢ e &n El—¢ ;f"“ (€ —2)EN

Wir multiplizieren den ersten und den letzen Term von (3.2) mit ﬁ f(&) und integrieren
nach £ um v, um

L[ f©) . ~(1 [f©O .\ . nl £(€)
mLf—zdf‘Z<MLén+ld5>z + o | e e

n=0
zu erhalten. Wegen des Satzes und (3.1)) erhalten wir

N—-1 1
()= 3 M) + on(2),
n=0

wobei

pn(z) —ZN;ML@fg)gvd§-

Falls wir zeigen, dass
(3.3) lim pyn(2) =0
N—o00

wird der Beweis fertig.
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Nehmen wir an, dass |z| = r. Falls £ auf der Kurve ~ liegt, gilt
€=zl = [lgl = lzl[ =ro—7r>0.
Falls |f(§)| < M fiir jedes £ auf ~, gilt mithilfe von (KI6)

N N
r M Mr T
PIE | R L ( )

Da = <1, ist (3.3]) bewiesen. O

DEFINITION 3.2. Die Reihe

f)=) mf(") (20)(z — 20)"

n=0

heisst die Taylor-Reihen Entwicklung von f an der Stelle zg. Falls zg = 0 heisst die
Reihe

f&) =3 i)
n=0

die Maclaurin-Reihen Entwicklung von f.

BEISPIEL 3.3. Falls f(z) = 22 exp(2z), konnen wir die Maclaurin-Reihen Entwicklung mit-
hilfe unserer Definition der Exponentialfunktion finden. Eigentlich gilt fiir jedes z € C

o0 Zn
exp(z) = 2.
n=0
so dass
o
3"z"
exp(3z) = Z o
n=0 ’
und
) o 3n ) 0 3n72
z eXp(3Z) = Z Hzn—" = Z mzn .
n=0 n=2
fiir jedes z € C. O

BEISPIEL 3.4. Wir habe schon benutzt, dass fiir |z| <1

1 oo
(3.4) Loy
n=0

Aus dieser Formel erhalten wir zum Beispiel auch

1 1 n.n
1+z:1—(—z):Z(_1) =

n=0
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Falls wir z durch 1 — z in (3.4) ersetzen, erhalten wir die Taylor-Reihen Entwicklung
um zg = 1 der Funktion %

o0

1 1 1
(3:5) Sl T s ey s 1 D DA R

n=0

Da (3.4) fir |z| < 1 gilt, gilt (3.5) fir |z — 1| < 1, d.h. fiir alle z innerhalb eines Kreises
der Zentrum z = 1 und Radius 1.

O
BEISPIEL 3.5. Wir betrachten die Funktion
1) 1+222 121+22)-1 1 1
Z) = = — _ — P
25425 23 14 22 23 1+ 22

Wir benutzen die Reihen Entwicklung (3.4) mit z ersetzt durch —2z? und erhalten die
folgende Reihen Entwicklung

fe) =% (2 - Z(—l)%?”)

:%(14—22—244—,26—..-)

1 1
=f3+f—z+z3—z5+....
z z

In diesem Fall gibt es negative Potenzen von z. Wir werden im néchsten Satz sehen, dass
der Grund mit der Singularitéitlﬂ der Funktion im Ursprung zu tun hat. O

IDer Begriff von Singularitdt wird im n&chsten Abschnitt in Definition gegeben.
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SATZ 3.6. Sei f eine Funktion, die holomorph auf einem Kreisring Ry < |z — zp| < Ra
ist. Dann besitzt f fiir jedes z im Kreisring eine Reihen Entwicklung

FE) = Y ane =20 + b |
n=0 n=1

wobel

1 f(z) .
an:2m/y(z—zo)”+1dz’ firn=20,1,2,... |,

1 f(z)

n

T 2m 4 (2= 29)7 1

dz, firn=1,2,...

)

Gegenuhrzeigersinn zg umlauft.

und vy ist eine geschlossene Kurve, die im Kreisring enthalten ist und die einmal im

BEMERKUNG 3.7.
Form schreiben. Namlich

(3.6) f(z) =

n=—oo

o
E 2",

wobei

_ 1 f(2)
Cn_m/w(z_ZO)n+1

dz, firn=0,+1,42,....

(2) Die Formel fiir b,, kann auch als
1
S 2m

bn

/f(z)(z — )" tdz, firn=1,2,...
.

(1) Man kann auch die Formel im Satz in einer kompakteren

geschrieben werden. Falls f an der Stelle zy holomorph ist, ist die Funktion

f(z)(z — z0)" ! auch holomorph und b, = 0 fiir n = 1,2,.

... In diesem Fall
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ist die Laurent-Reihen Entwicklung die Taylor-Reihen Entwicklung und

1 n
an = Ef( )(ZO) .

DEFINITION 3.8. Eine Funktion heisst analytisch, falls sie sich durch eine Potenzreihe
darstellen lasst.

BEWEIS DES SATZES [3.6l Wir fiihren den Beweis fiir 29 = 0, der allgemeine Fall ist
dhnlich. Seien r1, 19 so gewdhlt, dass Ry < r1 < 12 < Ra, so dass:

(1) der Kreissring m < |z| < rg ist im Kreisring Ry < |z < Ry enthalten, und
(2) die Kurve ~ liegt im Kreisring m < |z| < ro.

Sei ~;(t) := r;e2™, fiir t € [0, 1] und fiir = 1,2, und bemerken, dass f holomorph auch
auf +; fiir ¢ = 1 und 2 ist.

Sei 6(t) ein Kreis, der im Kreisring 71 < |z| < r2 enthalten ist, und der z einmal im
Gegenuhrzeigersinn umlauft. Wegen (KI7), gilt

f(&) f(&) f(&)
2= d¢ — 2o de— | ==—==dE=0.
[ [ e [0

Wegen des Satzes von Cauchy ist das dritte Integral gleich 2mif(2). Die obige Formel wird
deshalb

(3.7) foy = [ TE ey L[ TE) e

2m ), E—2 2m )y 2 —¢&

Wie in (3.2)) schreiben wir

1 =1 . n 1
5—2_;05”“2 T ey
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Dieser Ausdruck von 5%2 wird auf 79 niitzlich sein, da |z| < || fiir jedes £ auf o gilt. Auf
71 benutzen wir die folgende &hnliche Formel

R B | 1 &N N1 1 N
z—g_z ”z”+1+zN(z—£):Zmzj+zw(z—£)'

n=0 n=1

Wir ersetzen diese zwei Formel in (3.7)) und wir erhalten

N—1 N oy
n
= Z anz" + pn(2) + Z n +on(2)
n=0 n=1

wobel

(3.9) = / gnﬂ dc bn—% /7

und
_ 2N f€) fo
pN(Z)_27TZ/y2 (g_z)é.N dg) ON 27_”2]\7/y

Wie im Beweis des Satzes ist es zu zeigen, dass

(3.9) lim py(2) =0 und lim on(z) =0,
N—oo N—o0

und wir werden die gleiche Methode benutzen, Sei |z| = r, so dass 71 < r < 72 und sei
M = max|f(z)| auf 71 und 7. Falls € auf 7 liegt, gilt

|£ - Z‘ Z ro—rT,
und falls £ auf vy liegt, gilt
€ —z|>r—r.

Daraus folgt, dass

ox(2)] < 2 ()N md Joy(z)] < L ()T

Tog —T 9 r—mr T

Aus = <1und L < 1 folgt (3.9).

Um den Beweis zum Ende zu fithren, miissen wir noch bemerken, dass die Integrale in
(3.8)) wegen (KI7) auf « statt auf 3 und 79 berechnet werden koénnen. O

BEISPIEL 3.9. Wie im obigen Beispiel versucht man die Laurent-Koeffizienten nicht durch
Integration sondern mithilfe von algebraischen Manipulationen von bekannten Reihen zu
erhalten. Zum Beispiel ist die Laurent-Reihen Entwicklung der Funktion f(z) = exp(2)
das folgende

1 =1
P <z> - Z nlzn’
n=0

In diesem Fall verschwinden alle Koeffizienten der Terme mit positivem Exponenten.
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BEISPIEL 3.10. Die Funktion f(z) := 1/(z —1)? ist schon ihre Laurent-Reihen Entwicklung
an der Stelle zg = . Eigentlich gilt

f(z) = Z cn(z—20)", fir0<|z—1| <oo,
A
wobei
_J1 fallsn=-2 1 Aus
" lo fallsn# —2.

der Formel (3.6) folgt, dass

f(2) dz 2m fallsn = -2
2micy, = | ——~ 7 dz = g =
5 (2 =)t v (2 =)t 0 falls n # —2,
wobei v ein im Gegenuhrzeigersinn umgelaufener Kreis um z = 1 ist.
BEISPIEL 3.11. Betrachte die Funktion z2sin (sin (%)) Wir wissen, dass sin z holomorph

auf ganz C ist, aber hier ist % an der Stelle z = 0 nicht holomorph. Es gilt:

1 1 1
sinz:zfgz3+az5fﬁz7+..
o 1 1 1 1 1 1 1 3
sin(sinz) = (z 523+525 - 7!Z7+...) ] <z 523+525 - 7!z7+...>
1 1, 15 1. b

Daraus folgt, dass

1 1 1
2 . . = _ 2 -1+ -3 -5
z° sin (sm (z)) z (z 32 —i——loz —i—>

1 1
=z 32 —i—loz 4+ ...

In diesem Fall ist eine allgemeine Formel der Koeffizienten der Laurent-Reihen Entwicklung
ein bisschen schwierig zu erhalten.

BEISPIEL 3.12. Betrachte die Funktion

1 1 1

(z) = (2—1;(2:—2):2—1_7;—2’

die holomorph auf
Dy :={z: |z| < 1}
Dy :={z:1<|z| <2}
D3 :={z:|z| > 2}
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ist.

In jedem dieser drei Gebiete kann man f als Laurent-Reihe darstellen:

Dy: Auf Dy gilt [2| < 1 aber auch |Z] < 1. Daraus folgt, dass

—1 1 1
IE =12 312
> 1 o= /2\n
— n — —
- 224—22(2)
n=0 n=0
o0
1
= —1)2”
+1
n:0<2n

1 1 1 1
@)= 11172
z z
1%(1)” 1§:<2>"
Zn:O z Zn:D z
_n:() ontl n+1
001_2n—1

71
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Dy: Auf Dy gilt |1| < 1 und || < 1. Daraus folgt, dass

=t i1

Il
N | =
M8 —

DEFINITION 3.13. (1) Wenn eine Funktion im Punkt zg nicht holomorph ist, son-
dern irgendwann in jeder Scheibe B(zp, €) holomorph ist, wird zy als Singu-
laritdt bezeichnet.

(2) Eine Singularitét (bzw. eine Nullstelle) einer Funktion heisst isoliert, falls
es ein € > 0 gibt, so dass f(z) fir jedes z € B(zp,€) holomorph ist (bzw.

f(z) #0).

BEISPIEL ?g1t4 (1) Die Funktion f(z) = 1 besitz im Ursprung eine isolierte Singula-

ritét.

(2) Alle Punkte z mit R(z) < 0 sind Singularitdten der Funktion f(z) = log z und sie
sind nicht isolierte.

(3) Die Funktion si;z besitzt an der Stellen z = k3 fiir 2 € Z isolierte Singularitéten.

(4) Die Funktion m besitzt an der Stellen z = 0 und z = 1/n, fir n € Z . {0}
Singularitdten. Alle Singularitdten ausser z = 0 sind isolierte. Die Singularitét
z = 0 ist nicht isolierte, weil jede Kreisscheibe B(0, €) \. {0} andere Singularitéten
der Funktion ent&hlt.

(5) Die Funktion f(z) = |2|? hat keine Singularititen, weil sie nirgendwo holomorph

1st.

] |

-
N
¥

— S
»yx[
2| -
'Y
>
—
34}
=2
i
>
>

In der néchsten Definition finde man eine Beschreibung (eigentlich eine Klassifikation)
der isolierten Singularitdten einer Funktion.

DEFINITION 3.15. Seien U C C offen und zyp € U und sei f holomorph auf U \ {z}.
Schreiben wir f(z) = >.>° _ cp(2—20)" fiir jedes z € B(29, R)~{z0} fiir eine gewissen

n=—0oo

R > 0. So definiert man:
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(1) zq ist eine wesentliche Singularitat falls ¢, # 0 fiir unendlich viele negative n.

(2) zp ist ein Pol der Ordnung m > 1 falls ¢_,, # 0 und ¢, = 0 fir alle n < —m.
Falls m = 1, heisst zg ein einfacher Pol.

(3) 2o ist eine hebbare Singularitdt falls ¢, = 0 fiir alle n < 0.

(4) zp ist eine Nullstelle der Ordnung m > 0 falls ¢, # 0 und ¢, = 0 fiir alle
n < m.

Py Py Py Py PY

NS e N it S

wsembiche  Singulan Fxé
|uNONq - unendlidhe viee % O]

S s S S S S / B S S
WN\
alle r,m.aO ] ol s Ocdnungnvo:
lw\“dr\‘ng C, %0 und =0 ¥ m<=-nl

4 W T AR S T /) L2 .-
\_ﬂ ‘M I
alle c,=0 hebbare Sinawlantat
- 4

R R R I e
\/W\_W)
_ O nuna n>0 :
alle Cm"‘o \W\Q\/\-K'g CﬂnZU l
und T =0 #m<h

BEISPIELE 3.16. (1) Im Beispiele [3.9/und ist z9 = 0 eine wesentliche Singularitit.
(2) Im Beispiele ist zp = ¢ ein Pol der Ordnung 2.
(3) Sei f: C~ {0} — C durch

) = =1
definiert. Dann gilt
f) = =1
-5 (Zeram-)
-2 ((1—2—7+4—T+) —x>
1 22
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Der Punkt zg = 0 ist deshalb eine hebbaren Singularitdt und die Funktion

{0(2—1 falls z # 0

9(2) = —% falls 2 =0

ist eine ganze Funktion.
(4) Sei f(2) := 22 exp(z). Dann gilt

22 24
f(z):z2eXpZ:22 <1+Z+2'+_..> :ZQ+23+§+...
d.h. zp = 0 ist eine Nullstelle der Ordnung 2.

BEMERKUNGEN 3.17. Wie im Beispiel 3) illustriert war, ist zo eine hebbare Singula-
ritdt, so kann man f in einer Umgebung von zy holomorph fortsetzen.

DEFINITION 3.18. Eine holomorphe Funktion auf U \ {zo, ..., zn} heisst meromorph
auf U, falls zg, ..., 2y Pole oder hebbare Singularitéten sind.

3.2. Der Residuensatz

Sei f: U~ {20} — C holomorph, so dass man f als

o

f(2)= ) calz—20)",

n=—oo

auf einer Scheibe einer gewisses Radius (ausser zp) schreiben kann, wobei

_ 1 F(©)
= g ],

mit v C U eine positiv orientierte geschlossene Kurve, die einmal zy umrundet. Insbeson-
dere gilt fiirn =1

DEFINITION 3.19. Sei zg eine isolierte Singularitdt von f. Mann nennt den Koeffizient

c_1 von ﬁ in der Laurent-Reihe von f, das Residuum von f an der Stelle zy und

schreibe Res(f, 29).

BEMERKUNG 3.20. Der grosse Vorteil von Residuen ist, dass man oft komplexe Integralen
viel schneller mithilfe der Residuen ausrechnen kann: statt zu integrieren reicht es einen
Koeffizient aus der Laurent-Reihen Entwicklung “abzulesen”.
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BeispIEL 3.21. Wir méchten das Integral

(3.10) Aexp (;) dz

zu berechnen, wobei v(t) = r exp(2mt) fur r > 0. Der Ursprung ist die einzige Singularitit
und sie ist isolierte. Wir kénnen deshalb das Integral so berechnen

Lexp (;) dz = 2mRes(f,0).

Da
=1
_ - .n
expz-Zn!z ,
n=0
st

1 11
n=0 "

Da c_; = 0, verschwindet das Integral (3.10)).

Wenn wir stattdessen das Integral von

f(z) == exp (i)

1 — 11
e - = ——.
P (z) Z n! zn
n=0
die entsprechende Laurent-Reihen Entwicklung gewesen, und wir hatten

1 1
/exp <> dz = 2m Res(f,0) = 2mic_y = QMF = 2m.
y z !

berechnen wollten, ware

erhalten.

BEISPIEL 3.22. Wir betrachten jetzt die Funktion
1

— 2
f(z) = z°sin ~

die holomorph auf C \ {0} ist. Sei v(t) = e*™_ fii t € [0,1]. Da

S ZQn—l—l
o _qy
sinz = (=1) @2n+1)!
n=0
ist
- 1 1
in— = -t .
o T;)( ) (2n + 1)! z2ntl1
Daraus folgt, dass
oo

1 1 1

2 o n

nf:E 1) — .
=8 z 0( ) (2n + 1)l 2201
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Wir suchen den Koeflizient von % Aus 2n — 1 =1 folgt, dass n = 1 sein muss. Das heisst,

c_1= (—1)1ﬁ = —% und daraus folgt,

[yf(z)dz:%rzRes(f,O):2m<;!1> :—?m‘ O

BEISPIEL 3.23. Wir mochten jetzt das Integral

/ dz
5 2(z—=2)4
auf der Kurve v(t) = 2 + 2™ ¢ € [0, 1], berechnen.
A
4
o ~N
0
Man kann die Funktion
1

f(Z) e Z(Z — 2)4

auf dem Kreisring 0 < |z — 2| < 2 als Laurent-Reihen entwickeln. Wir suchen den Koeffi-
zienten c_; der Laurent-Reihen Entwicklung von f um die Stelle z = 2.

111

2(2-2)2 " (2-2)1z
1 1
(=22 (—(2-2))
1 1
TR ()
R Lz —=2)"
(2—2)427;)(_) on

J - o (z—2)"

- (z—2) :0(_ ) (2n+1)
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Aus n —4 = —1 folgt, dass n = 3 sein muss. Anders gesagt, ist c_1 = (—1)323% = %6 der

gesuchte Koeffizient. Daraus folgt, dass
dz -1 —m
—— =2m—=—" O
/7 P ) L T

Die Frage sich stellt, was passiert falls die Kurve v, auf der das Kurvenintegral berechnet
werden sollte, mehr als eine Singularitat enthalt.

SATZ 3.24 (Residuensatz). Sei U C C eine offene wegzusammenhédngende Teilmenge
und sei v : [0,1] — U eine positiv orientierte einfache geschlossene Kurve. Seien
Z1, ..y 2n Im Innere von ~y entélten und sei f: U \ {z1,..., 2z} — C holomorph. Dann

gilt:

/f(z) dz = 2mZRes(f, 2l o
.

Jj=1

BEWEIS. Sei v; eine einfache positiv orientierte Kurve, die den Punkt z; enthalt. Sei

j=1...,n.
—_ -

\
!

U\
(3

<
/ /
7
(
\
Dann gilt
/ f(z)dz (19) Z/ f(z)dz Satz:z 2mRes(f, zj) = 27mZRes(f, 2j) .
g =177 j=1 j=1

BeIspIEL 3.25. Wir méchten das Integral der Funktion
z z

f(z):z2+1 T (z-0)(z+2)
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A

auf der Kurve v(t) = 2e2™ fiir t € [0,1] .

berechnen. Die Funktion besitzt zwei Sin- '

gularitdten z; = ¢ und 29 = —1, sie sind >
\-‘\'

beide einfache Pole und sie liegen innerhalb
von . Wir miissen deshalb Res(f,2) und
Res(f, —) berechnen.

Das Residuum Res(f, 1) ist der Koeffizient von (z—2)~! in der Laurent-Reihe um 21 = 1.
Es gilt

(z—1)(z+1)

z 1
z—z.z—H
zZ—14+1 1

zZ—1 '22+z—z

14 1 1
z—1) 20(1+%7)

(3.11) =

VRS
_l_
N
| ~
-~
v
S
—
—_
|
—~
| —_
w“f
S
-
N—
SN—

1 (—1)t z—1 k+ 1 ioo( v z—2\"
) prd 21 z—121 = 21
RS ST ) i S G i e

21 ) ontlgn 2

falls !ZQ;H < 1, d.h. falls |z — 1| < 2. Daraus folgt, dass Res(f,:) gleich dem Koeffizient mit
n =0, d.h.

Res(f,2) = %
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Auf der anderen Seite ist Res(f, —2) der Koeffizient von (z+12)~! in der Laurent-Reihe um
z1 = —1. Ganz analog zu (3.11)) gilt fiir jedes z mit 0 < |z 4 1| < 2,

z
(z—1)(z+1)

z 1
z+1—21+ 2+

7 -1
=(1-
( z—l—z) 21— (2 +1)
(4 1 —1 1
N z4+1) 2 (1—‘22";’)

—1 o 1
=(1- - k
< z-l—z) 2 2zk(z+z)
k=0

f(z) =

~

—
~—

e}

-1
21

—_

11 &1

k n
- (z+0)"+ = g (z+1)
— (22) 22415 (22)"

o0

E S S o S S
= — z 1 —(Z 1 .
2 (20)k vt 2ntlgn

Daraus folgt, dass das Residuum Res(f, —2) gleich dem Koeffizient mit n = 0 ist, d.h.

Res(f, ) = 5

und deshalb

Lf(z)dz = 2mi (Res(f,2) + Res(f, —1)) = 2m <; + ;) = 2m.

Falls v ein beliebiger geschlossener Pfad ist, so gibt es eine alternative Forumulierung
des Residuensatzes. Dazu brauchen wir aber den Begriff vom Windungszahl.

DEFINITION 3.26. Der Windungszahl W (7, z) einer Kurve v um einen Puntk z ist wie
oft dreht v um z im Gegenuhrzeigersinn. Dann ist

W(~, z) = 1 genau dann, wenn v um z im Gegenuhrzeigersinn einmal dreht

und

W(7, z) = —1 genau dann, wenn v um z im Uhrzeigersinn einmal dreht
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SATZ 3.27. Sei U C C eine offene wegzusammenhingende Menge, v C U eine Kurve
und z1,...,zy € U. Sei f: U ~{z1,...,28} = C holomorph. Dann gilt:

N
/ F(@)dz = 2mS W(, 2) - Res(f, z)
) >

k=1

BEISPIEL 3.28. Sei f(z) = (;isizl). Wir mochten jetzt das Integral f7 f(2)dz bestimmen,
wobei v wie im Bild ist.

Wir schreiben
A 1= -DE+ D)=+ D)=z —1)(z+2)

und bemerken, dass die vier Nullstellen von z% — 1 Pole von f(z) sind (sehe Lemma [3.29)).
Nur zg =2 und 27 = —1 liegen innerhalb von ~ und wir nehmen an, dass

Res(f,2) = zczsz und  Res(f, —) = —ZCZSZ .
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Die Residuen werden im Beispiel mithilfe vom Korollar berechnet werden. Es gilt
W(y,2) =—=1 und W(y,—2) =1,
so dass
[ £:)dz = 2 (W(a,0) - Res(£,0) + WG, ) - Res(/. ~0)
.

1c0s(2) —1cos(1)

=2m | (-1) + (+1)——=% | =mcos(z). O
4 4

3.2.1. Residuen bei hebbare Singularititen und bei Nullstellen. Fiir eine heb-
bare Singularitét oder eine Nullstelle zg gilt ¢, = 0 fiir jedes n < 0, insbesondere c_1 = 0.
Daraus folgt, dass fiir zy eine hebbare Singularitat oder eine Nullstelle Res(f, z9) = 0 gilt.

3.2.2. Residuen an Polstellen. Wir fangen mit dem folgenden Lemma an.

LEMMA 3.29. Sei 2 eine isolierte Singularitdt der Funktion f. Die Stelle z = zy ist
ein Pol der Ordnung m > 1 genau dann, wenn es eine holomorphe an der Stelle zg
Funktion ¢ gibt, mit

und ¢(zp) # 0.

KOROLLAR 3.30. Falls zy ein Pol der Ordnung m der Funktion f ist, gilt

¢(m_1)(20)
(m—1! |

Res(f, ZO) -

BEMERKUNGEN 3.31. Wenn m = 1 gilt nach dem Korollar

Res(f, 20) = 20 = o(z),

wobei f(z) = %, was genau stimmt mit der Definition eines Residuums. Insbesondere

gibt das Korollar fiir einen einfacher Pol

Res(f,20) = ¢(z0) = lim (z — 2z0) f(2) |-

Z—r20

BEWEIS DES LEMMA [3.291 Beide Richtungen benutzen, dass eine holomorphe an der
Stelle zp Funktion eine Reihen Entwicklung in z — 2y auf der Scheibe B(zg, €) fiir ein € > 0
besitzt.
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(<) Nehmen wir an, dass es eine solche Funktion gibt. Da ¢ an der Stelle zy holomorph

ist, besitzt ¢ eine Taylor-Reihenenwicklung fiir jedes z € B(zp,€) fiir ein € > 0. Daraus
folgt, dass

n=0
0 L),
Z ¢ n(‘ 0)( — Z) ™
n=0
o~ ¢ (z0) n
=2 wap G

Da ¢(zg) # 0, ist zg ein Pol der Ordnung m. Falls n = —1, so ist der Koeffizient des Terms
1/(z - 20) ist 6D (z0)/(m — 1)1

(=) Sei zg ein Pol der Ordnung 2. Es gibt ein € > 0, so dass fiir jedes z € B(zp,€) \ {20}

f(2)= D calz = 20)"
mit ¢_,, # 0. Daraus folgt, dass
f2)= Y enlz—z)"
o 00
=(z—2) ™ Z cn(z — 29)™ ™
=(z—2) ™ Z Cn—m(z — 20)"
n=0
gilt. Wir definieren
o(2) Yoo Cn—m(z — 20)" falls z # 2
z) =
lm, e Y o g Cnem(z — 20)" = cp,  falls 2= 2.
Dann ist ¢ holomorph auf B(zg,€) und ¢(29) = c_p, # 0. O
BEMERKUNG 3.32. (1) Sei zp ein Pol der Ordnung m > 1 der Funktion f(z). Aus
dem Lemma folgt, dass
lim f(z) = lim ¢(2) =00,
z—20 z—20 (2 — ZO)m

da ¢(z0) # 0.
(2) Das Verhaltnis einer Funktion f ein der Ndhe einer wesentlichen Singularitét ist
ganz anders und sehr {iberraschend:
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SATzZ 3.33 (Satz von Picard). Sei 2 eine wesentliche Singularitét der Funktion
f. Fiir jedes € > 0 nimmts die Funktion f(z) auf B(z,€) \ zo alle endliche
Werte ausser vielleicht ein unendlich oft.

BEISPIEL 3.34. Wir bestimmen hier die Residuen an den Stellen z = 2 und 2z = — der

Funktion f(z) = C;SSZI) im Beispiel |3.28|

A -1=(-DE ) =+ 1)z - 1z —1)(z+1),

sind beide Pole einfach. Tatsalich konnen wir

f(z) = fz(_zz oder f(z)= Q:;(ZZ)
schreiben, wobei
62 = 2 wmd g(z) = )

(22 —=1)(z+2) (22 —-1)(z—1)
holomorph sind, ¢,(z) # 0 und ¢_,(—12) # 0. Daraus folgt, dass

e ) F() = Tim cos(z) _cos(z)  wcos(z)
Res(fon) =lim(z =) - () =l 3oy = =2 — 1
Res(f,—1) = lim (z +12) - f(2) = lim = Cof)(é) — COZZ(Z) _ _lco:(l) 0

BEISPIEL 3.35. Bestimme Res(f,:) fir f(z) = (ijf)ﬁ Der Punkt zp = ¢ ist ein Pol der

Ordnung 3. Wegen des Lemmas schreiben wir
23+ 22 ?(2)
f(Z) - (2*2)3 - (272)37
wobei ¢(z) = 23 4 22, (1) # 0 und ¢ ist holomorph um zy = 1. Da ¢'(2) = 322 4+ 2 und
¢"(z) = 62, gilt

¢P() 6
2l 2l

Res(f,2) = =3.
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BEISPIEL 3.36. Bestimme Res(f,0) fiir f(z) = Sm:# Da ¢(0) = sinh(0) = 0 kann man
das Lemma hier nicht anwenden. Eingentlich kann man auch nicht sagen, dass zg = 0
ein Pol der Ordnung 4 ist. Man muss also mit der Laurent-Reihen Entwicklung von sinh z
arbeiten. Um sie zu erhalten, kénnen wir eine von dieser zwei Methoden benutzen:
(1) sinhz = w und exp(z) =Y 07, %z"l, oder
n+

(2) sinh z = ¢sin(2z) und sinz = Z?:O(—l)_"m.

Mit der einen oder anderen Methode erhalten wir
oo 22n+1

sinhz =) ———.
|
o (2n+1)!

Daraus folgt, dass

. o —
sinh z 1 Z2ntl z2n—3

AT A 2+ 1) :2)(2714—1)!'

Aus 2n — 3 = —1 folgt, dass n = 1, so dass
1 1
2-1+1)! 31
Wir bemerken, dass der erste nicht verschwindende Koeffizient der Laurent-Reihen Ent-

wicklung von f ist der Koeffizient mit n = 0, d.h. der Koeffizient von 22973 = Z% Daraus
folgt, dass zg = 0 ein Pol der Ordnung 3 ist. (]

Res(f,0) =

BEISPIEL 3.37. Wir betrachten die Funktion

1
I&) = fep@ -1

Da z(exp(z) — 1) eine ganze Funktion ist,
sind die Singularitdten von f an den Null-
stellen von z(exp(z) — 1), d.h. an z = 27k, i

flir k € Z. Jeder von diesen Punkten ist ei- 0 Es
ne isolierte Nullstelle von z(exp(z)—1), d.h. )
eine isolierte Sungularitét von f(z). Wir be- -2
trachten nur 2y = 0. —yTi

gilt

n

00
z
eXp(Z)_]':ZHa

n=1

so dass
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und

wobel

= 7200 -
n=0 (n+1)!

Da ¢ holomorph in der Nahe von zp = 0 und ¢(0) = 1 # 0, ist 29 = 0 ein Pol der Ordnung
2. So ist

Zoo ’I’LG71

- n=1 (n | 1

Res(f,0) = ¢/(0) = (= (:1))2 - O
n=0 (n+1)! =0

LEMMA 3.38. Sei f: U — C holomorph an der Stelle zg € U. Die Funktion f hat
an der Stelle zy eine Nullstelle der Ordnung m genau dann, wenn es ein g: U — C
holomorph gibt, mit f(z) = (z — 20)"g(z) und g(zo) # 0.

BEWEIS. Der Beweis ist sehr dhnlich zum Beweis von Lemma [3.29]

(<) Wir nehmen an, dass

f(z) = (2= 20)"g(2)

mit einer holomorphen Funktion g(z) mit g(z¢) # 0. Wir schreiben

(),
o) = 3 T (o gy
n=0 :

auf B(zp, €) fiir ein gewisses € > 0. Daraus folgt, dass

© (),
1) =Y Tl gy,
n=0

FO0) = fD(z0) =--- = f" V(z0) =0 und " (z0) = mlg(z0) #0.
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(=) Da z eine Nullstelle der Ordnung m ist, gilt

= n!
o~ /7 (20) n
N Z n! — %)
> f(n)
Y il C TR
my~ L (z0) n
= (2 — 20) Z ﬁm)?(z —20)",

mit £ (z0) # 0. Da die Reihe von f auf B(z, €) konvergiert, ist
00 f(n+m)(20)

)] (z —20)"

9(2) :=
n=0
holomorph. Weiter ist und

(m)
gte0) = Lo 1,

wegen der Voraussetzung, dass zg eine Nullstelle der Ordnung m fiir f war. ]

KOROLLAR 3.39. Seien p,q holomorph an der Stelle zy mit p(zg) # 0 und sei zy eine
Nullstelle der Ordnung m fiir q. Dann ist 2y ein Pol der Ordnung m fiir 5 8

3.3. Anwendung: Bedingungen, unter denen f(z) =0

Die Tatsache, dass holomorphe Funktionen analytisch sind hat ein Paar wichtige Kon-

sequenzen.

LEMMA 3.40. Sei f: B(zp,€) — C holomorph und sei f(zy) = 0. Entweder ist f(z) =0
auf B(zg, €) oder z ist eine isolierte Nullstelle von f.

BEWEIS. Sei zg eine Nullstelle der Ordnung m in zg. Falls m = oo ist

> Fn) (4
f(z):Zf (0)(2—,20)"50

n!

n=0
in B(zp, €). Nehmen wir deshalb an, dass m < oo und schreiben wir wegen des Lemmas
f(z) = (2 = 20)"9(2),
mit g(z9) # 0 und g holomorph. Da g insbesondere stetig ist, gibt es n > 0 mit g(z) # 0

auf B(zp,n). Daraus fogt, dass f(z) # 0 fiir jedes z € B(z0,7n) ~ {20} und ist deshalb eine
isolierte Nullstelle. O
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SATZ 3.41. Sei f: U — C holomorph mit U wegzusammenhéngend. Falls f(z) = 0 auf
einer offenen Menge oder auf einer Geradestrecke, ist f =0 auf U.

BEWEIS. Der Beweis ist genau wie der Beweis des Maximum Modulus Prinzipes (Satz[2.60)).
Wir benutzen auch das gleiches Bild. Sei V' C U eine Menge (entweder offen oder eine Ge-
radestrecke), wo f(z) = 0 fiir jedes z € V. Sei z9 € V, sei z € U ein beliebiger Punkt und
sei v: [0,1] — U eine Kurve von zy bis z. Sei d := min |y(¢) — w|, wobei t € [0, 1] und w ist
auf dem Rand von U. Seien zy, 2;, . . ., 2, = z Punkte auf der Kurve v mit der Eigenschaft,
dass

|zj —zj—1| <d firj=1,...,n.

Decke die Kurve v mit Scheiben B(z;,d), fiir j = 1,...,n, so dass zj_1,2j+1 € B(zj,d).

2 2.

Ve 2, /

Da f(z9) = 0 und zp ist keine isolierte Nullstelle, ist f(z) = 0 fiir jedes z € B(zp,d),
insbesondere fiir z;. Daraus folgt, dass f(z1) = 0 und 2; ist keine isolierte Nullstelle, so
dass f(z) = 0 auch fiir jedes z € B(z1,d). Wir gehen weiter. Da z = z, € B(zy,,d) ist
f(2) =0. Da z ein beliebiger Punkt in U war, ist f(z) = 0 fiir jedes z € U. O

KOROLLAR 3.42 (Identitétsprinzip fiir holomorphe Funktionen). Seien U C C offen,
fyg9: U — C holomorph. Falls f(z) = g(z) auf einer offenen Menge oder auf einer
Geradestrecke in U, dann gilt:

Holomorphe Funktionen sind also eindeutig definiert wenn man sie in einer Teilmenge
kennt.

BEISPIEL 3.43. Wir wissen, dass sin? 2+cos? = 1. Daraus folgt, dass die Funktion f(z) :=
sin? z 4+ cos? z — 1 die Eigenschaft hat, dass f = 0 auf der reellen Achse. Wegen des
Korollars ist f(2) =0 fiir jedes z € C. Man beweist so die Identitét

2

sin®z +cos?z=1 fiir jedes z € C.
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beweisen. Ausserdem sin z (bzw. cos z) ist die einzige holomorphe Funktion, die die Werte
sinz (bzw. cosz) auf der x-Ache nimmt.

3.4. Anwendung des Residuensatzes auf reelle Integrale

3.4.1. Eigentliche integrale mit Sinus und Cosinus. Wir betrachten hier Inte-
grale der Art

2 1
F(cos(t),sin(t))dt oder / F(cos(2mt), sin(27t))dt .

0 0

Die allgemeine Strategie ist die Definition von cos z und sin z zu betrachten, um die obige
Integrale als komplexe Integrale darzustellen. Wir kénnen es machen, weil cost und sint
fiir ¢t € [0,27] einen Kreis beschreiben. Anders gesagt, haben wir in der Definition eines
Kurvenintegrals eine Parametrisierung der Kurve benutzt, um das Kurvenintegral als ein
reelles Integral darzustellen. Hier gehen wir in die entgegengesetzte Richtung: wir fangen
mit einem reellen Integral ab und wir erhalten ein komplexes Integral. Dies ist natiirlich
nur moglich, weil wir inzwischen andere Methode zur Berechnung komplexer Integrale
entwickelt haben.

Wir betrachten das Integral

27
/0 Flcos(t), sin(t))dt

und wir erinneren uns daran, dass

ezt + e—zt ezt _ e—zt
cos(t) = ———— nd sin(t) = ————
=" siny =
Wir benutzen jetzt die Parametrisierung v(t) = €%, fiir ¢t € [0, 27|, so dass 7/(t) = e"dt.

Mit der Schreibweise z = e auf v erhalten wir

o . |
/ Fcos(t), sin(t))dt = /F <Z+Z oz ) dz
0 ~ 2 2 12

Nach diesem Umformen, kdnnen wir das Integral an der rechten Seite mithilfe des Residu-
ensatzes berechnen.

BEISPIEL 3.44. Wir wenden diese Methode an, um das Integral
2w
1
——dt
0 V2 —cos(t)

zu berechnen. Mit (t) wie oben erhalten wir

27

1dt/1 1.

0 \/i—cos(t) 7[—%(2—1—%) 12
1 1

= - dz
e

1
:2z/dz
N 22 =222+ 1
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Die Funktion F(z) = m besitzt zwei einfache Pole. Sie sind die Nullstellen von

22-2V2z2+41,dh. 2z =vV2+/2-1=v2+1.

Im
¢ gl
E 1 Re
Der Pol z_ = /2 — 1 ist der einzigen innerhalb von v und seines Residuum ist
Res(F,z_) = lim (z—(V2-1)) F(2)
z—v/2—1
li !
= lim ———
ava-1z— (V2 +1)

1
V2-1-(vV2+1)
1

2

Also gilt

2
1
——dt =2

1
—————dz=21-2m - Res(F,z_) =2n. U
0 ﬂ—cos(t) /z2—2\@z+1 ( )

3.4.2. Uneigentliche Integrale. In diesem Abschnitt werden wir Integrale der Art

|t
betrachten.

Die Idee dieser Methode ist die folgende: wir betrachten den Pfad vg, d.h. den Halbkreis
mit Radius R im ersten und zweiten Quadranten, im Gegenuhrzeigersinn orientiert.

YR TR
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Die Kurve g * [—R, R] ist eine geschlossene Kurve und wir kénnen deshalb den Residu-
ensatz anwenden, um das Integral
[t

zu berechnen. Daraus folgt, dass

der =2 Res(f, z;),
[yR*[—R,R}f(m) T mz es(f, z;)

j=1
wobei 21, ..., z,, die Pole innerhalb der Kurve g * [—R, R] sind. Aus (KI3) auf der linken
Seite angewendet erhalten wir

R "R
f(x)dx + / f(z)dx = 27TZZR€S(f, 2),
TR R j=1

Wir nehmen jetzt den Limes fiir R — oo. Falls

(3.12) lim f(z)dz=0,
R—o0 YR

erhalten wir

R n
(3.13) Jim /_Rf(z) dz = QTij;Res(f, %),
wobei die Summe ist jetzt iiber alle Pole 2, ..., z, mit (z;) >0,j=1,...,n.

DEFINITION 3.45. Der Limes

lim /—I; f(z)dz

R—o0

wird als Cauchy-Hauptwert des Integrals ffooo f(z)dz bezeichnetﬁ

R

P.V/_Zf(z)dz:Rli_Igo _Rf(z)dz.

%P.V.=Principal Value

BEMERKUNG 3.46. Wir erinnern uns daran, dass die Definition vom uneigentlichen
Integral lautet

(3.14) /Oo f(z)dx = I%gl})o i

falls beide Integrale an der rechten Seite existieren. Falls beide Integrale an der rechten
Seite von (3.14)) existieren, existiert auch limp fFR f(z) dz. Die Umkehrung dieser
Aussage ist aber nicht wahr, wie das Beispiel von f(x) = z zeigt. D.h.

0 R
f(z)dz+ lim f(z)dz,
R—o0 0
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R
lim rdr= lim 0=0, wah-
R—o0 R R—o0
rend
0 R
lim rdxr + lim rdr = —o0 + 00!
R—oo R R—o0 0

unbestimmt ist.

An der anderen Seite, falls die Funktion f gerade ist, d.h. f(z) = f(—x) fir jedes
x € R, sind beide Aussagen adquivalent. Eigentlich gilt fiir eine gerade Funktion

/oRf(x)dxz;/_Zf(w)dil?:/_:f(x)da:
0

lim / f(x) dx existiert < hm - / f(x) dx existiert < lim f(x)dx

R—o0 R—oo J_p

so dass

P.V. /OO f(z)dz = /OO f(z)dz fiir f gerade]|.

Wir gehen zuriick zur (3.13), die fiir eine allgemeine nicht unbedingt gerade Funktion
f wird

P.V./ f(x)de = QWZZRGS(f, 25) 5
oo =
falls (3.12]) gilt. Die Frage stellt sich, ob es allgemeine Bedingungen gibt, so dass

lim f(z)dz =

R—o0 YR

Dazu brauchen wir folgendes Lemma:

LEMMA 3.47. Seiyg(t) := Re® fiirt € [0, «]. Seien p und q Polynome mit der folgenden
FEigenschaften:

(1) deg(p) < deg(q) — 2;
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(2) q(x) besitzt keine Nullstellen auf der x-Achse.

Sei

p(z)

, )
f(z) = o(2) )-
>

h(z
wobei |h(z)| auf der Menge {z € C: ¥(z) > 0} beschrankt ist. Dann gilt:

lim LRf(z)dz—O.

R—o0

BEMERKUNG 3.48. Es gibt auch eine Version des Lemmas in den III und IV Quadran-
ten. In diesem Fall ist yr(t) := exp(ut) fiir ¢ € [, 27|, und dann soll |h(z)| auf der
Menge {z € C: J(z) < 0} beschrinkt sein. (Sehen Beispiel [3.52] )

BEWEIS. Setze deg(p) = n, deg(q) = m und sei fiir jedes z € C mit J(z) >0
[h(2)| < M,
wobei M € R und M > 0. Dann gilt fiir z auf yg, |2| = R und

p(2) apz" + ...+ a1z + ap
= |==2h = h
17(z) ‘q(z) () b z™ + ...+ b1z + by Z)‘
B i ap + ... +apz™" '
I R T e [h(2)]
<R"™.C-M
C-M
< .
Also gilt
/ f(z)dz S/ |f(R,e )Rze”’ dt
TR 0
TC
[ Cra
CM
= T —

und somit limp_o ’ wa f(z)dz’ =0.

KOROLLAR 3.49. Sei yg(t) := Re" fiir t € [0,7]. Seien p und q Polynome mit der
folgenden Eigenschaften:

(1) deg(p) < deg(q) —2;
(2) q(z) besitzt keine Nullstellen auf der z-Achse.
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Sei
%

~—

13\

f(z) =
wobei |h(z)| auf der Menge {z € C : \s(z

PV. /_Z Zg; 2mZRes( ),zj>

wobei z; die Pole in der Menge {z € C: (z) > 0} enthalten sind.

o0 1
— dx.
/_oo (1+a2)2""

In diesem Fall sind p(z) = 1, q(z) = (1 4+ 22)? mit ¢(x) > 0 fiir jedes x € R, und h(z) =
Hier ist die Funktion f(z) gerade und dann ist

[t = [ = e ()
Zj

Die Pole vom Integrand sind deshalb die Nullstellen von ¢, d.h. z4+ = 42 und z_ = 2 ist
der einzige Pol, der innerhalb von vg * [— R, R] mit yg(t) := €%, fiir t € [0, 7] enthalten ist.

h(z).

q(z)
> 0} beschrénkt ist. Dann gilt

BEISPIEL 3.50. Bestimme

Ausserdem ist z_ =7 ein Pol der Ordnung 2. Um Res m, 1) zu berechnen schreiben
wir
_ 1 9(7)
f(Z) - (1+22)2 - (2_1)2 )

wobei ¢(z) = (ZH [EEE ¢ ist holomorph um z =1 und ¢(z) # 0. Aus dem Korollar folgt,
dass
O 2 -2 =
Res(f,1) = I G+ —& 4

Wegen des Lemmas schliessen wir daraus, dass

& 1 1 - 0w
/Oo(1_|_;52)2dx_27mReS (W,Z) —271'1?—5 O

3.4.3. Uneigentliche Integrale mit Sinus und Cosinus. In diesem Abschnitt be-
rechen wir Integrale der Form

/OO g(t) cos(at)dt oder /OO g(t) sin(at)dt

—0o0 —0o0
fiir € R eine Kostante. Der Vereinfachung halber nehmen wir an, dass a > 0.

Die Methode is ungefahr gleich wie im §[3.4.2] Wie betrachten eine geschlossene Kurve,
auf der wir das Integral mithilfe des Residuensatzes berechnen werden. Als die Kurve
grosser geht, wird uns ein Teil des Integrals das gesuchte Integral geben und der andere
sollte nach Null gehen. Aber wegen des Lemmas ist es klar, dass um zu gelten,
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miissen wir eine gewisse Kontrolle iiber das Wachstum der Funktion zu haben. Das Problem
mit diesem Integral ist, dass |cos(az)| und |sin(az)| e in exponentielles Wachstum wie
sinh(ay) oder e® fiir y — oo haben, wobei z = x + 1y. Die Idee ist deshalb die folgende.
Wir betrachten die Gleichung

oo [e.9] oo
/ g(t) cos(at)dt + Z/ g(t) sin(at)dt = / g(t)etdt
—0oQ —0oQ — 0o
Dies ist sehr niitzlich, weil
oMz — eza(m—i—zy) ‘
— |ezaxe—o¢y‘

(3.15)

— |€wca:| . ‘e—ay‘
=e Y<l,

falls y > 0. Wenn f(t) = %h(t) wie vorher ist, so kann man mit &hnlichen Rechnungen
und mit dem Lemma [3.47] gleich vorgehen.

BEISPIEL 3.51. Bestimme

/°° cos(at) gt

oo L1412
fir a > 0.
Wir berechnen zuerst
[e’] ezat [e%e] ezat
(3.16) P.V./ ﬁdt = / 72(175
oo 1T oo L+t

und dann wird

> cos(at) o grat
/_OO 1+t dt_%(/_oouﬂdt) '

Wir bemerken, dass (3.16|) gilt, weil

o0 ezat 0 ezozt o0 ezat
(3.17) / Ssdt:= lim [ —dt+ lim [ ot

oo LH1 R—oo J_pl41t R—oo Jg 14t

Da
0 elat 0 1at
. . e
/L thdt’ < limposoo [op || dt
. 0
= hmR_>OO f—R ’1_"_% dt

= limp_,00 arctan t|® , = 5

und ahnlich

) o) ot T
lim P E— = —,

existieren beide Integrale an der rechten Seite von (3.16]) und deshalb gilt (3.16)).
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Mit yg(t) = e¥ fiir t € [0, 7] ist 2 = ¢ der einzige Pol innerhalb vg * [ R, R] und er ist
ein einfacher Pol.

1z 1z (1e %4 —Q
€ . e . e e
Res( ) =lim(z —1)—— = lim = —.

1+ 22" z—n 1422 z2s1z+4+1 20
Aus dem Korollar und (3.15)) herleiten wir, dass
0 ezat PLeEd e
(3.18) / ——dt =2mRes | ——,1 | =2m—— =me
oo 112 1+ 22 2
und

0 [e%e] wat
/ Cos(a?dt _ R (/ e 2dt> S
o1+t 14t
*° sin(at) et
dt =S dt ) =0.
[ Tmae=s ([ e =0

Tatséchlich mussten wir keine Berechnung durchfiihren, um dieses letzte Integral zu be-
stimmen, da der Integrand eine ungerade Funktion ist.

Wir bemerken, dass

BEISPIEL 3.52. Bestimme

/°° cos(at) it

oo 1412
wobei jetzt a < 0 ist. Die Berechnung ist genau gleich, mit dem einzigen Unterschied, dass
wir eine leicht modifizierte Version vom Lemma [3.47] und Korollar [3.49 anwenden miissen.
(See Bemerkung m) Der Grund ist, dass (3.15)) nicht mehr gilt. Andres gesagt, gilt noch

etz — |€1ax+zy‘

— ‘ezaxezay‘
— ‘ewca:‘ . ‘e—ay‘
= e_ay

aber e~ < 1 mit a < 0 genau dann, wenn y < 0. Daher diirfen wir die Kurve yg(t) = ¥

fiir t € [0, ] nicht mehr verwenden, sondern miissen wir stattdessen yg(t) = e* fiir t €
[, 2] verwenden.

—R R

TR

Mit dieser Anderung gilt die Folgerung im Korollar und erhalt man

*° cos(at)
1 = me®.
(3.19) /_Oo e dt = e
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Wenn wir die Notwendigkeit dieser Anderung nicht erkannt hitten, hitten wir das folgende

Ergebnis gefunden
oo
t
/ cos(a2) dt = me—,
o 14t

die mit der richtigen Ergebnis (3.19) nicht {ibereinstimmt. Das Problem ist das folgende:
wir haben Korollar B.49] aus dem Lemma[3.47 herleitet. In diesem Fall ist aber die Funktion
h(z) = €'** auf der Menge {z € C: ¥(z) > 0} nicht beschrankt und daher geht das Integral

fﬂ/R %dz nicht nach 0 als R — oo. o

3.4.4. Eingeriickte Pfade (uneigentliche Integrale einer Funktion mit reellen
Singularitéten). Sei f(z) eine holomorphe Funktion mit einem Pol auf der reellen Achse.
Wir moéchten jetzt das Integral

[e.e]
| s
—o

berechnen, falls das Integral existiert.

BEISPIEL 3.53. Wir mochten zeigen, dass

/ sm(t)dtzz.
y 1 2

Das ist das sogenannte Integral von Dirichlet, das wichtig in der angewandte Mathematik
und insbesondere in der Fourier-Analysis wichtig ist. Wir bemerken, dass 22£ eine gerade

Funktion ist, so dass ‘
> sin(t 1 [ sin(t
/ sin( )dt _ / sin( )dt.
ot 2/ ot

Wie im § [3.4.3] berechnen wir das gewiinschten Integral als

(3.20) /_Zsmt(t)dt:%(/_ifdQ.

Das Problem ist, dass die Funktion f(z) = % einen einfachen Pol an der Stelle g = 0
besitzt. Es ist klar, dass wir irgendwie den Punkt x¢g = 0 “vermeiden” miissen. Zu diesem
Zweck betrachten wir das folgende Gebiet V
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mit Rand V. Da die Funktion f auf V' holomorph ist, gilt wegen des Satzes von Cauchy

/ f(z)dz=0.
ov
Aber

f(z)dz:/ f()dz+ f()dz+ f(z dz+/ f(z
YR —Ye

oV

wobei Yg(t) = Re™ und 7.(t) = ee" beide fiir t € [0, 7]. Wir nehmen jetzt die Limes fiir
e = 0 und R — oo und wir erhalten

0= lim f(z)dz

R0 0V
e R
= lim f(z)dz+ lim f(z )dz+hm f(z)dz+ lim f(z)dz
R— oo e—0 R —0 e—0 E
TR R—o0 e R—o0
so dass
o) —€ R
/ f(z)d lim f(z)dz + lim f(z)
— 50 e—0 _ e—0 €

(3_21) R—o0 R R—o0

Das Ziel ist jetzt, diese zwei Terme

(1) limpg_ 00 f'YR f(2)dz, und
(2) limeg f_% f(z)dz

zu berechen. Wir fangen mit dem Integral auf vz an. Mit der Parametrisierung vz (t) = Re“

fir t € [0, 7] erhalten wir
™ ezRe’t
/ ot LR ™ dt
0 €

/ 6—dz
YR %
(3.22) /0
/
/ —Rsin(t
0

Um dieses Integral zu schétzen, wir bemerken, dass die Ungleichung

2t
(3.23) sint > —
T

et R(cos(t)+usin(t)) ‘dt

ezR cos(t) | —R sin(t) ‘ dt

fiir jedes t € [0, 7/2] gilt.
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7(t) = sin(t)

Aus (3.22) und (3.23) folgt, dass

12 ™ )
lim / e—dz =< lim e~ Bsin(®) gy
R—o0 Yr % R—c0 J
w/2 )
=2 lim e~ ftsin(t) gy
R—o0 0
/2
(3.24) <2 lim e BT dt
R—o0 0
T —2Rt]7/2
— 92 1 [_7 T]
Rl—Igo 2Re 0
T
= lim —(1—ef)=0.
A gt

Fiir die Berechnung des zweites Integrals brauchen wir das folgende Lemma [3:54] aus
dem folgt, dass

e—0

lim/ f(2)dz = mRes(f,0).
e

Wir nehmen diese Ergebnis an, und fiihren den Beweis zum Ende. Da e'* eine ganze
. . . . . 1z
Funktion ist, ist z = 0 ein einfacher Pol von <-. Da

(74 1z
Res <e,0> — lim 25 = lim & = 1,
z

z—=0 z z—0
folgt aus (3.21)) und (3.24)), dass

Wegen (3.20)) gilt

so dass

Bevor wir zum Lemma iibergehen, mochten wir darauf hinweisen, dass man die Versuchung
fiir die Berechnung des Integrals in (1) haben konnte, eine Schitzung zu verwenden, die

der in § und § ghnlich ist. Aber

ezRe” 1R(cos(t)+esin(t)) ‘ _

e

€zR(cos(t) —sin(t) ’ —

ezR(cos(t)’ . )e—Rsin(t))‘ _ e—Rsin(t) <1,
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1z

e
/ —dz
YR *

Diese Methode funktioniert hier nicht, weil p(z) = 1, ¢(2) = z und deg(q) = deg(p) + 1
anstatt deg(q) = deg(p) + 2. O

so dass

™ 1z

z

< lim
R—o0 0

lim
R—o0

1
< lim —7R = ,
dt_égl)onR m™#0

LEMMA 3.54. Sei f eine holomorphe Funktion auf B(xg, R2) ~\ {zo}, wobei g € R
und Ry > 0. Nehmen wir an, dass xg ein einfacher Pol von f ist. Sei 7. ein im
Gegenurhzeigersinn durchgelaufener Halbkreis um xo mit (y.) > 0 und € < Rs.

(N

-t 2 R,

Dann

e—0

lim/ f(2)dz = mRes(f, 20) -
Ve

BEWEIs. Da die Funktion f auf B(zg, R2) \ {zo} holomorph ist, besitzt f dort eine
Laurent-Rehienentwicklung

wobei die Reihe an der rechten Seite eine stetige Funktion

g(z) = Z en(z —xo)"
n=0

darstellt. Daraus folgt, dass es eine Konstante C mit
max{|g(2)|: |z —xo| <€} = C < 0.

gibt, so dass aus (KI6)
/ 9(z)d=

lim

<limC- -me=0.
e—0 e—0
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An der anderen Seite, sei 7.(t) := xo + ee®, fiir t € [0, 7] eine Parametrisierung von ~..
Dann
c_ T q€et
/ Lodz = c_1/ dt = mRes(f, xo) .
ve # %0 o €e"
U

BEMERKUNG 3.55. In diesem Fall bestimmen wir wirklich das Integral

|t
und nicht nur

(3.25) PV. /Oo F(2)dz,

auch wann die Funktion nicht gerade ist. Man konnte diese Methode auch in § [3:4.2]
und § verwenden, um das uneigentlichen Intergral zu berechnen (und nicht nur
seinen P.V.). Andererseits wire es aufgrund des Pols auf der x-Achse nicht méglich,

Methoden wie in § und § anzuwenden, um (3.25) fiir Funktionen wie in
§ [3:4.4) zu berechnen.




KAPITEL 4

Fourier Analysis

4.1. Fourier-Reihen

Die Fourierreihen werden sich als machtiges Hilfsmittel in vielen verschiedenen Féacher
erweisen: signal processing, approximation theory, control theory, usw. Zum Beispiel, wie
verschickt man Audio-Recording iiber das Internet? Die ganze Datei ist enorm gross. Die
Losung ist, Fourier Reihen und Transformationen zu beniitzen. Jedes Signal kann in eine
Summe von Wellen (Sinuskurven) zerlegt werden. Da die Fourier Reihen und Transformier-
te “schnell” konvergieren, reicht es nur die ersten paar Koeffizienten, d.h. die “wichtigen”
Frequenzen, zu ibermitteln, weil die Anderen nicht so viel Einfluss haben. Wir werden
bald ein Beispiel sehen.

Fourier-Reihen bezieht sich auf Funktionen f: R — C, deren Definitionsbereich trans-
lationssymmetrisch ist.

DEFINITION 4.1. Sei f: R — C. Falls es p € R gibt, so dass
f(t+p) = f(t) fiir jedest € R,
heisst f periodisch und p heisst die Periode von f. Die Frequenz von f ist
1
f==.
p

Die kleinste Periode (falls sie existiert) heisst die Fundamentalperiode.

Die Frequenz ist wie oft ein Ph&nomen in einer bestimmten Periode auftritt und die
Periode ist der Absténd zwischen dem Auftreten zweier gleichen Phéanomene.

BEISPIELE 4.2. (1) Die Funktionen cost und sint sind periodisch mit Fundamental-
periode 27. Alle ganzzahligen Vielfachen von 27 sind auch Perioden. Die Funk-
tionen cos (%t) und sin (%t) sind periodisch mit Fundamentalperiode % (und
insbesondere mit Fundamentalperiode 2L falls n = 1). Eigentlich gilt

S nr t+% = coS njt+27mL = s(n—ﬂt+2)—0‘(n—wt>
co 7 - =co 7 T =co i3 7| = cos 7

(2) Die Funktion e, fiir n € Z ist periodisch mit Periode 2.
(3) f(t) = ¢ mit ¢ € R oder C ist auch periodisch, aber sie hat keine Fundamentalpe-
riode.

101
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(4) Der Wechselstrom w(t) = Acos(wt + o) mit Kreisfrequenz w, Amplitude A und
Nullphasenwinkeﬂa hat Periode %”

w
3cos(4t+—)
3

[ R T TS RN SFE S A—1 P SR | SRR — . i FUN S
; 1 2 3 5 6
_1:_
2f
-3f

cos <w <t + 25) 4 a> — cos((wt +27) + a) = cos(wt + )

Die Funktionen in (1) und (2) sind die einfachsten Beispiele periodischer Funktionen,
aber auch die wichtigsten, weil jede 27-periodische Funktion eine Reihen Entwicklung mit
cost und sint oder mit e* hat.

BEMERKUNG 4.3. Die Summe periodischer Funktionen ist immer dann periodisch,
wenn die Perioden aller Summanden ein gemeinsames Vielfaches haben. In diesem
Fall ist die Periode das (kleinste) gemeinsame Vielfache. Gleichermassen fiir das Pro-
dukt aus periodischen Funktionen.

BEISPIEL 4.4. Wir betrachten die Funktion

£ = cos [ 274) + Leos (22744 T) + Ecos (327 - T
.= COS I3 1 COS I3 1 10 COS I 6 s

die drei Cosinusschwingungen zusammensetzt. Die erste hat Periode L; = L, die zweite
Lo = % und die dritte L3y = % Die Periode der Summe ist die des Cosinus mit der grossten
Periode, L_L.

IDer Phasenwinkel ist wt + a und der Nullphasenwinkel ist der Phasenwinkel zum Zeitpunkt ¢ = 0.
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(t)
L=8

] /\ /\
AVARVAR

Die Cosinusschwingung cos (QT”L‘) heisst die Grundschwingung. Jede Schwingung ist auch
Harmonische genannt (Definition [4.10)).

Falls wir die Amplituden und die Nullphasenwinkel der einzelnen Harmonischen ver-
dndern, bleibt das Resultat eine periodische Funktion mit Periode L = Ly, die Forme der
Funktion verdndert sich jedoch. Hier ist zum Beispiel der Graph der Funktion

(t) 27 + cos (2274) 4 527
= CO —1l — — — CO —_— — CO; —_—
g S\t 1) T\t 10°°\°17") >

, g(t)
1_ -
) K /\
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 4 6 8 10 12

Wir kénnen auch weiteren Harmonische mit Frequenz noch grésseres ganzzahligen Vielfa-
chen von f; = L% hinzufiigen und die Periode der Funktion wiirde sich nicht verédndern.
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Das Zusammensetzen von Harmonischen in einer periodischen Funktion heisst Fourier-
synthese. Um ein periodisches Signal zu beschreiben, ist es genug, wenn man die Perioden
Ly, die Amplitude und die Nullphasenwinkel fiir jede Harmonische gibt.

Es gibt auch die umgekehrte Aufgabe zur Fouriersynthese, die Fourieranalyse oder Fou-
rierzerlegung gennant wird. Zum Beispiel kann ein Ausschnitt aus dem Klang der schwin-
genden Saite eines Saiteninstruments mit einem Klanganalysator aufgezeichnet und ana-
lysiert werden. Der Klanganalysator liefert das sogenannte Amplitudenspektrum, d.h. die
Frequenz und die Amplitude jeder Harmonischen. Um Audio-Recording {iber das Internet
zu verschicken, konnen wir einfach das Amplitudenspektrum verschicken. O

Sei f eine Funktion, die auf einem endlichen Intervall definiert ist. Dann kann man f
periodisch fortsetzen. Zum Beispiel kann f(t) = ¢, fiir ¢ € [0, 1) fortgesetzt werden, um zu
F(t) := {t} zu erhalten, wobei {t} die Nachkommaanteil von ¢ bezeichnet.

SN S

BEISPIEL 4.5. Wir betrachten die Funktion f : (0, L) — R so definiert

L
£(t) = {(1) < EO’ 2]

Nl
h
~—

Man kann f(t) auf der ganzen reellen Achse als eine periodische Funktion fortsetzen. Es
gibt drei verschiedene Moglichkeiten, um es zu machen. Die erste ist als eine Fortsetzung
eine L-periodische Funktion

|~
b



4.1. FOURIER-REIHEN 105

und die anderen zwei als eine 2L-periodische Funktion.

Nl
Sl

L L

Wir werden sehen, dass die Mdoglichkeit eine auf einem beschrankten Intervall definierte
Funktion fortzusetzen, sehr wichtig ist.

DEFINITION 4.6. Ein trigonometrisches Polynom N-ten Grades ist eine endliche Line-

arkombination
N
a nm . /nm
7+ 2 (oncos (Tt) + busin (1))

von Funktionen in der Menge

{sin (%t) , COS (%t) 'n € Z,n > 0} ,

wobei ay # 0 oder by # 0, oder, dquivalent, eine endliche Linearkombination

N
n=—N
von Funktionen in der Menge
{eZnLJt in € Z} ,
wobei ¢y # 0. Eine formelle Reihe
o0

ag nm . (nm
(4.1) -+ Z (an cos (—t) + by, sin (—t))

2~ L L

oder
(4.2) Z cnet T

heisst eine trigonometrische Reihe.

In diesem Kapitel geht es darum, 2L-periodische Funktionen, durch trigonometrische
Polynome zu approximieren oder durch eine trigonometrische Reihe darzustellen. Praziser
ausgedriickt stellen sich folgende Fragen:

(1) Welche 2L-Periodischen Funktionen kénnen durch trigonometrische Reihen dar-
gestellt werden? Und im welchen Sinn sollten wir “darstellen"verstehen? Zum
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Beispiel mochten wir schreiben

[o.¢]
ft) = Z et Lt = lim Z cne’LLTrt,
n=—oo n——
aber was ist die Bedeutung der linken Gleichung, falls f Sprungstellen hat? Die
Funktionen auf der rechten Seite sind alle stetig! Solange wir diese Beziehung
nicht erklart haben, schreiben wir

o

ft) ~ Z cne'L !

n=—oo

(2) Falls f eine Fourier-Reihe Entwicklung der Art (4.2)) (bzw. (4.1)) besitzt, wie kann
man die Koeffizienten ¢,, (bzw. a; und by) bestimmen?

Die Antwort zur zweiten Frage ist einfach zu finden. Wir miissen zuerst das folgende
Lemma zeigen:

LEMMA 4.7 (Orthogonalititsrelationen fiir €' Z ). Seien n,m € Z. Dann gilt

1 L nwy _,mm 1 n=m
= ethethdt:

BEWEIS. Falls n = m gilt

1 (L am, o ne 1 [F
— erteLldt = — ldt=1.
2L |, 2L J_;
Anderseits gilt falls n # m
]. L Py Jmry ]_ L w
R I Lot dt - 7 T tdt
o ) ¢ " oL . °
L
_ 1L oy
2Lv(n —m)m L
_ 1 <6z(nfm)7r o e*l(nfm)ﬂ)
2w(n —m)
= m sin((n —m)m) =0.

Das entsprechende Lemma fiir cos ("—L“t) und sin (”T”t) ist ein bisschen nervtotend.

LEMMA 4.8 (Orthogonalitétsrelationen fiir cos (“¢) und sin (%£t)). Seien n,m € NU
{0}. Dann gilt
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(1)
L 0 n#m
/cos(Tt)cos(Tt)dt: L n=m#0
- 2L n=m=0.
(2)
L\ . /mn 0 ntm
/Lsm<Lt)s1n(Lt) dt_{L I
(3)
L
/L COS (%t) sin <%t> dt = 0, fiir jedes n,m .

BEWEIS. Der Einfachheit halber, betrachten wir den Fall 2L = 27. Falls n = m = 0,

dann gilt
vy iy
/ cosntcosmtdt:/ 1dt = 2.

—T —Tr

Mithilfe der trigonometrischen Identitédten

1
cosnt cosmt = — cos((n + m)t) + 3 cos((n —m)t)

1

sinntsinmt = = cos((n — m)t) — 5 cos((n + m)t)

N RN ~DN| =

1
sinnt cosmt = = sin((n + m)t) + 5 sin((n —m)t),

erhalten wir

™ 1 ™ 1 T
/cosntcosmtdtzz/ cos((n+m)t)dt+2/ cos((n —m)t) dt
_ %[nimSin((n%—m)t)%—n_lmsin((n—m)t) Toon#m
2 )7t n=m#0
_J30+30=0 n#m
T n=m#0

Ahnlich gilt

i
/ sin nt sin mt dt =

—T

/7T cos((n —m)t) dt — % /7T cos((n +m)t) dt
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und
™

4 1 (7 1
/ cosntsinmt dt = B / sin((n + m)t) dt + B / sin((n — m)t) dt

—T —T —T

1] -1 _ -1 _

3 [m n cos((m+n)t)", + P cos((m —n)t)"
1 1

= S0+ 30=0.

Fiir theoretische Betrachtungen ist die komplexe Schreibweise unbedingt vorzuziehen.
In konkrete Beispielen jedoch geht es meistens um reellwertige Funktionen, und die reelle
Schreibweise kann besser die vorhandenen Symmetrien reproduzieren: Ist f reellwertig, so
sind auch alle aj, und alle by reell; ist f gerade, so treten nur Cosinusterme auf, und ist f
ungerade, so treten nur Sinusterme auf (§ . Zum Gliick sind die zwei Schreibweisen
und aquivalent. Um es zu sehen, setzen wir der Einfachheit halber

nmw
Tt = tn
fir n > 0. Mithilfe der Euler’schen Formel
e = cost +sint
oder
ot 1 it it _ it
cost = ete’ und sint= ———
2 21
schreiben wir fiir n > 1
eitn 1 o=itn eitn _ o—itn
ap cost, + by, sint, = a, +2 + b, 5
7

= eltn 5(@71 — 'Lbn) +672tn §(an + 'Lbn)
—_— —_—

=:Cn =:kn

= ¢pettn 4 ket

Wir setzen auch ¢y := “2—0, c—n = ky und by = 0. Wir kénnen deshalb die Beziehung
zwischen den a,, b, und ¢, fiir n # 0 so zusammenfassen:
1 1
(4.3) Cp = §(an —1by,) C_p = 5(% + 1by)
an = Cp + C_p, by, = 1(cn — c—p) -

SATZ 4.9. Sei f eine 2L-Periodische Funktion, die durch eine trigonometrische Reihe

(4.4) f(t) ~ % -k i <an cos (n—gt) + by, sin (n—;t))
n=1
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oder
(4.5) ft) ~ Z cne' Tt
dargestellt werden kann. Dann gilt
1 (L
(4.6) gy = / f(t) cos (mt) dt, fallsm >0
LJ_; L
(4.7) b = /L £(t)sin (m”t) dt, falls m > 0
: e = = — , falls m
LJ_; L
und
1 [F m
(4.8) G = / f®e " ctdt, fallsm e Z.
2L J_1
DEFINITION 4.10.
% ist der Mittelwert von f auf einer Periode
a1 CoS (%) + by sin (%) ist die 1. Harmonische oder Grundschwingung
Gy, COS (%t) 1= by, Sin (%t) ist die n. Harmonische oder (n-1). Oberschwingung

BEWEIS. Sei m € Z. Wir multiplizieren (4.5]) mit ¢"T' ! und integrieren auf dem Inter-
vall [-L, L] (oder auf einem beliebigen Intervall der Lénge 2L) und erhalten mithilfe der
Orthogonalitétsrelationen

L 0o I B
/ f(t)el%t dt = Z Cn/ ez%teﬂ%t _ 2Lc,, n=m
L n=-—00 —L 0 n#m.

Um (4.6) und (4.7) zu erhalten kénnen wir ein &hnliches Argument wie oben fiithren
oder (4.3) benutzen. Mithilfe von (4.3)) fiir m > 0 und die gerade bewiesene (4.8) erhalten

WIr

1
i(am — b)) = Cm

1 [E ma

=— f(tye "L tdt

2L/L (t
1 L

—— 3 f(t) <cos (—%t) + 2sin <—%t>) dt

oL |,
= 21L/_LLf(t)cos (%t) dt—z% /_LLf(t)sin (%t) dt,
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woraus (4.6) und (4.7)) folgen, indem wir den Real- und Imaginérteil nehmen. O

4.1.1. Ein bisschen Theorie. Die stiickweise stetigen, C-wertigen, 2L-periodischen
Funktionen f: R — C bilden einen unendlich dimensionalen C-Vektorraum. Wir nennen
ihn V. Wir haben sogar noch mehr Struktur, anhand derer wir unsere bisherigen und
kiinftigen Ergebnisse interpretieren kénnen:

DEFINITION 4.11. Fiir f, g € V definieren wir das Skalarprodukt

L PR
(4.9) (f,9) = 5 / Crons

Wir nennen f und g orthogonal falls (f, g) = 0. Die Formel
1/2

L
(4.10) 1= VTR = (57 [ 1roPat)

definiert eine Norm auf V.

Wir erinnern uns an der Definition von einem komplexen Skalarprodukt und einer
Norm und wir {iberlassen es dem Leser zu tiberpriifen, ob die in (4.9) und (4.10) definierten
Funktionen diese Eigenschaften erfiillen:

DEFINITION 4.12. Sei V' ein beliebiger komplexer Vektorraum.

(1) Ein komplexes Skalarprodukt ist eine Funktion (-, -): V x V — C, die die
folgenden Eigenschaften erfiillt:

(Af,9) =Xf.g) und  (f,Ag) = A(f,9)

{f,9) = {9, f)
(fi+ fo,9) = {f1.9) + (f2,9)
{f,f)=0
(f,f) =0und f stetig < f =0
(2) Eine Norm auf V ist eine Funktion || - ||: V — R, die die folgenden Eigen-

schaften erfillt:
AL = [A]- L]l
If+all <IIfII+ gl -

Das Lemma [4.7] sagt dann, dass die Menge der Funktionen
{envL =e'Tt:ne Z}
eine orthonormierte Menge ist, d.h. die Funktionen sind orthogonal zu einander
(4.11) (en,r,€em,) =0 falls n #m
und ihre Norm ist eins

(4.12) leasl =1.
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Laut des Satzes bilden die e, 1.’s eine Hilbert Basis von V und

Cn = <f7 en,L)

ist die Projektion von f auf den n-ten Basisvektor. Die Fourier-Reihe ist also nichts anderes
als die Darstellung von f in dieser Basis.

4.1.2. Beispiele.

BEISPIEL 4.13. Sei

ft) =

Acos (wt— %) tel0,X]
0 te[-F,0]

die Funktion, die einen Wechselstrom mit Kreisfrequenz w und Nullphasenwinkel 5 be-
schreibt. Wir mochten die Fourier-Reihe von f finden, falls sie existiert. Wir bemerken,
dass die Funktion cost gerade ist, aber die Funktion f nicht. Dies ist aus zwei verschiede-
nen Grunden: die Funktion cost ist verschoben, so dass cos(wt — %) nicht mehr gerade ist,

2
und die Funktion ist gleich null auf einem Teil des Definitionsbereich. Hier ist die Periode

2L:%’r,sodassL:g und

15}
1.0f
0.5

L il " - 4 & " " & 4 & " " 1 1 L 1 1 L 1 I L 1 " L i i 1

-1.5 -1.0 -0.5 r 0.5 1.0 1.5

Auf dem Intervall [0, Z] gilt

77 .
f(t) = Acos (wt - 5) = Asin(wt),
so dass

) Asin(wt) te[0,T]
1) {0 te[-F,0]
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Jetzt ist sin(wt) ungerade, aber der zweite Grund bleibt noch. Wegen des Satzes ,
besitzt f die Fourier-Reihe

o0
~ ?0 + ; ay, cos(kwt) + by, sin(kwt)) ,

wobei
W T /w
a = / Asin(wt) cos(kwt) dt
T™Jo
und
w /W
by, = / Asin(wt) sin(kwt) dt .
T Jo
k=20
Aw [T/ Aw —1 T 24
ap = i sin(wt) dt = Sl cos(wt) =—.

o 2r w 0 T

Um die Koeffizienten zu berechnen, bemerken wir, dass

sin(wt) cos(kwt) = %[sin((l + k)wt) + sin(1 — k)wt],

so dass
w w/w Aw ™/ w
== / Asin(wt) cos(kwt) dt = o [sin((1 + k)wt) + sin((1 — k)wt)] dt
™ Jo T
k=0
Aw [T Aw —1 /e 24
ag = i sin(wt) dt = Sl cos(wt) = —
2 Jo 27 w 0 m
k=1
Aw [T Aw 1 i
a; = 2—:: ; sin(2wt) dt = 2—:% cos(2wt) . =0.
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k>2
Aw [T/ :
ag = 5 ; [sin((1 + k)wt) + sin((1 — k)wt)] dt
Aw 1 0
= — | ———cos((1 + k)wt cos((1 — k)wt)
27 | (14 k)w (( ) ) ( k:)w (@ ﬂ/w]
 Aw [1—cos((1+k:)t) 1—cos t)]
-2 (1+k)w )w
_AQAQ—K—cos((I+k)m)+ kcos((l +k)m)+ 1+ Kk —cos((1 —k)m) — kcos((1 —k)m)
2 (1+k)(1—k)
_ A 2+ k[cos((1 + k)m) — cos((1 — k)m)] — cos((1 + k)m) — cos((1 — k)m)
27 (L+k)(1—Fk)
_A2- cos((1+ k)m) — cos((1 — k)m)
27 (1+k)(1—k)
{éér(li;)l&lk) =0 k ungerade
%2(_1(;;))(1:;) = 7r(1+12€34(17k) k gerade.

Jetzt miissen wir by berechnen. Wir bemerken, dass

sin(wt) sin(kwt) = %[— cos((1 + k)wt) + cos(1 — k)wt],

so dass
w T/w Aw /w
= / Asin(wt) sin(kwt) dt = — [—cos((1 + k)wt) + cos(1 — k)wt] dt.
™ Jo 2T 0
k=1
Aw ™/ A A
by = s [— cos(2wt) + 1] dt = Ler_a
2m Jo 2nw 2
k>1
Aw w/w
by, = o [—cos((1 + k)wt) + cos(1 — k)wt] dt
T Jo
Aw 1 0 1 /e
= — | ——sin((1+ k)wt ———ssin((1 — k)wt =0.
o | 0T o sin((1 + k)wt) o + 1= ke sin(( Jwt) . ] 0

Daraus folgt, dass die Fourier-Reihen Entwicklung von f ist

2A i : cos(2kwt) 0

A A .
Ft) ~ - + 5 sin(wt) + o £ 1+ 2k)(1—2k) "

BEISPIEL 4.14. Wir mochten die Fourier-Reihe vom “Rechtecksignal"
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|
|

-k —mT<zxz<0
k O<zx<m,

berechnen, falls f fortgesetzt wird, um eine Funktion mit Periode 27 zu haben.

|
P
|

2T

In diesem Fall gilt ap = 0, da f ungerade ist. Weiter gilt

s
U = — f(x) cosmz dx
7T —T

0 T
= E (—/ COS MT dm—{—/ cos mx) dx
T —r 0

k . 0 . s
- (— smmx‘_7r + Slnmx‘())
ko . .
= (sin(m(—m)) + sin(mm))
=0.

Gleichermassen gilt
™
(x) sinma dx
—T

1

or
k 0 T

= — (—/ sinmxdm—f—/ sinmx> dzx
™ -7 0

k 0 ™
:—<cosmx‘_ —cosmx‘())
mm g
=% (1= cos(—mmn) — 1
m7r( cos(—mm) — cos(mm) + 1)
2k
= — (1 — cosmm)
mm

4k _
_ mr m—1,3,5,...
0 m=2,4,6,....
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/
/ N
“ \
PRATN P
’ S ’
AN z -
- 7 1 Lo
\ x
-n S g
4k .
= 8in 3x
N -k 3r

k| S e
/ \
// A
77N, 27N i _
\\ \\__/' | ?
- n
Ak sin 5x
5x
-~k

ABBILDUNG 1. Die erste drei Partialsummen der Fourier-Reihe der Funk-

tion in Beispiel

Die Fourier-Reihe Entwicklung der Funktion f ist

4ki L (@ntDr
T~ 241 2

n=0

und man kann die erste drei Partialsummen in Abb. [I] sehen. O

4.1.3. Die Fourier-Reihen Entwicklung einer geraden oder ungeraden Funk-
tion. Esist nicht {iberraschend, dass die Fourier-Reihen Entwicklung einer ungerade Funk-
tion nur die Terme mit sin (”{t) enthélt.
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Wir erinnern uns an der folgenden Definition und Eigenschaften.

DEFINITION 4.15. Eine Funktion f heisst:

(1) gerade falls f(t) = f(—t)
(2) ungerade falls f(t) = —f(—t)

fiir jedes t im Definitionsbereich.

BEMERKUNG 4.16. (1) Der Definitionsbereich einer gerade oder ungerade Funk-
tion muss unbedingt ein symmetrisches beziiglich des Ursprungs Intervall
sein.

(2) Der Graph einer geraden Funktion (z.B. cost) ist symmetrisch beziiglich der
y-Achse und der Graph einer ungeraden Funktion (z.B. sint) ist symmetrisch
beziiglich des Ursprungs.

(3) Das Produkt zweier geraden oder zweier ungeraden Funktionen ist gerade,
und das Produkt einer geraden und einer ungeraden Funktion ist ungerade.

(4) Falls g gerade ist, gilt

(Kiﬁod#:QALMﬂdt

(5) Falls g ungerade ist, gilt

/Lﬂwﬁ—o.

—L

SATZ 4.17. Sei f eine 2L-periodische Funktion mit Fourier-Reihen Entwicklung (4.4)).
(1) Falls f gerade ist, sind alle b, = 0 und

) L
an:L/O f(t)cos(%t) dt, fiirn>0.
(2) Falls f ungerade ist, sind alle a,, = 0 und

9 L
b":L/o f(t)sin(%t) dt, fiirn>1.

Manchmal haben wir eine Funktion, die auf einem Intervall definiert ist. Wir konnen
also die Funktion auf der ganzen reellen Achse fortsetzen.

BrispIEL 4.18. Wir berechen die Fourier-Reihen Entwicklung der Funktion
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(1) als eine gerade periodische Funktion mit Periode 2L, und
(2) als eine ungerade periodische Funktion auch mit Periode 2L.

Fortsetzung als eine gerade periodische Funktion. Wir setzen f(t) = f(—t) fiir t € [-L,0].
Dann gilt f(t +2L) = f(t) fiir jedes t € R. Wir bemerken, dass 2L keine Fundamentalpe-
riode ist, weil die Funktion auch L-periodisch ist.
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Aus dem Satz erhalten wir

b, =0

1 [f 1 (129
a0 L/O £t L/O a

%1

%1
T[22 4 L22

L

(L 1)

L/2

an = E/OL f(t) cos (%t) dt

L L

nim

() 4k <L ,
= — —tsin

2 (L2 9k
= / —tcos
0

(T0) ar+ 2

(//77/) n %
———
L n2m2
- L2
——— cos
L ) - n2m? <

2Kk ( 7) . Ak < u)
= sin [ n— —cos (n—) —

nm 2 n2m2

4k . 4k . T
+—smnmT — —sin ( n—

nmw nmw 2

nim

*1»]1 L2 :
-5 SImmnm —

(2/; Ak z/>
——+— s
nmoonm nim

L? ( 77) N
sin (n—
2nm 2

w03+,

L/ L

4 L2 4 27

1 (L 2k
+/ (L —t)dt
L

/L %(L —t) cos (n%t) dt

r2 L

L/2
nmw
)S < /)>
L 0
I
nmw
f)>
L

L/2

Lk
L

=0 _ EkQ

4k Ak | 4k 4k
+ | —— SINNTT — —5—5 COSNT—

nmw N nem nem-

N—_————
=0

8k ™ 4k 4k
) cos <n§> ) cosnNmw — o2

- n272

wo wir in (x) die folgende Integration

Ak (2 cos (n%) — cosnmw — 1) ,

L

L

5 5 (("()S nm — COS <
nem

1k 4k T
272 + n2m2 cos (ng)

<nﬂt
cos | —
9 L

2))
n—
2

)dt

118
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0 n=25+1

. gilt
(-1 n=2j °

beniitzt haben. Da cosnm = (—1)" und cos (ng) = {

4k T
an :W (2 cos <n§> —cosnmw — 1)

o (DT 1) n=2j+1
i (2(-1) = (-1D)¥ —1) n=2j
[ (DY 1) n=2j+1
2 (2(-1) —-2) n=2j

n
0 n=25+1
0 n = 27, mit j gerade, d.h. 7 =2m

Ak (—4) = —7326:2 n = 2§, mit j ungerade, d.h. j =2m+1,

f(t) _ﬁ _ @ i 2115 + l GIt +

—2 7_‘_2 22 COS 7 62 COS I3 ce
ko 16k 2(2m + 1)
2" mz 22m + 1))2 " < L t> '

Fortsetzung als eine ungerade periodische Funktion. Die Berechnung ist &hnlich. Wir setzen

f(t) = —f(—t) fir t € [-L,0], so dass f(t+ 2L) = f(t) fir jedes t € R,

so dass

und wir erhalten

d
anp = 0 for all n und bn = ﬂ sin (nj) {Zk( ) n gerade

Nl

n?m? 2 - n=2j+1,
so dass
8k = (=1 . [((2j+1Dm
4.13 t) = — t) .
(413) 10=22 Grv iy sin (21

BEMERKUNG 4.19. Manchmal wird es besser sein, eine gerade (bzw. ungerade) Fort-
setzung zu haben, d.h. eine Fourier-Reihe Entwicklung mit by = 0 (bzw. a; = 0) fiir
jedes k € N. Wenn man beispielsweise nach einer Losung einer partiellen Differential-
gleichung sucht, héngt die bessere Fortsetzung von der Randbedingung der partiellen
Differentialgleichung ab.
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Bevor wir weitergehen, sehen wir jetzt eine Anwendung der Fourier-Reihe.

BEISPIEL 4.20 (Das Basel Problem). Wir mochten beweisen, dass

26
=n 6
Die Idee ist, dass wir manchmal Fourier-Reihen Entwicklung anwenden kénnen, um ver-
schiedene Resultate zu erhalten. In diesem Fall wenden wir eine Fourier-Reihe Entwicklung
an, um die Summe einer Reihe zu berechnen.

Sei f(t) = (t—m)?. Die Funktion ist auf R definiert und nicht periodisch, aber wir wollen
sie nur auf [0, 27| betrachten und dann auf R als eine 27-periodische Funktion fortsetzen.
Wir werden deshalb eine Fourier-Reihe erhalten, die nur die cosnt fiir bestimmte n erhélt.

n=_0
1 (7 2 (7 2
ao—/ f(t)dt:/ (t—m)2dt = 2 (t— m)3f = on?
T Jo T Jo 3T
n>1
2
Ay = f t) cosnt dt
T Jo
2
/ (t — m)2 cosnt dt
0
2 4 [T
® —(t—ﬂ')2smnt|0 —I—/ (t — m)sinnt dt
R,_/ nm Jo
4 [T .
=— [ (t—m)sinntdt
nm Jo
¥ 4 t— 4 [T
© T cosnt|g — — [ cosntdt = — .
nwt n nm Jo n
=0

wobei wir in () partielle Integration benutzen haben. Daraus folgt, dass

(t—7r)2 ~a0+Zancosnt: 3—1-;:1”20057216.

n=1

Falls ¢ = 0 erhalten wir

72 >4
2. 5 il
™ 3+nz:1n2,

oder
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Wegen des Satzes werden wir sehen, dass wir

2

o0
6 n?
n=1
schreiben konnen.

4.1.4. Die Konvergenz einer Fourier-Reihe: der Satz von Dirichlet und das
Gibbs Phinomen. Jetzt beantworten wir die erste Frage: “Welche 2m-periodischen Funk-
tionen lassen sich durch eine trigonometrische Reihe darstellen?” Die Antwort zu dieser
Frage liegt im folgenden Satz, den wir nicht beweisen werden.

SATZ 4.21. Sei f eine 2L-periodische Funktion auf [—L, L], die stiickweise stetig ist
und die eine linke und rechte Ableitung an jedem Punkt in [—L, L] besitzt. Dann ist die
Fourier-Reihe Entwicklung von f auf [—L, L] konvergent. An jedem Punktt € [—L, L],
wo [ stetig ist, ist die Summe der Fourier-Reihe gleich f(t)

% + i (ak cos (%t) + by, sin (%0) = f(t),
k=1

und an einer Sprungstelle ty € [—L, L] gilt

% + é (ak cos (%t) -+ by sin (%t)) = % (lim f)+ lim+ f(t)) .

t—ty t—tg

Der Satz ist einfach zu verstehen. Betrachten wir die Funktion deren Graph in der
folgenden Abbildung dargestellt ist.

}

/J\/ \f\/\/\

A

] .
-2 0 U 2L

Fiir jede Periode gibt es endliche viele Unstetigkeiten und die Funktion ist sonst ste-
tig. Geméss dem Satz von Dirichlet besitzt diese Funktion f(t) eine Fourier-Reihe Ent-
wicklung, die nicht perfekt mit der Funktion tibereinstimmt. Der Unterschied liegt in der
Unstetigkeiten. Unabéngig von der Definition der Funktion in dieser Stellen, ist der Wert
der Fourier-Reihe an jeder von dieser Stellen der Mittelwert der Werte der Funktion von
links und von rechts. Der Graph der Fourier-Reihe ist hier dargestellt.
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\'/—.\/\./.\ r"ﬁ\/\./w
O VB

)

-2

BrIspIEL 4.22. Wir haben im Beispiel gesehen, dass die Fourier-Reihe Entwicklung

der Rechtecksignal
-k —2<t<0
t) ==
1) {k 0<t<?2,

gleich

b1 _((2n+1)7rt>

sin
s 2n+1 2
n=0
ist. Bis jetzt konnten wir nur
4k N1 (2n+ V)7
— i t) ~ f(t
w22n+1sm< 2 ®)
n=0
schreiben. Nach dem Satz wissen wir, dass

b~ 1 Sin((2n+1)7rt>_ f(t) te(=2,00U(0,2)
Wn:02n+1 2 1o t=0odert=2.

(4.14)

Eigentlich kann man direkt sehen, dass

4k 1 “in <(2n+ 1)7r0> _0

s 2n+1 2
und auch
kS 1 on+1
Ak sin <<n+>7f2) _0
e 2n+1 2

O

Man kann sich frage, ob wir wirklich einen Satz brauchen, um zum Beispiel (4.14)) zu
rechtfertigen. Wir werden mit dem Gibbs-Phénomen sehen, dass die Fourier-Reihe ein sehr
seltsames Verhalten haben kann.

BEISPIEL 4.23. Wir werden die Fourier Reihe der “SagezahnFunktion f: R — R

Ja+r x € (—m,m)
J(@):= {f(m+27r) reR

berechnen.
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Zu diesem Zweck schreiben wir

f(z) = fi(z) + fa(2),

wobei fi(x) = x und fao(x) = 7. Wegen der Linearitdt des Integrals, sind die Fourier
Koeffizienten von f die Summe der Fourier Koeffizienten von f; und von fs. Weiter ist fo
ihre eigene Fourier-Reihe. Man kann sich davon iiberzeugen, indem man beobachtet, dass
die Funktion gerade ist und die a,, = 0 fir n > 1 iberpriift.

1 s
apg = — wdt=1m
2 J_,
9 T s 2 -
ap = — mecosnxdr = 2 cosnxdx:fsmn:noz().
m™Jo 0 n

Da f; ungerade ist, brauchen wir nur die Koeffizienten b, zu berechnen. Aus (|4.7))
erhalten wir mithilfe von partieller Integration

2 ™
bn:/ x sin na dx
™ Jo
2 x = 1 (7
—— ——cosmr}o—i-f cos nx dx
T n n Jo
2 1 . 7
= — —7rcosn7r+—smm:|0
™ n
2
= ——cosnm
n
2
— _1 n—li
IS
Daraus folgt, dass
[o¢]
(_1)7171 )
= 2 - .
f(x) T+ ngl - sin nx

Die Fourier Koeffizienten b,, nehmen sehr langsam mit n — oo ab. Eigentlich ist die
Fourier-Reihe nicht absolut konvergent, da die harmonische Reihe Z% divergiert.
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4.1.5. Eindeutigkeit der Fourier-Reihe Entwicklung. Die Fourier-Reihen haben
die wichtige Eigenschaft, dass es zu einer gegebenen periodischen Funktion f(¢) nicht meh-
rere Reihen Entwicklungen gibt.

SATZ 4.24. Sei f eine 2m-periodische Funktion auf [—L, L], die stiickweise stetig ist
und die die linke und rechte Ableitung an jedem Punkt in [—L, L] hat. Dann besitzt
F' genau eine Fourier-Reihen, durch welche sie fiir alle f € R dargestellt wird.

Der Grund ist, dass wir die Koeffiziente eindeutig bestimmt haben. Wir haben gesehen
in dem Satz von Dirichlet, dass die Fourier-Reihe von f nach f konvergiert, aber ist die
Konvergenz “gut"? Was bedeutet “gut"?

4.1.6. Gibbssches Phinomen. FEigentlich kann die Konvergenz sehr schlecht sein,
und in der Ndhe der Sprungstellen tritt auch ein besonders Effekt auf, der Gibbssches
Phédnomen genannt ist.

Sel

die N-te Partialsumme der Fourier-Reihe von f. Bei der Approximation von f durch sy in
einer Sprungstelle tritt der sogenannte Gibbs tower auf. Er verschwindet nicht, wenn man
mehrere Terme in der Fourier-Reihe nimmt. Er wird kleiner, aber die Hohe des Gibbs-tower
betragt immer etwa 18% der Sprunghélfte, d.h. im Fall f nur eine Sprunstelle in ¢y hat,
gilt

sup | f(t) — sn(t)| ~ .18% (lim f(t) + lim f(t)) .

te[—~L,L) t—ty t—td
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Informell spiegelt das Gibbs-Phénomen die Schwierigkeit wider, eine nicht stetige Funk-
tion durch eine endliche Reihe von der stetigen Funktionen Sinus und Cosinus zu appro-
ximieren. Es ist wichtig, das Wort endlich zu betonen, denn obwohl jede Teilsumme der
Fourier-Reihe die Funktion iiberschreitet, die sie annéahert, hat die Reihe der Funktion kein
Uberschwingen. Der Wert von ¢, bei dem das maximale Uberschwingen erreicht wird, riickt
mit zunehmender Anzahl der summierten Terme immer nidher an die Sprungstellen heran,
so dass, wiederum informell, eine Konvergenz bei diesem Wert von ¢ moglich ist, sobald
das Uberschwingen an einem bestimmten ¢ vorbeigegangen ist.

Wir betonen, dass das Uberschwingen nicht nach null geht, aber die Grenze der Folge
von Teilsummen (das ist die Fourier-Reihe) kein Uberschwingen hat. Darin besteht kein
Widerspruch, da sich der Punkt, an dem das Uberschwingen auftritt, in Richtung des
Sprunges bewegt. Wir haben punktweise Konvergenz, aber keine gleichméassige Konvergenz.

Das Gibbs-Phdnomen héngt auch eng mit dem Prinzip zusammen, dass der Abfall
der Fourier-Koeffizienten einer Funktion im Unendlichen mit n — oo von der Differen-
zierbarkeit der Funktion abhéngt: je differenzierbarer eine Funktion ist, desto schneller
nehmen mit n — oo ihre Fourier-Koeffizienten ab, was zu einer schnellen Konvergenz
der Fourier-Reihe fithrt. Anderseits haben unstetige Funktionen sehr langsam abfallen-
de Fourier-Koeflizienten, was dazu fiihrt, dass die Fourier-Reihe sehr langsam konvergiert.
Man beachte zum Beispiel, dass die Fourier-Koeffizienten 1, -1/3, 1/5, ... der Rechteckwelle
nur so schnell abfallen wie die harmonische Reihe, die nicht absolut konvergent ist.

4.1.7. Approximation durch ein trigonometrisches Polynom. Es gibt eine an-
dere Art der Messung der Konvergenz einer Fourier-Reihe. Man kann eigentlich sehen, dass
sy die beste Approximation von f in folgenden Sinn ist. Sei

N
pN(t) — Z ’Vn€mt
n=—N

ein trigonometrisches Polynom des Grades NV und sei

die Fourier-Reihe Entwicklung einer 27-periodischen Funktion f. (Der Fall von f ein 2L-
periodische Funktion ist gleich.) Wir betrachten den quadratischen Fehler

E(f.px) = |1 —pxl? = & / ") — p(6) Pt

2 J_,

der den Abstand zwischen f und py in einem gewissen Sinn abschétzt. Mit dieser Art der
Messung ist der Gibbs Tower nicht so schlecht, weil sein Wert {iber dem Intervall gemittelt
wird. Wir mochten die Koeffiizienten von py finden, so dass F so klein wie moglich ist.
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E(f,pn) = |f —pnI

= o [T 1) — ey
= L0 - o T
= o [Cwora -5 [ ron@a- o [ osor@a 5 [ e
:% _7;|f(t)‘2dt_21wm _trf(t)p(t)dtjt;ﬂ _trprN(t)dt
L/ 1 g > N
=5 | [fOFd - ( 3 cnemt> ( 3 ,Yme_zmt) gt
— =\, 2
1 [ N
+ﬂ . ( Z ’ynemt> ( Z ,.yme—zmt> dt
n=—N m=—N

o) N
I ) 1 (" _
- — t dt_g]% ni - wnTm zmwdt
2 | 1O DY ity [ e

N s

1
+ Z %ﬁmg / eMMe VT dt

—T

N N
= 1 [7 _
=5 | f®Pdt -2 > am,t+ Y bl
n=—N n=—N

—T

wobel wir in (%) (4.11)) und (4.12) angewendet haben. Wir behaupten, dass E am kleinsten
ist, falls

Y = Cp -
Anders gesagt, sei
1 [7 al
(4.15) Bv(f) =5 [ 1F0Pd= Y [l
- n=—N

Wir behaupten, dass

E(f,pn) — Ex(f) = 0.
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Eigentlich gilt

N N N
E(f,pn) — EN(f) = Z ‘Cn|2 + Z "Yn|2 — 2R Z CnVn
n=—N n=—N n=—N
N
= Z (‘Cn‘2 — 2Ren 7y, + ’771‘2)
n=—N
N
= Y (en— )@ —Tn)
n=—N

N
= Z ‘cn_'yn’2207
n=—N

weil E(f,pn) — EX(f) eine Summe von Quadrate ist.
Wir haben deshalb den folgenden Satz bewiesen:

SATZ 4.25. Das trigonometrische Polynom des Grades N, das am besten eine 2m-
periodische Funktion f auf dem Intervall [—m, 7] approximiert (d.h. das trigonometri-
sche Polynom des Grades N mit dem kleinsten quadratischen Fehler) ist die partielle
Summe sy der Fourier-Reihen Entwicklung der Funktion f. Der kleinste Wert EX(f)
von dem quadratischen Fehler ist

1 fF al
Bolf) =55 [ 1fOPdt= Y leaP
- n=—N

und E3(f) ist monoton abnehmend mit zunehmendem N.

Da (4.15) gilt fiir jedes N € N, erhalten wir die Bessel’sche Ungleichung

(4.16) > kel < o [ wwiar

n=-—00 d

die fiir jede Funktion f gilt, die eine Fourier-Reihe Entwicklung besitzt, wobei die ¢, die
Fourier Koeflizienten von f sind.

Man kann aber auch weiter gehen, und die Parseval’sche Identitdt mit ein bisschen
mehr Aufwand beweisen:

(@17 > el = o [ ISP @,

n=-—00 -

Mithilfe von (4.3)) ist es einfach zu sehen, dass die entsprechenden Formel fiir die reelle
Fourier-Reihe Entwicklung sind

N

% 1 T 2 1 ag 2 2
(4.18) z%urzﬁ/"uwrﬁ—2<2+§x%+%0
n=1

—T




4.1. FOURIER-REIHEN 128

2 e s
Qg 2 2 1 2
: ) <=
(419) -3 +H) < | irera)
und
(4.20) o - i(aQ +b2) = 1 /7r £ dt .
2 n=1 ! " T

BEISPIEL 4.26. Wir berechnen den quadratischen Fehler E3(f) der Funktion f im Bei-
spiel Dort haben wir die Koeffizienten der Fourier-Reihe berechnet

2
ap=2m, a,=0firn>1undb, = (—1)"715.

Daraus folgt, dass das trigonometrische Polynom des Grades N = 3, das am besten f auf
dem Intervall [—7, 7] approximiert ist

2
s3(t) =7+ 2sint — sin(2t) + 3 sin(3t)

und
Ei(f) = % _:(:E+7T)2dt— % <27r2+4—|—1+3>
= %%(w + )3 — % (27r2 + ?)
= ;# — % ~ 0.567
Wiéhrend

sup |f(t) — s3(t)| = .18 - m ~ 0.565

te[—m,n]

auch wenn n zunimmt, ergibt die Teilsumme s3(t) bereits eine gute Anndherung, die mit
zunehmendem n immer besser wird. Zum Beispiel gilt

T TS R S R
Ei(f) = B5(f) = 5bi = 57" — 4 — 1 ~ 0317
Sy prf) _ tpp_ 22 49 1 2
Es(f) = Ei(f) S =g g g 027
und
sup |f(t) —s3(t)| = sup |f(t) —sa(t)|= sup |f(t)—s5(t)|=..=.18-2~.
te[—m,m] te[—m,m] te[—m,m]
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4.1.8. Amplituden- und Phasenspektrum. Wie wir am Anfang dieses Kapitels
gesagt haben, falls man ein Audio-Recording {iber das Internet verschicken muss, sollte
man die einzelnen Harmonischen verschicken. Anders gesagt, um die Information iiber
eine 2L-periodische Funktion f zu tibermitteln, kénnen wir die Fourier-Reihe der Funktion
finden und es ist genug die Koeffizientenfolge

{ao, {al, bl} s {CLQ, bg} s {ag, bg} PN }

zu schicken. Mit diesen Informationen kann man aber auch die Fourier-Reihe durch Uberla-
gern der beiden harmonischen Funktionen gleicher Frequenz a,, cos (%t) und by, sin (%t)
in eine einzige Harmonische auf eine etwas einfachere, niitzlicher und kompaktere Form
bringen. Sei w = 7 die Kreisfrequenz der Funktion f. Wir schreiben

ap, cos nwt + by, sinnwt = A, cos (nwt + ¢y,)
wobei fir n > 0
(4.21) Ay = /a2 + b2

die Amplitude ist, und

(4.22) ¢n 1= — arctan <bn> + {O @n >0

an T a, <0

ist die Phase (wobei wir angenommen haben, dass arctan x € [—7/2, 7/2]). Eigentlich kann
man diese Formel aus der Kosinusadditionsformel

cos(a + ) = cosacos f — sinasin 3.

leicht herleiten. Mit (4.21)) und (4.22)) erhalten wir die folgende Schreibweise der Fourier-
Reihe von f

oo
f(t) = % + ZA” cos (nwt + ¢,) .

n=1
Die periodische Funktion f(¢) kann also in eine unendliche Summe von harmonischen
Funktionen mit den Kreisfrequenzen w, := nw, den Amplituden A,, und den Phasen ¢,
aufgespalten werden. Wiederum ist der gesamte Informationsgehalt der Funktion f(¢) in
der Periode 2L und der Amplituden- und Phasenfolge

{A07 {Alv ¢1} ) {A27 ¢2} ) {A37 ¢3} s }

erfasst. Wir nennen die Zahlenfolgen

{Ao, A1, Az, ...} bzw. {0, ¢1,¢2,...}

das Amplitudenspektrum bzw. das Phasenspektrum der periodischen Funktion f(t). In der
Praxis sieht man hinter den Begriffen Amplituden- und Phasenspektrum meistens nicht die
beiden geméss Definition dahinterstehenden Zahlenfolgen, sondern die dazugehorigen an-
schaulichen Graphen. Man spricht in diesem Zusammenhang oft von der Darstellung einer
periodischen Funktion im Spektralbereich. Gemeint ist bei beiden Darstellungen natiirlich
dasselbe, einmal mathematisch exakt und fiir die Rechnung geeignet, das andere dagegen
anschaulich und intuitiv fiir physikalische Uberlegungen pridestiniert.
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Ak
A, Amplitudenspektrum
A, A
[l r
0 1 2 3 4 5k
0 f, f, f, f, f,f
Phasenspektrum
A% 0,
?1
i
0 1 2 3 5 k
0 f, f, f, f f, f
(2 s
BEISPIEL 4.27. Man betracht die Funktion
1
=t 0<t<3
u(t) =142, -
—3(t—4) 3<t<A4,
die eine asymmetrische Dreieckspannung beschreibt.
3
2
—4 —2 0 2 4 6 8
Wir berechnen die Fourier-Koeffizienten
1/4 kx 3 k=0
ar = = u(t)cos<> dt =...=1{72
2 Jo 2 k;irg [cos(kzgg)—l] E>1.
3 _
5 k=20
)= k;;Q k ungerade
0 k = 4k

und

1 [ 4 Sgrg (17T k=241
ka/ u(t)sin(kw> dt =---=—5—sin <k‘37r> = = 7571 (~ 1) I .
2 Jo 2 k*m 2 0 k gerade
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Mithilfe von (4.21)) und (4.22) erhalten wir

3 k=0

Ay = %%\/1%24_1 k ungerade
0 k=45
W k=4j+2,

sodass die Amplitudespektrum ist

(4} )3 4v2 8 42 4v2 8 42 42
RIRZ070 90 02 420 92 9572 36727 4972 81m2’ T [

Die Phasenwinkeln erhalten wir aus

b
¢, = — arctan <k>
ay,
= — Arg(ay + 1by)

=—Arg [cos <k37r> —1+1sin <k37r>]
2 2
=—Arg <elk377r — 1> )

sodass

3 3m 37w 3m 3w
{¢k}k21 - {47_77_4a07 17_77_170717_7“ } .

Wir bemerken, dass falls &k = 45 sind ap = b = 0, sodass ¢ nicht definiert ist. Wegen
Ayj = 0 darf aber fiir die Phase ein beliebiger Winkel in der Fourier-Reihe gesetzt werden.
In diesem Fall nehmen wir ¢ = 0. Die graphische Darstellung des Amplituden- und
Phasenspektrums ist die folgende

A
Ak
[ ]
Pk
0.5V1 A
T4
K > K
01 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 J4 JB
-

Das folgende Bild zeigt die Fourier-Synthese eines Rechtecksignals (aus Wikipedia)
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4.1.9. Zweiseitiges Linien- und Phasenspektrum. Mit der Formel (4.3) und
cr = |exler,

wobei 1, das Argument von ¢ bezeichnet, konnen wir auch eine Graphische Darstellung
der komplexen Fourier-Reihen erhalten. In diesem Fall nennt man

{lenltrez = {. .. le=2l; lealsleol, |eal, eal, - - - }
das zweiseitige Linienspektrum und

{wk}kEZ = { L) w*Za ,(b*l’ ¢0? wla ¢2, 1/}35 s }

das zweiseitige Phasenspektrum.

4.2. Fourier-Transformation
Falls f eine 2L-periodische Funktion ist, haben wir im letzen Kapitel ihre Fourier-Reihe
studiert. Man kann die Fourier-Koeffizienten von f als eine Funktion
f7— C
(4.23) .
n— f(’fl) = <f7 en,L> = Cp

auffassen. Die Funktion f wird die Fourier-Transformation von f genannt. Wir betrach-
ten jetzt Funktionen, die nicht periodisch sind und nicht periodisch fortgesetztz werden
konnen. Sie sind Zeitsignalen, d.h. Funktionen f: R — C, die gewissen Zusatzbedingungen
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geniigen. Wie wir im vorangehenden Kapitel gemacht haben, mdéchten wir diese Zeitsigna-
le in ihre harmonischen Anteile zerlegen. Wir werden sehen, dass wir auf natiirlich Weise
zum Begriff des Fourier-Integral gelangen. Wir werden sehen, dass die Fourier-Koeffizienten
(bzw. die komplexe Fourier-Reihen Entwicklung) einer periodischen Funktion entsprechen
der Fourier-Transformation (bzw. dem Fourier-Integral) eines Zeitsignals.

Das folgende Argument ist heuristisch und wir werden keinen formellen Beweis geben,
es wird aber genug sein, um uns zur Fourier-Transformation zu fiithren. Sei fr(t) eine
2 L-periodische Funktion und sei

oo

(4.24) fut)y= > cpert

n=—0oo

ihre Fourier-Reihen Entwicklung, wobei w,, = “* wie im Beispiel und § und

1 /L _
4.25 Cp = — fr(v)e ™ du
(4.25) 5z | futo)

fiir n > 0. Wir werden sehen, was passiert falls L — co. Wir ersetzen (4.25) in (4.24) und

erhalten

(4.26) fr(t) = i (;L /_ LL fL(v)e_"""”dv) et

n=—oo

Sei

m+l)m nr =

L L L’
1

sodass T = %Aw. Dann wird die rechte Seite von (4.26))

00 L L >
> %(: (/_L fr(v)e n? dv) et = % /_L fr(v) < > e_wn(v_t)Aw> dv

n=—oo n=—oo

Aw = Wpt1 — Wy =

Falls L — oo, geht Aw — 0, sodass wir die Reihe an der rechte Seite der obigen Formel
als eine Riemannsche Summe interpretieren kénnen. Anders gesagt

0 [ 00

lim Z e~ (AW = lim Z e_“”"(”_t)Aw:/ e =1 g,

L—oo Aw—0 " — 00

n=—oo =—0Q

Wir definieren auch

f(z):= lim fr(t),

L—oo

sodass (4.26)) wird

~ 1 > 1 > —w(v—t) )
O~ [ Oofm)( =)
1 > 1 > — WV wit
~ e N (277 /_OO flw)e dv) e dw.

Das ist die Darstellung von f durch ein Fourier-Integral. Ahnlich zu dem Fall der Fourier
Reihen ist die Variable w die Frequenzvariable.



4.2. FOURIER-TRANSFORMATION 134

Wir haben die Schreibweise ~ statt = benutzt, weil dies ein heuristisch Argument
ist und weil wir Konvergenzfragen nicht beriicksichtigt haben. Aber wie im Fall einer
periodischen Funktion gilt der Satz von Dirichlet.

DEFINITION 4.28. Die Funktion f: R — C heisst absolut integrierbar, falls

/_oo £ (D) dt < oo

SATZ 4.29. [Satz von Dirichlet fiir die Fourier-Transformation| Sei f: R — C eine
stiickweis stetig absolut integrierbar Funktion, die eine linke und rechte Ableitung an
jedem Punkt hat. An jedem Punkt wo f stetig ist, gilt

(4.27) £(t) = \/12? /_ Z (\/1277 /_ Z Fv)e= dv) et s

Falls f an der Stelle ty € R nicht stetig ist, gilt
= | (= [ foeran)estaw = 1m f0)+ tm )
— — v)e v)e“do= = lim im
V21 J oo \ V271 J—oo 2 \iotg t—td

Wie wir bereits angedeutet haben, spielt das innere Integral in (4.27) die Rolle der
Fourier-Koeffizienten. Wie am Anfang dieses Abschnitt kénnen wir die folgende Definition

geben.

DEFINITION 4.30. Sei f: R — C eine absolut integrierbar Funktion. Die Fourier-
Tranformation f: R — R ist

~

(4.28) ) = \/LQ_W /_ T et ar.

Eine alternative Schreibweise von f ist F(f) und manchmal spricht man auch von der
Spektralfunktion.

Aus ([#.28) und || = 1 folgt, dass f wohldefiniert ist. Weiter gilt
Jim f(w) =0= Tlim f(w).

In der Fourier-Reihen Entwicklung einer periodischen Funktion zeigt die Grosse eines Ko-
effizienten der Einfluss der entsprechenden Frequenz in der Funktion. Gleichermassen gibt
|f(w)| die “Gesamtenergie"die Frequenz w im Zeitsignal f.

DEFINITION 4.31. Sei f: R — C eine absolut integrierbar Funktion, deren Fourier-
Transformation f auch absolut integrierbar ist. Die inverse Fourier-Transformation
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von f ist

(4.29) FUPH) = \/% /_ 7 Fw)et du.

Dier Satz von Dirichlet sagt, dass es moglich ist, die Funktion f aus ihrer Fourier-
Transformation zuriick zu erhalten, d.h.

)y =71,

falls die Funktion der Voraussetzungen des Satzes von Dirichlet geniigt.

BEMERKUNG 4.32. Die Definition ist ein wenig seltsam. Es sieht so aus, als ob
man die inverse Fourier-Transformation nur fiir Funktionen definieren kann, die absolut
intergrierbar und Fourier-Transformation einer absolut integrierbaren Funktion sind.
Es ist nicht so, aber um die richtige Definition zu geben, sollte man den Schwartz- Raum
S(R) definieren. Das ist ein Raum von Funktionen, deren Ableitungen “schnell genug
im Unendlich abnehmen”. Dieses Vorgehen wiirde aber den Rahmen dieses Kurses
sprengen. Es genugt zu sagen, dass F ! fiir jeder Funktion g € S(R) definiert werden
kann und F~!(g) wiirde absolut integrierbar sein.

BEISPIEL 4.33. Sei a > 0. Wir betrachten die Rechteckfunktion x[_g ) (t), wobei

_J1 tel-a,d
Xl-aa] = 0 sonst.

Das ist auch die sogenannte charakteristische Funktion des Intervals [—a, a] und kann fiir
jedes Menge definiert werden. Falls w # 0 gilt

X[—a,a} (w) = \/% f_OOoo X[~a,q] (t)eiumt dt

= \/% f_aa eith dt

¢ cos wt dt

:T%IO

v
o sin wt

_ V2

= ginwa .
o/

a

ist die Funktion
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-2+

™

ABBILDUNG 2. Der Graph der Funktion \/Ea sinc aw fiir a = 3.

stetig und

. 2
X[-a,a) (W) = —asincaw.

Die sogenannte Sinc-Funktion spielt iibrigens eine wichtige Rolle in der Theorie der Signal-
verarbeitung. In Fig. [2| findet man den Graph von (x[—q,q))" ()

Wir bemerken, dass

lim f(X[fa,a])(w) =0,

die Funktion ist aber nicht absolut integrierbar. Dies ist auf die Sprungstellen der Funktion
in @ und —a zuriickzufithren. Wir haben ein dhnliches Verhalten auch fiir Fourier-Reihen
gesechen. 0

BEISPIEL 4.34. Wir betrachten jetzt die Funktion

—at >0
f(t) = {ebt

e t<O0,



4.2. FOURIER-TRANSFORMATION 137

wobei a,b € R mit a > 0 und b > 0. Dann gilt

. 1 0 00
f(w) — / ebte—zwt dw + / e—ate—zwt dw
\Y 27T —00 0
1 0 o)
— = (b—ww)t d / —a(t+w)t )
e w + e dw
V2 </;oo 0

0
1 —(atw)t

—00

_ 1 1 e(b—zw)t
Vor \ b —aw

1 1 n 1

CVar\b—w atw /)
Es ist einfach zu sehen, dass f absolut integrierbar ist. Wegen des Satzes kénnen
deshalb wir das Integral

1 /°° 1 1 n 1 St g
Vor \J_ e V2r \b—w a+w

berechnen, um f zuriickzuerhalten, und zu diesem Zweck werden wir die Methode in §
anwenden. Insbesondere schreiben wir

(o)~ () - ()

und wir méchten das Lemma [3.47] mit
a+b

p(w) = NGE
q(w) = (a+ w)(b — w)

h(w) — e—zwt

benutzten. Wir miissen aber verifizieren, dass |h(w)| beschrankt ist. Mit der Schreibweise

von Lemma gilt auf yg(#) = Re?

20
|€zwt’ — ‘eRe t
— elR(cosGJrzsinG)t
— ethcosG ‘e—Rtsm@

_ o—Rtsin6

Daraus folgt, dass |h(w)| beschrankt ist, falls
tsinf > 0.

Das passiert, falls

t>0und sinf >0, d.h. § € [0, 7] oder
t <0Ound sinf <0, d.h. 6 € [m,27].
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Wir schliessen darauf, dass wir zwei Féllen mit verschiedenen Pfaden betrachten miissen:

te 0,7, um f(¢) fiir ¢ > 0 zu erhalten, und

Yr(0) e’ mi {t c [71',27'('] ,  um f(t) fir t < 0 zu erhalten.

Wir werden nur den zweiten Fall berechnen, der erste ist &hnlich. Wir betrachten die Kurve
[~ R, R] * 5" (t), wobei g (t) = Re* fiir 6 € [r,27].

—-R R

TR

Wegen des Korollars [3.49 und der Bemerkung [3:48] gilt

P.V. /_: mh(w) dw = QWZ;R(—}S (Zz;h(z), z) ,

wobei die z; die Pole von Zgz;h(z) innerhalb des Pfads [~ R, R] * 7' () sind. Der einzige

Pol innerhalb von [—R, R] * 7;21(75) fiir R gross genug ist w = —b. Daraus folgt, dass

/°° 1 < b+a ) st g,
oo V21 \ (a4 w) (b —w)
1 b+a

ezwt —Zb)
Vor (a+w)(b—w)
Bevor wir weitergehen, sind zwei Bemerkungen in Ordnung zu machen. Die erste ist, dass
wir in (4.30) das Cauchy Hauptwert nicht nehmen mussten. Der Grund ist, dass f absolut
integrierbar ist, sodass wir aus (4.30)) das gewiinschte Integral erhalten (Bemerkung |3.48|).
#.30)

Die zweite ist, dass wir in das Vorzeichen — genommen haben, weil die Kurve
[—R, R] * ygl(t) im Uhrzeigersinn durchgelaufen ist.

(4.30)

= —2m Res (

Da
1 b+a 1 b+a
R wt _.p) = [ P b wt
es(\/??T (a—i—zw)(b—zw)e a > b \/27r(w—H )(a—l—zw)(b—zw)
= lim 1 2 b +a ezwt _ Zebt
wo—b 21 at+w 21
gilt flir t <0
1 <1 bta ¢ ) bt
— e“dw | =e”.
V2m </—oo V21 ((Wr@w)(b— W))
Der Fall ¢ > 0 ist ahnlich. O

BEISPIEL 4.35. Wir mochten die Fourier-Transformation der Funktion

1
I0=pie
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fiir £ > 0 berechnen. Dafiir miissen wir das Integral

| = VErf(w)

oo K212

berechnen. Wir haben schon in (3.18)) berechnet, dass fiir w > 0

[ee) ezwt
/ 5 dt =me™™.
o1+t

Mit der Substitution ¢ % erhalten wir leicht

o] wt
/ % dt = zeikw .
k2t k

Da %e_kw € R, gilt

o0 gt g — > coswt—l—zsinwtd
Rre = k2 + ¢2 '
o — 00

(4.31) B /°° coswt — 1sinwt
' e k2 + t2
[e’e] —wwt
:/ ;+ﬂ%
—Oo
so dass
. [e%e] e—zwt T
2 = —_dt = —e kvl
Varfl) = [ =T
und

flw) = 1y f3e .
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Da f(w) absolut integrierbar ist, konnen wir auch die Riicktransformation anwenden:

\/L/ flw )Wtd”_mk\f/ e Ml gy

Wy, e cos(wt) dw

/OO (—k+zt)wdw>

—~

R

—k+ut)w
lim
R—oo —k‘ + it 0

(

< k+-at)

(z%%o —k—:zt - —kl—i—zt>
(=

=

k4t
—ut k—l—zt)

k+at
<k2+t2>

- k:k:2+t2 = 1)

wobei wir in (%) wie in (4.31)) beniitzt haben, dass der Sinusteil ungerade ist und fallt
weg. O

=

=

=

el S e N
o]

Im Allgemeinen ist es nicht einfach, die Fourier-Transformation einer Funktion zu be-
rechnen. Mithilfe von den folgenden Rechenregeln kann man es oft auf eine einfache Funk-
tion zuriickfiihren.

EIGENSCHAFTEN (Eigenschaften der Fourier-Transformation). Seien f: R — C und
g: R — C absolut intergrierbar (und wenn nétig seien auch f, f’, f@) .. absolut
intergrierbar). Dann gilt:

(FT1) (Linearitat) Fiir jedes o, € C gilt
(af +B9)" () = af(w) + B4(w).
(FT2) (Verschiebung in der t-Variabel) Sei a € R und sei T, f(t) := f(t — a). Dann
gilt
Tuf(w) = e f(w).
(FT3) (Verschiebung in der w-Variabel) Sei a € R. Dann gilt

et f(B)(w) = flw—a).
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(FT4) (Streckung) Sei a € R und sei S,f(t) := f(at). Dann gilt
S =127 (2)

o]’ \a
(FT5) Es gilt

~

f(t) = £(=t)
(FT6) (Die Fourier-Transformation der Ableitung) Fiir n € N gilt

F(w) = (w)"f(w).
(FT7) (Die Ableitung der Fourier-Transformation) Fiir n € N gilt

FIDw) = "o f(w).
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BEweEIs. (FT1) - (FT3) sind eine formelle Uberpriifung.

(FT4) Wegen der Definition gilt
. 1 00
Flo) == [ sane i
2 J o
Mithilfe der Substitution 7 = at gilt
- 1 o0 —lWT 1 1 < w
For= o= [ 10 ar = (%)

2T |al |al a

(FT5) Wegen der Definition und an der Funktion f angewendet erhalten wir
2 1 . 1 . P
t) = — w)e “dw = / w)e(Ddw = FHF)(—t) = f(—t).
0 =—= [ iw = @ (P(=1) = 5(-1)

(FT6) Wir werden die Formel mittels Induktion beweisen. Fir n = 1 gilt

~

/ _i > / e—zwt
Plo)= o= [ rwea

(i) L —wwt OO o L _ > —wt
(4.32) = mf(t)e N m( w) /oo f(t)e ™ dt
= zw\/lgr /_OO ft)e ™tdt = wf(w),

wobei wir in () die partielle Integration angewendet haben. Tatsétlich gilt

I e =0
R (0)e »

weil |e™|=1 und f(t) und f’ absolut integrierbar sind.

Wir nehmen an, dass die Aussage fir 1 < j <n —1, j € N, wahr ist. Insbesondere gilt

—

(4.33) FeD (W) = (w)" ! f(w).
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Dann gilt
) — (T D ED (0 f
F(w) = (F9) (w) wfr-D(w) P ()" f(w),
wobei wir (4.32) auf die Funktion f(*~1)(t) angewendet haben.

(FT7) Da
d
641wt Zte‘wwt’
d (
w

gilt

tf(t)(w) = Ye "t dt

m/
(4.34) 2” ! / o d“’ a

Wie in (FI6) nehmen wir an, dass die Aussage fir 1 < j < n—1, j € N, wahr ist.
Insbesondere gilt

e dn—l R

(4.35) () (w) =1
Dann gilt fiir g(¢) := "1 f(t)

O

Wir werden jetzt zeigen, wie diese Eigenschaften angewendet werden kénnen in ein
Paar Beispielen.

BEISPIEL 4.36. Wir mochten die Fourier-Transformation der Funktion
f() ="

bestimmen. Wir bemerken, dass die Funktion f im Fall o = % die Normalverteilung be-
schreibt. Wir werden zwei verschiedene Methode anwenden. In beiden Methoden werden
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0 2
I:/ e~ Y dy
—00

wir das Integral
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brauchen. Um es zu berechnen, werden wir die Polarkoordinaten benutzen. Wir schreiben

([ o)
([ dﬂc) ()
/ / @*+v%) drdy
[ ()

R
=27 lim e pdp
R—o0 0

O\ | B

=27 lim <— _O‘p>
R—o0 [0 0
= — lim (1—e*R2):E,

o R—oo o

sodass

Wir legen dieses Ergebnis beiseite und schliessen die Berechnung mit beiden Methoden ab.

Erste Methode: Das ist einfach eine direkte Berechnung.

(1.36) Fo) = o [ pwesta= o [T et

Wir schreiben

2
at2+zwt:<ft+2f> +w

sodass

~ 1 oo a2t 1 _ w2 / (ft-i— ) 1 _
_ ot —wt g ia a) dt =
() 2T /_Oo c 2V 27re o0 2V 27re

wobei wir die Substitution

Y=

gemacht haben. Daraus folgt, dass

w2 1 /OO 2
da e Y dy7
\/a —o0
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Zweite Methode: Das ist eine interessanter Methode, die die Eigenschaften de Fourier-
—at? 3
, gilt

Transformation benutzt. Da F(t) = e
F(t) = —2tae™ = —2taf(t).
Wir wenden die Fourier-Transformation an beiden Seiten an und erhalten
o (FIT)

w f (w) 6) f’(w = —2atf(t)(w i —20&%]5(@ .

Wir erhalten deshalb die separierbare Differentialgleichung
. 1 .
(fY(w) = =5 wf@),

deren allgemeine Losung lautet

Da
. 1 G S B
C=jo = [Trwar-— [T eetay - T

erhalten wir

wie mit der ersten Methode. O

BEMERKUNG 4.37. Im Beispiel haben wir eine Differentialgleichung geldst, um die
Fourier-Transformation zu berechnen. Im Beispiel werden wir die Umkehrung
machen, ndmlich wir die Fourier-Transformation berechnen werden, um eine Differen-
tialgleichung zu 16sen. Die Verbindung zwischen Differentialgleichungen und Fourier-
Transformationen liegt in der Eigenschaften (FI6) und (FIT7).

BEIspIEL 4.38. Wir mochten die Fourier-Transformation F(f) der Funktion
g(t) == tet’
berechnen. Es gilt

—2y _ d (1 ;2\ (Fl) e
Flte )-J—"(dt( 5¢ >> = zw]-"( 5¢ >

(FI1)  w ( —t2) (%) —w —w?/4

W W, ,
24/2

2
wobei wir in (%) das Ergebnis vom Beispiel beniitzt haben. O
BEISPIEL 4.39. Sei y = y(t) eine Funktion, die der Differentialgleichung

Y 4y = xp1,1(t)
geniigt. Wir bemerken, dass die iibrigen Methoden der Analysis I und II wegen der Sprung-
stellen von x[_1 1) nicht angewendet werden konnen. Wir wenden die Fourier-Transformation
an beiden Seiten an und erhalten

wy(w) + J(w) = X1, (w)
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1 " A A A Il

-3 -2

ABBILDUNG 3. Die Losung y(t) von der Differentialgleichung im Beispiel

Die Gleichung ist nicht mehr eine Differentialgleichung und kann leicht fiir §(w) gelost
werden

X[=1,1](w)
14w

Jlw) =
Wir haben im Beispiel gesehen, dass

)2[71,1] (w) = \/ZSH;(W)
. 2 sin(w)
§lw) = \/;w(l + w)

) / X1, (W)
y( \/ﬂ 14w

1 oo
— / Sln( ) ezwtdw
T ) oo w(l +1w)

Also gilt

und

zwtdw

0 t<—1
Wit <
el—t _ e—(1+t) t> 1’

wobel wir (*) mithilfe des Residuensaztes erhalten haben. Der Graph der Funktion y(t)
findet sich im Abb. 3
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Also haben wir eine partikulidre Losung gefunden ohne die Differentialgleichung zu 16sen!

4.2.1. Integraltransformationen. Bevor wir zu einem etwas anderen, aber sehr
wichtigen Thema iibergehen, méchten wir einige Anmerkungen zur Verwendung der Fourier-
Transformation oder allgemeiner Integraltransformationen machen.

DEFINITION 4.40. Eine Integraltransformation ist eine Transformation der Art
T/) = | K f)do.

wobei f (bzw. K) eine Funktion auf einer Menge X (bzw. X X Y') definiert ist, die
gewissen Zusatzbedingungen erfiillt. Die Funktion K (z,y) heisst der Kern der Inte-
graltransformation.

BEISPIEL 4.41. (1) Falls X = R, Y = R, f ist absolut integrierbar und K(z,y) =
e " erhalten wir die Fourier-Transformation.

(2) Falls X =R, Y = {y := c+w : cfest,w € R}, f nicht langsamer als Me**
abnimmt (wobei M € R und « € R) und K (z,y) = €™ erhalten wir die Laplace-
Transformation, die wir im néchsten Kapitel lerner werden.

(3) Falls X = [-L,L], Y = Z, K(t,n) = ie_’%t und die Funktion f ist 2L-
periodisch, dann erhalten wir die komplexe Fourier Transformation.

(4) Falls X = [-L,L], Y = NU {0}, K(t,n) = 2 cos (%Zt), die Funktion f ist 2L-
periodisch und gerade und die Integration ist auf einer halben Periode, dann er-
halten wir die Formel der reellen Fourier-Reihen Transformation im Satz .

(5) Falls X = [-L, L], Y =N, K(t,n) = % sin (22¢), die Funktion f ist 2L-periodisch
und ungerade und die Integration ist auf einer halben Periode, erhalten wir die
Formel der reellen Fourier-Reihen Transformation im Satz .

(6) Falls X =R, Y =R, K(t,w) = 1 cos(wt) und f ist gerade und absolut integrier-
bar, erhalten wir die Fourier-Cosinus Transformation.

(7) Falls X =R, Y =R, K(t,w) = Lsin(wt), f ist ungerade und absolut integrierbar,
erhalten wir die Fourier-Sinus Transformation.

Es gibt noch mehr Integraltransformationen, aber wir werden nur diese betrachten.
Die Frage stellt sich, warum braucht man Integraltransformationen? Wir haben schon zwei
verschiedenen Grunden gegeben.

(1) Wir haben ein Problem auf einer Menge X, das schwierig zu 16sen ist. Wir kén-
nen aber das Problem auf X in einem einfacheren Problem auf Y mittels einer
Integraltransformation dndern, das Problem auf Y zu lésen, und dann zuriick auf
X mittels der umgekehrten Integraltransformation dndern (sehen Beispiel .

(2) Wenn wir Informationen iiber eine Funktion tibertragen mochten, ist es manchmal
einfacher, die Informationen iiber ihre Transformation zu iibertragen und dann
die Funktion aus diesen Informationen zu rekonstruieren.

4.2.2. Faltung. Es gibt mindesten zwei verschiedenen Griinden, eine neue Art von
Multiplikation einzuleiten.
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(1) Der erste kommt aus der Antwort zur folgenden Frage: Falls f, und f - g ab-
solut integrierbar sind, ist die Fourier-Transformation des Produktes gleich dem
Produkt der Fourier-Transformationen? Die Antwort ist nein, weil die Fourier-
Transformation des Produktes gleich der “Faltung” der Fourier-Transformationen
ist (sehen (F6)).

(2) Seien
o0
f(z) = Z apz" und g(z Z bzt
k=0
zwei Potenzreihen. Wir haben schon in die Formel fiir das Produkt
(o)
F(2)g(z) =) enz"
h=0
gesehen, wobei fiir h > 0
h
(4.37) cp = Z ap—eby .
/=0

Die Koeffizienten in (4.37) des Produktes folgen den Regeln der so-genannten
“Faltung”.

DEFINITION 4.42. Seien f,g: R — C zwei absolut integrierbare Funktionen. Der Fal-
tungprodukt f * g von f und g ist

Frgla / Flo—1) (t)dtz/_oof(t)g(x—t)dt

Die Faltung von f mit g ist ein gewichteter Mittelwert von f mit Gewicht gegeben durch
g. Wir werden sehen, dass das Faltungsprodukt sehr niitzliche Eigenschaften besitzt. Zum
Beispiel werden Funktionen gegléttet, so dass f* ¢ mindestens so glatt ist, wie die glatteste
der beiden Funktionen. Wir konnen dies schon anhand eines Beispiels veranschaulichen.
Wir gehen dem Beispiel eine Bemerkung voraus.

BEMERKUNG 4.43. Seien f,g: R — C zwei absolut integrierbare Funktionen, die auf
(—00,0) (oder auf (—o0,0]) verschwinden. Dann gilt fiir x < 0

frg(z)=0

frgz / Aler =t t)dt(—i)/oof(x— £) dt **/fm—t

wobei (x) aus g(t) = 0 fiir jedes ¢ < 0 folgt und (*x) aus f(x —t) = 0 fur jedes z < t.
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BEISPIEL 4.44. Sei x[o) die Charakteristische Funktion des Intervalls [0,1], die wir im
Beispiel definiert haben. Es gilt fiir jede absolut integrierbare Funktion g mit g(¢) =0
auf (00, 0)

Xio] * 9(2) = / ors

weil 0 <z —t <1 genau dann, wenn 1 — 2 <t < z. Anders gesagt, ergibt x[o,1] * g(x) den
Mittelwert vom Zeitsignal g iiber die letze Sekunde.

Wir berechnen jetzt die Faltung x(o,1) * gn(z) fiir

9n = Xjo,1] * " * X[0,1] -

n—Mal

Die resultierende Funktion
B, (x) := X[0,1] * gn(T)

heisst B-Spline.

n=1
Ox x <0 . 0<az<l1
z Jodt 0<z<1
Bi(x) = Xj0,1] * X[o,1)() = X[,y () dt = ¢ 7 B l<z<2_ 2—x 1<zx<2
et o dt 1= 0 sonst.
0 x> 2

Wir bemerken, dass wir mit einer Funktion g1 = x|o,1) mit zwei Sprungstellen angefangen
haben, um eine stiickweis stetige Funktion zu erhalten. Der Trager von Bj ist das Intervall
[0,2], das den Tréger von x[g 1) erhilt.

Lo

\J
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n=2
Jo tat 0<z<1
[P2=t)ydt+ [1 tdt 1<z<?2
B Xr) = * xr) = *B T) = 1 x—1
2(2) = X[o,1) * 92(%) = X[o,1] * B1(z) 22—t 2<z<3
0 sonst.
r%xQ 0<zx<1
- —:L‘2+3:L'—% 1< <2
) 32?-3z+3 2<2<3
0 sonst.

Der Tréager von By ist das Intervall [0, 3], das den Trager von b; entélt. Man kann sich auch
leicht iiberzeugen, dass Bs differenzierbar an der Stellen x = 0,1,2 und 3 ist.

1 By = Tj1*1) 1

0 1 2 3

Eigentlich erhéhlt man eine Folge von stiickweis Polynomfunktionen B,,, die immer
glattere sind und deren Trager immer grossere ist. O

EIGENSCHAFTEN. Seien f,g,h: R — C absolut integrierbare Funktionen. Dann gilt:

(F1) (Kommutativitat) Es gilt

Ea=ai
(F2) (Assoziativitit) Es gilt

(fxg)xh=[x(gxh)|.
(F3) (Distributivitat) Falls o, 8 € C, gilt

(af + Bg)* h=af «h+ Bg +h]
(F4) Falls To(f)(x) := f(x — a) ist wie in (F'T2) definiert, gilt
(Tuf) * g ="Ta(f * g)|.

fiir jedes a € R.
(F5) (Fourier-Transformation der Faltung)

F(f*g) =V2nF(f)F(g)|-
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bar sind, gilt

Fl(frg) = \/%f‘l(f) Fg)|.

integrierbar. Dann gilt

F(f-g) =V2nF(f) = F(g)|

integrierbar ist. Dann gilt

(5. g) = \/%—Wf‘l(f) «F ().
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(F5") (Inverse Fourier-Transformation der Faltung) Falls f und § absolut integrier-

(F6) (Fourier-Transformation des Produktes) Seien F(f), F(g) und f - g absolut

(F6’) (Inverse Fourier-Transformation des Produktes) Seien f, g und f - g absolut

Bewers. (F1)-(F3) sind klar.
(F4)
(Tof) *g(t / f(r—a)g(t —1)dr

/f ot —a— C)dc
= (f*g)(t—a)=Tu(f*g)(t),

wobel wir in (x) die Substitution ¢ = 7 — @ gemacht haben.

(F5) und (F5)
F(f*g)(w r/ fxg(w)e “tat
EE (o)
- ([ ste-nera)er
< fo( [
g )
5)- /_ e

= F(g)(w) - V21 F (f)(w)
= V2rF(f)(w) - F(g)(w),

wobei wir in (%) die Substitution t — 7— > ¢ gemacht haben.
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Der Beweise der Formel in (F5’) ist gleich.

(F6) Wir wenden (F5’) auf die Funktionen F(f) und F(g) an und erhalten

R L
NeT VG

(F6’) Wir wenden (F5) auf die Funktionen F~1(f) und F~1(g) an und erhalten
FFHH*FHg) = V2rF(F () - F(F Hg) = Varf-g.

FUF() xF9) = —=F {(F(H) - F ' (Fg))

Aus (F5) folgt, dass

V2rF N F(f)F(9)(t) = (f xg)(t).

Mithilfe der Definition der Inverse Fourier-Transformation erhalten wir
1 (o) " o0
277/ wAwem"dw—/ t—2x)g(z)de.
Vv NS mf( )§(w) mf( )g(z)

und insbesondere um ¢t = 0

1 o0 R o0
4.38 277/ w)g(w dw:/ —x)g(x)dx .
(1.39) Var—— [ fwpwas= [~ =)
Sei g(t) = f(—t), wobei f die komplexe konjugierte von f bezeichnet. Dann gilt

(4.39) g(w) = f(w).
Eigentlich gilt

var ) = ([ seedr) = [~ Foe 0= [ g0 0ean = varge).

[e.e]
—00

Falls wir (4.39)) in (4.38)) einsetzen, haben wir den folgenden Satze bewiesen:

SATZ 4.45 (Satz von Plancherel). Sei f: R — C eine absolut integrierbar Funktion
deren Fourier-Transformation auch absolut integrierbar ist. Dann gilt

[ uopa= [~ iiepa.

—00 —

Die Physikalische Interpretation dieses Satzes ist, dass d.h. die Gesamtenergie eines Zeit-
signals wird unter der Fouriertransformation erhalten. Anders gesagt ist die Energie im
Zeitbereich gleich der Energie im Frequenzbereich. Aber was hat die Energie mit diesen
beiden Integralen zu tun? Wir werden dies mit einem einfachen Beispiel veranschaulichen.

BEISPIEL 4.46. Wir betrachten einen harmonischen Oszillator, zum Beispiel eine Masse m
auf einer Feder mit der Federkonstanten k. Wir nehmen an, dass das System keine Damp-
fung und keine dussere Kraft hat, so dass die Differentialgleichung, die die Schwingung y(t)
der Masses erfiillt gleich

(4.40) my” +ky=0.
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Falls w3 := %, ist die allgemeine Losung
(4.41) y(t) = c1e™°t + c_je ™0t
wobei c_; = ¢;. Wir konnen mal y’ multiplizieren
my"y + kyy =0
und integrieren und wir erhalten
%m(y')2 + %k‘y2 =F.
Der Term %m(y’ )? beschreibt die kinetische Energie der Masse und der Term %ky2 die

potentielle Energie, so dass E die Gesamtenergie ist, die eine Konstante ist. Aus (4.41))
folgt, dass

wot —wwot
)

Y (t) = w10 —wge_qe

so dass
E = sm(y) + ~ky?
2 2

1 1
_ _imwg(clezwot + c_lefzwot)Q + §k<clezw0t 4 C_lefzwot)2

1k 1
= —Qma(ciemot + —2c1c_1c? e 2oty 4 §k(c%62wot +2¢1c-1 + e 2ol

= 2kclc_1 = 2/6’61’2 .

Wir erinnern uns, dass die Fourier-Koeffizienten einer periodischen Funktion eine Interpre-
tation als Fourier-Transformation haben. Wir haben deshalb in diesem einfachen Fall von
einer Funktion mit nur einer Frequenz gesehen, dass die gesamte Energie in Verbindung
mit dem Quadrat des Absolutbetrags ihrer Fourier-Transformation ist. O



KAPITEL 5

Laplace-Transformation

5.1. Grundbegriffe

Wir werden den Begriff der Fourier-Transformation ein bisschen abdndern. Zu diesem
Zweck betrachten wir Funktionen f: R — C, sodass

(1) f(t) =0 fiir jedes t < 0, und
(2) fiir t > 0 ersetzen wir die Funktion f(¢) in der Fourier-Transformation durch die
Funtkion e~ f(t), wobei ¢ > 0.

Die Formel des Fourier-Integrals wird deshalb

e f(t) = \/127 /_Oo (\/12? /000 e e f(x) d:c) e dy

oder

Sei Be(y) := ¢+ wy fiir y € (—o0,00) der ,
Pfad von ¢ — 100 bis ¢ + 100, wobei ¢ € R
eine feste Konstante ist. ' p

Dann kénnen wir das obige Integral als ein Kurvenintegral schreiben und erhalten fiir s € C

(5.1) £(t) = ;m/ﬁ (/Ooo e f(2) da:) et ds.

Wir werden zu dieser Formel im Abschnitt zuriickkommen. In Moment geben wir die
folgende Definition:

DEFINITION 5.1. Sei s € C. Die Laplace-Transformation der Funktion f: R — C ist

CIf1(s) = /0 o

Wir zeigen nun, dass die Laplace-Transformation einer Funktion f unter bestimmten Hy-
pothesen existiert und schone Eigenschaften hat.

153
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SATZ 5.2. Sei £ der Raum der Funtkionen f: R — C, die die folgenden drei Eigen-
schaften erfiillen:

(i) f(t) =0 fiir jedes t < 0;
(ii) es gibt ein o € R und ein M > 0 mit
f(®)] < Me™

fiir alle t > 0;
(i) f ist stiickweis stetig und die Grenzwerte

lim f(t) und lim+ f(t)

t—sty t—td
existieren an jeder Sprungstelle tg € R~ und insbesondere existiert

lim f(¢).

t—0t

Dann ist Die Laplace-Transformation L[f] fiir jede f € £ auf der Halbebene {s €
C : R(s) > o} wohldefiniert und eine komplexe Analytische Funktion der Variable s.

Ausserdem gilt
(5.2) lim L[f](s) =0.

R(s)—ro00

—

v

|

DEFINITION 5.3. Wir nennen £ den Originalraum: eine Funktion f € & heisst Ori-
ginalfunktion und sie lebt im Zeitbereich. Die Laplace-Transformation L[f] ist eine
Bildfunktion und sie lebt im Bildbereich.

Der Unterschied zwischen der Laplace-Transformation und der Fourier-Transformation
ist, dass man fiir die Laplace-Transformation auch wachsende Funktionen betrachten kann.
Anderseits bringen die Werte von f fiir negative Werte von t keine Kontribution.
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BEMERKUNGEN 5.4. (1) Falls f(¢) # 0 fiir ¢t < 0, kénnen wir immer die Funktion
zwingen die Bedingung zu erfiillen. Anders gesagt konnen wir die Funktion f
mit der wie folgt definierten Heaviside Funktion

(5.3) H(t) = {0 <0

1 t>0
multiplizieren.
(2) Falls o’ > o, gilt
et < ea’t
so dass aus
[f(®)] < Ce”
folgt auch
f(t)] < Ce”*.
Der kleinste o, so dass | f(t)| < Ce“" fiir jedes oy < o heisst Wachstumkoef-
fizient.
BEISPIELE 5.5. (1) Die Heaviside Funktion hat Wachstumkoeffizient o = 0.
(2) Die Funktion
t" t>0
t):=H(t)t" = -
(0) = 1) % -

ist stiickweis stetig und wir mdéchten sehen, dass f eine Originalfunktion ist, d.h.
dass es C' > 0 und o € R gibt, sodass

t" < Ce°t
fiir ¢ positiv. Tatsachlich gilt fiir jedes ¢ > 0 und ¢t > 0

oo
at)F o™
eat — Z ( >

Kl = nl

k=0
sodass \
th < Ceot mitC:&.
O-TL
Das heisst, dass o5 = [{o: t" < Ce’'} =0
(3) Die Funktion f(t) := H(t)e™, fiir « € C ist eine Originalfunktion mit Wachs-
tumkoeffizient oy = R(a). Eigentlich ist

‘eat| < e@%(a)t )
(4) Das Produkt zweier Originalfunktionen ist eine Originafunktion. Eigentlich seien

f,9 € & mit Konstanten My, M, und Wachstumkoeffizienten o; und o,. Dann
gilt fiir jedes t > 0

O < Mpe™t und  [g(0)] < My
und daraus folgt, dass

I(f- ) (1)] < MpM,e7test = Celortoat,
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(5) Die Funktion f(t) = H(t) e'” ist keine Originalfuntkion, weil es kein o gibt, sodass

et’ < et fiir jedes t > 0. Die Idee ist, dass eine Originalfunktion wachsen kann,

aber nicht schneller als ein Exponentialfuntion mit linearem Exponent.
BEWEIS VOM SATZ [5.2] Sei 01 € R, so dass R(s) > o1 > o. Dann ist
o [e.9]
/ =t (1) dt‘ < / RO (1)) dt
0

0
00
< M/ e—?R(s)tealt dt
0

—M / % Rt gy
0

M lm b (ef(m)folm _ 1)

R—oo 01 — 3%(8)

M <
=———— <™
o1 — R(s)
Es folgt die Existenz des Integrals und die Aussage, dass limg (), £[f](s) = 0. Die holo-
morphizitit von £[f] ergibt sich aus der Berechnung der Ableitung £ £[f](s), sobald wir
zeigen, dass wir unter dem Integral nach s differenzieren kénnen. ]

BEISPIEL 5.6. Wir berechnen die Laplace-Transformation der Heaviside Funktion. Sei (s) >
0. Dann gilt

[ee] 00 1 o 1
L[H](s) = / e StH(t) dt = / e Sldt=— Ze St =2, 0O
0 0 S 0 S
BEISPIEL 5.7. Sei f(t) := H(t) e® fiir o € C. Dann gilt
ﬁ[H(t) eat](s) _ / efsteat dt — / ef(sfa)t dt — 1 ’
0 0 S —«
fir R(s) > R(«). -

BEIsPIEL 5.8. Wir berechnen die Laplace-Transformation der Funktion

im Beispiel [5.5(2), wobei n € N.

n _ Oo—stn _ oo_T T\" 1 B 1 OOn—T . n!
et el = [Cetra= [Te(0) Tar— L [Tenerar= O

wobei wir im letzen Integral die partielle Integration beniitzt haben. ([l

BEISPIEL 5.9. Bevor wir fortfahren, wollen wir uns ein wenig in der Beniitzung der Heavi-
side Funktion iiben.

(1) Die Charakteristische Funktion eines Intervalls (a, b)
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1 a<t<d
X(ab) ()= {0 sonst

lasst sich als x(qp)(t) = H(t — a) — H(t — b) schreiben werden. Das ist nicht
ganz richtig, weil der Definitionsbereich von x(, ) die ganze reelle Achse ist, und
H(t —a) — H(t —b) an den Stellen ¢ = a und ¢ = b nicht definiert ist. (Siche

Bemerkung [5.10})
(2) Die Funktion

1 a<t<b
ft):=<¢-1 b<t<ec a b c

0 t<aort>c

lasst sich als

f&)=H({t—a)—2H(t—b)+ H(t —¢)
schreiben werden.
(3) Falls der Graph von f(t) ist
a

dann ist der Graph von H(t — a)f(t)

und der von H(t—b)f(t —a) mit a < b
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BEMERKUNG 5.10. Wir werden im Abschnitt sehen, dass die Heaviside Funktion
eine “verallgemeinerte” Funktion ist. Anders gesagt, H kann mittels Integration als
lineares Funktional auf dem Raum der originalfunktionen aufgefasst werden. Daraus
folgt, dass der Wert der Heaviside Funktion an der Stelle ¢ = 0 nicht wichtig ist. Laut
einigen Autoren wird H (0) nicht definiert, oder nach anderen H(0) = 0 oder H(0) =1

oder H(0) = % Unsere Vereinbarung ist, dass H im Ursprung nicht definiert ist.

5.2. Rechenregel und verallgemeinerte Funktionen

Die Rechenregeln der Laplace-Transformation sind &hnlich der Rechenregeln der Fourier-
Transformation.

EIGENSCHAFT. (LT1) (Linearitét) Seien f,g € £ und «, 8 € C. Dann gilt
Llaf + Bgl(s) = aL[f](s) + BLIg](s) -

BEISPIEL 5.11.

Clinet](s) = £ |5 (e = e (9) = - (€16 - L) (o
:217,<s—1w_s+lzw>2323:w2' -

EIGENSCHAFTEN. Sei f € £.
(LT2) (Verschiebung in der t Variabel)
LIf(t —a)l(s) = e L[f)(s) -
(LT3) (Verschiebung in der s Variabel) Sei v € C. Dann
L™ f()](s) = LIf)(s = a).
(LT4) (Ahnlichkeit) Sei a € RY. Dann gilt

clials) = 21 (2) -

(LT5) (Laplace-Transformation der Ableitung) Sei f € £ mit f' € £ und sei f(t)
stetig fiir t > 0. Dann gilt

L[f)(s) = sL[f](s) = lim f(t).

t—0t

Falls auch f",...,f" e & und falls f, f', ..., fY stetig fiir t > 0 sind, gilt
(5.4) L[f™](s) = s"L[f](s) — " lim f(t) —s""* lim f'(t)—---~ lim Fr= ()
t—0

t—0t t—0t
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BeEwEIs. (LT2) Da a > 0und f(¢) =0 fir t <0, ist
ft—a)=0 fir —co<t<a.

Es folgt, dass

LIf(t —a)](s) = /OO e f(t—a)dt = /Oo e~ f(t —a)dt ® /OOO e T £ () dr

0 a

- /O T e f(r) dr = e LLf](s)

wobel wir in (x) die Substitution 7 = ¢ — a verwendet haben.

(LT3) Wir haben schon diese Eigenschaft im Fall von f(¢) = H(t) im Beispiel |5.7| gesehen.
Im Allgemeinen gilt

Lt 0N = [ et o de = [T e de = £1fl(s - o).

0

(LT4)
_ [T s O [T e g~ L (2
clfals) = [ e tpana® [T pmzar = Lo (2).
wobel wir in (x) die SUbstitution 7 = at verwendet haben.
(LT5) Wir werden die Formel mittels Induktion beweisen.
n = 1: Mithilfe der Partielleintegration erhalten wir
L[f'(s) :/ e (t)dt = e f ()| +s/ e SUF(t) dt
(5.5) 0 0
= lim e RE(R) — Tim e~ £() + sLUf](s) 2 SLIf](5) — lim f(8),
R—o00 t—0+ t—0t

wobel wir in (*) beniitzt haben, dass R(s) > o, so dass

lim |e*Rf(R)| = lim e "R |f(R)| < M lim e &7 = A lim e~ (R0 = ¢,
R—oo R—o00 R—oo R—o00

Jetzt nehmen wir an, dass

(5.6) L[F™Y)(s) = s"1L[f](s) — "2 lim f(t)—s"3 lim f/(¢)—---— lim fO™2(¢).

t—0t t—0t t—0t
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n > 1: Sei g(t) := ™1 (t). Wegen der Definition von g und mithilfe von (5.5) und (5.6)

erhalten wir
LIF™)(s) = LIg')(s)
sClgl(s) — lim g(t)

t—0+
= L[] (s) = lim [ D ()
t—0+
n—1 n—2 1; : (n—2) : (n—1)
= L — 1 t)—---—1 )| — 1 t
s | 8" LU](s) — "7 lm f(2) Jim fEEEE)) - lm frE(E)
— "L _ on—1 li 1) — n—2 li /t—-”—]' (n—l)t
s"L{f)(s) — "7 lim f(t) — "7 lim f1(2) Jim f(),
wie gewiinscht. O
BEMERKUNG 5.12. Normalerweise schreibt man
(5.7 LIFW)s) = s"LIf(s) = 8" f(0) = 8" 2f(0) — -+ = FTI(0)
ohne die Limes in (5.4). Die Bedeutung von (5.4) und (5.7) ist gleich, falls die Funk-
tionen f, f',..., f (n stetig im Ursprung (vom Rechts) sind. Falls, nicht, muss man die
Schreibweise (5.4)) oder
L[f™](s) = s"L — "L t)—s" 2 lim f'(t) — - — lim fO V(¢
/)(s) = s"L)(s) — 5" N 7(t) — 57 i /() = -+ — Tim f" ()
beniitzen.

BEISPIEL 5.13. Wir benutzen (LT5) und das Beispiel [5.8) um die Laplace-Transformation
von f(t) = coswt zu berechnen.

1d . 1 [d
Llcoswt|(s) = L [wdt smwt} (s) = wﬁ {dt Smwt} (s) -
5 .. , s w s
= ;E[smwﬂ(s) — sinwt|i—¢ = DT P

EIGENSCHAFTEN. Sei f € €.

(LT6) (Ableitungen der Laplace-Transformation) Es gilt fiirn =0,1,2,...

%(E[f])(S) = (=D)"LEE" f()](s) -

(LT7)
t
1
£| [ 1war] @) = Seine).
(LT8) Sei o5 der Wachstumkoeffizient von f. Fiir x > oy gilt

[ @ = [~ cipiar.

+y
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BEWwEIs. (LT6) Wir beweisen die Aussage noch einmal mittels Induktion.

n=1

68 e =5 [t wd= [T e de= o)),

Wir nehmen an, dass

n—1
£ 0)(s) = ()T (L) ).

und wir setzen g(t) := t"~! f(t). Damit erhalten wir

£ f(0)(s) = Lltg ()] B~ £lgl(s) = — £l 56
m—1 m
= (1" (G CUDE) ) = (1" ).
(LT7) Es ist einfach zu sehen, dass aus f € £ folgt, dass die Funktion
to [ 1)
auch in & ist. Da
d t

folgt aus (LT5), dass

cf [dt/f dr} —sﬁ[/f dr] 8)+/00f(7')d7':s£[/0tf(7')d7'](s)

(LT8) Wir setzen g(t) := @ und wir bemerken, dass g € £ und o, < oy. Wir beniitzen
die Schreibweise

F(s) = LIf)(s) wnd  G(s) = Llgl(s).
Aus (LT6) folgt

F(s) = LI7)(s) = Lltg](s) =~ Lla)(s) = ~C'(s),
so dass
oty To+1y
/ F(r)dr = —/ G'(1)dr = G(z +1y) — G(zo + 1) .
Ty Tty
Laut gilt

lim G(zo+wy) =0

To—r 00
und die Aussage ist bewiesen.
Wir bemerken, dass wir aufgrund der Holomorphizitdt von F'(s) auf der Halbebene

{s : R(s) > os} das Kurvenintegral auf jedem Weg ~ mit R(y) — oo hétten nehmen
koénnen.
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\\Q
(S

BEISPIEL 5.14. Nehmen wir an, dass wir den Wert des Integral

® sint
/ sint .,
0t

nicht kennen. Wir benutzen die Laplace-Transformation, um diesen Werte zu raten. Wir
haben im Beispiel gesehen, dass L[sint](s) = ﬁ Nach der Regel (LT8) mit y = 0
folgt, dass

/ et 2 g — 1 [sm ] (z) (L8) / Llsint](7) dr
0 t t T
/°° dr tan 7/ T "
= ——— = arctanT|” = — — arctanx .
. T2+1 o2
Es wiére sehr niitzlich, x = 0 einzusetzen. In diesem Fall wiirden wir
oo s
(5.9) / smt T
0 t 2

erhalten und wir wissen, dass es die richtige Ergebnis ist. Da o4, = 0, konnen wir leider es
nicht machen, weil die Laplace-Transformation L[g]](s) einer Originalfunktion g € £ nur
fiir s € C mit R(s) > o4 wohldefiniert ist (siche Satz [5.2). Was kénnen wir schreiben, ist,
dass

e sint
lim et 20 gt — lim (E — arctan x) -
z—0 Jq t z—0 \ 2 2
Fiir einen Mathematiker ist dies nicht genug, aber fiir einen Ingenieur ist dies vielleicht
eine ziemlich gute Evidenz dafiir, dass (5.9) gelten konnte. O

EIGENSCHAFTEN. (LT9) Sei T' > 0 und sei f eine T-periodische Funktion, d.h.
f(t+T)= f(t) fiir jedes t > 0. Dann gilt fiir jedes s € C mit Res(s) >0

g
L) = 1o |, e O,
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(LT10) (Faltungssatz) Seien f,g € £. Dann gilt
Lf »g] = Lf1£]g] -

Bewers. (LT9) Wir setzen

o ={10 221

Dann konnen wir schreiben

t) = ifg(t —kT).
k=0

Es folgt, dass

k=0
fol(s) D (e Ts>“*:’1 e Llol(s)
k=0

= 1/Ooestf (t)dt = 1/T65tf(t)dt
a 1 _eiTS 0 0 a 1 —B’TS 0

wobei wir in (%) beniitzt haben, dass aus R(s) > 0 folgt, dass |e=*T| < 1.

(LT10) Wir sollten zuerst beweisen, dass f x g € &, falls f,g € £. Im Bemerkung
haben wir schon gesehen, dass f * g(t) = 0 fiir jedes ¢t > 0. Weiter seien My, M, € RT,
o, a” € R mit

|f(t)] < Mpe®t und [g(t)| < Mye®™

fiir jedes ¢t € R. Sei @ = max{a’/,a”}. Dann gilt
t
| se=riatryar

/ T Ht - gy dr| <
0

t t
SMfMg/O ea/(t_T)ea//TdTSMfMg/o 6a(t—7—)€m’d7_

[fxg(t)] =

t
= MM, / et dr = MyMyte™ < MePt,
0

wobei M = MyM, € R und 3 > « > 0 (siehe Beispiel [5.5(2), (3) und (4)).
Da g(t —7) =0 fir t <, gilt

LIf *g](s) / (/f t—7dr>dt:/ (/f t—7d¢>d.

Vertauschung der Integrationsreihenfolge
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TA T-=F <=t

cl

(an\
an

liefert

et = [ ([ etate-na) ar= [T s ([T g an) ar
~([Termsmar) ([T et an) = e,

5.2.1. Verallgemeinerte Funktionen. Wir mdchten nun eine “verallgemeinerte Funk-
tion” einfiihren, die so-genannte Dirac-Delta Funtkion (oder Deltastoss, Dirac Funktion,
Dirac-Impuls, Impuls-Funktion, Nadelimpuls, etc) und ein Paar wichtiger Eigenschaften
dieser “Funktion” beweisen.

O

DEFINITION 5.15. Sei

1
6€(t) = 2_6 (—e,€) (t) .

Die Dirac-Delta ist dann wie folgende definiert

6(t) = lim 3,1

1
L L
-1 2 1

Die Dirac-Delta ist keine Funktion, weil ihr Wert in der Nahe vom Ursprung beliebig
gross ist. Sie ist eine sogenannte Distribution, aber die Theorie der Distributionen geht
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iiber den Rahmen dieses Kurses hinaus. Wir geben hier sowieso ein Paar wichtigen Ei-
genschaften, deren Beweis die Theorie der Distributionen brauchen wiirde. Wir werden
stattdessen mit einem schlampigen Beweis zufrieden sein. Obwohl der Wert von § im Usr-
prung “unendlich” ist, ist dennoch das Integral endlich und tatséchlich gleich 1. Eigentlich
gilt

EIGENSCHAFT.  (D1)

Taséclich gilt

1 c1
/ o(t dt—hm —X(—e,e) () dt = lim Q—dt—l

2€ e—0

Weiter

EIGENSCHAFT. (D2) Fiir jede stetige Funktion f gilt

(5.10) |- twswd = sw).

Diese Eigenschaft ist mithilfe der Definition von ¢ und der Faltung einfach zu sehen,
weil wir schon im Abschnitt bemerkt haben, dass

[f&@—mﬂww—&*ﬂm

ein gewogenes Mittels der Werte von f iiber das Intervall (9 — €,to + €) darstellt.

EiGENsCcHAFT.  (D3) Es gilt

Da
¢ 0 t < —¢
/ be(s)ds = 5=(t+e) —e<t<e it
> 1 e<t,

ist (D3) mit einem Limes einfach zu erhalten.

Die Eigenschaften (D1) und (D2) charakterisieren die Delta Dirac eindeutig, und tat-

séchlich hiatte man das Delta Dirac auf diese Weise definieren konnen. Alternativ hitte man
verschiedene Funktionen . in der Definition wahlen konnen, solange der Limes fiir
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€ — 0 die obigen Eigenschaften erfiillt. Andere Moglichkeiten fiir . konnten zum Beispiel
die folgende gewesen sein:

(1) Falls ¢(t) = 1(1 — )", wobei ¢ = f_ll(l — t2)" dt, dann konnten wir

nehmen. T

(2) Falls ﬁe‘ﬁ die Normalverteilung ist, konnte

1 —t° /e
5€(t) = \/?6 t2/

sein.

(3) 5u(t) =~ N

(e2412)° / &

Man kann auch einfach sehen, dass

EIGENSCHAFT. (LT11)

Lot - a)l(s) = e,

fiir a € R.

Man kann dies leicht aus (5.10)) mit f(¢) = e** oder durch einer direkte Berechnung herlei-
ten. Wir schreiben

Selt—a) = o [H( = (=) = H{t = (a+ )],

weil fiir uns die Definition an der Stellen ¢t = a & € nicht wichtig ist. Dann gilt mithilfe vom
Beispiel und (LT2)
£5(t — a))(s) = lim £[5(t — a)](s)
€E—

— lim - L[H(— (o — €) — H{t — (a+)](s)

e—0 Z€
— lim (e,(a—e)s e—(a—‘re)s)
e—0 2¢s8
I P
=e¢ *lim
e—0 2es
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wobei wir in der letzten Gleichung beniitzt haben, dass
€5 _ p—€s 1— 6—253 _ e—Z

lim ———— = lim e*® lim ———— = lim e lim
e—0 2¢es es—0  2es—0  2€s n—0 (=0 /

_ d 4 o
=1 < 7€ Z:0>—e le=o=1.

5.3. Eindeutigkeit der Laplace-Transformation und die Inverse Laplace
Transformation

Nun wollen wir die Laplace-Transformation auf verschiedene Probleme anwenden. Die
Idee ist immer die selbe. Wir haben ein Problem, das im Originalbereich schwierig zu 16sen
ist. Mittels der Laplace-Transformation verwandeln wir das Problem in ein Problem, das
einfacher im Bildbereich zu 16sen ist. Der Vorteil dieser Methode ist, dass Differentiation
im Originalraum bei der Laplace-Transformation der Multiplikation (mit s) im Bildbereich
entspricht. Nachdem wir das Problem im Bildraum gelost haben, miissen wir jedoch in der
Lage sein, zur Losung unseres urspriinglichen Problems zuriickzukehren. Wir miissen des-
halb sicher sein, dass die Laplace-Transformation eindeutig ist, um die Losung im Bildraum
auf die Losung im Originalraum zu transformieren.

SATZ 5.16 (Satz von Lerch). Seien f1, fo € £ mit Wachstumkoeffizienten o1, 09. Neh-
men wir an, dass

L[A](s) = L[f2](s)
fiir jedes s mit R(s) > max{o1,02}. Dann ist
fit) = fa(t)

an allen Stellen t an denen f; und fy stetig sind.

Man kann einen direkten Beweis dieses Satzes geben. Man kann aber auch diesen Satz
direkt aus der Formel der inversen Laplace-Transformation herleiten.

SATZ 5.17 (Inverse Laplace-Transformation). Sei f € £ mit Wachstumkoeffizient o ¢
und Laplace-Transformation F'(s). Sei B.(y) := c+uwy fiir y € (—oo, 00) ein Pfad, wobei
¢ > oy beliebig ist. Dann gilt an allen Stetigstellen t € (0,00) von f

(5.11) f(t) = % ; e F(s)ds.

An den Unstetigstellen ty € (0,00) gilt

1 (lim F(t) + lim F(t)) = 1/ e F(s)ds.

2 t—ty t—td 2m

c

Der Satz folgt aus der Formel (5.1)), die wir an Anfang des Kapitels mithilfe der Fourier-
Transformation gefunden haben. Die Inverse Laplace-Transformation kann auf zwei Arten
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berechnet werden. Einerseits konnen die Rechenregeln (LT1) bis (LT11) angewendet wer-
den. Anderseits kann man das Kurvenintegral in (5.11) auf dem Bromwich Pfad B.(y)
berechnen, wobei ¢ > o ist.

C. (4)

|
|
|
)
LC,

\V

Die letzte Bedingung ist um sicher zu sein, dass alle Singularitdten der Funktion f links
vom Pfad liegen, so dass die Laplace-Transformation F' der Funktion f existiert.

Wir werden jetzt ein Beispiel von dieser zweiten Methode sehen.

BEISPIEL 5.18. Wir mo6chten die Inverse Laplace-Transformation von

1
F(s) = ———
() s2 4+ w?
berechnen, wobei w > 0, und zu diesem Zweck berechnen wir das Kurvenintegral

1 1 st

/ eStF(s)ds:/ %ds
2m Be 2m 8. STt w
mit der Methoden vom Abschnitt 3.4

Die Funktion F' besitzt nur zwei Singularitidten, —ww und —ww. Deshalb wahlen wir
einen Bromwich Pfad

Be(y) :==c+y
mit ¢ > 0 und y € (—00,00) nehmen. Falls

Ber :=c+uy,

wobei y € [—R, R] und c¢ fest ist, betrachten wir eine geschlossene Kurve an der wir
Korollar und, falls notig, Bemerkung anwenden konnen. Die Funktion ﬁ

erfiillt die Voraussetzungen des Korollars Wir miissen nur sicher sein, dass |e*!| auf
einer Halbebene beschrénkt ist. In diesem Fall, werden wir 3. g mit einem Pfad in dieser
Halbebene schliessen. Da fiir s € C

st’ _ c+¢y)t| _ ect’

e e
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ist |e*!| mit ¢ > 0 beschrinkt genau dann, wenn ¢ < 0. Deshalb withlen wir den geschlos-
senen Pfad B g * 71;17, wobei

Yr,—(T) = c+ Re' fiir 7 € [—g, g} .

LE) e

®

Da e F(s) holomorph innerhalb der geschlossene Kurve . g * g — ist, gilt fiir ¢t < 0

17 st st

e’ e e

0= ———ds = ———ds — ———ds.
Be,R¥ Vg s? +w? Be,r s? +w? YR, - s? +w?

R,—

Laut des Korollar und der Bemerkung gilt
st
lim — £ _ds=0.

2 2
R—=oo Jyp 8 +w

Daraus folgt, dass

st st
0= 1li - ds = —d
Riseo Bop 2+ w2 i /ﬂc 2w
wie erwartet. Tatséchlich sollte die Funktion f € £ und deshalb f(t) = 0 fir ¢t < 0, wie

gerade bewiesen.

Falls ¢ > 0, konnen wir Korollar [3:49 nicht anwenden. Wir werden ein Argument dhnlich
wie im Beispiel beniitzen, insbesondere (3.22]). Wir betrachten jetzt den geschlossenen
Pfad B r * Vr,+, wobei

3
YR+ (y) :=c+ Re' fiir 7 € [g, ;] .

Falls R gross genug ist, sind die Singularitéiten der Funktion e F(s) im geschlossenen Pfad
Be,R * YR+ enthalten.
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“4C)e

Daraus folgt, dass

est €St est
/ — 5 ds =2m [Res (H,zw> + Res <22, —zw)} .
Be,R*VR,+ S tw §°t+w s“+w

Da die Singularitdten zwei einfache Pole sind, gilt

est est 6st ezwt
Res <32 + w?’ zw) SL%(S zw)82 Fw?l shwstw | 2w
und t t t ¢
65 eS eS e*’tw
fes (S2 + w?’ M) S_}I_nw(s ) 2+ w?  sotw s —w 20w
Daraus folgt, dass fiir R gross genug
est ezwt e wt 27
(5.12) / -5 ds =2m < — > = inwt.
Berivpy S° T W 21w 29w w
Wir betrachten jetzt den Limes fiir R — oo der linken Seite von ((5.12)
st 6st est
R—=00 Jg, puyp 4 S +w R—ooo Jg o S +w R—=oo Jyp | 8 +w
st st
B. 8+ w Rooo Jyp 8 +w
Falls wir beweisen, dass
est
R—oo Jyp | 8 +w

haben wir die Inverse Laplace-Transformation der Funktion F(s) =

sin wt t>0
t)=4 ©
1) {O t<O0.

_1
524+w?

gefunden,

170
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Falls s € vg 4, gilt

est B elc+Re )t B ’6(c+R(cos T+ sin T))t|
s + w? (c+ Re™)2 + w? (e + Re™)2 + w?]
(5.14) |e(c+RicosTasin )t
lc + Rerm|?
(%) ‘6(0+Rcos r)t| ‘e(c—i—Rcos r)t‘

< J
= (Rl = e = R?

wobel wir in (*) die Dreiecksungleichung ([2.23]) beniitzt haben. Wir setzen (5.14]) in der
linken Seite von (5.13)) ein und erhalten

st 37” |e(C+RCOST)t‘
lim 5 5 ds| < lim g 1R | drT
R—o0 y sS4 4+ w R—oo Jm R
R,+ 2
) 37“ elctRcosT)t
= lim —dr
R—oo J= R
3T
() B
< lim — e dr
R—o0 g

1
= lim —me® =0,
R—o0
wobei wir in () beniitzt haben, dass 7 € [%, 37”], so dass cos 7 < 0 und deshalb
e(c+RCOST)t < et

Der Beweis ist jetzt fertig. ([

BEISPIEL 5.19. Wie schon gesagt, kann man auch die Inverse Laplace Transformation der
Funtkion im Beispiel mithilfe der Rechenregeln (LT1) bis (LT11) berechnen. Das stellt
sich in diesem Fall als einfacher heraus!

5.4. Anwendungen

5.4.1. Gewo6hnliche Differentialgleichungen.

BEISPIEL 5.20. Wir mochten das Anfangswertproblem
fry2f + f=tet e
f(0)=0
f(0)=0

16sen.

Wir transformieren das Problem mittels der Laplace-Transformation und wir erhalten

(5.15)  s?F(s) = sf'(0) = £(0) + 2(sF(s) — f(0)) + F(s) = L[te™"|(s) + L[e"](s),
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wobei wir (LT1) und (LT5) beniitzt haben. Aus (LT6) wissen wir, dass

d
LI=tfB)](s) = = -LLf1(s),

so dass J 41 )

—t @ L __° _

Lfte)(s) = dsﬁ[e I(s) dss+1 (s+1)2°
wobei wir beniitzt haben, dass
1
at _
£le*)(s) = ——
fiir o € C (Beispiel [p.7)). Es folgt aus (5.17)), dass
1 1
2 _
s°F(s) + 2sF(s) + F(s) = TESIE + o

oder, das ist dquivalent,
1 1
+ .
(s+1*  (s—1)(s+1)2

Wir miissen jetzt f finden, so dass £[f] = F. Wir bemerken aus (LT5), dass

F(s)=

1 _1d 1 _1& 1 1d 1
(s+1)* 3ds(s+1)3 6ds?2(s+1)2  6ds3s+1
1d3 (LT5) 1

_ _+ta —t 3, —t
= L e () M el
Anderseits haben wir durch Partialbruchzerlegung

1 A B C

G-DE+12 s—1 s+l Gr1)?
11 1111
S 4s—1 4s+1 2(s+1)2

1 ' 1 _t 1d 1
:Z,C[e](s)—iﬁ[e J(s) 2dss+1
1 t —t 1 d —t
= Zﬁ[e —e ](S)+§£(£[€ 1(s))
= JLle" —e7(s) + S Llte™(s),

so dass
1 1

Al T =)+ 1)

1 _t 1 — 1 —t
= gﬁ[tge 1(s) + Zﬁ[et —e Y (s) + iﬁ[te 1(s) .

F(s) =

Daraus folgt, dass

1 1 1/1 1 1
flt) = 6t3e_t + Z(et —e )+ -tet = 3 <t3 +t— ) et 4 et
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BEMERKUNG 5.21. Mithilfe der LaplaceTransformation kann man die particuldre Lo-
sung zu einem Anfangswertproblem finden, ohne zuerst die allgemeine Losung finden
zu miissen.

Wir betrachten jetzt das Anfangswertproblem

F7(8) + af'(5) + bF () = ht)
f(0) = ko
fl(o) =ki,
wobei a, b, kg und k; Konstante sind. Daraus folgt, dass
2 F(s) = sf(0) = '(0) + a(sF(s) — f(0)) +bF(s) = L[h](s),
und so
(s> 4+ as +b)L[f](s) = (s + a) f(0) + f'(0) + L[A](s) .
Wir setzen
L[f](s) =: F(s) und L[h|(s) =: H(s)
und erhalten
F(s) = G(s)((s +a)f(0) + f'(0) + H)(s).
Falls f(0) = f/(0) = 0, haben wir einfach
F(s)=G(s)H(s).
Die Funktion G(s) heisst Ubertragungsfunktion. Wir hab(?_n sie schon beniitzt und hier geben
wir ihr einen Namen.. Es gibt aber Rechenregeln fiir die Ubertragungsfunktion, die niitzlich

zu wissen sind. Zum Beispiel seien zwei lineare Systeme mit Ubertragungsfunktionen G4
und G9 gegeben. Dann gilt:

(1) Die Ubertragungsfunktion zweier in Serie geschalteter Systeme ist das Produkt
der Ubertragungsfunktionen der beiden Einzelsysteme;
(2) Die Ubertragungsfunktion eines Riickkopplungssystems ist

G
14+ OéGlGQ ’

wobel Gy die Ubertragungsfunktion des Systems ohne Riickkopplung, G die
Ubertragungsfunktion der Steuerung und 1/a den Verstarkungsfaktor bezeich-
nen.

In Allgeg}einen lassen sich gekoppelte Systeme im Bildbereich durch algebraische Gleichun-
gen der Ubertragungsfunktionen beschreiben.

BEISPIEL 5.22. Wir betrachten noch einmal den harmonischen Oszillator im Beispiel
einer Masse m = 1 auf einer Feder mit der Federkonstante = 2k. In diesem Fall gibt es aber
eine Dampfung 3y’ und eine dussere Kraft r(t), die nur zwischen ¢ = 1 und ¢ = 2 angewendet
wird. Um dies in der Differentialgleichung einzufiihren, beniitzen wir die Heaviside Function

wie im Beispiel (1). Wir schreiben deshalb

£t) = {’"“) LS g - HE— 2)e(),

0 sonst
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so dass die Differentialgleichung, die die Schwingung y(¢) der Masses beschreibt, ist
my" +cy +ky = f(t).

Der Einfachheit halber, nehmen wir an, dass 7(t) = 1, y(0) = ¢/(0) = 0, so dass das
Anfangswertproblem lautet

v +3y +2y=H(t—1)— H(t—2)

y(0)=0

y'(0)=0.
Um die Losung zu finden, wenden wir Laplace-Transformation auf der linken Seite der
Differentialgleichung an und erhalten

L'+ 3y +2y) = $°Y (s) — sy(0) — ¢/(0) + 35Y () — 3y(0) + 2 (s)
= %Y (s) + 3sY (s) + 2Y (s),

wobei wir die Schreibweise Y (s) = L[y|(s) beniitzt haben. Die Anwendung der Laplace-
Transformation an der rechter Seite liefert mithilfe von (LT2) und Beispiel

ClH(E—1) — H(t —2)] = 2(e® — e

s
Daraus folgt, dass

1 —5
(s2 +3s—|—2)s(€ N
1

B CESErE) A

= i — 1 + 1 (678 o 6723)
S \2s s+1 0 2(s+2)

0 o1 L] e

Y(s) = “29)

725)

1 1
_ t 2t s t 2t 2s
=L 5 € —|—er ](s)e —£|:2—€ —1—726 ](s)e

= E <; — e_(t_l) +

_r _<1 1)

N~ N~

62@1)) H(t—1)— (; —e 2 4 ;ew?)) H(t — 2)] (s).

y(t) = (1 L ;e—z(t—n) Ht—1)— (1 ) ;e—zu—m) Ht—2)

9 2
0 t<1
= % e (1) o %6—2('5—1) 1<t<?2

e=(t-2) _e=(t=1) 4 1o=2(t=1) _ 1=2t=2) ;5 9

e—2<t—1>) H(t— 1)] (s)— L [(; —e (72 4 36—2@—2)) H(t — 2)] (s)
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BEISPIEL 5.23. (Hammerschlagreaktion eines Masse-Feder-Systems) Wir suchen nun nach
einer Losung der Differentialgleichung,
my” +cy' + ky = f(t)

bei der f(t) eine Kraft ist, die tiber einen sehr kurzen Zeitraum fast sofort angewendet
wird. Phénomene dieser impulsiven Natur sind héufig und kénnen mit dem Dirac-Delta
behandelt werden. Wir betrachten deshalb das folgende Anfangswertproblem

Y+ 3y +2y=46(t—1)
y(0) =0
y'(0)=0.
Wir wenden die Laplace-Transformation an beiden Seiten der Differentialgleichung an
Lly" +3y" +2y] = L[5(t - 1)]

und mit der gleichen Berechnung wie im Beispiel und mithilfe von (LT11) erhalten
wir

Y 4+3sY +2Y =e°,

oder, aquivalent

1 1 1
(5.16) L e
(s+1)(s+2) s+1 s+4+2
Wir wissen aus dem Beispiel dass

Wir erhalten mithilfe von (LT2) mit f(t) = H(t)e™
e*S

s+«
Wir setzen ((5.17) mit &« =1 und a = 2 in ((5.16|) ein und erhalten

Y = LIH(t - 1)(e ) — D))

(5.17) = e PLIH(t)e ™ (s) = L[H(t — 1)e ] (s).

d.h.
y=H(t - 1)(e ) — 72D

BEISPIEL 5.24. Wir mo6chten jetzt die Differentialgleichung
tf"+ Q=) f +nf=0
16sen, wobei n € N. Gemaéss (LT5) und (LT6) gilt

(LTe) d

£y 0)(s) 2~ L i) L s2l)(s) - 7(0))
d

d
= — L (SLIA(3)) = —LLA1(s) — 5o (£LF1(5))



5.4. ANWENDUNGEN 176

und
£t 0)() "L = 17710 "L - S (PLIf(s) ~ 5(0) - £10)
= (L)) + F(0) = ~25LL)(s) — 57 5 (LLA1(5)) + F(0).

Mit F(s) = L[f](s) folgt, dass
0= LtF")(s) + L[ — )7)(5) +nLIf)(5)
= —25F(s) — s2F'(s) + f(0) 4+ sF(s) — f(0) + F(s) + sF'(s) + nF(s)
= (s —sHF'(s)+ (n+1—5)F(s).
Infolgedessen gilt

oder

Es folgt, dass

B L (s=1)
InF(s)=nln(s—1)—(n+1)lns = IHW,
so dass (s 1)
s — n
F(s) =~
Wir setzen
by = LTYF]
und wir beweisen, dass
et d"
=1 (1) = ——(t"e ™) |.
o und £, (t) b (t"e™)
Tatséchlich haben wir mithilfe von (LT6), dass
d" a1 n!
L[t"e " (s) = (=1)"——(L[e7Y(s) = (—=1)"— = :
e 1(5) = (1" G (Lle106) = (1) G = e

Mittels (LT5) ist

dn n_—t _.n n_—t _ n!Sn
£ gle )| () = sl ) =
da iy
d
—(t"e™) =0
dtk =0

fir alle k =0,1,...,n — 1. Aus (LT3) folgt, dass

Lln](s) = £ [etjtn(t”e_t)] (5) = £ [jﬂL(t”e_t)] (s—1="C "

oder
(s—1)"
sn+1 ’

L[n](s) =
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wie frither angesagt.

Die £, heissen Laguerre Polynome. Warum Polynom? Es gibt scheinbar eine Exponen-
tialfunktion, aber das Produkt mit dem Faktor e’ ist gleich 1. O

BEMERKUNG 5.25. In diesem Fall war die Differentialgleichung durch die Laplace-
Transformation auf eine andere einfachere Differentialgleichung zuriickgefiihrt. Der
Grund ist, dass die Koeffizienten der Differentialgleichung nicht Konstant sind. Wére
die original Differentialgleichung schwieriger gewesen, wiirde es uns nicht gelingen, die
originale Differentialgleichung durch die Laplace-Transformation zu lésen.

5.4.2. Integralgleichungen. Mittels der Laplace-Transformation kénnen wir auch
Integralgleichungen l6sen. Eine Integralgleichung ist eine Gleichung, die eine Funtkion f
und ihr Integral, sowie vielleicht eine Konstante, enthalt.

BEISPIEL 5.26. Wir mo6chten die Funktion f finden, wobei

t
fit)=t+ / f(r)sin(t —7)dr.
0
Wir erkennen, dass das Integral die Faltung von f und sin ist, d.h.

f(t) =t+ f=sin(t).
Wir koénnen jetzt die Laplace-Transformation anwenden und wir erhalten

F(s) = L[t](s) + L[f = sin(t)](s) = 8—12 + L[f](s)L[sint](s) = S% + F(S)82 :_ 1

)

wobei F(s) := L[f](s). Daraus folgt, dass

241 1 1 d (1\ 1d (1
F(S>:;:s2+s4:‘ds(s>‘6d83(s>
d 1d? 1 1
— SEIE) — § i (L) = L) + L) = £+ 5] o).

d.h.

f@):t+éﬁ. O

5.4.3. Systeme von Differentialgleichungen.

BEISPIEL 5.27. Wir betrachten ein Systeme zweier gleichen Pendel der Lange ¢ und der
Masse m und wir nehmen an, dass die Pendel durch eine Feder gekoppelte sind. Wir suchen
die Ausschldge 61 und 6o, unter der Annahme, dass 6; und 62 klein sind.
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— Tt

Die Bewegungsgleichungen des Systems sind

m(£sin6y)” = —mgsin Oy + kl(sin 6y — sin 6

m({sin6s)” = —mgsin by + kf(sin 61 — sin65) ,
wobei ma die Kraft nach dem zweiten Gesetz von Newton ist, —mg ist die Schwerkraft
und die dritte Terme £k{(sin 6 —sin 2) die Kraft nach dem Gesetzt von Hook darstellen.

Falls 61 und 62 klein sind, kénnen wir fiir j = 1,2 sin; mit 6; ersetzen. Damit erhalten
wir

mlh; = —mgby + kL(By — 6;)
mlly = —mgby + k() — 63)

oder
b= =901+ £(62— 1)
{éz =90, + £ (6, — 62).
Mit % =: w? und % =: o? erhalten wir
01 = —w20; + a2(0y — 6;)
ég = —w292 + a2(91 —67).

Jetzt wenden wir die Laplace-Transformation an, um das Systeme zweier Differentialglei-
chungen auf dem folgenden System zweier linearen Gleichungen zu transformieren.

5201 (s) — s01(0) — 6,(0) = w?O1(s) + a?(O2(s) — O1(s))
$202(s) — s02(0) — 05(0) = w?Oa(s) + a?(O1(s) — O2(s)),
wobei ©; := L[¢;] fiir j = 1,2. Wir nehmen an, dass 6;(0) = A und 6;(0) = 62(0) =
05(0) = 0, so dass das System wird
(82 4+ a? — w?)O1(s) — a?Os(s) = s
(52 + a2 — w?)Os(s) — a?01(s) = 0.



5.4. ANWENDUNGEN 179

Wir l6sen das System nach 01(s) und ©3(s) und erhalten

_s(s?+w?+aHA 1 1
O1(s) = (21wl ta?)?—of — % iz T 21w 12a2) A
_ 2A _ 1 1
62(5) - (32+w§ia2)27a4 - % s2+w?  s24w?42a2) A
Wir miissen jetzt 67 und 65 finden. Da
s
Llcoswt] (s) = ——,
fcoset] (5) = =
gilt
1
m = ﬁ[COS w2 + 20[2 t](S) s
so dass

O1(s) = %L[cos wt + cos Vw? + 2a2t](s)
A Llcoswt — cos Vw? + 2a2¢](s) .
Daraus folgt, dass
01 = é(coswt + cos Vw? +2a2t)
= g(coswt + —cosVw? + 2a2t).
Mithilfe der Formel
COS T COSY = %[cos(x +y) + cos(z — y)]

1
sinzsiny = 5[— cos(z + y) + cos(z — y)]
erhalten wir
2
01 = Acos (;‘—Ut) cosot
A = Asin (%t) sinot,
wobel wir

1
o= §(w+ w? 4 2a2)

gesetzt haben. Es ist klar, dass eine Energieaustausch zwischen den Pendeln stattfindet:
wenn das erste Pendel maximal ausschléagt, schlagt minimal das zweite aus, und umgekehrt.

O
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aplace-Transformationen

10 )
1 s, s§>0
t" snil, s>0
sin(at) iz $>0
cos(at) Tz $>0
et ﬁ, s>a
e - sin(bt) ()%, s>a
e - cos(bt) W’ s>a
et — Z)'n“’ s>a
af(t) + by(t) aL[f](s) + bLIg](s)
tf (1) —4(£11)
() (1) &5 (£1)))
f'(t) sL[f](s) — £(0)
f"(t) s?L[f](s) — sf(0) — f'(0)
f(t) 2 — a)

fo g(t —7)dr

L[f1(s) - Llg)(s)

180
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