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Étude des plongements symplectiques optimaux

Plongements d’ellipsoïdes
Pour b ≥ a > 0, considérons l’ellipsoïde

E(a, b) :=
{

(z1, z2) ∈ C2
∣∣∣∣∣ π|z1|2

a
+ π|z2|2

b
< 1

}
.

Pour A > 0, on s’intéresse aux plongements lisses

Ψ : E(a, b) ↪→ B(A) := E(A,A)

respectant une certaine condition sur leur matrice jacobienne

dΨ =


∂Ψ1
∂x1

· · · ∂Ψ1
∂x4... . . . ...

∂Ψ4
∂x1

· · · ∂Ψ4
∂x4

∈ G.
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Deux mondes

Quand est-ce qu’un tel Ψ : E(a, b) ↪→ B(A) existe ?

SO(4) SL(4)

max{a, b} ≤ A ab ≤ A2

Y a-t-il un monde entre les deux ?
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Le groupe symplectique

Définition
Le groupe symplectique Symp(n) est l’ensemble des matrices A
de taille 2n× 2n telles que

ATJ0A = J0 :=
(

0n×n −1n×n

1n×n 0n×n

)
.

Quelques propriétés de Symp(n) :
• Symp(n) ⊆ SL(2n)
• Symp(n) ∩ SO(2n) = U(n)
• Symp(1) = SL(2)
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Mais pourquoi prendre G = Symp(n) ?

• Topologie symplectique

• Mécanique classique
• Systèmes dynamiques et EDP
• Pourquoi pas ?

Mathematics is about "interesting structures". What
makes a structure interesting is an aboundance of in-
teresting problems ; we study a structure by solving
these problems.

-Mikhaïl Gromov
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Un théorème de Gromov

Mais pourquoi est-ce que le problème de plongement symplectique
pourrait être intéressant alors ?

Théorème (Théorème de non-plongement de Gromov)
S’il existe un plongement symplectique
B2n(a) ↪→ Z2n(A) := D(A)× Cn−1, alors a ≤ A.
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L’escalier de Fibonacci
Considérons la fonction

cEB(a) := inf{A | Ψ : E(1, a) ↪→ B(A), dΨ ∈ Symp(2)},

pour a ≥ 1.

Notons les nombres de Fibonacci par

(F−1, F0, F1, F2, . . . ) = (1, 0, 1, 1, 2, 3, 5, . . . )

et le nombre d’or par τ = 1+
√

5
2 . Considérons les nombres

an :=
(
F2n+1
F2n−1

)2
et bn := F2n+3

F2n−1
.

On peut vérifier que

· · · < an < bn < an+1 < · · · → τ4.
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L’escalier de Fibonacci (suite)

Théorème (McDuff-Schlenk, 2012)
La fonction cEB(a) est
(i) est linéaire sur les intervalles de la forme [an, bn] et constante

sur les intervalles de la forme [bn, an+1],
(ii) est égale à

√
a sur [τ4, (17

6 )2] sauf pour neuf intervalles
disjoints sur lesquels elle est linéaire par morceaux,

(iii) est égale à
√
a pour a ≥ (17

6 )2.
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L’escalier de Fibonacci (suite)

(a) L’escalier (b) Les intervalles disjoints
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Un principe de Eliashberg
La clef de la preuve du théorème de non-plongement est que l’exis-
tence d’un plongement symplectique B2n(a) ↪→ Z2n(A) force l’exis-
tence d’une courbe (presque) holomorphe. L’existence d’une telle
courbe impose alors la condition a ≤ A.

Cette idée a grandement proliférée depuis le papier original de Gro-
mov et a mené, entre-autres, au principe suivant :

Conjecture (Principe de Eliashberg)
Toute obstruction à un plongement symplectique (outre le volume)
provient d’une courbe (presque) holomorphe.

Dans notre cas, cela se traduit en

cEB(a) = max{
√
a, obstructions holomorphes}.
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L’approche de McDuff-Schlenk

E(1, a) ↪→ B(A)⇐⇒
N⊔

i=1
B(ai) ↪→ B(A)

⇐⇒ ∃ certaines courbes hol. dans Blp1,...,pN (CP 2)

⇐⇒ ∃ω(A,a) symp. sur Blp1,...,pN (CP 2)

⇐⇒ |a| ≤ A et
N∑

i=1
aimi ≤ dA si

N∑
i=1

mi = 3d− 1 et
N∑

i=1
m2

i = d2 + 1

+ cond. sur transfo. de Cremona de (d,m)
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Merci de votre attention !
Y a-t-il des questions ?
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