Mit konkreter Mathematik durch ein
halbes Jahrhundert

Der Versuch, meine mathematischen Resultate zu ordnen, zeigt Schwerpunkte in Him-
melsmechanik, Angewandter Analysis, Asymptotik, numerischer Mathematik, vielleicht
auch in algorithmischer Zahlentheorie. Allem gemeinsam ist das Bestreben, Problem-
stellungen zu konkretisieren und bis zur vollstandigen Losung, z.B. auf dem Computer
zu verfolgen. Die Methoden, die ich verwendete, hatten immer einen algorithmischen,
ja fast handgreiflichen Aspekt. Haufig geniigte schon die Verwendung von geeigneten
Variablen, um das Problem auf iibersichtliche Art darzustellen. Besonders wichtig war
und ist es mir, die gefundene Losung elegant und einfach darzustellen. So passt der von
Graham, Knuth und Patashnik (1989) geprégte Begriff ” Concrete Mathematics“ sehr gut
zu meiner Art, Mathematik zu betreiben. Bezeichnenderweise ist dieses Werk Leonhard
Euler (1707-1783) gewidmet, der auch fiir mich das ganz grofie Vorbild ist.

Selbstverstandlich bin ich, wie viele Leute, gepragt von meinen Lehrern auf allen
Stufen, und ich mochte ihnen allen danken fiir die unzéahligen Gedankenablaufe, Anregun-
gen, Anstofe, Vereinfachungen, Hilfestellungen usf., ohne die ich nie in einem solchen Aus-
maf in die Mathematik hatte eindringen konnen. Ich will im folgenden einige Schliisseler-
lebnisse aufzahlen, die meine spateren Interessen sehr stark beeinflusst hatten. Danach
soll mein bisheriges Werk kurz geschildert werden.

Die Anfange.

Im Alter von 10 Jahren (3. Klasse, 1948) hasste ich den Unterricht im Rechnen, und
insbesondere hasste ich die einmal gestellte Aufgabe, fiir jede (natiirliche) Zahl < 100
eine (nichttriviale) Faktorzerlegung aufzuschreiben oder sie als Primzahl zu kennzeich-
nen. Vielleicht hatte dies aber mein bis heute andauerndes Interesse an der Zahlentheorie
geweckt. Die Ausdauer, die hier notig war, ist zudem eine Eigenschaft, die einem Mathe-
matiker nur niitzlich sein kann.

Noch im selben Jahr, in der 4. Klasse, faszinierten mich Schulrechnungen wie 252 =
625, 24 - 26 = 624, 23 - 27 = 621. Die darin steckenden Zusammenhange und die
Moglichkeit einer eleganten Abiirzung des Rechenvorgangs haben vielleicht meine Vor-
liebe fiir alles Algorithmische geweckt. Dies machte nun jedenfalls ungeheuer Spaf, und
ich begann damals schon die Faszination der Mathematik zu erahnen und sie als etwas
Spannendes, Anregendes zu erleben. Zum Beispiel versuchte ich immer wieder, die vielen
Flachen- und Volumenberechnungsformeln aus dem damals sehr popularen Pestalozzi-
Kalender zu ergriinden und anzuwenden.

Vollends hatte es mich gepackt, als mir mein Vater etwas spater mehr tiber die Zahl
7 erzahlte. Damals schon fragte der Klassenlehrer mich, wenn er mehr als 3 Dezimal-
stellen von 7 brauchte. Das Grofite in jener Zeit aber war die Berechnung der Hy-
potenuse im rechtwinkligen Dreieck mit dem Satz von Pythagoras und dem Ausziehen
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einer Quadratwurzel. Natiirlich hatte ich damals die Zusammenhéange noch nicht wirklich
verstehen konnen, aber die Durchfithrung der Rechnung und das Nachmessen in einer
genauen Zeichnung waren ein absoluter Hohepunkt. Im 7. und 8. Schuljahr lernte ich
einen Zerlegungsbeweis des Satzes von Pythagoras kennen und erlebte damit erstmals die
Kraft und Faszination eines mathematischen Beweises. Gleichzeitig eroffneten sich neue
Geheimnisse durch aufgeschnappte Worter wie Sinus, Logarithmus, die zu ergriinden ich
ein starkes Bediirfnis verspiirte. Dass man mit dem alten Rechenschieber von meinem
Onkel richtig multiplizieren kann, war fiir mich ein Wunder, das dringend eine Erklarung
brauchte.

Auf dem Weg zum Mathematiker.

In der Mittelschule (Oberrealschule Ziirich, 9. bis 13. Schuljahr, 1953 - 1957) wurden
die dringendsten Fragen in den ersten zwei Jahren beantwortet. Der unerschopfliche
Reichtum der Mathematik wurde mir aber immer deutlicher bewusst durch standig neu
dazukommende Fragen, teils mit, teils ohne Antworten. Meist spielte der Wunsch nach
Aufdeckung verborgener Zusammenhénge eine wichtige Rolle, etwa bei periodischen
Dezimalbriichen. Besonders angezogen fiihlte ich mich damals schon von allen algo-
rithmischen, konkreten Fragestellungen wie dem Euklidischen Algorithmus, der Planime-
trie, den reguldren Polyedern (ich klebte mir eine grofle Anzahl davon), der Summa-
tion von unendlichen geometrischen Reihen. Meine Neugier iiber die Summe der Poten-
zen natiirlicher Zahlen war erst gestillt, als mir mein Mathematiklehrer eine Zusammen-
fassung tiber die Eulersche Summenformel, Bernoulli-Zahlen und Fourierreihen geschrieben
hatte. Natiirlich konnte ich mit Differenzieren nicht warten, bis dies endlich im regularen
Unterricht behandelt wurde.

Dass ich ein Mathematikstudium ergreifen wiirde, war schon friith klar; wegen meiner
Vorliebe fiir praktische Aspekte wurde mir die ETH empfohlen. An der Abteilung IX
(1957-1962) wurde ich namhaft geprégt von den Professoren H. Hopf (Lineare Algebra,
Differentialgeometrie), A. Pfluger (komplexe Analysis), B. Eckmann (Algebra, Topolo-
gie), R. Jost (Analytische Mechanik, Elektrodynamik, Optik), E. Stiefel (Grundlagen der
numerischen Mathematik, Asymptotik), H. Rutishauser (héhere Numerik).

Um spater erfolgreiche mathematische Forschung zu betreiben, sollte im Studium ein
(nicht zu kleiner) rasch abrufbarer Vorrat an Grundlagen und Grundkenntnissen angesam-
melt werden. Mathematische Objekte sollten mit einer gewissen Leichtigkeit manipuliert
werden konnen, so dass der Gedankenfaden dabei nicht abbricht. Das wichtigste ist aber
gewiss eine nimmersatte Neugier, Zusammenhangen auf den Grund gehen zu wollen. Dazu
gehort auch eine unermidliche Ausdauer, nicht aufzugeben, bis das Ziel erreicht ist.

Forschung und Resultate.

Zu meinem ersten Forschungsgebiet bin ich eher zufallig gekommen, namlich durch das
von Prof. E. Stiefel 1961 angebotene Proseminar iiber ausgewahlte Kapitel der Him-
melsmechanik. Das Vortragsthema ”Die Regularisierung von Levi-Civita“ erlaubte mir,



Aspekte der Theorie der Differentialgleichungen und der komplexen Analysis miteinander
zu verkniipfen, und es war einer konkreten Behandlung zugéanglich. Da der mathematische
Stil von E. Stiefel mir sehr zusagte, bat ich ihn um ein Diplomthema. Es sollte sich zeigen,
dass der Seminarvortrag fiir mich die Weichen stellte fiir Diplomarbeit, Dissertation und
die wichtigsten Forschungsresultate.

Im folgenden werden die einzelnen Forschungsgebiete und Hauptresultate kurz be-
leuchtet. Die Referenzen [ | beziehen sich auf das anschliefende Literaturverzeichnis.

Regularisierung in der Himmelsmechanik.

Die Diplomarbeit [in 1 zusammengefasst] kombiniert die 2-dimensionale Regularisie-
rungstechnik von Levi-Civita mit Ideen aus der Uniformisierungstheorie von Riemannschen
Flachen. Das Hauptresultat ist ein neues Verfahren zur simultanen Regularisierung aller
drei Zweierkollisionen im ebenen Dreikorperproblem. Dieses eignet sich gut zur nu-
merischen Berechnung von Bahnen mit Kollisionen [9, 41]. In der Dissertation [2, 3]
(Referent: E. Stiefel, Korreferent: B. Eckmann) wird die 3-dimensionale Regularisierung
von Kustaanheimo und Stiefel zur globalen Regularisierung des raumlichen restringierten
Dreikorperproblems eingesetzt. Auch hier befasst sich eine Folgearbeit mit der Verwen-
dung der eingefiihrten Variablen zu numerischen Zwecken [4].

Dreikorperproblem und Dreierkollision.

Die langste Sequenz meiner Arbeiten befasst sich mit der gegenseitigen Annaherung
aller Massenpunkte im Dreikorperproblem (dreifache Anndherung). Nach Vorstudien
in Spezialfallen [8, 11] wird in [10, 12, 13, 15, 16] das Hauptresultat im Rahmen der
singularen Storungstheorie entwickelt: Die Dreierkollisionssingularitat ist nicht regulari-
sierbar; die Bewegung nach einer dreifachen Annadherung héngt nicht stetig von den An-
fangsdaten ab. Dadurch kénnen beliebig grofle Entweichgeschwindigkeiten auftreten. Es
werden Variablensysteme verwendet, welche die konkrete Berechnung von solchen Bah-
nen erlauben. Die Arbeit [17], die von der Académie Royale de Belgique mit einem
Preis ausgezeichnet wurde, fasst diese Resultate zusammen. Die frithen Arbeiten [10,
12] waren unter den ersten, welche die dreifache Annaherung beschrieben; der wirkliche
Durchbruch ist McGehee 1974 mit der Einfiithrung der DreierstoBmannigfaltigkeit gelun-
gen. Meine Arbeiten [21, 22, 25, 26] befassen sich mit der Beschreibung der Dreierstof3-
mannigfaltigkeit durch angepasste Variable. In [51] wird der Versuch unternommen, die
fiir N-Korperkollisionen wichtigen Zentralkonfigurationen mittels Methoden der algebrai-
schen Geometrie zu behandeln. Der erst kiirzlich geschriebene Ubersichtsartikel [53] ver-
mittelt eine Riickschau auf den gesamten Problemkreis.

Die Koorbitalmonde Janus und Epimetheus von Saturn.

Im Ringsystem des Saturns gibt es mehrere Paare von kleinen Monden, die sich auf fast
identischen Bahnen bewegen. Das Dreikorperproblem mit zwei kleinen Massen bildet
ein gutes Modell fiir diese Situation, ist aber leider nicht viel einfacher als das allge-
meine Dreikorperproblem. Trotzdem erlaubt die Einfiihrung von geeigneten Variablen
eine einfache Beschreibung der Bewegung der kleinen Korper im Rahmen der singularen
Storungstheorie [31] (zusammen mit F. Spirig). Zum selben Thema folgten wenig spéter
von uns unabhéngige Arbeiten von Hénon und Petit (1986) . Unsere eigenen Arbeiten
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fanden eine Fortsetzung in [35, 37, 43, 49|, wo unter anderem auch die Asymptotik von
Bahnen im Hillschen Mondproblem sowie deren chaotisches Verhalten untersucht wird.

Singuldre Storungstheorie.

Die von mir als Korreferent (zusammen mit P. Henrici) betreute schone Dissertation von
Kaspar Nipp (An algorithmic approach to singular perturbation problems in ordinary
differential equations with an application to the Belousov-Zhabotinskii reaction, ETH
Diss. No. 6643, 1980) entwickelt ein konstruktives Verfahren, um die fiir ein singulér
gestortes Problem wesentlichen Skalierungen zu finden. Mit derselben Technik habe ich
den Grenzzyklus im Van-der-Pol-Oszillator mit nur 3 Variablensystemen (im Gegensatz
zu den klassischen 5 Regimen) bis zu hohen Ordnungen entwickelt, siehe J. Grasman,
Asymptotic Methods for Relaxation Oscillations and Applications, Springer 1987, p.
67 - 70. Die singulare Storungstheorie bildet auch die Grundlage fiir meine Behand-
lung der dreifachen Anndherung im Dreikorperproblem [17] und die Beschreibung der
Bewegung der Koorbitalmonde von Saturn [31].

Differentialgleichungen und dynamische Systeme.

Die Arbeiten zu diesem Thema sind von stark unterschiedlichem Inhalt. Die frithen
Arbeiten [5, 7] (zusammen mit W. Trautwein) betreffen einen Vorschlag zur Rendezvous-
Steuerung, gehen also eher in Richtung Control Theory. In [28, 32| wird die Periode
P(z) im R&auber-Beute-Modell von Volterra-Lotka betrachtet. Einerseits wird P(z) fiir
grofle z asymptotisch entwickelt, andrerseits wird die Monotonie der Funktion P(z) be-
wiesen. In [24] wird die Variationsgleichung des ebenen Dreikérperproblems mittels hy-
pergeometrischer Funktionen geldst. In [27] wird zusammen mit U. Kirchgraber und A.
Friedli ein Bifurkationsproblem theoretisch untersucht und mittels der schnellen Fourier-
transformation numerisch gelost. In [44] werden die in der Leistungselektronik héaufig
auftretenden linearen Differentialgleichungssysteme mit stiickweise konstanter Koeffizien-
tenmatrix unter Verwendung der Matrixexponentialfunktion praktisch gelost. Die Arbeit
[45] (zusammen mit H.J. Biittler) schlieBlich betrifft Optionenpreismodelle in der Fi-
nanzmathematik: die betreffenden parabolischen partiellen Differentialgleichungen wer-
den durch Reihen nach Laguerre-Polynomen und Greensche Funktionen gelost. Die von
mir als Korreferent zusammen mit J. Moser betreute Dissertation von Alessandra Celletti
(Analysis of resonances in the spin-orbit problem in celestial mechanics, ETH Diss. No.
8926, 1989) hat mich selbst auf dem Gebiet der Normalformen weitergebracht.

Allgemeine numerische Mathematik.

Unter diese Rubrik fallen 56 Vortriage quer durch die ganze numerische Mathematik,
gehalten in den Jahren 1974 - 1987 am Kolloquium fiir Computerbeniitzer. Einige wenige
sind im Bulletin des Rechenzentrums der ETH erschienen [18]. Weitere Arbeiten unter-
schiedlichen Inhalts folgen lose: In [6] wird der Algorithmus von Levinson (1947) auf die
schnelle Losung von linearen Gleichungssystemen mit Toeplitzmatrix angewendet. [19]
betrifft einen exemplarisch beschriebenen Vorschlag zur numerischen Behandlung von
Randwertproblemen auf unendlichen Intervallen. Die Arbeiten [30, 46] sind speziellen
Integrationsverfahren fiir Systeme von gewohnlichen Differentialgleichungen gewidmet:
den Taylorreihen-Integratoren bzw. den expliziten symplektischen Integratoren. In [48]



(zusammen mit W. Gautschi) werden Integratoren zur Erzeugung von Niveaulinien an-
alytischer Funktionen eingesetzt (z.B. via MATLAB). [50] schliefllich ist eine teils histo-
rische, teils numerische Untersuchung der Logarithmentafel von Jost Biirgi (1620).

Numerische und analytische und Integralberechnung.

Alles zu seiner Zeit! Meist ist die numerische Quadratur das einzig Mogliche oder zu-
mindest einfacher als die analytische. Die Arbeit [29] (zusammen mit D. Kahaner) ist
ein Beitrag zur Erzeugung von effizienten numerischen Quadraturregeln durch optimales
Hinzufiigen weiterer Punkte zu GauBlschen Regeln. Leider lasst sich die allgemeine Theo-
rie von Kronrod nicht auf den Gauf-Laguerre-Fall iibertragen. Dieser Problemkreis schien
aber geniigend neu und ertragreich zu sein; er hat schliellich zur gut gelungenen Disser-
tation von Lorenz Frey gefiithrt (Theoretical and numerical aspects of a general extension
scheme for quadrature formulas in one dimension, ETH Diss. No. 9174, 1990).

Eine Alternative zu Gauf}-Quadraturen und deren Erweiterungen bilden analytische
Substitutionen in Verbindung mit der Trapezregel. Fiir analytische Integranden ergeben
sich auflerordentlich einfache, anpassungsfahige Algorithmen mit exponentieller Konver-
genz [33, 52]. Dies lésst sich auch fiir mehrfache Integrale tiber Rechtecksbereiche (auch
Streifen, Halbstreifen, Halbraume usf.) einsetzen [36].

Gelegentlich aber lohnt sich die analytische Integralberechnung. Die explizite Darstel-
lung des Newtonschen Potentials von homogenen Polyedern [14,23] beruht auf einer
geeigneten Zerlegung des Polyeders und einer addquaten Handhabung der zahllosen Terme.
Diese lassen sich durch log- und arctan-Funktionen darstellen, und bei geeigneter Imple-
mentation gelten die Schlussformeln sogar auch im Innern des Polyeders und auf dem
Rand. Dieses Arbeitsgebiet wurde in letzter Zeit von R. Broucke (Austin, Texas) wieder
aufgenommen und fiihrte zu einer erfolgreichen Berechnungsmethode fiir Satellitenbahnen.
Die Arbeit [42] wurde von Praktikern der elektrischen Feldtheorie geschrieben, basiert aber
auf einer mir gegliickten effizienten Auswertung gewisser Integrale. In der Arbeit [52]
(zusammen mit W. Gautschi) schlieBlich wird ein fiir die numerische Quadratur iiber un-
endliche Intervalle wichtiges Integral auf die unvollstandige Gammafunktion zuriickgefiihrt.

Komplexe Analysis und Asymptotik.

In diesen Abschnitt fallen wenige Arbeiten tiber spezielle komplex-analytische Funktionen
[34], sowie iiber die Asymptotik der Nullstellen der Exponentialsummen [38] (zusammen
mit R.S. Varga). Sattelpunkt-Asymptotik angewendet auf Fourierintegrale ist die Grund-
lage sowohl der Fehlertheorie in [52] wie auch der personlichen Note an Prof. K. Voss vom
19. 9. 1998. SchlieBlich wird in [39] das an sich elementare Zweipunkt-Randwertproblem
des Kreisbilliards elegant gelost, und [47] diskutiert die glatten Losungen einer von F.
Stenger 1994 (NA Digest 10/94, item 2) erwdhnten Funktionalgleichung.

Algorithmische Zahlentheorie.

Dieses Gebiet habe ich nur nebenbei, gewissermafien als Hobby, betrieben. Neben der
Ergriindung der wohl nie vollstandig 16sbaren Ratsel der Primzahlverteilung machte ich
mir zum Ziel, die RSA-Codierung didaktisch aufzuarbeiten. Dies fiihrte 1978, 1981 zu
Vortragen am Kolloquium fiir Computerbeniitzer sowie zur Mitwirkung an der Vorlesung



Algebra II, Abt. IIIC, in den Sommersemestern 1997, 1998. Weitere Ubersichtsvortréige
folgten 1986, 1997, 1998. Resultate iiber Haufungen von Primzahlen sowie die Primzahl-
verteilung sind zur Publikation bereit, z.B. die spektakulare grofite positive Nullstelle der
Riemannschen Primzahlzahlfunktion R(x) bei 2-1074¥28 oder Clusters von 18 Primzahlen
unter 71 aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen bei 2-10%* und bei 3-10%*. — In der Note
[40] (zusammen mit J. Nievergelt) werden die div- und mod-Operationen bei ganzzahliger
Arithmetik diskutiert.

Unterricht.

Dieser wichtige Aspekt im Wirken jedes Mathematikers spielt auch bei mir eine grofie
Rolle. Schon als Schiiler habe ich haufig Kameraden bei mathematischen Hausaufgaben
geholfen — und habe dabei wohl selbst am meisten profitiert. Es kostete mich gewaltig viel
Uberwindung, zum ersten Mal vor einer Schulklasse zu stehen, aber der Mut, als Student
eine Klasse in Darstellender Geometrie zur Maturitit zu fithren, hat sich fiir mich sehr
gelohnt. Meine ersten Vorlesungen (Numerische Mathematik, Himmelsmechanik) gab ich
in den USA (1967 - 1972). An der ETH folgten Vorlesungen iiber Numerische Mathe-
matik, Himmelsmechanik, Differentialgeometrie, partielle Differentialgleichungen, lineare
Algebra, komplexe Analysis, gehalten an fast allen mathematisch-technischen Abteilun-
gen. Immer wieder habe ich dabei festgestellt, dass das Halten einer Vorlesung das eigene
Verstandnis sehr fordert. Mein Ziel war es immer, auch in Vorlesungen das Verstandnis
zu fordern, den anschaulichen Standpunkt zu betonen und einen engagierten Unterricht
zu bieten.

29. 10. 1998 Nachgefiihrt 26. 2. 2003, 14. 6. 2007

Jorg Waldvogel

Seminar fiir Angewandte Mathematik
ETH-Zentrum

CH-8092 Ziirich, Switzerland
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