
JörgWaldvogel,ETHZürich1
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Zusammenfassung

NacheinergeometrischenEinführungderprojektivenEbeneEmittels

ZentralprojektionundVervollständigungwirddiesesKonzeptrechnerisch

realisiertdurchhomogeneKoordinaten.AufnatürlicheWeisegelingtes

sodann,jederGeradenGvonEeinhomogenesKoordinatentripelg

zuzuordnen,diePlückerschenLininkoordinatenderGeraden.Einfache

AufgabenamDreieck,etwadieBerechnungderSeitenundder

HöhenfußpunkteausdenEcken,lassensichbesonderselegantlösen.

SchließlicherlaubtdieVerwendungvonhomogenenKoordinaten

zwangslosdieVerallgemeinerungauf3undmehrDimensionen.
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1.DieprojektiveEbene

WirprojizierendiegewöhnlicheEbeneE,genanntdieEuklidischeEbene,

voneinemProjektionszentrumZ/∈EausaufeineEschneidende

BildebeneE
′
mitZ/∈E

′
(dieTafel).DieStrukturdesUnendlichenvon

EwirdinE
′
anschaulich:

•InE
′
entsprichtdasUnendlichevonEderSchnittgeradenG

′

∞von

E
′
mitderParallelebenezuEdurchZ.

•DasUnendlichevonEhatdaherdieStruktureinerGeraden,G∞,

genanntdieunendlichferneGeradevonE,auchdieuneigentliche

GeradevonEoderabsoluteGeradevonE.

•VervollständigungderEuklidischenEbenedurchG∞ergibtdie

projektiveEbene:E=E∪{G∞}
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Parallelenbüschel

BetrachteeineScharvonParallelenA,B,C,...inE.DieBildgeraden

A
′
,B

′
,C

′
,...inE

′
(beiZentralprojektionvonZaus)schneidensichin

einemPunkt,U
′

∞∈G
′

∞,demFluchtpunktderParallelenschar.Man

erhältdiesendurchSchnittderTafelE
′
mitderParallelenzuAdurchZ.

Vervollständigungvon(Euklidischen)Geraden

•JedeEuklidischeGeradewirddurchihrenunendlichfernen

(uneigentlichen,absoluten)Punktvervollständigt

•ParalleleGeradenhabendenselbenuneigentlichenPunkt

•ParalleleGeradenschneidensichinihremuneigentlichenPunkt

•AlleuneigentlichenPunktevonEliegenaufderuneigentlichen

GeradenG∞
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EigenschaftenderprojektivenEbene

SeinunauchdieTafelE
′
zueinerprojektivenEbeneE

′
vervollständigt.

DannvermitteltdieZentralprojektionmitZentrumZeineein-eindeutige

ZuordnungzwischenPunktenvonEundE
′
,sowiezwischenGeraden

vonEundE
′
.

FürEwieauchfürE
′
giltderfolgendeSatz:

•ZweiverschiedenePunkte∈ElassensichdurchgenaueineGerade

verbinden.

•ZweiverschiedeneGeraden⊂EhabengenaueinenSchnittpunkt.

HierweichtdieprojektiveGeometrievonderEuklidischenGeometrieab:

diezweiteAussageersetztdasParallelenaxiom.
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DieRiemannscheZahlenkugel

EinanderesModelldesUnendlichenin2Dimensionenwirdinder

KomplexenAnalysisgebraucht.DieVervollständigungderkomplexen

Ebene

C={z=x+iy|x∈R,y∈R},i=
√
−1

zurRiemannschenZahlenkugelCerfolgtdurchHinzufügeneines

einzigenPunktesz=∞,

C=C∪{∞}.

DieAbbildungvonCnachCentsprichtderstereographischenProjektion

derZahlenkugelCvonihremNordpolausaufdieimSüdpolberührende

EbeneC.
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2.HomogeneKoordinateninEundE

SeiX=(X1,X2)∈R
2

einPunktderEuklidischenEbeneE=R
2
,

dargestelltdurchseineCartesischenKoordinatenX1,X2.Zum

(scheinbaren)ÜberflusswerdederPunktXdurchdasZahlentripel

x=(x0,x1,x2)mitx06=0,x6=(0,0,0)

dargestellt,wobei

Xk=
xk

x0

,k=1,2.(1)

SolcheZahlentripelsindunempfindlichaufMultiplikationmiteinem

Faktorc6=0,dacx=(cx0,cx1,cx2)fürjedesc6=0denselbenPunkt

X=(X1,X2)darstellt.

x=(x0,x1,x2)6=(0,0,0)heißteinzuX=(X1,X2)∈R
2

gehöriges

homogenesZahlentripel.

Beispiel:x=(1,X1,X2).
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ÜbergangzurprojektivenEbeneE=R
2

Seinun

x0=0

zugelassen,sofern(x1,x2)6=(0,0).Dannstelltdashomogene

Zahlentripelx=(0,x1,x2)∈EdenuneigentlichenPunktinRichtung

(x1,x2)∈R
2

dar.

Beweisz.B.durchLimesbetrachtungx0→0.

Zusammenfassung:DieMengederhomogenenZahlentripel

x=(x0,x1,x2)6=(0,0,0)mitderÄquivalenzrelationx∼cx∀c6=0

istisomorphzurMengederPunktederprojektivenEbeneE.
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VerbindungsgeradezweierPunkte

Gegeben:ZweiverschiedenePunkte,x=(x0,x1,x2),y=(y0,y1,y2)

vonE.DannentsprichtdieMengeallerLinearkombinationen,

z=sx+ty,s,t∈R

derMengeallerPunktederVerbindungsgeradenvonxundy.

Bemerkung:AuchhierkommteinredundanterParameterinsSpiel:

zweiParametersundt,obwohldieVerbindungsgeradenureinen

Freiheitsgradhat.

ReduziertmanaberetwamitderWahls=1aufdeneinenParameter

t∈R,alsoz=x+ty,soerhältdieVerbindungsgeradeeineLückebeiy.

Aufgabe:StellediebekanntePunkt-RichtungsformelalsSpezialfall

dieserTheoriedar.
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3.DiePlückerschenLinienkoordinaten

GleichungeinerGeradenGinR
2

=E:

g0+g1X1+g2X2=0(2)

DasZahlentripelg=(g0,g1,g2)6=(0,0,0)charakterisiertGeindeutig.

cgmiteinembeliebigenc6=0charakterisiertdieselbeGeradeG.

ghatsomitdieEigenschafteneineshomogenenZahlentripels.

Definition:DieKomponentengk(k=0,1,2)deshomogenen

Zahlentripelsg=(g0,g1,g2)6=(0,0,0)heißendieLinienkoordinaten

(odereinfachdiehomogenenKoordinaten)derGeradenG.
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DerInzidenzsatz

ObigeGleichung(2)mitX1=
x1

x0

,X2=
x2

x0

impliziert

g0x0+g1x1+g2x2=0oder

2
∑

k=0

gkxk=0

Definition:DerPunktXunddieGeradeGheißen(miteinander)

inzident,fallsXaufGliegt(oderGdurchXgeht).

Inzidenzsatz:Seienx=(x0,x1,x2),g=(g0,g1,g2)homogene

KoordinatendesPunktesXbzw.derGeradenG.XundGsindgenau

danninzident,wenn
2

∑

k=0

gkxk=0.

Bemerkung:Fasstmang,xals(Kolonnen-)Vektoren∈R
3

auf,so

bedeutetdiesderenOrthogonalität,inMatrizennotation:g
T
x=0.
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VerbindungsgeradeundSchnittpunkt

Gegeben:ZweiverschiedenePunkteX,YvonEdurchihrehomogenen

Koordinatenx=(x0,x1,x2),y=(y0,y1,y2).

AllehomogenenTripelg∈R
3

derVerbindungsgeradenX,Ysindortho-

gonalzuxundy.BequemeWahl:g=x×y(VektorproduktimR
3
).

Satz:ZweiverschiedeneX←x=(x0,x1,x2)

PunkteY←y=(y0,y1,y2)

VerbindungsgeradeG←g=x×y

ZweiverschiedeneA←a=(a0,a1,a2)

GeradenB←b=(b0,b1,b2)

SchnittpunktS←s=a×b

Aufgabe:Findehomog.KoordinatenderuneigentlichenGeradenvonE.
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Exkurs:DieabsolutenKreispunkte

ZweiEllipsenhabeni.a.4Schnittpunkte.Warumhabenzwei

verschiedeneKreise(spezielleEllipsen!)niemehrals2Schnittpunkte?

Wosinddiefehlenden2Schnittpunkte?

Kreisgleichungen:

Euklidisch:(X1−a1)
2

+(X2−a2)
2

=r
2

Homogen,Glg.(1):(x1−a1x0)
2

+(x2−a2x0)
2
−r

2
x

2
0=0

Satz:JederKreis(unabhängigvona1,a2,r)enthältdiezweiabsoluten

Kreispunkte(x0,x1,x2)=(0,1,±i),i=
√
−1.

DieabsolutenKreispunktesindunendlichfernundkomplex.Siesind

allenKreisengemeinsam;essinddiebeidenfehlendenSchnittpunktevon

zweiverschiedenenKreisen.
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4.DasDreieck

NichtausgeartetesDreieckEcken:X,Y,Z

(d.h.Fläche6=0,<∞)Gegenseiten:A,B,C

WirpackendiezugehörigenhomogenenTripelx,y,z,a,b,cals

Kolonnenindie(3×3)-Matrizen

M=
(

xyz
)

,H=
(

abc
)

.(3)

WegendenInzidenzenimDreieck,z.B.AinzidentmitYundZ,etc.,

giltaufgrundvonS.13,unten:a
T
y=0,a

T
z=0,etc.Somit:

H
T

M=









∗00

0∗0

00∗









WegenderNicht-Ausartungsinddiemit∗markiertenEinträge6=0.
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Dreieck,EckenundSeiten

SeiendiehomogenenTripelx,y,zderEckengegeben,d.h.Misteine

gegebeneMatrix;gesuchtsinddiehomogenenTripela,b,cderSeiten.

Diesekönnensonormiertwerden,dassallemit∗markiertenEinträge

=1werden.Danngilt(mitI=Einheitsmatrix)

H
T

M=IoderH=
(

M
−1

)

T
.(4)

Satz:SeiMdieMatrixmitdenhomogenenKoordinatenderEcken

einesnichtausgearteten,eigentlichenDreiecksalsKolonnen.Dannist

Minvertierbar,unddieMatrixH:=
(

M
−1

)

T
enthältinihren

entsprechendenKolonnenhomogeneLinienkoordinatenderGegenseiten.

DabeisinddieSkalarproduktederimDreieckgegenüberliegenden

homogenenTripel=1.
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5.DieHöhenundihreFußpunkte

BetrachtedieDreiecksseiteA,gegebendurchdashomogeneTripel

a=(a0,a1,a2).AufgrundderGeradengleichung(2)vonS.12ist

(a1,a2)∈R
2

einNormalenvektorderSeiteA.JedeNormalevonAgeht

daherdurchdenuneigentlichenPunkta
0

:=(0,a1,a2).

GemäßS.11parametrisierenwirdiezugehörigeHöhe,d.h.die

Verbindungsgeradeuvona
0

mitx=(x0,x1,x2),z.B.als

u=x−κa
0
,κ∈R.(5)

UmdenHöhenfußpunktaufuzuerhalten,fordernwirdieInzidenz

a
T

u=0;darausfolgtwegenderBemerkungS.17,unten:

κ=
a

T
x

a
T

a
0=

1

a
T

a
0.
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AlleHöhenfußpunkte

Wirpacken(5)unddiezweianalogenGleichungenfürvundwals

KolonnenineineMatrixP,

P:=
(

uvw
)

=
(

xyz
)

−
(

a
0

b
0

c
0
)









κ00

0µ0

00ν







,(6)

wobeiinFortsetzungvonS.18,untengilt:

κ=1/(a
T

a
0
),µ=1/(b

T
b
0
),ν=1/(c

T
c
0
).(7)

Mit(3)vonS.16undoffensichtlicherBedeutungvonH
0

sowiedem

OperatordiagzurErzeugungeinerDiagonalmatrixschreibtsich(6)als

P=M−H
0
diag(κ,µ,ν).(8)



JörgWaldvogel,ETHZürich20

DasProblemvonFagnano(1775):DasFußpunktsdreieck

FindePunkteÃ,B̃,C̃aufdenSeitenA,B,CeinesDreiecks(oderauf

ihrenVerlängerungen),sodassderUmfangdesDreiecksÃ,B̃,C̃

kleinstmöglichist.

Lösung:DasFußpunktsdreieckÃ=U,B̃=V,C̃=W

löstdasProblemvonFagnano.

EinelegantergeometrischerBeweisfindetsichz.B.in[1],siehe

LiteraturangabenaufSeite10.
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6.Dern-dimensionaleprojektiveRaumRn.

DieVerallgemeinerungderhomogenenPunktkoordinatenergibtsich

zwangslos.DamitistderprojektiveRaumR
n

definiert:

R
n

={x:=(x0,x1,...,xn)∈R
n+1
\(0,0,...,0)

∣

∣

cx∼x∀c6=0}

Diehomogenen“Linienkoordinaten“g=(g0,g1,...,gn)beziehensich

nunauf(n−1)-dimensionaleHyperebenen(fürn=3diegewöhnlichen

Ebenen);derInzidenzsatzvonS.13giltnunmitSummationvonk=0

bisn.

DieTheoriederniedriger-dimensionalenHyperebenen(z.B.Geradenim

Raum)istkomplizierter,wirdhierweggelassen.

Aufgabe:Beschreibe(geometrischundalgebraisch)dieStrukturdes

Unendlichenimprojektiven3-dimensionalenRaumR
3
.
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EineeleganteRealisierunginMatlab

DiefolgendeRealisierungvon(8)mit(7)funktioniertfürSimplicesin

jederDimensionn>0.DiejeN:=n+1homogenenKoordinatender

NEckenmüssenindenKolonnenderMatrixMstehen.

H=inv(M)’,H(1,:)=0*H(1,:);

P=M-H*diag(1./sum(H.^2))

PenthältinihrenKolonnendiehomogenenKoordinatender

Höhenfußpunkte.ImFalln=1enthältPdievertauschtenKolonnen

vonM.FürMatlabsieheURLhttp://www.mathworks.com.

Beispiel:

M=

0

B

B

@

111

−331

014

1

C

C

A,H=

0

B

B

@

.55.6−.15

−.15.2−.05

−.10−.2.30

1

C

C

A,P=

0

B

B

@

111

21/131/257/37

40/137/228/37

1

C

C

A.


