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Zusammenfassung

Der Vortrag spricht den Problemkreis der groBen linearen Gleichungs-
systeme an und demonstriert, dass die GroBe von in Technik und
Wissenschaft interessanten Gleichungssystemen keine Grenzen hat. Als
Modellproblem verwenden wir den Warmeausgleich in leitenden Medien
(Stabe, Platten, raumliche Gebiete). Fiir eine approximative Losung
beschreiten wir einen vollstandig elementaren Weg.

Grundlage ist die Diskretisation mit einem regelmaBigen Cartesischen
Gitter und die verschwindende Warmebilanz in jedem inneren Gitter-
punkt. Die Mittelwerts-Eigenschaft der Losung liefert ein einfaches,
praktikables, ein sogenannt iteratives Losungsverfahren. Fur Recht-
ecksbereiche kann dessen Konvergenz unter Verwendung trigonome-
trischer Additionstheoreme bewiesen werden. Zum Schluss wird ein
Ausblick auf analoge Problemstellungen gegeben.
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1. Einleitung

Eines der Grundprobleme der angewandten Mathematik:
Aufstellen und Losen von Gleichungen
gemaB dem grundlegenden Vorgehen der (berechnenden) Mathematik:
1. Unbekannte GroBen einfuhren

2. Bedingungen formulieren, ergibt ein Gleichungssystem (S) fur die
Unbekannten

3. Diskussion, Beweis der Losbarkeit von (S)

4. Berechnung der Losungen von (S)
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Beispiel aus der volkstumlichen Mathematik:

Sagt der Lastesel zum Pferd:

“Nimm 2 von meinen Sacken, dann trage ich, der

Kleinere und Schwachere, halb so viele wie du.

Das Pferd zum Esel:

“Wir sind doch gleich stark: Nimm 2 von meinen

Sacken, dann tragen wir gleich viele.”

Wie viele Sacke tragt jedes Tier?



Jorg Waldvogel, ETH Zirich

Losung

2 Unbekannte, x, y. Jede der Aussagen (1), (2) liefert eine Gleichung:

Esel: « Sacke Pferd: y Sacke Eliminationsgewichte
r — 2 = 2 (y+2) -1 (1)
T+ 2 = Yy — 2 1 (2)
Yy
— ! = = — 3
2

Dieses System von n = 2 linearen Gleichungen fur die 2 Unbekannten
x,1y hat genau eine Losung:
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Das lineare Gleichungssystem (1), (2)

rT—5Yy = 3
r— y = -4

schreibt man — tabellarisch abgekurzt — auch als

T Y 1
1 —11 3
1 -1 -4

Hinweis auf die Einfuhrung von Matrizen und Vektoren in Abschnitt 4:

(o6 ) ®
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Wieviele Gleichungen 7

Welche Werte n der Anzahl von Gleichungen muss man betrachten?
n=2, n=3 n=10, n=1000, n =1000000, oder noch mehr ?

Wir betrachten nun eine Klasse von Aufgaben, die so genannten

Warmeleitungsprobleme
Diese
e sind in Technik und Wissenschaft relevant,
e fuhren auf Gleichungssysteme mit beliebig groBem n,
e haben in vielen Wissensgebieten analoge Problemstellungen.

Dazu prasentieren wir ldeen, die fur sehr groBe n noch praktikable
Losungsverfahren ergeben.
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2. Warmeleitung in einer Metallplatte

Vereinfachungen und Idealisierungen
e Platte G sei homogen, d.h. uberall gleich beschaffen
e Oberflache sei isoliert, Warmefluss nur durch den Rand

e Randbedingung: Temperatur u auf dem ganzen Rand vorgegeben

(und gehalten)

e Gesucht: Temperaturverlauf u(P) in Abhangigkeit des Punktes
P € G nach langer Zeit (Gleichgewichtstemperatur).

Siehe Figur 1
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Figur 1. Eine warmeleitende Platte G mit vorgeschriebener
Randtemperatur

20° =7

3o ﬁ 20° 100° L7 Ternperatir ir P

10
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Analoge — vielleicht relevantere— Probleme
e \Warmeleitung in Hausern
e Druckverteilung in der Atmosphare
e Elektrische Potentiale
e Torsionsspannung in Antriebswellen
e Aufgeblasene Membranen
Analog, aber komplizierter sind etwa
e Warmeleitung (und Konvektion) in Hausern mit “Durchzug”

e \Wettermodelle: Nebst Temperatur auch Wind, Luftfeuchtigkeit, etc.

11
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2.1. Mittelwertssatz fur den leitenden Stab, 2o < z < z,

Diskretisation: GleichmaBige Einteilung, n Teilintervalle

Teilpunkte:

e, k=0,1,....n, n>1

Temperatur in zp: ug, k=0,1,...,n

Randbedingungen:  ug = uy :=37°, wu, = upr := 100"

Fig. 2. Linearer Temperaturverlauf im Stab

u(x)

X, X, X X, X X
—O 3 —n—=70 . _aAnNO0
n—8,uL—37 ,uR—100

12
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Physik

In jedem inneren Punkt flieBt gleich viel Warme hinaus wie herein.
Warmebilanz = 0
Es gibt keine Gratis-Heizungen und keine Gratis-Kuhlschranke !

(uk—l-l_uk)_l_(uk—l_uk)zoa k:1727°'°7n_]—

Daraus folgt der Mittelwertssatz:

1
Up —

=5 (whprtupa), k=12...n-1 (4)
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2.2. Verallgemeinerung auf die Platte

14

Fig.3. Beispiel einer Platte mit n=35 Gitterpunkten

u=20°

u=37°

u=90°

Differenzenstern:

=

D

u=50°
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Mittelwertssatz fur die Platte

In jedem inneren Gitterpunkt I gilt: Warmebilanz = 0,

(up —uyr) + (uw —uy) + (uny —uy) + (ug —uy) =0.

Daraus folgt durch Auflosung nach wu;:

Uur =

(UE T UW T UN -I-US)

()

Die Gleichgewichtstemperatur in jedem inneren Gitterpunkt I ist gleich

dem Mittelwert der Gleichgewichtstemperaturen in den vier Nachbar-
punkten E, W, N, S von I (Bezeichnung nach den 4 geographischen

Himmelsrichtungen).

15
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Gleichungssystem im Beispiel von Seite 14

n = 35 Gleichungen fur die Unbekannten uq, uo, ..., uss,
Gleichungen in der Reihenfolge der Gitternummern.
4U1 — U9 —  Ug = 57
—Uu1  + 4UQ — Uus — U110 =— 20
Tabellarische Darstellung:
(3] U  Us ug U1 Uy, 1
4 -1 —1 57
-1 4 -1 —1 20
-1 4 -1 —1 20
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Bemerkungen

Der Zahlenblock unten links mit n2 Elementen heiBt Matrix des

Gleichungssystems.
Warmeleitungsprobleme mit Quadratgitter: Matrix bandformig.
Typischerweise schwach besetzt, d.h. viele Nullen.

n kann sehr groB sein, z.B. n > 10* fiir die Temperaturverteilung im
Hauptgebaude der Kantonsschule, n > 10° fiir das globale Wetter.

Die klassischen Eliminationsalgorithmen (z.B. GauB) brauchen bis zu

n? Speicherplatze, zu viel fiir ganz groBe Probleme.
lterative Loser (siehe Kapitel 3) brauchen nur n Speicherplatze.

Was ist noch behandelbar? — Jedes Jahr etwas mehr!

17
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Fig. 4. Die schwach besetzte Matrix des 5xbx5-Wurfels
64 innere Gitterpunkte, 4096 Matrixelemente, davon 352 Nichtnullen
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3. Die Mittelwerts-Iteration
Problemstellung (Randwertproblem):

o Gegeben: Temperaturen up in allen Randpunkten eines in ein
Quadratgitter passenden Gebietes G.

e Gesucht: Gleichgewichtstemperaturen u; in allen inneren
Gitterpunkten von G.

Idee:

e Initialisierung: Wahle Startwerte u§0) fur die Temperaturen in den

inneren Gitterpunkten. u§0) konnen Naherungen der
Gleichgewichtstemperaturen u; sein, durfen aber auch beliebig

gewahlt werden, z.B. u§0) = 0.

e lteration: Ersetze (wiederholt) jede innere Temperatur durch das
Mittel aus allen Nachbartemperaturen (alle Punkte auf einmal).

19
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Mittelwerts-Iteration, Fortsetzung

In Formeln (fur die Platte):

i 1 i i i i .
u§+1):— (ug—l—u(ﬂ)—l—ug\,)—l—ug)), 1=0,1,...,

4

wobei I uber alle inneren Gitterpunkte lauft, und alle u
nachgefiihrt werden (simultaneous updating).

Fragen:

e Konvergenz: Ob gilt lim;_, uy) = uy !

e Abhangigkeit von den Startwerten

(2)
I

simultan

(6)

20
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3.1. Konvergenz fur den Stab 0 < £ <n

Startwerte: u(()o) = ur, U (O) u(O) =0, u7(10) —Ugr, N> 2
lteration: u,(:H) = % (ulC+1 ) k=1,...,n—1.
Exakte Losung (lineare Funktion): ur =ur +k tr— 0L

n
Fehlerfunktion: A( R uli) Uk ;
diese erfullt A/(:H) — % (A/(cL + Al(ﬁl)
Beobachtungen:

e Fehlerfunktion wird fiir groBe ¢ immer glatter (bezliglich k)

e Verlauf (als Funktion von k): sinusformig, fir groBe i ist der
qualitative Verlauf unabhangig von den Startwerten

(7)
(8)
(9)

(10)

21
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Fig. 5. Beispiel: Stab mit Randwerten uy, =1, ugp = 2

Temperatur y
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Fig. 6. Fehlerfunktion nach ¢ = 11,22, ..., 66 lterationen
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Ansatz fur die Fehlerfunktion

i . (k
A,(f):cism(—ﬂ), Ek=0,1,...,n (11)
n

Mit dem Additionstheorem der Sinusfunktion,

sin(a + 3) = sin(a) cos(f) + cos(a) sin(fB),

ergibt sich mit Gleichung (10) von Seite 21:
A’(j—i_l) = % (sin(k—ﬂ) COS(Z) + cos(k—ﬂ) Siﬂ(z) + sin(k—ﬂ-) cos(z) — Cos(k—ﬂ-) sin(z)> :

n n n n n n n n

Vereinfachung und Verwendung von (11) ergibt

Al(fﬂ) —= Al(f) cos (Z) (12)
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Konvergenzsatz fur den Stab

Seien u,io), k=0,1,...,n > 2 beliebige Startwerte fur die Mittelwerts-

Iteration (7) in einem Stab. Dann konvergiert die Folge u,(f) flir i — oo
und jedes feste k gegen die lineare Verteilung (8). Die Konvergenz-

geschwindigkeit ist die einer geometrischen Folge mit Quotient

q:cos(%), 0<qg<1.

Bemerkungen

e Langsame Konvergenz fur groBe n. Verfahren trotzdem praktikabel.

e Die Betrachtungen auf Seite 24 beweisen den Satz noch nicht
vollstandig. Es fehlt der Nachweis, dass die Fehlerfunktion gegen die

Sinusform strebt.

25



Jorg Waldvogel, ETH Zirich

3.2. Die leitende Platte (am Beispiel des Rechtecks G).

Gitterpunkte durch zwei Indizes j, k beschrieben. Temperaturen: wuy ;.

y
m

Rand dG

0 k n X

e Randwerte up ringsum, auf ganz dG, vorgeschrieben

(0) -
k

e Startwerte u ;im Innern gegeben, z.B. Naherung oder Null

e Gesucht: Gleichgewichtstemperaur u; ; mit den vorgeschriebenen
Randwerten up

26
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Der Algorithmus

LD _

(4) (4) (4) (4)
kg o (uk+1,j Fup gy U T uk,j—l) )

NG

(13)
1<k<n-—-1, 1<5<m-1, +>0

Beobachtungen:

e Konvergenz unabhangig von den Startwerten,

u,(;?y — ug, ; (fir ¢ — 00), wie eine geometrische Folge

e Fehlerfunktion A,(;?y = u,(;)J — U, ;: Fur groBe ¢ hat der “Buckel”
(bei unterschiedlicher Hohe) immer etwa dieselbe Gestalt

27
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Ein Modell-Beispiel
e Gebiet G: Rechteck wie Seite 26, n =9, m =6

e Randwerte von rechts unten im Uhrzeigersinn linear ansteigend,
ur — 1,2,...,30

e Startwerte: u;y = 0 in allen inneren Gitterpunkten

Iteration i=0, Randwerte sowie Startwerte=0 im Innern
16.0000 17.0000 18.0000 19.0000 20.0000 21.0000 22.0000

15.0000 0 0 0 0 0 23.0000
14.0000 0 0 0 0 0 24.0000
13.0000 0 0 0 0 0 25.0000
12.0000 0 0 0 0 0 26.0000
11.0000 0 0 0 0 0 27.0000
10.0000 0 0 0 0 0 28.0000
9.0000 0 0 0 0 0 29.0000
8.0000 0 0 0 0 0 30.0000

7.0000 6.0000 5.0000 4.0000 3.0000 2.0000 1.0000
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Iteration i=1

Iteration i=2
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30

Iteration i= 63
Drei Ziffern
korrekt

Iteration i=126
Alle Ziffern
korrekt
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Graphiken der Zustande nach 3, 6, 12, 24, 48 lterationen

Fig 8. Rechteck 6x9 mit linear ansteigenden Randwerten

Iteration Nr.3

31
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Fig 9. Rechteck 6x9 mit linear ansteigenden Randwerten

Ilteration Nr.6

32
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Fig 10. Rechteck 6x9 mit linear ansteigenden Randwerten

Iteration Nr.12

33
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Fig 11. Rechteck 6x9 mit linear ansteigenden Randwerten

Iteration Nr.24

34
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Fig 12. Rechteck 6x9 mit linear ansteigenden Randwerten

Iteration Nr.48

35
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Fig. 13, 14. Die Fehlerfunktion

Fehlerfunktion mit Anfangs

Werten u=0 im Innern

iter= 10

36
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Fehlerfunktion mit Anfangs

Werten u=13 im Innern

37
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Konvergenzgeschwindigkeit

Ansatz fur die Fehlerfunktion:

i k ' .
A()J—cz sm( 7T)-sin(J—W), k=0,1,....,n, j=0,1,...,m. (14)

n m
Aus dem Algorithmus (13) von Seite 27 folgt

A(H_l) (A( i)

Al Al Al )

Durch Einsetzen von (14) unter Verwendung des Additionstheorems
folgt mit der Umformung von Seite 24:

AT = & <sin(k—”) cos(TY - sin(2T) + sin(XTY - sin(2T) cos(l)) .
J 2 n n m n m m

Verwendung von (14) ergibt schlieBlich

: 1
Al({i;.rl) A( ) g mit ¢:= i(COS (%) + cos (%)) <1 (16)

38
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Fig. 15. Gleichgewichtstemperatur in der Platte von Seite 14

100
60
40

20/

Temperatur, Grad C

Randtemperaturen: 90° 50° 0° 37° 379 20° sonst
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3.3. Zeitlicher Verlauf der Erwarmung

Die langsame Konvergenz hat auch Vorteile!

Die Folge der lterierten im Algorithmus (7)
oder (13) stellt den zeitgerechten Ablauf der
Erwarmung aus dem Anfangszustand dar.

Die aufeinander folgenden Stadien entsprechen dem Zeitschritt

(6x)?
ot = .
4 D
Dabei ist dx die Maschenweite des Gitters, und
k . . . 2 _—1
D = — (in Einheiten m“s™ ")

cp
ist die Diffusionskonstante des Plattenmaterials. k, ¢, p stehen fur dessen
Warmeleitfahigkeit, spezifische Warmekapazitat und Dichte.

40
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Zeitlicher Verlauf, Fortsetzung

Beispiel: Aluminium

k= 237 Wm 'K, c = 897 Jkg ' K!
p = 2700 kgm 3, D = 098-107% m?s7!
ergibt mit 6z = 0.1 m : ot =25.5 s (25.5 Sekunden).

Bemerkung: Die Begriindung ubersteigt diesen Rahmen. Sie stutzt sich
auf eine partielle Differentialgleichung, die Warmeleitungsgleichung

2 2
U _p.Au, a=L Y

ot 922 T 92 (Laplace-Operator).

Hier bedeuten z, y,t die raumlichen Koordinaten auf der Platte bzw. die

Zeit, und u(x,y,t) ist die Temperatur im Punkt (z,y) zur Zeit t.

41
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Exkurs: Exakte Losung der Laplace-Gleichung Au = 0
Grenzfall eines unendlich feinen Gitters im Quadrat
Q={(z,y) eR?|0<z<7T,0<y <}

mit von 0 bis 1 linear ansteigenden Randwerten.

Die exakte Losung u(x,y) lasst sich als unendliche Fourier-Reihe
schreiben. Sei ¢ := % dann gilt

(I—cx)(l+cy)+c ) sin (n (m —z)) sinh(ny)

n=1

oo | W
Qo | =

u(z,y) = = +

n sinh(n )

Dabei steht sinh fur die Funktion sinus hyperbolicus,

sinh(z) = % (e —e™7) .

Die Reihe konvergiert im Innern des Quadrates wie eine geometrische
Reihe.
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lotted with 16° panels

p "

Infinitely fine grid. Solution
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Das Mehrgitterverfahren (Multigrid)

Beobachtungen betreffend die Mittelwerts-lteration:

e Bessere Konvergenz, d.h. weniger Schritte, bei groberem Gitter.
Sogar nur 1 Schritt bei einem 2 x 2-Gitter.

e Die Mittelwerts-lteration glattet den (moglicherweise noch

ungenauen) Temperaturverlauf.

Leider: In der Praxis braucht man meist relativ feine Gitter; dies bewirkt

langsame Konvergenz.

Idee: Mit einem groben Gitter eine Anfangsnaherung fir ein feineres
Gitter beschaffen.
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Der Multigrid-Algorithmus

1. Beginn mit einem groben Gitter, z.B. ein einziges Quadrat im
Problem von Seite 42/43.

2. Verfeinerung durch Halbierung der Maschenweite. Am Rand des
Gebietes die dazwischen liegenden Randwerte einfugen, sonst in
jedem Gitterquadrat die Mittelwerte von 2 bzw. 4 Werten einfligen,

z.B.:
3 6 9
5 &85 12
7 11 15

3. Die (noch rauhen) Werte auf dem verfeinerten Gitter durch
Mittelwerts-lteration glatten, bis die gewunschte Genauigkeit

erreicht i1st. Dann zuruck nach 2.
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4. Ausblick
4.1. Analoge Probleme

Drei willkurlich gewahlte, aber typische, technisch relevante Probleme:

Figur 16: Modellierung von Zuleitungsdrahten
Figuren 17, 18:  Design von Halbleiter-Bauelementen

Figuren 19, 20:  Stromung in Turbomaschinen

Alle zeigen das gleiche, immer wiederkehrende Grundprinzip:
e Gitter-Einteilung das Arbeitsgebietes in (viele) einfache Grundgebiete
e Daten in den Gitterpunkten als Unbekannte einfuhren
e Physikalische Gesetze fiir die Grundgebiete formulieren (einfach!)

e Losen der (meist riesigen) Gleichungssysteme
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Fig. 16. Modellierung von Zuleitungsdrahten

Rechnergestitzte Wissenschaften
Computational Science and Engineering

Finite element grid
model of a bond wire

Current density

Departemente Mathematik und Physik ETH Zdrich
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Fig. 17. Halbleiter-Bauelement

Rechnergestitzte Wissenschaften

Computational Science and Engineering

/em3

u

Semiconductor device simulation of EEPROM (Institute for Integrated Systems, ETH Zurich

Departemente Mathematik und Physik ETH Zdrich

+9.0e+19
+2.7e+17
+8.2e+14
-1.0e+15
-3.3e+17
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Fig. 18. Adaptives Gitter im Halbleiter-Bauelement

Rechnergestiitzte Wissenschaften

Computational Science and Engineering

Typisches 2D-Gitter aus der Prozess-
Simulation (rot) und ein entsprechendes
vergrobertes Gitter (blau und gelb):
11’738 Knoten, 22°177 Dreiecke.

[Klaus Gdrtner, Institut fiir Integrierte
Systeme, ETH Ziirich]

Departemente Mathematik und Physik ETH Zurich
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Fig. 19. Turbomaschine

chnergestutzte Wissenscha

e
Computational Science and Engineering

Computational Fluid Dynamics:
Stromung in Turbomaschinen

Dr. E. Benz, Dr. A. Steiner
ABB Corporate Research Ltd., Baden-Dittwil

Aerodynamics

Heat Tmnsfer-.--.-‘ )
Departement Mathematik ETH ziich
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Fig. 20. Gitter auf einer Turbinenschaufel

Rechnergestutzie Wissenschaiten RW
Computational Science and Engineering

Mesh for turbine blade with an internal cooling system (ABB Cororate F{rch Lid.)

Departement Mathematik ETH ziich
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4.2. Schlussfolgerungen

e Die GroBe der in Technik und Wissenschaft zu losenden
Gleichungssysteme hat keine Grenzen. Heute moglich: 10°...10"
Unbekannte.

e Es gibt Losungsverfahren, die mit Speicherplatz in der
GroBenordnung der fur das Problem relevanten Datenmenge

auskommen.

e Es gibt "schnelle™ Algorithmen, welche gigantische, schwach
besetzte lineare Gleichungssysteme in vernunftiger Zeit losen konnen.

e Dazu gehoren Weiterentwicklungen (ab ca. 1950) der hier
diskutierten ldeen:
— Mehrgitterverfahren (Multigrid)

— Allgemeine iterative Verfahren fur lineare Gleichungssysteme:
Verfahren der konjugierten Gradienten, Krylovraum-Verfahren, ...
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4.3. Wieviel Erde — wieviele Gleichungen braucht der Mensch?
Leo Tolstoj 1887 Wieviel Erde braucht der Mensch?

Angewandte Mathematik n Gleichungen, n="
Gemeinsam in beiden Fallen: Man ist unersattlich

Anzahl n von Gleichungen beliebig groB, n = 10°, n = 10” und mehr.

Tabellarisch:

T To Tn 1
aix a2 - ain 51
az1 a2 - aon b2
an1i an2 tte Ann bn

Mit Summenzeichen: S e iajkzr=0b;, j=1,2,....n| (17)
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L

& Wieviel Erde

F ~ braucht der Mensch?

von Leo N. Tolstoj

Gute Schriften Zirich Hefr Nr. 128. Preis 70 Rp.
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Vektoren und Matrizen

Mathematiker haben sich etwas ausgedacht, um dieses Monstrum

einfach zu schreiben (und um eine lbersichtliche Theorie zu entwickeln).

Definition: Kolonnen-Matrizen (auch Kolonnenvektoren genannt)

und quadratische Matrizen

(5131\ (51\ (CL11 ajg - aln\
b2

X2 21 A2 - A2n

N R L O

Die Matrix A ist ein quadratisches Schema von n x n Zahlen.
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Operationen

(i) Addition  gleichartiger Matrizen (oder Vektoren): elementweise

(
(ii) Produkt: Matrix A mal Vektor

Resultat ist ein gleichartiger Vektor

Definition fur n = 3:

a1 ai2 ais Tq ai1 1 + a1 T2 + a13 T3
A-x = a21 Qa22 (923 T9 = a21 T1 + Q22 T2 + A23 T3
asy asz ass T3 a3l 1 + a32 T2 + a33 T3

Der links stehende Faktor A wird zeilenweise durchlaufen, der rechts
stehende Faktor & kolonnenweise; die Teilprodukte werden summiert.

Man kann mit Matrizen rechnen (fast) wie mit Zahlen.
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/Zum Schluss

Damit schreibt sich das Gleichungssystem (17) als eine einzige Gleichung,

A-Z=b (18)

Der (moderne wissenschaftliche) Mensch braucht
zwar Systeme von sehr vielen Gleichungen, aber er
schreibt sie meist als eine einzige (Vektor-)Gleichung.

Nicht tragisch wie bei Tolstoj, aber analog !



