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Differentialgleichungen
oder
wie beschreibt man
Veranderung
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Differentialgleichungen

 DGL erster Ordnung
dy

E — f(t7 y(t))

 DGL zweiter Ordnung
d’y dy
 DGL n-ter Ordnung

dny B dy d2y dn—ly
der / <t’y(t)’ de’ de2’ 7 den—l



Einfache numerische Methoden

d ™
 DGL erster Ordnung: d—i = f(t,y(t))

> Anfangswertproblem

* Anfangswert: y(to) = Yo
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Einfache numerische Methoden

d ™
 DGL erster Ordnung: d—?z = f(t,y(t))

> Anfangswertproblem

* Anfangswert: y(to) = Yo

Y
A
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Euler Verfahren: Explizit




Euler Verfahren: Implizit
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yj.ﬂ:::: -------------- FIGESHESY @
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Modifiziertes Euler Verfahren

W _ payw)
dt - ki = f(t,y;)
Y(to) = Yo 3 B At
/ Yi+1/2 = Yi + k1
Yy
A At

- tivrj2 =1 + =

ko = f(tjt1/2,Ujt1/2)

Yi+1 = Y; + Atk

Yji+1 = Yy
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7 A At + At f (tj+7,yj+7f(tj>yj))




Implizite Mittelpunkts-Regel

dy A
T f(t,y))
> kq
to) = - - A ~
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Implizite Mittelpunkts-Regel

5 _ Y%, 2
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Lotka-Volterra-Gleichungen

...Oft nur Raeuber-Beute Modell genannt

 Modell der Wechselwirkung von Raeuber- und
Beutepopulation

dVy
—— = +Ni(e1 — 11 NV2)
dt
dNo
——— = —Na(e2 — 12V1)
dt
N1 ... Anzahl Beutelebewesen N2 ... Anzahl Raeuber
€1 ... Geburtsrate der Beute €2 ... Sterberate der Raeuber

Y1 ... Sterberate der Beute pro Raeuber Yo ... Geburtsrate der Raeuber pro Beute



Lotka-Volterra-Gleichungen

...Oft nur Raeuber-Beute Modell genannt

 Modell der Wechselwirkung von Raeuber- und
Beutepopulation

\
d Ny
dt — —I_Nl (61 - N NQ) Zwei gekoppelte
> Diff.-Gleichungen
dNQ N ( y N) erster Ordnung
—, — —4ivVa2l€2 — 72iV]
dt
S
N1 ... Anzahl Beutelebewesen N2 ... Anzahl Raeuber
€1 ... Geburtsrate der Beute €2 ... Sterberate der Raeuber

Y1 ... Sterberate der Beute pro Raeuber Yo ... Geburtsrate der Raeuber pro Beute



Lotka-Volterra-Gleichungen

...Oft nur Raeuber-Beute Modell genannt

 Modell der Wechselwirkung von Raeuber- und
Beutepopulation

\
- dN; 7 _ -
dt +V1 (61 - n N2) Diff.-Gleichungs
= > System erster
dN Ordnung
B —Na(€e2 — 2Ny |
S
N1 ... Anzahl Beutelebewesen N2 ... Anzahl Raeuber
€1 ... Geburtsrate der Beute € ... Sterberate der Raeuber
2

Y1 ... Sterberate der Beute pro Raeuber Yo ... Geburtsrate der Raeuber pro Beute



Lotka-Volterra-Gleichungen

...Oft nur Raeuber-Beute Modell genannt

 Modell der Wechselwirkung von Raeuber- und

Beutepopulation

~
i N1 — +N1 (61 — N N2) Diff.-Gleichungs
dt | N2 — Ny (€9 — Yo Ny) > g)rlgrt]iglgerster
- - b
Y f(t,y) g

N1 ... Anzahl Beutelebewesen

€1 ... Geburtsrate der Beute

Y1 ... Sterberate der Beute pro Raeuber

N2 ... Anzahl Raeuber

€9 ... Sterberate der Raeuber

Yo ... Geburtsrate der Raeuber pro Beute



Lotka-Volterra-Gleichungen

...Oft nur Raeuber-Beute Modell genannt

 Modell der Wechselwirkung von Raeuber- und
Beutepopulation

dy A
—= = f(t,

dt f( y) Diff.-Gleichungs
> System erster

Yy = |:N1:| f(t7y) — |:_|_N1 (61 — ”71N2):| J Ordnung

N —Na(€e2 — 72 N1)
N1 ... Anzahl Beutelebewesen N2 ... Anzahl Raeuber
€1 ... Geburtsrate der Beute €2 ... Sterberate der Raeuber

Y1 ... Sterberate der Beute pro Raeuber Yo ... Geburtsrate der Raeuber pro Beute



Projekt 4

e Loese die Lotka-Volterra Diff.-Gl. Mit

1
g =1 6225 v1 = 0.05 v = 0.02

Ni(t=0)=80 Nyt =0)=40

bis Zeit ¢ =20
e Verwende: modifiziertes Euler-Verfahren



Projekt 4
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System von Diff.-Gl.

» System n-ter Ordnung

d"y dy d?y d"ly
"yt
T ( YO G qez g

Y = [Y1,52, Y3 s Y]

» Beispiel: System 2. Ordnung
Y

d2X/

Mgz = .
\ [Fx,Fy]

]T



Umschreiben in System 1. Ordnung

» Eine Differentialgleichung n-ter Ordnung kann
in ein System von Differentialgleichungen 1.
Ordnung geschrieben werden:

dm d d2 dn—l

d¢ Tdt de2’ 7 dend
(Yo = v)
g dyo - dy1 B dyn—2 B
E—yl , E—?ﬁ a1 — Yn-1
<
dygt_l = f (£, Y0, Y1, Y2, -» Yn—1)

-



Umschreiben in System 1. Ordnung

» Eine Differentialgleichung n-ter Ordnung kann
in ein System von Differentialgleichungen 1.
Ordnung geschrieben werden:

dm d d2 dn—l

dtn Tdt dt2’ 7 den!

T
Y = %0, Y1, Y2, --Yn—2, Yn—1]

dy
A
T

f = [ylv Y2y o5 Yn—1, f(t7 Yo, Y1, -+ yn—l)]



Umschreiben in System 1. Ordnung

Reispiel d?x
o - nm——— = —1M
elSplel. q72 g
Lo — X
. N
d Geschwindigkeit!
dro _ ~_—
dt
< dil?l o
a7
N
T
X = |xo, T1]
dx _ g
dt

f = [5131, _g]T



Umschreiben in System 1. Ordnung

d*y  dy

* Beispiel: ’y = —2 | -y? — €
dt3 dt? dt
Oder mit “Strich” Notation: v = —2y" + ¢’ + % — €t
(yo = y)
(dyo o dyn
dt Y1 i Y2
< dy
2
o - 2twn +yp — ¢
_ at
dy Yo Y1
:> E =51 Y= 1|y f = Y2
Y2 | —2ys + 11 +yg — e’




Euler Verfahren

 Diff.-Gleichung: dy =f(t,y)

dt
Yi+1 —Yj i~
J N = f(t;,y;) Explizit
Yi+1 — Y

o = f(tji ) Implizit



Euler Verfahren

 Diff.-Gleichung: % =f(t,y)

Yit1 — Yy

il Y f(tyy,00)  Implizit

Eventuell muss man ein (Nicht-) Lineares
Gleichungs-System loesen!!!



Modifiziertes Euler Verfahren

 Diff.-Gleichung: i—z =f(t,y)

Yit1 — Yy
A = f(tj11/2,Y5+1/2)

At Explizit!
Li+1/2 =1 + o
At
Yit12 =Yj T jf(tjayj)

-~ Halber Euler Schritt!



Implizite Mittelpunkts-Regel

 Diff.-Gleichung: i—z =f(t,y)

Yit1 — Ys
At — f(tj—|—1/27 Yj+1/2)

At Implizit!

Yi TYj+t1
Yj—l—l/Q 9

ti+1/2

~ Mittelwert zwischen
Zeitschritten!



Implizite Mittelpunkts-Regel

 Diff.-Gleichung: % =f(t,y)

Yit1 — Yy
A = f£(tj11/2,Y5+1/2)

At Implizit!
Li+1/2 =15 + o P
Y T Y+

Yj—|—1/2 o 9

Eventuell muss man ein (Nicht-) Lineares
Gleichungs-System loesen!!!



Projekt 5

e Pendel F = —mgsin(p)=ma=mip

N\
Winkelbeschleunigung

Nicht-lineare Diff.-GL. « = , 9 _. _
2. Ordnung! ‘1 P T ] SIH(SO) =0




Projekt 5

* Pendel
1)Umschreiben in System 1. Ordnung

gb—l—%sin(gp):() —> 1= ..

2)Loese das System mit den verschiedenen
Verfahren die wir kennengelernt haben
Anfangsbedingungen: freie Wah!l!

3)Untersuche den zeitlichen Verlauf der
Gesamtenergie (potentielle + kinetische)



Projekt 5

Pendel

Euler explizit
Euler implizit
Euler modifiziert

Implizite Mittelpunkts-Regel
RK45 (hoch genau)




Projekt 5

Pendel

: AOA .:|I || ||

X 1
I YUYy

Euler explizit

Eumrhﬂpnﬂt

uler mo df
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Projekt 5

Euler explizit

Euler implizit

Euler modifiziert

Implizite Mittelpunkts-Regel
RK45 (hoch genau)
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Projekt 5

Pendel

Euler modifiziert
— Implizite Mittelpunkts-Regel
— RK45 (hoch genau)
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o Satellit

Projekt 6

Satellit



Projekt 6

» Satellit
1)Umschreiben in System 1. Ordnung

2)Loese das System mit den verschiedenen
Verfahren die wir kennengelernt haben
Anfangsbedingungen: Geostationare Umlaufbahn...

Beachte: fuer konstante Kreisbahn Zentripetalkraft = Grav. Kraft!!!

3)Untersuche den zeitlichen Verlauf der
Gesamtenergie (potentielle + kinetische)

4)Untersuche den zeitlichen Verlauf des Drehimpuls
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