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Abstract
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Verwendete Kurznotation im Vorlesungsskript:

Fiir den Real- und Imaginérteil einer komplexen Zahl z := x + iy € C schreiben
wir x =: Re(z), y =: Im(z), sowie fiir die komplexe Konjugation (involutorischer
Koérperautomorphismus von C) 7: C - C,z :=z + iy — 7 (2) :=Z := x — iy.

Obere Halbebene: H := {z € C|Re(2) € R,Im(z) > 0}

Untere Halbebene: H™ := {z € C|Re(z) € R,Im(z) < 0}

Rechte Halbebene: T := {z € C|Re(z) > 0}.

Geschlitzte Ebene entlang negativer Achse: C~ := C\ R<o.

Offener Ball um zp € C mit Radius 7: B, (20) := {z € C| |z — 20| < r}
Abgeschlossener Ball um 2o € C mit Radius r: B, (29) := {2 € C| |z — 29| < 7}
Einheitskreis E := By (0)

Wir benutzen folgende Abkiirzung fiir bestimmte Teilmengen einer Menge D C C:

Open(D) := {O C D|O offen und nicht-leer}
Closed(D) := {A C D|A abgeschlossen und nicht-leer}
Compact(D) := {K C D|K kompakt und nicht-leer}

Die Klasse der stetigen Funktionen von einem metrischen Raum (X, dy) in die
komplexe Zahlenebene bezeichnen wir mit C (X).

Die Klasse der holomorphen Funktionen von einem Bereich D C C nach C bezeich-
nen wir mit: O (D).

Die Supremumsnorm auf der Menge aller beschrinkten Funktionen von einer Teil-
menge A des metrischen Raumes (X, d) in die komplexe Ebene, die durch B (X, C)

notiert wird, schreiben wir als |f|4 := sup |f (x)|.
z€A



Einfiihrung

Provisorische Themeniibersicht:

Eine detailliertere Zusammenstellung der geplanten Themen findet man auf der Home-
page https://people.math.ethz.ch/~knoerrer/Ankuendigung.pdf von Professor H.
Knoérrer.

e Konsequenzen des Maximumprinzips — Sétze von Phragmen und Lindelof —
Green’sche Funktionen in quantenstatistischer Physik

e Satz Arzela-Ascoli
e Sitze Montel und Vitali (Konvergenz analytischer Funktionenfolgen)

e Hypergeometrische Funktionen und korrespondierende Differentialgleichung;:

1—a—do 1 — o~y —~ Y /
yl/+ « « + ’y ’y y/+ ax _ fyfy +Bﬁ/ y :07
z z—1 z z—1 z(z—1)

wobei y = y (2) im Allgemeinen eine komplexwertige Funktion ist.

e Randwertprobleme von holomorphen Funktionen in der oberen Halbebene.
Nevanlinna-Herglotz Funktionen: f : H — H analytisch
= Ju (Borel-Mass):

f(z):b—i—cz—l—l/m[ ! ! ]d,u,(t).

Tr—OO



https://people.math.ethz.ch/~knoerrer/Ankuendigung.pdf

1 Maximumprinzip, Satze von Phragmen-Lindel6f und
Konvergenzsatze in der Funktionentheorie

1.1 Maximumprinzip

Zuallererst wollen wir eine zentrale Aussage der Funktionentheorie, das sogenannte Maxi-
mumprinzip, wiederholen und erste Konsequenzen davon diskutieren. Jedoch um dieses
beweisen zu konnen benétigen wir folgenden Satz, der uns sagt wann eine komplexe
Waurzelfunktion bzw. ein Logarithmus definiert werden kann.

Satz 1.1. (Lokaler Logarithmus / Wurzelfunktion) Sei D C C offen, f : D — C ho-
lomorph und zp € D derart, dass f(z9) # 0, sowie n € N. Dann gibt es eine offene
Umgebung U C D von zg und holomorphe Funktionen g,h : U — C, so dass fiir alle
z e U gilt:

exp(g(2)) = f(2), h(2)" = f(2).

Beweis. Da f (zg) # 0 ist, gibt es eine von Null verschiedene komplexe Zahl wy € C, so
dass

exp (wo) = f (20) -

Da exp’ (wg) = exp (wp) # 0, gibt es nach dem Satz der lokalen Umkehrabbildung offene
Umgebungen W C C von wg und V' C C von exp (wp), so dass ¢ :=exp|w : W — V
eine biholomorphe Abbildung ist. Nun definieren wir

U:={2€D|f(2) eV}, g:=¢tof:U—=C.
Dann gilt f (z9) = exp (wg) € V = zp € U und die Funktion g ist holomorph, sowie

exp g (2)] = ¢ (9 (2)) = f (2)

fiir jedes z € U. Wihlen wir nun noch h (2) := exp (g (2) /n), so ist dieser Satz bewiesen.
O

Damit kénnen wir nun das lokale Abbildungsverhalten einer holomorphen Funktion auf
einem Gebiet charakterisieren.

Lemma 1.1. (Lokale Normalform) Sei z9p € G, G C C ein Gebiet und f : G — C
holomorph, dann gibt es eine Umgebung U von zp in G, so dass

1. die Einschriankung f|y konstant ist oder

2. es gibt eine biholomorphe Abbildung ® : U — V, wobei V eine Umgebung des
Nullpunkts ist und ein n € N, so dass gilt

flo = f(20) + @". (1.1)



Beweis. (Lemma der lokalen Normalform) Bemerke, dass wenn die erste Aussage gelten
wiirde f in ganz G nach dem Identitétssatz konstant wére. Deshalb wollen wir annehmen
f # const. Sei zp € G, f(20) =: wp, dann betrachte die Funktion ¢ (z) := f (z) — wy,
welche in G holomorph ist mit g (z9) = 0. Sei zusétzlich r > 0 derart, dass B, (z0) C G
(ein solches r existiert, da G offen ist), damit folgt mit dem Potenzreihenentwicklungssatz

(9 (20) = 0) .
g(z) = Zak (z — zo)k, Vz € B, (20),
k=1

wobei in der Tat der Konvergenzradius der Taylor-Reihe grosser gleich r sein kann. Nach
dem Identitéitssatz koénnen nicht alle a;, null sein, da sonst g*) (z0) = 0 und damit g =0
wiére, jedoch per Annahme f ## const., weshalb es ein n € N geben muss, so dass

Vk<n:ar=0, a, #0.

Daraus folgt, dass die Potenzreihe von g die Form

g(z)=Zak(z—zo)k:an(z—zo)" (1—|—a2+1 (Z—Zo)-i----)
k=n n

:=h(z)

hat, wobei die Funktion A holomorph ist und wir formal den Faktor a, (z — z9)" aus-
klammerten. Jedoch wissen wir in der Tat aus der Funktionentheorie-Vorlesung: Sei

g : By (20) — C eine holomorphe Funktion mit einer n—fachen Nullstelle in zg € By (20),
dann besitzt die Funktion h; : By (20) \ {20} — C, hi(2) := (Z’i(jg)n eine stetige Fort-
setzung ho auf B, (z9) mit hg (z9) # 0. Nach dem Satz iiber die Existenz einer lokalen
Waurzelfunktion folgt nun, dass es eine holomorphe Funktion 1 auf einer offenen Umge-

bung U’ C B, (z0) von zp gibt, so dass " (z) = h(z) und damit erhalten wir
9(2) = an (2 = 20)" 9" (2).

Nun definieren wir ®1 : U’ — C durch ®; (2) = a/m (z — 20) ¥ (2). Dann sehen wir, dass
gilt

f(2) = f(z0) + @ (2), mit &1 (20) = 0, D} (20) = /"4 (20) # 0.

Deshalb kénnen wir den Satz der lokalen Umkehrfunktion verwenden und damit gibt es
eine offene Umgebung U C U’ von zp und V' C C von 0, so dass ® := 1|y : U — V eine
biholomorphe Abbildung ist. O

Aus dem Beweis sehen wir, dass die natiirliche Zahl n gerade die Vielfachheit von f in
zg ist.
Nun formulieren wir das Maximumprinzip und beweisen dieses.

Satz 1.2. (Maximumprinzip) Sei G C C ein Gebiet (offen, zusammenhéngend). Wenn
eine holomorphe Funktion f : G — C in 2y € G ein Betragsmaximum hat, so ist sie
konstant, d.h. V2 € G : |f (20)| > |f (2)]-



Bemerkung 1.1. Wir machen zwei Bemerkungen zum Maximumprinzip:

1. Wegen des Identitéitssatzes geniigt es vorauszusetzen, dass f nur ein lokales Be-
tragsmaximum hat.

2. Version des Mazimumprinzips fir Kompakta:
Sei K C C ein Kompaktum in der komplexen Ebene und f : K — C eine stetige
o

Funktion, deren Einschrankung auf K holomorph ist. Dann gilt

max|f (2)| = max |f (=) | (1.2)

zeK z€0K

Die zweite Bemerkung ist eine Folgerung des allgemeinen Extremalwertsatzes:

Sei eine stetige, reell-wertige Funktion f auf einem nicht-leeren, kompakten, topologi-
schen Raum (E, 7)) gegeben. Dann gibt es Punkte Z,in, Tmazr € E, so dass fir allez € E

gﬂt: f(l'mzn) < f(x) < f(-rmax)-

Beweis. Da per Voraussetzung f stetig ist und E kompakt, ist das Bild A := f (E) eben-
falls kompakt. Nun zeigen wir, dass A ein grosstes Element M und ein kleinstes Element
m hat. Da dann m, M € A muss es Tmin, Tmaz € E geben mit m = f (xpin), M =
f (Tmaz). Wenn A kein grosstes Element héitte, dann wire die Familie {(—o0, a)}4c4 eine
offene Uberdeckung von A. Da aber A kompakt ist, wiirde eine endliche Teiliiberdeckung
{(—00, a;) }I_; existieren. Wenn nun a; das grosste Element in aq, - - - , ay, wire, dann wére
a; nicht in der Teiliiberdeckung enthalten. Damit kann die angegebene Teiliiberdeckung
nicht A iiberdecken und es muss ein grosstes Element geben. Eine dhnliche Argumentati-
on zeigt, dass A ein kleinstes Element hat. Anhand des Beweises sehen wir, dass anstatt
R als Zielmenge eine beliebige geordnete Menge betrachtet werden kann. O

Dieser Satz sagt uns also, dass f ein Betragsmaximum hat und wegen dem Maximum-
prinzip wird dieses sicherlich bereits auf dem Rand angenommen.

Beweis. (Maximumprinzip)

Wir nehmen an, dass f nicht konstant ist und ein Betragsmaximum in zy hat. Dann gibt
es nach dem Lemma iiber die lokale Normalform offene Umgebungen U,V von zy bzw.
0 und eine biholomorphe Abbildung ® : U — V, so dass f|y = f (z0) + ®™. Aber dann
kann f kein Maximum in zg haben, also muss f konstant sein. O

Behauptung 1.1. Sei G C C ein Gebiet, sowie f : G — C holomorph und gilt
Re(f) = const. oder Im(f) = const. oder |f| = const., (1.3)

dann ist f selbst konstant.



Beweis. Fiir die erste Aussage betrachte
Fi(2) :=exp f (2) = |F1(2) | = expRe(f (2))

und wende nun das Maximumprinzip an. Fiir die zweite Aussage betrachte die Kompo-
sition F5 := expofor mit ¢+ : C — C, 2z — iz und wende wieder das Maximumprinzip
an. O

1.2 Das Schwarz’sche Lemma

Lemma 1.2. (Schwarz’sches Lemma) Sei f : B, (0) — C stetig und im Innern holo-
morph. Sei der Nullpunkt ein Fixpunkt der Abbildung und Vz € B, (0) : |f (2)| < M,
dann gilt

|| M

) <MEL Ve e By (0) wnd | (0)] < - (1.4

77
Beweis. (Schwarz’sches Lemma) Wenn f konstant wére, dann miisste f die Nullfunktion
sein und die Aussagen sind dann offensichtlich wahr. Deshalb nehmen wir nun an f #

const. Fiir z € 0B, (0) gilt klarerweise die Aussage. Da f in B, (0) holomorph ist, kann
sie um zg = 0 in eine Potenzreihe entwickelt werden, mit Konvergenzradius mindestens

r und hat die Form -
F(z) =) arF,
k=1

da ap = 0. Deshalb ist die Funktion ¢ : B, (0) — C mit
1(z) z#0
6(:)i= 4
1), z=0

holomorph (Riemann’scher Hebbarkeitssatz) und hat Taylorreihe
oo
¢(2) =) arz".
k=0

Fiir jedes p € (0,7) folgt aus |f (z) | < M fiir z € 9B, (0):
M psr M
()< sup [p(x)] < — "3 —.

2€0B,(0) p r
Nach dem Zusatz zum Maximumsprinzip iiber kompakte Teilmengen gilt dann sogar die
Ungleichung fiir alle z in B, (0). Durch Einsetzen finden wir
M
[f ()< lel— V2 e B (0)

6O =1r <Y



Setzt man r, M = 1 so erhilt man die iibliche Variante des Schwarz’schen Lemmas.
Dieses Resultat wollen wir nun verallgemeinern.

Satz 1.3. (Verallgemeinerung des Schwarz’schen Lemmas)
Sei E die Einheitskreisscheibe und f : E — C eine holomorphe Funktion, sowie dy,--- ,d, €
E paarweise verschiedene Nullstellen von f. Fiir alle z € E gilt dann

z—dp z—dp
2 < |2 |2 fle 1.5
P |2 | S e (1)
wobei |f|g := sup|f (z)| die Supremumsnorm bezeichnet.
z€E
Behauptung 1.2.
(1) Jede Mébiustransformation der Form
i T R0
=e"—— AN€ER, x€E 1.6
FE) =P AeR (16)

ist eine holomorpher Automorphismus der Einheitskreisscheibe.

(2) b(z,dg) := bg, (2) = Ezk;(ikl’ |dx] < 1 sind dann biholomorphe Abbildungen E — E.
Fiir z € OE gilt:
|ba,, (2)] = 1. (1.7)

Beweis. (Behauptung)

(1) Zuerst wollen wir zeigen, dass es sich bei f um einen holomorphen Automorphis-
mus handelt. Die Holomorphie ist klar, da Mobiustransformationen M (z) = ZZZIZ
holomorph sind, ausser in z = —d/c, jedoch 1/zy ¢ E, also ist f in der ganzen

Einheitskreisscheibe holomorph. Nun gilt bekanntlich

zZ— 29

Z,Z()EE:>‘ <1,

1—72pz
also ist die Abbildung wohldefiniert. Die Bijektivitdt ist leicht einzusehen und es
handelt sich also in der Tat um einen holomorphen Automorphismus.

(2) Die zweite Aussage sicht man durch einfaches Ausrechnen von |bg, |?:

z—d
dz —1

> (z—d)(z—d)
© (dz—1)(dz - 1)
_ | 2|2 — (d?—l-az) + |d)?
2|22 — (dz +2d) + 1
=1.

10



Beweis. (Verallgemeinerung des Schwarz’schen Lemmas)
Sei z € E fixiert und m := max {|z|, |d1],- -, |dn|}. Wir definieren die Abbildung h : E —
E durch das endliche Produkt

h(w) =[] b(w,di)

k=1

und betrachten die holomorphe Funktion g := % Die Holomorphie folgt daraus, dass f
in den Punkten dj eine Nullstelle hat und somit g holomorph in diese Punkte fortgesetzt
werden kann. Wir wihlen r > 0 derart, dass fiir alle £ € {1,--- ,n} dy € B, (0) und
z € B, (0) gilt, also m < r < 1. Dann gilt fiir alle w € B, (0) nach dem Zusatz des
Maximumprinzips iiber kompakte Teilmengen

<|fle
f(w) |f|aB,.(0) r—1
< <
|g<z)’—w§3§fio) hw)| = . — |flg

Der Grenziibergang gilt, da fiir w € OE wir |h (w) | = 1 haben und damit

lim min |h(w)|=1.
r—1wedB,(0)

Damit ist der Satz bewiesen. O

Bemerkung 1.2. Wie wir im Abschnitt [I.5] sehen werden, geht die Formel [I.5] fir z = 0
in die Jensen’sche Ungleichung iiber.

1.3 Hadamards Dreikreisesatz

Satz 1.4. (Dreikreisesatz von Hadamard) Sei G C C ein Gebiet, f : G — C eine
holomorphe Funktion, welche nicht identisch verschwindet. Gegeben seien weiter zwei
positive reelle Zahlen 7,7 mit 0 < 71 < 73 < 00, so dass der Kreisring A; 9 := {z €
G|r1 < |z| < ro} in G vollstiandig enthalten ist. Dann gilt fiir die reell-wertige Funktion

M :[ri,r9] = Rsg, r—= M (r) :== sup |f (2) | (1.8)

|z|=r

immer die Ungleichung

log 7o —log r log r—log 1

M (r) < M (ry) o251 - M (rg) s ratorr (1.9)

Mit anderen Worten: Die reell-wertige Funktion ¢ : [r1,72] = Rso, 7 — ¢ (r) :=log M (r)
ist eine in der Variable logr konvexe Funktion und erfiillt deshalb

1 —1 1 —1
log M (r) < MlogM(rl) + wlogM(m). (1.10)
log ro — logry log ro — logry

11



Beweis. Wir definieren die mehrwertige Funktion ¢ (z) = 2 f (), A € R (A muss spiter
noch bestimmt werden), welche auf dem Gebiet G definiert sein soll. Dann erhalten wir
iiber das Maximumprinzip fiir alle z € A; o

|6 (2) | < max{r{ M (r1),75M (ra)}.
Wir definieren nun A derart, dass die zwei Ausdriicke iibereinstimmen, d.h

710gM(’l“2) /M (7“1)

Tf‘M (r1) = T‘%M (ro) & A= Ty

Dies ist moglich, da |¢ (z) | eine eindeutige Funktion auf A; » darstellt. Da die Funktion
¢ das Maximum auf dem Rand annimmt gilt fiir jede weitere reelle Zahl r € [ry,79]
die Ungleichung M (r) < (’%))‘M (r1) und damit folgt aufgrund der Monotonie des
Logarithmus

M) < (%)AM(H) o
log M (r1) — log M (r2)

log 12

log M (1) < log L log M (r1) &
T

log M (1) < [logM (r1) log 24 log M (r2) log T / log 2
r ™ 1

log rg—log r log r—log 1

M (r) < M (ry)Tera=Tosr1 - M (ry)losrz—losrs |

Den zweiten Ausdruck im Satz erhalten wir durch Bilden des Logarithmus. O

1.4 Satz von Borel-Carathéodory
Satz 1.5. (Satz von Borel-Carathéodory) Sei f : Br(0) — C eine stetige Funktion,

die im Innern holomorph ist. Wir definieren die Funktionen M (r) := max|f (z) | und
s

|2l<
A(r) = max |Re(f (2))| auf dem Intervall (0, R), dann gilt:

|2]<

2r R+r
<
M (r) < R—TA(R)+R—T

£ (0)] (1.11)

Beweis.

(1) Wir nehmen f # const. an und betrachten den Spezialfall f (0) = 0. Es gilt A (R) > 0
nach dem Identitétssatz. Nun definieren wir die Abbildung

f(z)
o (z):=
A -0
und bemerken, dass |Re(f (z))| < A(R) fiir |z| < R gilt. Deswegen ist ¢ (z) holo-
morph. Wir benutzen die iibliche Notation f := u + iv. Es folgt

ik w40

2 _
[¢I" = 4A% —4ARe(f) + |f2 (24 — u)? + 02 =L
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da |2A — u| > |ul|. Das Schwarz’sche Lemma angewandt auf die Funktion ¢ liefert:

6(2)] < =

R
fiir |2] = r < R. Wir sehen

f=QA=f)o=(1+9¢)f=24¢

L 60) 6(2)]
”WHQAM+¢@>§2AL4¢@M
r/R r
§2Al—r/R_ AR—?"'

(2) Der allgemeine Fall folgt durch Anwendung des Spezialfalls auf die Funktion f () —
f(0):

2r
R, [ [Re(f () = f(0))]

2r
< o AR +IF O]
2r

= 1f )< A+ 1+ 2] r o)

1f(z)=f0)] <

1.5 Formel und Ungleichung von Jensen

Bevor wir die Formel von Jensen angeben und beweisen, benotigen wir eine weiteren
Satz aus der Funktionentheorie, welcher ebenfalls eine Aussage iiber die Existenz einer
Waurzel- und Logarithmusfunktion macht.

Satz 1.6. (Logarithmus-/Wurzelfunktion fiir Elementargebiete)

Sei G C C ein Elementargebiet und f : G — C eine holomorphe Funktion, die nirgends
auf G verschwindet. Sei weiter n € N. Dann gibt es holomorphe Funktionen g, h : G — C,
so dass fiir alle z € G gilt

expg(z) = f(z) und h(2)" = f(2). (1.12)
Beweis. Da die Funktion f’/f ebenfalls auf G holomorph ist, gibt es eine holomorphe
Funktion F : G — C, so dass F/ = f'/f (Stammfunktion). Dann ist die Funktion
¢ :=eFf:G — C auch holomorph und hat eine verschwindende Ableitung fiir alle
z € (G. Da nun G zusammenhéngend ist, ist ¢ konstant. Wir wihlen einen Punkt zg € G
und eine komplexe Zahl wg, so dass e”0 = f (zp) ist und definieren die Funktion

g:G— Cmit g(2):=F (2) — F(20) + wp.
Dann ist g ebenfalls holomorph und fiir jedes z € G gilt
expg (2) = exp F () 6 (20) = exp F () 6 () = £ (2).

Die andere Funktion erhalten wir durch setzen von h (z) := exp < gf). O
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Satz 1.7. (Jensen Formel) Sei f holomorph in einem Gebiet G mit Bg (0) C G und
f(0) # 0. Desweiteren sei r € (0, R) derart, dass f keine Nullstellen auf Rand 9B, (0)
und im Innern B, (0) die Nullstellen d1, - - - , d;, (mit moglicher Wiederholung) hat. Dann
gilt:

{r‘ J—
HZ:l dp,

Beweis. (a) Spezialfall: Zuerst betrachten wir den Fall, dass f keine Nullstellen auf dem
Abschluss von B, (0) =: B hat, d.h. es ist

1 27 )
log|f (0) |+ log o /0 log | f(re?)|dg. (1.13)

2
o817 (0)] = 5 [ tog (el

zu zeigen. Es gibt eine Kreisscheibe B € U C Bg(0) und ein h € O (U), so dass
flv = f(0)exph mit h(0) = 0. Bemerke: Man hat U derart zu wéhlen, dass f|y
nullstellenfrei ist. Da U ein Elementargebiet ist, gilt f = expg mit ¢ € O (U). Hier
haben wir den am Anfang dieses Abschnitts bewiesenen Satz iiber die Existenz einer

Logarithmusfunktion verwendet. Nun setzt man noch h(z) := ¢g(z) — ¢(0). Da nun
h (0) = 0 gilt @ € O (U) und es folgt mit dem Cauchy’schen Integralsatz
2m
o:/ h(z)dz:i/ h(rei®)de. (1.14)
9B * 0

Da Reh (z) = log ‘ 1)

F0) fiir z € U haben wir

0 = Re /OZﬂh (rew) do = /027T log ‘f(rem)‘ d¢ — 27 log |f (0) |

27
oz 7 ()] = 5 [ 1og 77| o (1.15)

Bei handelt es sich in der Tat um die Poisson’sche Mittelwertgleichung fiir die
um B harmonische Funktion log|f (2) |.

(b) Allgemeiner Fall: Wir zeigen hier eine noch allgemeinere Situation. Wir setzen hier
noch zusétzlich voraus, dass neben den Nullstellen d1, - - - ,d,, im Innern noch Nullstel-
len ¢y, -, ¢m auf dem Rand OB liegen. Bemerke, dass dann auf der rechten Seite der
Gleichung ein uneigentliches Integral steht. Nun wollen wir den allgemeinen auf den
Spezialfall reduzieren und dazu benétigt man die Identitét

21
/ log |1 — €|d¢ = 0. (1.16)
0

Beweis. Wir wollen die Identitdt mit Mitteln der reellen Analysis zeigen, obwohl dies
natiirlich mit Mitteln der Funktionentheorie auch ginge. Da fiir ¢ € [0, 7] |1 — ¢%?| =
2sin ¢, so gilt

1 2 ) T
2/ log |1 — €*|d¢ = / log sin ¢d¢ + wlog2 = —7log 2.
0 0
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Nun zeigen wir noch die letzte Gleichheit. Also

1
/ log sin wtdt = — log 2.
0

Wir nehmen zuerst an, dass das Integral existiert. Dann gilt

1/2 log 2 1/2 1/2 1
/ log sin 27tdt = 5 T / log sin 7tdt + / log sin 7 <t + 2> dt.
0 0 0

Substituieren wir im ersten Integral rechts 7 := 2¢ und im zweiten 7 := ¢t + 1/2, so
folgt das zu beweisende. Das erste Integral rechts existiert, da g (¢) := Sm T stetig, sowie
nullstellenfrel im Integrationsintervall ist. Es gllt so%ar allgemeiner, dass das Integral
0 "log f (t)dt mit r > 0 existiert, wenn f(t) = o mit n € N und g stetig sowie

nullstellenfrel im Intervall [0, r]. Und das zwelte Integral existiert, da das erste es tut. [

Seien also ci, - - , ¢y, Nullstellen von f auf dB. Dann ist die Funktion
. - Ekz — 7”2 C]
0= s =5 I

rn

holomorph in einer Umgebung von B und nullstellenfrei in B. Da g (0) = f (0) T

Ek—T‘Q
und ‘r(z—d )
o = re' setzt

m

9@ = e@m?0) dg. (1.17)

=1

log | £ (0) | + log ——— ! /%1
0 0g = = — 0
8 gHZ:ldk 27 Jo g|f

Wegen der bewiesenen Identitét folgt nun aus die gewiinschte Jensen-Formel. [

Lemma 1.3. (Jensen’sche Ungleichung) Sei f wie oben und Bg (0) = E. Dann gilt

< TT el - £l (1.18)
k=1

Beweis. Mit der Jensen’schen Formel und der Tatsache, dass der natiirliche Logarithmus
flir nicht negative Zahlen monoton wachsend ist, finden wir

[ 0)] < H\dkl 0B, )

Im Grenziibergang r — 1 erhalten wir die Jensen’sche Ungleichung. O
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1.6 Gleichmassige, lokal-gleichmassige, kompakte und stetige Konvergenz

Im Folgenden wollen wir an die wichtigsten Konvergenzbegriffe aus der Funktionen-
theorie erinnern, wobei wir dem Kapitel 3 aus dem Buch ”Funktionentheorie 1”7 von
R. Remmert ([1]) folgen. In diesem Unterkapitel bezeichnet durchwegs (X, dx) einen
metrischen Raum und C (X)) die Menge der stetigen komplexwertigen Funktionen auf
diesem.

Definition 1.1. Eine Folge (f.),cn komplexwertiger Funktionen auf X nennen wir:
(1) punktweise konvergent in A C X gegen die Grenzfunktion f : A — C, wenn

Vee A: nh_)rrolo fn(x)=f(x), (1.19)
d.h.

Va € AVe > 03ng (e,x) € NVn € N :
n>nyg=|fn(x)— f(z)| <e (1.20)

(2) gleichmissig konvergent in A C X gegen die Grenzfunktion f: A — C, wenn

Ve > 03ng (€) € NVax € AVn € N :
n>ng=|fn(x)— f(z)| <e (1.21)

FEine weitere sehr einfache Charakterisierung der gleichméssigen Konvergenz erhalten
wir durch den Begriff der Supremums-Norm:

Definition 1.2. Seien komplex-wertige Funktionen f : X — C gegeben, welche auf der
Teilmenge A C X beschrénkt sein sollen, d.h. sup,c4 |f (z)| < co. Dann definieren wir
die Supremums-Norm auf dieser Teilmenge A durch:

|fla = sup|f (z)|. (1.22)
€A

Satz 1.8. (Aquivalente Charakterisierung glm. Konvergenz)
Eine Folge komplex-wertiger Funktionen (f,), konvergiert gleichmaissig in der Teil-
menge A gegen f: A — C genau dann wenn

li_>rn |fn—fla=0&Ve>03ng e NVR > ng: |fr — fla <e (1.23)
n [e.9]

Definition 1.3. Eine Folge komplex-wertiger Funktionen (f,,), in X konvergiert lokal
gleichmissig gegen f : X — C, wenn fiir jedes x € X eine offene Umgebung U, C X
von z exisiert, so dass (fnlu, ), gleichmissig gegen f|y, konvergiert, d.h.
lim sup |fn (y) — f (y) | =0. (1.24)
n—o0 yeuz
Satz 1.9. (Stetigkeitssatz) Sei (f,) eine Folge stetiger komplex-wertiger Funktionen,

die lokal-gleichméissig in X gegen die Grenzfunktion f = lim, f konvergiert, dann ist f
ebenfalls stetig in X.
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Beweis. Sei a € X gegeben. Dann gilt fiir alle x € X und n € N wegen der Dreiecksun-
gleichung

[f (@) = fa) | <1f (@) = fu (@) [+ [fn (2) = fu (@) | + | S (@) = [ (a)].

Nun gibt es aufgrund der lokal-gleichméssigen Konvergenz fiir jedes a € X eine offene
Umgebung U, C X, so dass f, eingeschriinkt auf diese Menge gleichméssig konvergiert,
d.h. es gibt fiir jedes € > 0 einen Index ny € N, so dass fiir alle n > ng gilt: |f — fulu, < €.
Unter Verwendung der Abschétzung iiber die Dreiecksungleichung folgt damit fiir alle
x €U und n > no: |f () — f(a)| < 2e+|fn () — fn (a) |. Da nun die f, stetig in a sind,
gibt es zum gewihlten € > 0 ein § > 0, so dass |fy, (z) — fn (a) | < € fiir alle z € Bs (a),
da U, offen ist gibt es immer ein solches §. Damit haben wir |f () — f (a) | < 3¢ fiir alle
x € By (a), womit f in a stetig ist. Also f € C (X). O

Aus der Beobachtung, dass eine Folge komplex-wertiger Funktionen, welche in einer
endlichen Anzahl von Teilmengen Ay, --- , A, C X gleichméssig konvergiert, auch in der
Vereinigung gleichméssig konvergiert, erhalten wir folgenden Satz:

Satz 1.10. Konvergiert die Folge f, : X — C lokal-gleichmaéssig in X, so konvergiert f,
gleichméssig auf jeder kompakten Menge K C X.

Beweis. Wegen der lokal gleichméssigen Konvergenz der Folge in X gibt es insbesondere
fiir jedes x € K eine offene Umgebung U von z, so dass f, in U gleichmissig konvergiert.
Aus der Kompaktheit von K folgt, dass bereits endlich viele solche Umgebungen U;, ¢ €
Z,|Z| < oo die Menge K iiberdecken. Dann konvergiert nach der Beobachtung, dass f,
in (J;e7r Ui gleichméssig konvergiert und damit erst recht in K C (J;o7 Ui. O

Dies fiihrt uns dazu folgende Definition zu machen.

Definition 1.4. Eine komplex-wertige Funktionenfolge (f,,) auf dem metrischen Raum
X heisst kompakt konvergent, wenn sie in jeder kompakten Teilmenge von X gleichméssig
konvergiert.

Damit haben wir also gezeigt, dass lokal-gleichméssige Konvergenz kompakte Konvergenz
nach sich zieht. In wichtigen Fillen ist diese Aussage umkehrbar und zwar wenn es sich
bei X um einen lokal-kompakten Raum (d.h. jede Umgebung jedes Punktes z € X
enthélt eine kompakte Umgebung) handelt, wie Bereiche in C.

Satz 1.11. Wenn (X, dx) ein lokal-kompakter metrischer Raum ist, dann ist jede in X
kompakt konvergente Funktionenfolge lokal-gleichméssig konvergent in X.

Nun fithren wir den wichtigen Begriff der stetigen Konvergenz ([4]) ein.

Definition 1.5. Es sei A C C eine beliebige Teilmenge der komplexen Ebene und zy € A
ein Punkt von A (darf auch Héufungspunkt von A sein). Eine Folge von auf der Menge
A definierten, komplex-wertigen Funktionen ( f,,) heisst im Punkt 2, stetig konvergent
(relativ zu A), wenn fiir jede gegen zp konvergierende Folge (z,) C A auch die Folge

Wy, = fn(zn), Vn €N (1.25)

konvergent ist.
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Es gilt nun der folgende Satz:

Satz 1.12. Ist die Funktionenfolge f, : A — C im Punkt zy stetig konvergent, so ist

der Grenzwert lim w, der Folge [1.25| unabhingig von der Wahl der konvergenten Folge
n—oo

(z). Er hingt also nur von zp ab und kann damit symbolisch durch f (zp) dargestellt
werden.

"

Beweis. Seien (z}), (21

) zwei gegen zg konvergente Folgen mit
lim f, (z;) = q, lim f, (zg) =p.

Dann wiirde die Folge

ns

2l firn=2k—1,keN

ns

{z” fiir n =2k, k€N
Zp 1=

zwar gegen zo konvergieren, jedoch entgegen der Voraussetzung lim f,, (z2,,) nicht existie-
ren. Denn die Folge w,, hiitte zwei verschiedene Haufungspunkte. O

Dieser Satz angewandt auf den Spezialfall (2],), 2], := 2o veranlasst uns folgende Defini-
tion zu machen:

Definition 1.6. Eine Folge von auf der Menge A C C definierten, komplex-wertigen
Funktionen (f,,) heisst in A stetig konvergent gegen die Funktion f : A — C, wenn
die Funktionenfolge beziiglich jedes Punktes in A stetig konvergent ist.

Der folgende Satz ist ebenso leicht zu beweisen:

Satz 1.13. Jede Teilfolge (fy,) einer im Punkte z stetig konvergenten Folge (fn),cn
(fn : A — C) ist selbst im Punkt zy stetig konvergent und besitzt denselben Grenzwert
f (20) im Punkt 2.

Beweis. Sei (z,) eine gegen zy konvergierende Folge. Nun kénnen wir aus dieser eine
Folge (z,,) konstruieren mit z;,, — 2o fiir n — oo, welche die Bedingung z;, = z (mit
ng < nps1) erfiillt. Nach Voraussetzung gilt nun lim, f, (z)) = lm, f, (zn) = f (20).
Damit gilt:

lilgn fon (z,/%) = 111?1 Joe (z) = f(20) -

Der Name dieses Konvergenzbegriffes riihrt von folgendem Satz her:

Satz 1.14. Ist die Folge (f,) relativ zu A stetig konvergent gegen die Grenzfunktion
f:A—=C sogil f €C(A). (Dies gilt auch wenn die f, unstetig sind.)
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Beweis. Sei (z,),cn C A eine gegen zp konvergente Folge und ein € > 0 gegeben. Aus
obigem Satz folgt nun aufgrund der stetigen Konvergenz, dass jede Teilfolge f,,, ebenfalls
stetig konvergent ist. Also gilt fiir alle 2z € A

| frr (26) — f(21) | < %

Da nun limy, f,, (zk) = f(20) gibt es zum gewihlten €/2 ein Index K € N, so dass fiir
alle k > K gilt

€
| o (21) = [ (20) | < 3
Damit erhalten wir fiir &k > K

1f (z) = £ (20) | < [ fny (21) = f (2) |+ | fi () — f (20) | <€

<

<

(1Y
[ 1Y

Damit ist aufgrund des Limeskriteriums der Stetigkeit die Funktion f in ganz A stetig.
O

Schlussendlich wollen wir noch einen letzten Satz beweisen, welcher eine Aquivalenz
zwischen kompakter Konvergenz und stetiger Konvergenz beschreibt.

Satz 1.15. Sei {f,, : A — C|n € N} eine Folge nicht notwendigerweise stetiger Funktio-
nen. Dann sind dquivalent:

(1) Die Folge f,, konvergiert in A kompakt gegen eine Funktion f € C (A).

(2) Die Folge f,, ist stetig konvergent in A.

Beweis. (1)= (2): Wenn z, — zp, dann ist die Menge L := {2, 21, 22, - - - } kompakt, da
abgeschlossen und beschrénkt. Da f,, kompakt konvergent sind, gilt also lim,, |f — f,|r =
0 und im Speziellen da die Folge der Suprema eine Nullfolge ist, ist auch | f (z5,) — fr (2n) |
eine Nullfolge. Andererseits gilt wegen der Stetigkeit von f: lim, |f (z0) — f(2zn)| = 0
und die Behauptung folgt dann aus der Gleichung
|f (20) = fu (zn) | < 1f (20) = £ (zn) | + | (2n) = fu (z0) | "7 0.

(2) = (1): Sei f die Grenzfunktion der Folge f,, wobei bekanntlich f € C(A). Wir
nehmen nun an, dass es ein Kompaktum K C A gibe, so dass |f — f,,|k keine Nullfolge
ist. Dann wiirde ein € > 0 existieren, eine Teilfolge n; der Indexfolge 1,2,3,--- und eine
Punktfolge z,, € K, so dass fiir alle n,

Da die Menge K kompakt ist diirfen wir annehmen, dass die Folge z,, gegen einen Punkt
zo € K konvergiert, denn ansonsten betrachten wir einfach eine konvergente Teilfolge
davon. Da f € C(A) gilt limg f (z,) = f(20) und wegen der stetigen Konvergenz
limy, fn, (2n,) = f (20). Daraus folgt

womit wir einen Widerspruch haben. O
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1.7 Satze von Arzéla-Ascoli, Montel und Vitali

Im Folgenden wollen wir mit C (D) und O (D) die Menge der stetigen bzw. holomorphen
Funktionen bezeichnen. Solange nichts anderes gesagt wird handelt es sich bei der Menge
D C C um einen Bereich und bei X wieder um einen beliebigen metrischen Raum. In
diesem Unterkapitel wollen wir unter anderem die Frage ”Welche Eigenschaften muss
eine Familie von komplex-wertigen Funktionen haben, dass

e cine kompakt konvergente Teilfolge existiert oder
e die Grenzfunktion holomorph ist?”

beantworten. Folgende Definitionen iiber Familien von Funktionen werden sich als niitzlich
erweisen.

Definition 1.7.
(1) Eine Familie F C C (D) stetiger Funktionen auf einem Bereich D C C heisst normal,
wenn jede Funktionenfolge (f,,) in F eine Teilfolge besitzt, die in D kompakt konvergiert.

(2) Eine Familie F C C (D) heisst beschrénkt in einer Teilmenge A C D, wenn es eine
reelle Zahl C' > 0 gibt, so dass fiir alle f € F gilt: |f|a < C. Das lisst sich auch so
formulieren: sup se 7 sup,e4 | f (2) | < oo,

(3) Eine Familie F C C (D) heisst lokal beschrinkt in D, wenn es fiir jeden Punkt
z € D eine offene Umgebung U/, C D gibt, so dass F in U, beschriankt ist. Dies trifft
genau dann zu, wenn die Familie F auf jedem Kompaktum in D beschrinkt ist.

(4) Eine Familie F C C (X) heisst (punktweise) gleichgradig stetig in z € X, wenn
Ve > 030 (e,2) >OVf e FYwe X : d(z,w) <d=|f(z)— f(w)| <e (1.26)

und gleichgradig stetig in X, wenn dies fiir alle z € X gilt. Desweiteren nennen wir
eine Familie lokal gleichgradig stetig, wenn es fiir jeden Punkt z € X eine offene
Umgebung gibt U, C X, so dass die auf U, eingeschriankte Familie F|y,, gleichgradig
stetig in U, ist.

(5) Eine Familie F C C (X) heisst gleichmissig gleichgradig stetig in X, wenn
Ve > 030 (¢) >0Vfe FVz,2we X : d(z,w) <d=|f(z)— f(w)]|<e (1.27)

Bemerkung 1.3. Wir bemerken, dass beschrinkte Familien lokal beschrankt sind, jedoch
die Umkehrung nicht gelten muss. Dies sieht man am Beispiel F = {f, := nz" €
O (E)|n € N}.

Die nachfolgende Behauptung zeigt, dass die punktweise gleichgradige Stetigkeit in einem
Bereich mit der gleichméissigen gleichgradigen Stetigkeit iibereinstimmt.

Behauptung 1.3. Wenn der metrische Raum (X, d) lokal-kompakt ist, dann sind dquivalent:
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(1) F ist (punktweise) gleichgradig stetig
(2) F ist gleichméssig gleichgradig stetig.

Beweis. Da die Implikation (2) = (1) trivial ist beweisen wir nur die Implikation (1)
= (2). Sei also F punktweise gleichgradig stetig, jedoch nicht gleichméssig gleichgradig
stetig in einem lokal kompakten metrischen Raum (X, d). Zweiteres meint:

e>0Vo>03f e Fooyye X d(z,y) <ON|f(x)— f(y)] > e

Damit gilt insbesondere:

= 3e>0Vn € N3fy € F, 20,y € X 0 d (@0, yn) < =, [fn (Tn) — fn (yn) | > €

S|

Der folgende Schritt funktioniert nur weil X lokal kompakt ist und damit jeder Punkt
eine kompakte Umgebung besitzt, also fiir jede Folge eine konvergente Teilfolge existiert.
Sei nun z,, eine konvergente Teilfolge mit limy, x,, = o, dann gilt auch limy y,, = zo.
Nun gibt es wegen der gleichgradigen Stetigkeit in xg ein § > 0 zu dem gewéhlten € > 0,
so dass fiir alle y € XVf € F gilt

d(zo,y) <6 = |f(z0) = f(y) | <

[GUN NG

Wihle nun % hinreichend gross, so dass d (zg, n, ), d (20, yn,) < 6. Dann folgt

2€

Widerspruch und damit muss die Familie gleichmiissig gleichgradig stetig sein. O

Satz 1.16. Sei F C C (D). Dann gilt
F normal = F lokal beschrankt

Beweis. Es ist zu zeigen, dass: YK € Compact(D) = supcr |f|x < oo. Wir nehmen
also an, dass es ein Kompaktum L gibt, so dass sup{|f|.|f € F} = oo. Damit gibe
es eine Folge f, € F mit lim, |f,|, = oo. Diese Folge f, hitte keine in D kompakt
konvergente Teilfolge, denn fiir deren Grenzfunktion f wére

\fle = |fale = 1f = fulL-

Damit haben wir einen Widerspruch. O

Die Umkehrung dieses Satzes in der Klasse der holomorphen Funktionen ist gerade
der Satz von Montel, welchen wir mit dem Satz von Arzéla-Ascoli beweisen wollen.
(Siehe weiter unten.) Das folgende Lemma besagt, wann fiir eine Funktionenfolge eine
konvergente Teilfolge existiert.
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Lemma 1.4. Es sei f,, : D — C eine Folge stetiger Funktionen, die in jedem Punkt
a € D beschrankt ist. Dann gibt es zu jeder abzihlbaren Teilmenge A C D eine Teilfolge
gn der Folge f,, die in A punktweise konvergiert.

Beweis. Sei aj,aq, -+ eine Abzdhlung der Menge A. Nun behaupten wir, dass es auf-
grund des ersten Cantor’schen Diagonalarguments zu jedem [ € N eine Teilfolge (fin),,
der Folge (fn),, gibt, so dass gilt

e Die Folge (fi,n),, konvergiert in q;
e Die Folge (fi,n),, ist eine Teilfolge der Folge (fi—1,,),, firl> 2.

Nehmen wir also an, wir haben die Folge (fi ), k <[ bereits konstruiert. Nun wéhlen
wir eine Teilfolge (f; ) der Folge (fj—14), die in a; konvergiert. Dann sind die Voraus-
setzungen fiir alle Folgen (fy,), k < [ erfiillt. Aus den konstruierten Teilfolgen bildet
man nun die Diagonalfolge g, :== fy n, n € N. Diese konvergiert in jedem Punkt a,, € A,
denn wegen der zweiten Forderung ist sie vom Glied g, ab eine Teilfolge der Folge
fm1, fm,2, fm,3,- -, die nach der ersten Bedingung in a,, konvergiert. ]

Fiir die Giiltigkeit dieses Lemmas ist die Abzéhlbarkeit der Menge A wesentlich. Man
kann nicht erwarten, dass die gewonnene Teilfolge g, tiberall in D punktweise konver-
giert. Unter zusétzlichen Annahmen iiber die Folge f, kann dies aber erreicht werden.
Man kann sogar kompakte Konvergenz erreichen, wie der Satz von Montel fiir Folgen
zeigen wird.

Fiir den Beweis des Satzes von Montel fiir Folgen, wie auch fiir normale Familien wollen
wir folgendes Lemma verwenden:

Lemma 1.5. Es sei F C O (D) eine in D lokal beschrinkte Familie. Dann gibt es zu
jedem Punkt ¢ € D und zu jedem e > 0 eine Kreisscheibe B C D um ¢, so dass fiir alle
fe€Fund z,w e D gilt

w,z € B=|f(w)— f(2)] <e (1.28)

Beweis. Wir wihlen r > 0 derart, dass B, (¢) C D und setzen B = B, (¢), B :=
Bs, (¢). Dann folgt aus der Cauchy’schen Integralformel

1 1 1 w— 2 f(§)d¢
_ - — d¢ = .
tw-10=5n [ 10w [ s
Da [ (¢ —w) (¢ —2z)| > r? fiir alle z,w € B und ¢ € OB’ erhalten wir mit der Standar-
dabschétzung fiir alle f € F und zw, € E :

w—z 1
@)~ F @< il < w2l
wobei M := %supfef |f|lpr < oo, da F lokal beschrinkt ist. Wir wollen nun |f (w) —
f(2)] < e erreichen. Setzen wir § := min{55;,7} und B := Bj(c), dann gilt die
gewiinschte Abschétzung sicherlich fiir z,w € By (¢). O
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Also besagt dieses Lemma, dass lokal beschrankte Familien lokal gleichgradig stetig sind.
Nun wollen wir den Satz von Arzela-Ascoli formulieren und Beweisen um schlussendlich
den Satz von Montel zu beweisen.

Satz 1.17. (Arzela-Ascoli)

Sei F eine Familie von in D komplex-wertigen Funktionen. Dann sind folgende zwei
Aussagen dquivalent:

(1) F ist eine normale Familie in D.

(2) F ist lokal gleichgradig stetig in D und Yw € D : {f (w)|f € F} C C beschrinkt.

Beweis. (Arzela-Ascoli)
(1) = (2): Mit Satz haben wir bewiesen, dass eine normale Familie lokal beschrénkt
ist und den zweiten Teil wollen wir per Widerspruch zeigen. Sei also F nicht lokal
gleichgradig stetig. Also:

JK C D (kompakt)Je > 0¥n € N3f,, € F,zp,y, € K :

’xn - yn| < %/\ |fn (xn) - fn (’yn)l > €.

0.B.d.A sei z,, — o = y, — zo. Damit kann die Folge f, keine konvergente Teilfolge
fn, haben, da

‘fnk (xnk> - fnk (ynk) ’ > €

(2)= (1): Wir wéhlen eine abzdhlbare Teilmenge A C D dicht in D, wie beispielweise
die komplexen rationalen Zahlen und eine Folge (f,) C F. Nach Lemma 1.4 kénnen
wir wegen der lokalen Beschrénktheit eine konvergente Teilfolge g, wéhlen, die in jedem
Punkt a € A konvergiert. Wir machen folgende

Behauptung 1.4. g, konvergiert kompakt in der Menge D.

Beweis. Um zu zeigen, dass g, auf Kompakta konvergiert, beweisen wir, dass g, stetig
konvergiert und mit Satz 1.15 folgt dann das gewiinschte. Sei also (z,) eine Folge in D
mit z, — zp € D. Nun zeigen wir, dass w,, := g, (z,) eine Cauchy-Folge ist und damit
wegen der Vollstandigkeit konvergent ist. Sei also ein € > 0 gegeben, dann zeigt die lokale

gleichgradige Stetigkeit, dass es ein r > 0 gibt, so dass B := B, (z9) C D (da es eine
Umgebung gibt) und

Vz,w e BYn € N: g (2) — gn (W) | <e.

Da A dicht in D liegt ist der Schnitt AN B # () und wir kénnen ein a € A N B, sowie
ein ng € N wihlen, dass fiir alle n € N gilt:

n>ng= 2, €B.
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Seien m,n > ng, dann gilt

gn (2n) = gm (2m) | < |gn (2n) — gn (@) | + [gn (@) = gm (@) [ + |gm (2m) — gm (@) |
<2+ |gm(a)—gn(a)l.

—0 fiir m,n hinreichend gross

Somit handelt es sich in der Tat um eine Cauchy-Folge, womit es sich um eine gleichméssig
konvergente Folge in A N B handelt bzw. sogar um eine stetig konvergente Folge gegen
g (2) == lim,, g, (2) fiir alle z im Schnitt. O

Damit ist der Satz bewiesen. UJ

Mit den zwei bewiesenen Lemmata und dem Satz von Arzela-Ascoli kénnen wir den Satz
von Montel fiir Funktionenfolgen beweisen, der lautet:

Satz 1.18. (Satz von Montel fiir Folgen)
Jede in D lokal beschriinkte Folge (f,,) von in D holomorphen Funktionen besitzt eine
Teilfolge, die in D kompakt konvergiert.

Beweis. Wir wahlen eine in D dichte abz&hlbare Menge A C D, zum Beispiel die Menge
aller komplex-rationalen Zahlen aus D. Nach dem Lemma 1.4 gibt es eine Teilfolge g,
der Folge f,, die in A punktweise konvergiert. Wir behaupten nun, dass die Folge g,, in
D kompakt konvergiert. Dazu geniigt es zu zeigen, dass g, stetig konvergent in D ist.
Sei nun ein € > 0 und eine konvergente Folge {z,}nen € D mit z, — 29 € D gegeben.
Nach dem Lemma gibt es nun eine Kreisscheibe B um den Punkt 2y € D, so dass
fiir alle n € N gilt
z,w € B = |gn (W) —gn(2)] <e

Da A dicht in D liegt, gibt es einen Punkt a € AN B. Wegen lim,, .o 2, = zg gibt es
einen Index ni, so dass fiir alle n > ny z, € B gilt. Da stets
gm (2m) = gn (20) | < 1gm (2m) — gm (@) [+ gm (a) — gn (@) [+ |gn (21) — gn (a) |

gilt, folgt fiir alle m,n > 1 die Abschitzung g, (zm)—gn (2n) | < 2¢6+|gm (a)—gn (a) |. Da
per Voraussetzung lim,, g,, (a) existiert, gibt es einen Index ng, so dass |gm (@) —gn (a) | <
e fiir alle m, n > ny. Damit ist gezeigt:

m,n 2 max (nlvnQ) = |gm ('Zm) — Gn (zn) ’ < 3e.
Also handelt es sich bei {gy, (2,,)} um eine Cauchy-Folge und damit ist sie konvergent. [

Diese Version des Satzes konnen wir eigentlich aus dem allgemeineren Satz von Mon-
tel iiber normale Familien herleiten. Nun wollen wir den Konvergenzsatz von Montel
diskutieren.

Satz 1.19. (Konvergenzkriterium von Montel)

Sei eine in einem Bereich D C C lokal beschrénkte, holomorphe Funktionenfolge (f,,),, C
O (D) gegeben. (f,) konvergiert kompakt gegen f € O (D), wenn jede in D kompakt
konvergente Teilfolge von (f,,) gegen f konvergiert.
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Die Umkehrung gilt natiirlich trivialerweise auch.

Beweis. Wir nehmen an, dass (fy,) nicht kompakt gegen f konvergiert, d.h. es gibt eine
Menge K € Compact(D), so dass |f, — f|x keine Nullfolge ist, aber jede kompakt
konvergente Teilfolge von f,, gegen f konvergiert. Dann gébe es ein € > 0 und eine
Teilfolge (g;) von (fy), so dass |g; — f|k > €. Da f, lokal beschrénkt ist, ist sicherlich
auch g; lokal beschrinkt und dann folgt mit dem Satz von Montel fiir Funktionenfolgen,
dass es eine in D kompakt konvergente Teilfolge hy von g; gibt. Da |hy — f|x > € fiir
alle k, so wére f nicht der Limes dieser Folge. Widerspruch. O

Schlussendlich beweisen wir nun den allgemeinen Satz von Montel:

Satz 1.20. (Satz von Montel fiir Familien)
Sei F C O (D) eine Familie von holomorphen Funktionen in einem Bereich D C C. Dann
gilt:

F lokal beschréinkt = F normal. (1.29)

Beweis. Nach dem Satz von Arzela-Ascoli und der lokalen Beschrinktheit der Familie
ist nur zu zeigen, dass F lokal gleichgradig stetig in D ist. Jedoch wissen wir aus dem
Lemma 1.5, dass es fiir jedes ¢ € D und jedes € > 0 eine offene Kreisscheibe B um ¢ und
damit insbesondere eine Umgebung gibt, so dass fiir alle f € F und z,w € D gilt

zweB=|f(w)-f(z)]<e
Damit ist F lokal gleichgradig stetig und folglich normal. O

Damit haben wir die Aquivalenz bewiesen, dass eine Familie holomorpher Funktionen
auf einem Bereich lokal beschrdnkt ist und eine normale Familie darstellt.

Nun wollen wir noch eine weitere Version des Satzes von Montel erwihnen:

Satz 1.21. Sei eine Familie 7 C O (D) holomorpher Funktionen auf einem Bereich D
gegeben. Werden die Werte 0 und 1 nicht angenommen, dann ist F normal.

Beweis. Siehe dazu: Apostol, Modular Forms, Abschnitt 2.9. Da wir fiir diesen Beweis
modulare Formen benétigen, lassen wir ihn aus. O

Als Anwendung des Montel’schen Konvergenzkriteriums wollen wir den Satz von Vitali
diskutieren, wobei wir ihn in einer dhnlichen Form wie diejenige des Identitdtssatzes
formulieren.

Satz 1.22. (Vitali) Folgende Aussagen iiber eine im Gebiet G C C lokal beschrinkte,
holomorphe Funktionenfolge (f,) C O (G) sind dquivalent:

(1) Die Folge (f,) ist in G kompakt konvergent.

(2) Es gibt einen Punkt ¢ € G, so dass fiir jedes k& € N die Folge ( fé’“) (¢))nen konvergiert.
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(3) Die Menge A = {w € G|lim;,, frn (w) existiert in C} der Konvergenzpunkte der
Folge (f,) besitzt einen Haufungspunkt in G.

Beweis.

(1)=-(2): Wir wissen, dass aus der lokal gleichmissigen Konvergenz aufgrund des Heine-
Borel’schen Uberdeckungssatzes die kompakte Konvergenz folgt. Wenn nun die Menge
auf welcher die Funktionen definiert sind einen Bereich darstellt so gilt auch die Um-
kehrung, denn dann existiert zu jedem Punkt ¢ € D eine abgeschlossene und damit
kompakte Kreisscheibe mit Mittelpunkt ¢ die in D enthalten ist. Mit Hilfe der Verall-
gemeinerten Cauchy’schen Integralformel kénnen wir nun die Ableitungen in Integrale
umschreiben. Die Aussage wird offensichtlich wenn wir folgendes Lemma betrachten:

Lemma 1.6. Es sei (f,) C C (D) eine Funktionenfolge, welche lokal gleichméssig gegen
f konvergiert. Dann gilt fiir jede stiickweise glatte Kurve ~ : [0,1] — D

lim fh(()dC::l/af(C)dC- (1.30)
Y Y

n—oo

Beweis. Da Bild (v) kompakt ist, konvergiert f, auf dieser Menge gleichméssig. Die
Behauptung folgt nun aus der Abschétzung

Ln—ﬁﬁsuw@

falls [fn — flBiagy) < € O

Damit ist die Aussage gezeigt. In diesem Zusammenhang wollen wir noch den Satz von
Weierstrass beweisen, welchen wir zu einem spéteren Zeitpunkt bendtigen werden.

Satz 1.23. (Satz von Weierstrass) Sei (f,) C O (D) eine lokal gleichmiissig konvergie-
rende Funktionenfolge in einem Bereich D. Dann gilt:

(i) Grenzfunktion f ist ebenfalls holomorph.

(ii) Die Folge der Ableitungen ( f,sk))n mit k € N konvergiert lokal gleichméssig gegen
fk),

Beweis. Sei R C D ein abgeschlossenes Rechteck, so konvergiert f, auf R gleichméssig
gegen f. Ist [p der Umfang des Rechtecks, so gilt nach obigen Argument

(2)dz| <Ir-sup |fn(z)— f(2)]| = 0.

2€E0R

fn(2)dz — f
OR OR

Mit dem Cauchy’schen Integralsatz fiir Rechtecke gilt damit:

f(2)dz= lim fn (2)dz = 0.
OR n—o0 JaR

Da diese Argumentation fiir beliebige Rechtecke R in D wahr ist, ist f in D analytisch.
Die Behauptung iiber die Ableitungen ergibt sich aus der Cauchy’schen Integralformel
und dem obigen Lemma. O
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(2)=>(3): Sei B eine Kreisscheibe um ¢ € G, so dass B C G. Dann ist die Folge f,|p
beschrinkt, da f,, lokal beschrinkt ist (wenn die Kreisscheibe geniigend klein gewihlt
wird). Die Aussage der Implikation folgt nun aus dem kommenden Lemma:

Lemma 1.7. (Konvergenzlemma)
Es sei B = B, (¢) mit » > 0 gegeben. Dann sind folgende Aussagen iiber eine in B
beschrankte Folge (f,) C O (B) dquivalent:

i) Die Folge (f,) ist in B kompakt konvergent.
(i)
(ii) Fiir jedes k € N ist die Zahlenfolge ( f,gk) (c)) konvergent.

Beweis. Nach dem Satz von Weierstrass wissen wir, dass auch die Ableitungen auf B
kompakt konvergieren und damit ist nur die Richtung (ii)=(i) zu zeigen. O.B.d.A. diirfen
wir B = E und |f,|e < 1 annehmen. Nach dem Potenzreihensatz gilt auf E

1

fn(z) = zk: an,kzk mit a, , = o ﬁf“) (0).

Nach Voraussetzung existieren alle Grenzwerte ay, := lim,, a,, ;.. Aufgrund der Cauchy’schen
Ungleichung gilt stets |a, x| < 1 und damit |ax| < 1. Daraus folgt f (2) = >, ax2* €
O (E). Wir fixieren nun ein p € (0,1). Dann gilt fiir alle z € B, (0) und alle I € N

-1

l
50 (2) = £ Y Jans — aulo + 2.
k=0 L=p

Sei nun € > 0 beliebig. Wenn p < 1 kann man [ derart wéhlen, dass % < e. Wegen
lim,, ch_zlo ]an’k—ak\pk = 0 gibt es nun ein ng, so dass fiir n > ng gilt 22;10 | — ag|p*| <
e. Damit folgt fiir alle n > ng und z € B, (0)

[fn(2) = f(2)| <2
Also konvergiert f,, kompakt in E gegen f. O

Also folgt mit dem Konvergenzlemma B C A, womit A als Obermenge einer offenen
Menge einen Haufungspunkt hat.

(3)=(1): Aufgrund des Satzes von Montel fiir Folgen geniigt es zu zeigen, dass alle
kompakt konvergenten Teilfolgen der Folge f,, denselben Limes haben. Das aber ist
klar nach dem Identitéitssatz, da zwei solche Limiten notwendig auf der Menge A, die
H&aufungspunkte in G hat, iibereinstimmen. O
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1.8 Die Sdtze von Phragmen und Lindel6f

Die Satze von Phragmen und Lindel6f stellen Verallgemeinerungen des Maximumprin-
zips dar. Wir diskutieren hier drei verschiedene Varianten, wobei wir in allen Féllen
unbeschriankte Gebiete betrachten und bestimmte Voraussetzungen an diese, sowie an
das Wachstumsverhalten der betrachteten holomorphen Funktion in diesen Bereichen
stellen. Danach besprechen wir die Winkelfunktion von Phragmen und Lindel6f, wel-
che es uns ermoglicht das Wachstumsverhalten der reguldren Funktion im radialen und
winkelabhéingigen Teil von einander zu unterscheiden. Anschliessend diskutieren wir als
Anwendung den Satz von Carlson und die Lindel6f’sche Vermutung.

1.8.1 Drei Verallgemeinerungen des Maximumprinzips

Satz 1.24. (Phragmen-Lindel6f-Satz I)

Sei Q = {z = re’|r > 0,6 € (—%/a,%/a)} ein offener Kreissektor in der rechten
Halbebene und « > 1 eine fixe positive Zahl. Sei f : Q; — C eine komplex-wertige
Funktion mit

(1) f(z)eC(Q)NO(Q),
(2) f(z)=0 (e‘z|6) fir |2 > cound 1 < 8 < a,
(3) fiir alle z € 9Q gilt |f (2) | < M fiir ein M > 0.

Dann gilt fiir alle z € Q die Ungleichung |f (z)| < M.

Beweis. Sei ein vy € (8,a) und ein € > 0 gegeben. Die Potenzfunktion 27 := 71987 ist in
der offenen rechten Halbebene holomorph. Also ist die Funktion F (z) := f(2)e™ %" €
C (©7) N O (Q). Damit erhalten wir folgende Abschitzung

|F (2) | = | (2) el o0, (1.31)

da 27 = |z|7 (cos 0 + isiny0). Day < « gilt auf den Geraden § = 7 /a die Ungleichung
0 < cosvf < 1, weshalb die Exponentialfunktion durch 1 beschréankt ist und damit
konnen wir die Funktion F' auf den Geraden abschéitzen durch

[F(2)[ <[f(2)| <M.

Damit ist die Funktion F auf den Geraden ebenfalls durch M beschriankt. Nun betrachten
wir einen Kreisbogen mit Radius |z| = R und 6 € [-%/a, Z/a]. Dort gilt

‘F(z)| = ‘f(z) |e—eR'Yc05”/0 < |f(z) |e—eR7cos§% < AeR’ﬁ—eR'Ycosgg.

Da nun 3 < v, cosy0 > 0 fiir § = +5 /a strebt die rechte Seite fiir R — oo gegen 0.
Damit gilt fiir gentigend grosses R die Abschétzung |F (z)| < M. Verwenden wir nun
das Maximumprinzip, dann gilt fiir alle z = re? mit 6 € [-Z/a,%/a] und r < R die
Abschétzung

[F(z)| <M
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und da R beliebig gross ist, gilt die Abschéitzung in ganz ;. Verwenden wir die Gleichung
so erhalten wir die Abschitzung

[ (2)] < Ml
fiir z € 7. Lassen wir nun € gegen 0 streben so erhalten wir das Resultat. O

Satz 1.25. (Phragmen-Lindelof-Satz II)

Sei ein 1 > 0 eine fixe positive Zahl und Q7 := {z = x + iyl z € (0,1),y > n}, sowie
f : Q1 — C eine komplex-wertige Funktion. Der Definitionsbereich und f sollen folgende
Eigenschaften erfiillen:

(i) f(z)eC (QH) NO (),

(i) f(2)=0wW") < |f(2)| < Ay*, A> 0 fiir |2|] = oo und a > 0,
(iii) fur alle z € 0Qyy gilt |f (2)| < M fiir ein M > 0.
Dann gilt fiir alle z € Q;r die Ungleichung |f (z) | < M.

Beweis. Im Folgenden bezeichnet [z] := min{k € Z|k > z} die Aufrundungsfunktion
fir x € R. Sei € > 0 und « > 0 gegeben. Die rationale Funktion

N
Fla): (ez—%—i)(OJ

ist holomorph im vertikalen Streifen und stetig auf dessen Abschluss. Wir schéitzen nun
die Funktion auf einer horizontalen Gerade mit Im(z) =Y > 1/e > nund = € (0,1) ab.
Dort gilt

f )] ye ve ye

F - . < A <A .
[F(2) | Yo Jez+illel T Telz] — 1T ~ ey — 1o

ez + |l

Da [a] > a fiir @ € Rsg \ N strebt die rechte Seite fiir Y — oo gegen 0 (fir & € N
wihle in F' als Nenner (ez + i)MM fiir ein ¢ > 0). Damit gilt fiir geniigend grosses Y
die Abschitzung |F (z)| < M. Verwenden wir nun wieder das Maximumprinzip, dann
gilt fiir alle z =z + 4y mit z € [0,1],y € [n,Y] die Abschitzung

|F (2)] < M.
Lassen wir nun wieder € gegen 0 gehen, so haben wir das gewiinschte Resultat. O

Satz 1.26. (Phragmen-Lindelof-Satz I1I)
Sei ¢ : Q77 — C eine reguliire Funktion mit Qj;; := {s = o +it|o € (01,02),t € R} und
gilt

(1) ¢(s) = O (e fiir s € Q7 und alle € > 0,

(2) ¢ (o1 +it) = O (|t|*) fiir [t| — oo,
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(3) ¢ (o2 +it) = O (|t|*2) fiir [t| — oo.

Dann gilt ¢ (o +it) = O (\t\k(“)) fiir o € [01,02] und eine lineare Funktion

k(al) = k?l

(o2) = k. (1.32)

k:Qr— C, k(s) =as+b, mit {
Die Aussage des Satzes bleibt sogar richtig, wenn die Funktion ¢ eine Asymptotik der
Form . . N
¢ (s) = O(e“==01) oder ¢ (s) = O(e”"")
erfiillt.

Beweis.

Spezialfall: Sei k1 = ko = 0 und ein € > 0 gegeben. Wir unterteilen den Streifen in zwei
Teile bei ¢ = 0 und betrachten zuerst die obere Hélfte. Damit ist per Voraussetzung ¢
auf dem Rand O (1). Sei M > 0 eine obere Schranke auf diesen zwei Geraden, wie auch
auf der Verbindungslinie zwischen o1, o9, die auf der reellen Achse liegt. Wir betrachten
nun die in Q77 analytische Funktion

D (s) := €% (s).
Dann gilt fiir ¢ = 07 bzw. 0 = o9 die Abschétzung

@ (s)| =e "o (s)| <M
= ®(s)=0(1) auf 0 = 0; mit i = 1,2.

Also gilt fiir o € [o1, 02]: tlim |® (s)| = 0. Sei also T' geniigend gross gewéhlt, dann gilt
—00

fiir alle ¢ > T fiir M > 0 und o € [01, 03] die Abschitzung |® (s) | < M. Damit gilt nach

dem Maximumprinzip diese Abschétzung in allen Punkten des Rechtecks (o1, 092) x (0, 7))

und damit im ganzen Streifen, da T beliebig gew&hlt wurde. Lassen wir nun e gegen 0

gehen so folgt
¢ (s)| <M

fiir £ > 0. Genau gleich folgt das Resultat fiir den unteren Teil des Streifens und damit

im ganzen Streifen.

Allgemeiner Fall: k1, ko konnen nun beliebige Werte annehmen. Wir definieren die fol-
gende Funktion

W () i= (—is)HE) = k(o) log(~is)

wobei log hier den Hauptzweig des Logarithmus bezeichnet. 1 ist regulér fiir o € |07, 09]
und ¢ > 1. Nun gilt fir |s| — oo:

Re(k (s)log (—is)) = Re([k (o) + iat]log (t —i0))
=k(0)logt+0 (1)
= [ (s) | = [¢|F()OW),
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Nun definieren wir ¥ (s) := % Diese Funktion erfiillt dieselben Eigenschaften wie die
Funktion ¢ im Spezialfall, wie man leicht iiberpriifen kann. Also ist ¥ (s) im betrachteten

Streifen beschrinkt und es gilt

6(s) = 0 (w(s) = O ().

1.8.2 Die Phragmen-Lindel6f Winkelfunktion £ ()

In unserer Diskussion iiber die Sétze von Phragmen und Lindel6f haben wir die Art und
Weise betrachtet wie eine Funktion sich verh&lt, wenn z in verschiedene Richtungen gegen
oo strebt. Nun wollen wir einen systematischere Betrachtung machen. Zuerst wollen wir
folgende Funktion untersuchen

¢ (z) = el@H®)" (1.33)

Dann gilt | (z) | = el*I”(@cosp0=bsinpd) Nun hiingt das Wachstumsverhalten von log |¢ () |
einerseits vom Term |z|?, der unabhéingig von der Richtung 6 ist und einem richtungs-
abhéngigen Teil
1
%ﬂ(z)] = acos pf — bsin pf (1.34)
r
ab. Obwohl es sich hierbei um einen Spezialfall handelt, stellt sich heraus, dass der all-
gemeine Fall sich nicht so stark von diesem unterscheidet, wie man zu Beginn annehmen
konnte. Im Folgenden wollen wir voraussetzen, dass die betrachtete Funktion f (z) auf
dem Gebiet G := {re?|r > rq,0 € (a, B)} regulir ist, wobei rg € (0,00) und a < . Die
eingangs betrachtete Funktion ¢ motiviert die folgende Definition:

Definition 1.8. Wir sagen, dass eine regulire Funktion f, die auf G definiert ist, die
(Wachstums-) Ordnung p besitzt, wenn fiir alle € > 0 gleichmissig in 6

log | f(re”)|

e =0 (1.35)

lim sup
r—00

gilt, jedoch nicht fiir alle negativen €. In diesem Fall definieren wir die Winkelfunktion
von f durch

: log | f(re”)|
h(6) := lim sup &€ )1
(6) = i sup ==

wobei die Funktion V (r) von der betrachteten Funktion abhidngt. Wir wéhlen V (r)
derart, dass h (6) nicht fiir alle  verschwindet und keine Singularitédten besitzt.

(1.36)

Bemerkung 1.4.

e Beispielsweise hat die betrachtete Funktion ¢ die Ordnung p.

31



e Im Folgenden wollen wir uns einfachheitshalber auf den Fall konzentrieren in dem
die Funktion V' (r) als ” geschrieben werden kann. Unsere Diskussion kann jedoch
problemlos auf allgemeinere Funktionen wie

V (r) =r” (logr)? (loglogr)?---
iibertragen werden.

Satz 1.27. Sei f : G — C wie oben und habe Ordnung p. Desweiteren seien zwei reelle
Zahlen 601, 6> gegeben, so dass gilt

a<91<92<5und92—91<%

und die zu f gehorige Winkelfunktion h (6) die Abschéitzungen
h (91) S hl und h(eg) S h2

erfiillt. Sei die Funktion H : («, 5) — R von der Form acos pf + bsin pf und nehme in
01,605 die Werte hy, ho an. Dann gilt fiir alle 6 € [0y, 6;] die Ungleichung

h(0) < H(6). (1.37)

Bemerke, dass die Interpolationsfunktion H (#) aufgrund der Randbedingungen folgende
Form annimmt

_ hysinp (62 — 0) + hasinp (6 — 61)

" (9) sin P (92 — 91)

(1.38)

Beweis. Sei Hs (0) = ag cos pf+bs sin pf die H—Funktion mit Hs (61) = h1+9, Hs (62) =
ho + ¢ fiir ein § > 0. Sei 4
F(z2):=f(z) e~ (as—ibs)z"

Dann gilt
[F(2)|=|f (2) e (1.39)

und damit, wenn r gross ist, finden wir
F (rei91> =0 (e(h1+5)rpr5(91)rp) =0(1). (1.40)

Eine analoge Gleichung gilt fiir den Winkel #5. Damit ist F' auf den Geraden 6 = 61 bzw.
0 = 65 beschrinkt und mit dem Satz von Phragmen und Lindel6f I ist F' im Teilsektor
von G mit Offnungswinkel [y, 6] beschrinkt. Also folgt wegen das asymptotische
Verhalten von f

f(z)=0 <6H5(9)Tp> , (1.41)
gleichmiissig im Winkel. Also h (0) < Hs(9) fir 6 € [01,02]. Da nun Hs (0) 20 g (9)
folgt das Resultat. O
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1.8.3 Der Satz von Carlson

Satz 1.28. Sei f () reguliir in H und erfiille die folgenden Eigenschaften
(1) f(2) =0 (ekFl) fiir € H und ein k € R,

(2) f(z)=0 (e_a|z|) fiir z € R und ein a > 0.

Dann gilt fiir alle 2 € H f (2) = 0.

Beweis. Wir haben die Situation a =0, = 7 und f hat dort die Ordnung p = 1. Wir
betrachten nun zuerst den ersten Quadranten, also §; = 0 und 0 = 7/2. Aus der im
Satz angegebenen Formel wissen wir, dass H die Form

H (0) = ksinf — acosf
hat und fiir 0 € [0, 7/2] gilt nach dem Beweis
f (Z) -0 (e(ksinﬁ—acose)r) ) (1‘42)

Wir finden das gleiche asymptotische Verhalten fiir § € [x/2,7]. Sei nun F(z) :=
e~ f (2) fiir ein grosses positives w, da wir nachher w — oo betrachten. Aus der
Gleichung wissen wir, dass es ein M > 0 gibt, so dass

‘F (Z) | < ewrsin0|f (Z) | <M - 6((k—l—w) sin9—acos€)'r.
Sei 6, derjenige Winkel fiir welchen gilt
(k+w)sinf —acosf =0,

also 8, = arctan (ﬁ) Nun ist die obere Halbebene in drei Bereiche unterteilt und zwar
(0,6y), (0., ™ —60,) und (7 — b, 7). Auf dem Rand dieser Bereiche gilt die Abschétzung

IF ()] < M.

Wenden wir nun den Satz von Phragmen und Lindel6f I fiir die drei Bereiche an, so folgt,

dass |F (z)| < M auf ganz H gilt und damit

w—r00

If (2)] < [e“*IM“=Z° 0= f=0.

Lemma 1.8. Sei f : H— C eine reguliire Funktion und gilt
(1) Ik <aVz€H: f(z) =0 (M)

(2) Vz€iNg: f(2)=0

Dann f =0.
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Beweis. Wir definieren F' (z) := sn{ ((;r)z), welche die zweite Bedingung erfiillt und nach

dem Riemann’schen Hebbarkeitssatz in H holomorph ist. Sei C}, der Halbkreis um z = 0
mit Radius n + 1/2. Auf diesen Halbkreisen ist 1/sin (imz) gleichmissig beschrinkt
und |F (2)| = O (e¥Fl). Auf der reellen Achse gilt |F ()| = O (e*=™Il). Aus dem
Maximumprinzip folgt damit fiir alle z € H

IF(2)|=0 (ek\zl) .

Damit erhalten wir
F(2)=0= f(z)=0.

1.9 Ein paar Anwendungen

Im folgenden Abschnitt wollen wir ein paar Anwendungen der bewiesenen Séitze disku-
tieren.

1.9.1 Riemann’sche (—Funktion und Lindel6f’'sche Vermutung

Die Riemann’sche (—Funktion kénnen wir durch die Reihe

=1
¢ (s) ‘:ZE mit s := o +it € C (1.43)

n=1

definieren. Diese ist fiir Re(s) > 1 holomorph und kann auf die ganze rechte Halbebene
analytisch fortgesetzt werden und zwar durch das folgende Integral:

S

C(s) = -5 /100 (x — |z]) 2= de. (1.44)

s—1

Wir haben bei s = 1 einen einfachen Pol. Das Gebiet zwischen ¢ = 0 und o = 1 ist
als kritischer Streifen bekannt, da dort die einzigen nicht-trivialen Nullstellen der Rie-
mann’schen (—Funktion liegen. Beachte, dass bis heute kein rigoroser Beweis vorliegt,
wo sich exakt diese Nullstellen befinden. (vgl. Riemann’sche Vermutung)

Die Funktionalgleichung der Riemann’schen (—Funktion lautet

1—s

s F<1;8>¢(1—s):7r—3r (g)((s) (1.45)

und gilt fiir alle s € C\ {0, 1}. Diese bestimmt die analytische Fortsetzung auf die ganze
komplexe Ebene, bis auf einen einfachen Pol im Punkt s = 1.

Lemma 1.9.
Fiir jedes € > 0 existiert eine Konstante C¢ > 0, so dass folgende Ungleichung fiir t — oo
gilt:

'g (; + it) ‘ < Ot (1.46)
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Beweis. Sei ein € > 0 gegeben, dann wissen wir aus der Definition der Riemann’sche
¢(—Funktion iiber die Reihe in Gleichung dass gilt:

[e.9]

1
:an =C(1+e). (1.47)

n=1

1

CL+etit)| <)
n=1

Die Funktionalgleichung liefert

C1-s)=m2"* C(s). (1.48)

—
—~
—

|

»
SN—"

Wir erinnern noch an die Stirling’sche Formel der I'—Funktion (sieche Kap. Hypergeom.
Reihe), wobei wir diese direkt fiir den Betrag angeben:

b ™
T (o +it) | "SR oz pr—te51, (1.49)

Setzen wir nun s := 1 + € 4+ it in Gl. ein, so folgt

1+etit
IR, 1 [T () .
6 (i) BB n= )| LB e et i)
2
7 N F(1+e+zt)
e . R
= Ze—it
r(=5%)
T (Lltetit t_z_; _ = [t Ite_ 1 _ x|t
e PO WA B2 i F2eTie
|t| 2 "2e2 2 |F( p) )| [t|"272e7 22
——
~V2m N\/% :|t|%+€

~mTETEC (L ) [t

Die Funktion f(s) := ((s)( (1 —s) ist sicherlich im Streifen S := {s := o + it|o €
(—€,1+¢€),t > 1} mit € > 0 holomorph. Desweiteren erfiillt diese Funktion folgende
zwei Gleichungen

[ (—etit)| = ¢ (—e+it) [|C (1 +e—it) | < Ceft|7F¢ (1.50)
F (L4 e+it)| = [C(1+e+it)[|C(—e—it) | < Ceft]7* (1.51)

fiir [t| — co. Fiir alle o > 1, |t| > 1

. o+t . o it
|C (0 +it) S‘ 1'+|0—|—2t|/ |z — |z] ||z i 1|da:
1 =

o+t —
<1

lo + it |o + it]
+
(0 — 1)2 +t2

< o +it| + 2|0 + it| = 3|0 + it].

g

35



Fiir die kommenden Rechnung benétigen wir die folgenden zwei Identitéten:

()T (1—s)= , €C\Z 1.52
(s)T'( s) pr— wenn s \ ( )
1

T (s/2) | < Celsloglsl wenn Re(s) > 5 und C, ¢ > 0. (1.53)

Damit finden wir fiir o > 3, [t| > 1
) T o+it
€01 — o —it) Bty | D) e
T l—0o 'Lt)
:ﬁeglogﬂ 2 S3|O’+it|
T (75%)

< 3|0 + it|/me 18T

T (1 _ 1+c;+z't)

52 3 . 1 o+t 1+o0+1t . 140+t

P 3o agever e (Z20) e (Lo ) |, (1)

D:éal ?/2 ‘U + it‘eg log 7r0102€c1|0+it| log \U+it|602\1+a+it| log |1+0+it\€g\1+a+it|
s

Nehmen wir die zwei Abschéitzungen zusammen, so erhalten wir fiir f im vertikalen
Streifen die Ungleichung
[f ()| < Ae?l.

Damit sind die Voraussetzungen fiir den Satz von Phragmen und Lindelof 1T erfiillt und
wir erhalten im Speziellen fiir o = 1/2 und ¢ > 1 die Abschétzung

2
()=t

Nun wollen wir noch eine berithmte Vermutung der analytischen Zahlentheorie erwéhnen:

d

Die Lindel6f Hypothese:
Fiir jedes € > 0 gibt es eine Konstante C¢ > 0, so dass

‘g <; + zt)' < CLHIS, Jt] = . (1.54)

1.9.2 Lindel6f’'sche Vermutung und ihre Konsequenzen

Im vorangegangenen Abschnitt haben wir unter anderem die folgenden Resultate gezeigt:
e Lemma 1.9: [¢ (1/2 +it) | = O (|t|'/4F€) , Ve > 0, |t| — cc.
e Aus Beweis von Lemma 1.9: Vo > 1/2V|t| > 1: | (0 + it) | < 3|o + it|.

e Lindel6f’sche Vermutung: [( (1/2 +it) | = O (|t[), Ve > 0.
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Unter Verwendung dieser Beobachtungen kénnen wir einerseits eine kleinere obere Schran-
ke fiir die Riemann’sche Zeta-Funktion angeben und andererseits die Anzahl der Null-
stellen in einem horizontalen Streifen abschétzen.

Lemma 1.10. Ve > 03C, > 0,7 > 1V|t| > TVo € [3,4] : | (o +it) | < CeJt|.

Beweis. Ist o > 1, so ist | (o +it)| < ((0), also ist auf der Geraden s = 4 + it die
Zeta-Funktion beschrinkt. Andererseits gilt fiir die Zeta-Funktion | (o + it) | < 3|o+it|,
wenn o > 1/2, [t| > 1. Sei nun ein € > 0 und ein 7" > 1 fixiert. Dann wissen wir wegen
der Lindel6f’schen Vermutung und den erwiihnten Abschitzungen, dass f (z) = ((z) /z¢
alle Voraussetzungen des zweiten Satzes von Phragmen und Lindel6f erfiillt, also gilt
¢ (2) /2 = O (1). Damit ist das Lemma bewiesen. O

Im Folgenden bezeichne N (o,T') die Anzahl der Nullstellen der Zeta-Funktion mit einem
Real- bzw. Imaginérteil grosser gleich o bzw. T.

Lemma 1.11. Wenn o > 1/2 und die Lindel6f’sche Vermutung gilt, dann haben wir
N (o,T4+1) =N (0,T) =0 (logT) (1.55)

Beweis. Sei o € (1/2,4). Wir betrachten nun einen Kreis mit Radius r := 3/2 —¢§/4 um
den Punkt 2 + it, wobei § := o — 3. Hat es in B, (2 +it) n Nullstellen der (—Funktion
und sind die Absténde dieser zum Punkt 2 + ¢ durch r1,--- ,r, mit r; > 1 gegeben,
dann erhalten wir mit der Formel von Jensen den folgenden Ausruck:

n 1 27 .
log ! = / log [¢(2 + it + re)|df — log |¢(2 + it)] .
T Th 2m Jo
=S0 log £ 0 (log 1)

Wenn nun N der n Nullstellen in der Kreisscheibe mit Radius 3/2—§/2 um 2 + it liegen,
dann gilt fiir jede solche Nullstelle die Abschitzung

r 3/2 — §/4 5/2
log = >log L2702 g (14 22 ) 5 1.
= %32 5)2 Og( +3—5>>

Schlussendlich haben wir

N -log 1—&—5/72 §logr7:0(log]t])éN:O(log\t\).
3—96 T T

=const.

Uberdecken wir den Bereich {z € C|[Re(z) > 0,7 < Im(z) < T + 1} durch endlich viele
Kreisscheiben, so erhalten wir die gewiinschte Aussage. O
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1.9.3 Der Satz von Paley-Wiener

Satz 1.29. (Paley-Wiener) Sei f € C(R) mit f(x) < ﬁ fiir ein A,e > 0. Dann
gilt:
[ ist auf ganz C fortsetzbar mit [f (z)| < BeMlAl mit M >0 <
f (k) =0 fir alle k ¢ [-M, M].

Beweis. Per Voraussetzung gilt f € L' (R) und damit ist f stetig. Wenn f ausserhalb
eines Intervalls [—M, M| verschwindet, dann ist f € L! (R) und es gilt

_L M ikx
f(x)_\/%/_Mf(k)e dk.

Die rechte Seite dieser Gleichung lisst sich von der reellen Achse zu einer ganzen Funktion
fortsetzen. Nun schétzen wir ab

1 . M
f2)| < — sup |f(k / e dk
F&< o s W)
1 .
<— sup |f(k)|-2MeMIY!
or ke[inM}\ (k)|
§BeM‘Z|.

1.9.4 Green’'sche Funktionen in der Vielteilchentheorie*

Alle Abschnitte im Skript, welche mit einem Stern versehen sind, stellen fakultati-
ve Inhalte dar. Wir starten mit einem euklidischen reellen Vektorraum (F,(-,-)) mit
dimF = N < oo und bezeichnen mit F¢ den komplexifizierten Raum. Physikalisch ent-
spricht F beispielsweise dem Fockraum, also der direkten Summe {iber alle n—Teilchen-
Hilbert-Rdume. Sei H der selbstadjungierte Vielteilchen-Hamilton-Operator auf F¢ mit
positiven Eigenwerten 0 < F; < --- < En und vy,---,v, bezeichne seine Eigenba-
sis. Sei weiter ein Operator A auf Fc gegeben. Nun betrachten wir den thermischen
Erwartungswert (im kanonischen Ensemble) von A, d.h.

—BH
(A) = (A)5 = T“;A, 7 := Tre PH (1.56)
wobei S > 0 die inverse Temperatur ist und Z die kanonische Zusandssumme, welche
als die Anzahl der zur Verfiigung stehenden Zusténde im Phasenraum interpretiert wer-
den kann. Die Zeitentwicklung wird im Heisenberg-Bild auf die Operatoren anstatt der
Zusténde, wie im Schrodinger-Bild, iibertragen und deren Zeitentwicklung ist durch den
unitédren Schrédinger-Propagator bestimmt

Ay (t) =U*(t) As (1) U (t) mit U (t) := exp (z/o H (t) dt’> = exp (—iHt). (1.57)
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Die Gleichheit = gilt natiirlich nur, wenn [H (t1), H (t2)] = 0 (vgl. Heisenberg’sche Be-
wegungsgleichung) was wir hier annehmen wollen. Ab jetzt arbeiten wir nur noch im
Heisenberg-Bild und lassen deshalb den Index H weg. Wenn wir 7 := it setzen, also zu
imaginéren Zeiten {ibergehen kénnen wir auch schreiben

A (1) =™ Ae™™H (1.58)

Nun wollen wir die einfachst denkbaren Korrelationsfunktionen einfithren und zwar tiber
den definierten thermischen Erwartungswert. Da Operatoren i.A. nicht kommutieren,
unterscheiden wir zwei Fille:

Gap(t) =

Ghp(t)=——(B(0)A(t)s (1.60)

(A () B(0))s (1.59)

Eigentlich wiirden wir besser der Allgemeinheit wegen G7 5 (t,1') = HA@)B())s
schreiben, aber die Korrelationsfunktion ist wegen der Zyklizitét der Spur translations-
invariant. Desweiteren bemerken wir noch, dass G</> (t) als Funktionen in ¢ analytische
in ganz C sind.

Lemma 1.12.
(i) Imag. Zeittranslation: G5 (t +i8) = -G53 (t) © G5z (t) = =G5 5 (t —if)
(ii) Zeitumkehr: G55 (t) = =G5, (—t)

Beweis. Wir beweisen nur die erste Aussage des Lemmas, da die zweite analog zu bewei-
sen ist. Aufgrund der bekannten Eigenschaften der Spur fiir Matrizen sehen wir leicht:

Tr (efﬁHBei(tHﬁ)HAe*i(thH) =Tr (eiBHBef'BHA (t) eﬁH)

=Tt (fﬁHA (t) B) .

O
Wir definieren das Spektralgewicht durch den Ausdruck
p(t) =i [C” (t) — G< ()] = %Tr (A ). BY). (1.61)
wobei {A, B} :== AB + BA den Antikommutator bezeichnet.
Die Matsubara Grenn’sche Funktion ist definiert durch den Ausdruck
G(r):= —%Tr (e*BH eTH Ae=™H B) = —iG” (i), (1.62)
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wobei wir die Grosse 7 einschrénken miissen auf das offene Intervall (0, 5), da fiir 7—§ >
0 und ein unendliches Energiespektrum, wir keinen Spurklasse-Operator mehr hétten.
Wir setzen nun die Green’sche Funktion anti-periodisch fort durch den Ausdruck

G(r)= = 3 (ko) e, (1.63)

wobei Mp = % (2Z + 1) Matsubara-Frequenzen heissen und die Koeffizienten ~ (ko)
berechenbare Grossen (Feynman-Diagramme) darstellen.

Frage: Was ist die Beziehung zwischen den Koeffizienten und der Fourier-Transformation
von p ().

Wir betrachten folgenden Funktion
—i [ p(t) etdt, 1 >0
T(z) =14 Zofo Pl )i ; Tm(z) > 0, (1.64)
i [C p(t)e#dt, Im(z) <0,
welche im oberen und unteren Fall jeweils in der oberen bzw. unteren Halbebene analy-

tisch sind.

Werden eventuell spéater mit Paley-Wiener sehen:

T (z) = /OO dw p () (1.65)

0o 2T 2z — W

Satz 1.30. Fiir alle Matsubara-Frequenzen gilt
Y (k?g) =27l (Zk()) . (1.66)
Beweis. Fiir kg > 0 und fiir beliebiges z € H gilt:
B B
/ G(r)e™dr = —i/ G~ (—iT) e™*dr
0 0
0
= —i/ G~ (it) e T*dr
-8
c—n 0 .
=T~ G~ (s)e"**ds
—if
©_ / G” (t—iB) "Dzt 4 / G~ (t)e"dt
0 0
= / [G> (t) + e?*G= (t)} ez dt
0
zzziko / [G> (t) —G< (t)] e—tkodt
0

= /OO p(t) e kot = T (ik)
0
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8
= 7 (ko) = 27 / G (t) e~ 0T dr = 27T (iky) .
0

Also wissen wir, dass die Werte der '—Funktion in den Matsubara-Frequenzen eindeutig
bestimmt sind durch die Koeffizienten . Nun wollen wir uns davon iiberzeugen, dass
die Gleichheit (x) in der Tat gilt (Cauchy-Argument). Wir wiihlen als Integrationskontur
das folgende Rechteck und betrachten nachher den Grenzwert (r — 00).

\wa
n
e - g . > Re
/ ’ / / / // y |
. / |
/ § . / / Y
§ / D y o g = r-'c
e 1 71 e e et ]
/
oD

Abbildung 1: Integrationskontur
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Da die zu integrierende Funktion analytisch ist, verschwindet das Integral iiber 9D.
Nun wollen wir das Integral auf der rechten Seite abschétzen. Sei deshalb t := r — io
und Apun, Bmpn bezeichne die Eintridge der Darstellungsmatrizen der Operatoren A, B
beziiglich der Eigenbasis von H. Damit erhalten wir durch mehrfaches Benutzen der
Vollsténdigkeitsrelation ), |m)(m| = id:
Tre PHitH gp—itH g _ Z e BEmitbm g o~itEnpg
m,n
_ Z ¢~ (B=i)Em—itEn g B
m,n
1 o »
= |G> (t) | < E Z |6 B zt)Em6 ztEnAmanm|
m,n

1 —0 —0
= 7 2O e o Ay B
mn

IA

2 Al Ban| = 67 (1) = 0(1).

m,n

Wenn nun z = z + iy mit y > 0, t = r — io, dann [e?*| = e "% und damit
|G> (t) e*| < (const . eﬁx) LeTTV 00,

Also verschwindet nach der Standardabschétzung das Integral auf der rechten Seite.
Damit haben wir die verwendete Gleichung. O

Bemerkung 1.5. Beobachte, dass wir fiir z = x + iy mit y > 0 folgende Abschéitzung
haben:

oo o=0 o0 1,
ID(2)] < / €%(|G™ (¢)|dt < const / emvdp < SO
0 0 Y
Folgerung (Baym Mermin):
e I'(2) ist die einzige analytische Funktion mit
T (Zk’o) =27y (ko) fir kg € Mp. (1.67)
e 3C > 03k <7Vz € C, Im(z) > 1: |T(2)| < CeFl2l.
Beweis. Verwende den Satz von Carlson. g
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2 Hypergeometrische Funktionen

Wir folgen zu einem grossen Teil dem Buch Gogolin (im Speziellen Kap. 2.1) und dem
Buch Funktionentheorie 2 von Remmert.

2.1 Die Gamma-Funktion

FEine dhnliche Diskussion {iber die Gamma-Funktion findet man im Kapitel 2 im Buch
von R. Remmert ([2]).

2.1.1 Definition der Gamma-Funktion und die Partialbruchdarstellung

Bevor wir die Gamma-Funktion definieren, wollen wir ein paar wichtige Resultate be-
weisen, welche wir spéter fiir den Beweis der Konvergenz benttigen.

Lemma 2.1. (Leibnizregel I)
Sei © € Open (C) und ¢ : 2 x [, 5] — C eine stetige Funktion, so dass fiir jedes t € [, (]
die Abbildung ¢ (-,t) € O (©2) holomorph ist. Definiere ®, ¥ : O — C durch

B B
B (2) ::/ 6 (2, )dt, W (2) ::/ & (2,1) dt. (2.1)

Dann ist ® € O () und ¢’ = V.

Wir bemerken noch, dass dieses Lemma im allgemeineren Rahmen der abstrakten Inte-
grationstheorie auch unter dem Namen ”Leibniz-Regel” bekannt ist.

Beweis. O.B.dé. setzen wir @ = 0,6 = 1. Sei zp € {2 und ein € > 0 gegeben. Wihle
r > 0, so dass B, (z9) C Q. Dann ist die Funktion B, (29) x [0,1] = C,(2,t) — ¢’ (2,t)
gleichméssig stetig, also gibt es ein 6 € (0,7), so dass fiir alle ¢ € [0,1] und z € C gilt

|Z_ZO| <= |¢,(Z,t) _¢,(Z07t)‘ <€

Also erhalten wir mit der Standardabschétzung
1
() =¥ o) | < [ 16 (o) = 6 o)t <
0

Zusitzlich finden wir

¢ (2,t) = ¢(20,1)

zZ— 2

1
/0 ¢ (20 +5(z—20),t) — ¢ (20,t)ds

_ ¢’ (zo,t)‘ =

1
:/(; ‘¢/(Z0+8(Z—ZO),t)_¢/ (207t)‘d8
< €.

und daher durch Integration iiber ¢

D(2)—P 1 t) — t
‘ (Z) (zO)\I/(ZO) < / ¢(Za ) ¢(207 ) _¢/ (Zo,t)’dt< c.
Z— 20 0 Z — 20
Damit ist das Lemma bewiesen. O
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Satz 2.1. (Majorantenkriterium)
Sei 2 € Open(C) und f : ©Q X [a,00) — C eine stetige Funktion mit a € R. Gibt es eine
uneigentlich R-integrable Funktion g : [a,00) — R (Majorante), so dass

VzeQt€la,00): |f(z,t)] <gl(t), (2.2)

dann konvergiert [ f(z,t)dt gleichmissig und absolut in Q. Falls f (-,t) € O (Q) fiir
jedes t € [a,00), dann ist [ f (2,t) holomorph in €.

Beweis. Sei € > 0. Wir wihlen ein b > a, so dass [, g (t)dt < e. Dann folgt fiir alle
z € Qund ein ¢ € (b, 00) mit der Standardabschétzung

c
b

‘/bcf(z,t)dt‘S/bc\f(z,t)\dtg/ g(t)dt < e

Also ist nach dem Cauchy’schen Konvergenzkriterium das uneigentliche Integral iiber f
in Q absolut und gleichmissig konvergent. Ist f (-, ¢) € O (2), dann gilt fiir «, 5 € [a, 00)

immer ff f(z,t)dt € O () nach dem bewiesenen Lemma. Dann gilt auch [ f (2,t) dt €
O (Q). O

Bemerkung 2.1. Die Holomorphie liesse sich auch mit dem Satz von Vitali nachweisen.

Im folgenden Satz verwenden wir die Abkiirzungen:
SF:={z€CJRe(z) >z} und S, := {z € C|Re(z) < x}

1 o
u(z) = / t*“le7tdt und v (2) := / t*le7tdt,
0 1
Satz 2.2. Seien die Funktionen u,v wie oben und fiir alle € R bezeichne SF die
abgeschlossene rechte bzw. linke Halbebene. Dann gilt
(1) Va € R konvergiert v (z) gleichmiéissig und absolut in S, . Weiter gilt v € O (C).

(2) Vx € Rso konvergiert u(z) gleichmiissig und absolut in S} . Es gilt u(z) € O(T)
und fiir jedes z € T haben wir

> n\k
k=0

Beweis.

—, sowie t € [1,00). Dann gilt die Abschitzung [¢t*~1| =
elo=Dlogt < 42=1 Da nun die Abbildung t — tr—1le—t/2 stetig ist und lim;_, o tr1le=t/2 =
0 gilt, gibt es eine Konstante M > 0, so dass |t*~'e™| < Me™¥/2. Da floo e t2dt =
2e71/2 existiert und t*~'e~? eine ganze Funktion ist, folgen die Behauptungen an-
hand des bewiesenen Majorantenkriteriums mit g (t) := Me~t/2,

(1) Sei z :== o +is und z € S
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(2) Setzen wir 7 := 1/¢, so haben wir u (z) = [[°7*"te~!/7dr. Falls x > 0, so gilt fiir
alle z € S

o0
le=V/7r=# 7 < 771 und / T dr = 1/2 < co.
1

Das Majorantenkriterium gibt nun die Behauptungen iiber u bis auf die Reihendar-
stellung. Jedoch fiir § € (0,1) haben wir

! z—1 —td _ (_1)k ! Z+k—1d
i tle t_ZT i t t

k>0
1k —k sk
:Z( k') z+k_5zz( k') 2tk
k>0 ’ k>0 ’
50— (-1)F 1
- Bzt k
k>0 z

Das zweite Term strebt fiir § — 0 gegen Null, da Re(z) = ¢ > 0. Wir bemerken
noch, dass die Integrale u (z) fiir z < 0 divergieren wiirden. Da fiir ¢ € (0, 1] gilt

1 1
1— 4%
/ tx_le_tdtze_l/ oty — 100 a0
5 ) e-x

Also divergiert das Integral nach dem Minorantenkriterium.

O

Definition 2.1. Wir definieren die Gamma-Funktion durch das folgende uneigentliche
R-Integral

I (z):= /O h t* e tdt, (2.4)

welches fiir z € T konvergiert. Das Integral konvergiert nach dem Gesagten sogar gleich-
méssig und absolut in jedem Streifen {z € Cla < Re(z) < b} mit 0 < a < b < co. Dieses
Integral wurde 1811 von Legendre das Euler’sche Integral 2. Art genannt.

Beweis. Mit den geleisteten Vorarbeiten ist nun der Beweis sehr einfach. Die Konvergenz
folgt aus dem eben bewiesenen Satz, denn unsere Definition der Gamma-Funktion stimmt
in T gerade mit der Funktion F' = u+wv iiberein. Wir sehen damit auch, dass I" analytisch
in T ist. O

Als néchstes wollen wir eine weitere Darstellung der Gamma-Funktion angeben, welche
direkt aus unserem Beweis folgt:

Satz 2.3. Fiir z € C\ {0, — }gllt

-2,
t*Letdt. 2.5
kz ' z+ k / c (2:5)

Man spricht auch von der Partialbruchdarstellung der Gamma-Funktion.
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Beweis.

Aus dem obigem Beweis wissen wir, dass die Darstellung fiir z € T gilt. Da die auftre-
tenden Funktionen holomorph in C\ {0,—1,-2,---} sind, folgt die Aussage mit dem
Identitatssatz. Dass die Gamma-Funktion in diesem Bereich holomorph ist, sehen wir
spéter iiber die Funktionalgleichung. O

2.1.2 Zwei Anwendungen des Satzes von Vitali und ein zweiter Beweis fiir die
Konvergenz des I'—Integrals*

Der im ersten Kapitel bewiesene Satz von Vitali wird oftmals als ein Anhéngsel zum
Satz von Montel betrachtet, jedoch erweist sich dieser in vielen Situationen als dusserst
niitzlich um die Holomorphie von verschachtelten Ausdriicken zu beweisen. Wir wollen
dies an zwei klassischen Beispielen illustrieren.

Am Anfang dieses Kapitels haben wir die Leibnizregel fiir reelle Integrale gezeigt. Diese
lasst sich auf komplexe Integrale verallgemeinern, also dass auch bei diesen Differentia-
tion und Integration vertauscht werden darf und dies ist gerade der Inhalt des néchsten
Satzes. Im Folgenden sei « : [0,1] — C stets ein C} , —Weg.

Satz 2.4. (Leibnizregel II)

Sei eine stetige Abbildung f : Q x Bild () — C,(2,A) — f(z,\) gegeben, welche fiir
jeden Punkt A € Bild () holomorph im Bereich © sein soll. Weiter nehmen wir an, dass
jedes Riemann’sche Integral fv f(z,\) dX existiert. Dann ist die Funktion

F(z) = / F(z,0)d) (2.6)
vy

holomorph in 2. Aufgrund der Holomorphie existieren auch die Wegintegrale der Ablei-
tungen und dann gilt

0
F'(2) = / c‘Tf (z,A) dX\ (Vertauschungsregel). (2.7)
z
gl
Beweis. Eine erste Moglichkeit wire die Aussage iiber den Satz von Morera zu beweisen,
was wir hier aber nicht tun wollen. Wir nehmen an f sei durch eine Konstante M > 0
beschriinkt und setzen g (z,t) := f (2,7 (t)) 7 (¢). Aus den Voraussetzungen wissen wir,
dass fiir jeden Punkt z € Q) jede beliebige Riemann’sche Partialsumme

50 ()= 300 (2007) (12, 1)
k=1

gegen die Funktion F konvergiert. Also hat die Menge der Konvergenzpunkte insbe-
sondere einen H&ufungspunkt. Die Funktionen S, sind holomorph in 2 und es gilt
|Snlo < M - |¥'[jp,1]- Somit konvergiert die Folge S,, nach dem Satz von Vitali kompakt
in 2 gegen die Grenzfunktion F' und diese ist wegen dem Satz von Weierstrass holo-
morph in Q. Wegen dem Satz von Weierstrass gilt auch S/, — F’. Da die S], beliebige
Riemann’sche Partialsummen zu % bilden, ist alles gezeigt. O
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Bemerkung 2.2. Die Aussage des Satzes behéilt seine Giiltigkeit, wenn f nur lokal be-
schrankt ist.

Als eine zweite Anwendung des Satzes von Vitali wollen wir die kompakte Konvergenz
des I'—Integrals zeigen.

Satz 2.5. Das I'—Integral konvergiert kompakt, d.h. es konvergiert auf jedem Kompak-
tum gleichmaéssig.

Beweis. Seien a,b € (0,00) gegebene positive Zahlen mit a < b. Da der Integrand in
C x [a, b] stetig ist und fiir feste ¢ holomorph ist, gilt

b
f(za,b) = / t*le~tdt € O(C)

nach der Leibnizregel. Aus der Analysis-Vorlesung des Basisjahres wissen wir, dass das
reelle I'—Integral konvergent ist fiir x > 0 (Ubung: Spalte das Integral auf und verwende
das Majorantenkriterium). Daraus folgt:

Die Familie {f (z;a,b)|a,b € R mit 0 < a < b} ist lokal beschrinkt in
T :={z € C|Re(z) > 0}, denn fir alle z=x+ iy mit 0 < c <z <d < oo gilt

1 o
|f (z;a,0)] < / t e tat —l—/ tte~tdt < 0.
0 1

Nun erhalten wir mit dem Satz von Vitali direkt:

Fiir jede Wahl von reellen Folgen ay,b, mit 0 < a,, < b, mit lim,, a, = 0 und
lim,, b, = oo konvergiert die Folge der Funktionswerte {f (z;an,by)} in T kompakt
gegen eine in T holomorphe Funktion.

Da die Grenzfunktion unabhéngig von der Wahl der Folgen ist, denn auf (0, co) stimmt
sie ja mit der reellen Gamma-Funktion iiberein, so sieht man, dass das komplexe I'—Integral
auf T existiert und dieses dort holomorph ist. O

Aufgabe 1. Beweise die kompakte Konvergenz der komplexen Beta-Funktion in T x T
unter Benutzung der punktweisen Konvergenz des Integrals

1
/ (1 = )Yl dt fiir 2,y > 0.
0

Fiir die Definition der Beta Funktion vergleiche Abschnitt

Bemerkung 2.3. Wir wollen hier die Konvergenz der reellen Beta-Funktion zeigen. Fiir
x,y > 0 spalten wir das Integral auf:

1 1/2 1
/ 1 —t)vdt = / 1 —t)v Tt + / 1 —t)vtdt
0 0 1/2
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Fiir z,y > 1 handelt es sich beim Integranden um eine beschrinkte Funktion auf [0, 1]
und damit existiert das Integral. Fiir 0 < x,y < 1 benutzen wir die Abschitzungen

VEe[0,1/2]: "1 -yt <¢rlov]
Vie[1/2,1]: 1 —p)vt <ol

Da nun die uneigentlichen Integrale

1/2 1
/ t*~1dt und / (11—t tdt
0 1/2

fir 0 < z,y < 1 konvergieren, konvergiert nach dem Majorantenkriterium auch die
Beta-Funktion fiir x,y > 0.
2.1.3 Elementare Eigenschaften der Gamma-Funktion

Nun machen wir ein paar elementare Betrachtungen:
e Durch eine elementare Integration finden wir: I' (1) = 1.

e Mit Hilfe einer partiellen Integration sehen wir fiir z € T

e 1 [ r 1
['(z) = / e 't* Lt = / e_titzdt = M
0 Z Jo dt z

Dies fithrt auf die Funktionalgleichung der I'—Funktion (manchmal auch Re-
kursionsrelation genannt):
I'(z+1)=2I(2). (2.8)

e Wenn wir nun die partielle Integration, wie oben, (n + 1) —mal durchfiihren so
folgt schlussendlich die Gleichungskette
F'z+1) TI'(z+2) I'(z+n+1)

L= =) T M R 29

und mit dieser Darstellung kénnen wir die Gamma-Funktion meromorph auf ganz
C fortsetzen.

e Zusétzlich erhalten wir aus der obigen Gleichungskette die Identitét
I'(n+1) =n!, wenn n € No. (2.10)

Aus diesem Grund kann die Gamma-Funktion als eine Verallgemeinerung der Fa-
kultdt auf beliebige Argumente aufgefasst werden.

e Meromorphe Fortsetzung: Die Funktionalgleichung definiert I' (z) im Gebiet —1 <
Re(z) < 0 und fiir die rechte Seite dieser Gleichung darf das Euler’sche Integral
2. Gattung verwendet werden. Die Gleichung I' (2) =T (z+n+1) /[[;_ (2 + k)
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definiert analog I" (z) fiir — (n + 1) < Re(z) < —n. Auf diese Weise erhalten wir die
Gamma-Funktion iiberall in Re(z) < 0. Als Nebenprodukt stellen wir fest, dass die
Funktion dort iiberall analytisch ist, ausser an den Punktion z = —n mit n € Ng.
Um den Typ der Singularitéiten zu bestimmen setzen wir z = —n 4 € mit € < 1 in
I'(z)=T(z+n+1)/1[;_, (2 + k) ein und entwickeln diese

(_nl!)ni +0(1).

I‘(—n—i—e):F(e—i—l)/ﬁ(—n—i-e—i-k):
k=0

Wir stellen also fest, dass diese Singularitdten einfache Pole sind und ihre Residuen
sind gegeben durch
(=1)"

n!

Bei endlichem z hat die Gamma-Funktion keine weiteren Singularitédten. Die Resi-
duen sieht man auch direkt an der Darstellung in Satz denn v ist ja eine ganze
Funktion.

Res[I',z = —n] =

Satz 2.6. (1. Version Ergénzungssatz/Reflektions-Formel)
Spéter werden wir noch eine andere sehr niitzliche Formel ben6tigen und zwar

T (z)0(1-z)=—

. 2.11
sinmz ( )

Bemerkung 2.4. Aus dieser Darstellung folgt insbesondere, dass die Gamma-Funktion
keine Nullstellen hat.

Beweis. Aus den Eigenschaften der Gamma-Funktion ist ersichtlich, dass die Funktion
sinmzl' (z) -I' (1 — z) keine Pole auf der reellen Achse besitzt. Diese Funktion ist ausser-
dem als Produkt analytischer Funktionen wieder analytisch fiir alle endlichen z, denn im
unendlichen haben periodische Funktionen bekanntlich wesentliche Singularitdten und
sie strebt gegen 7 fiir z — 0. Der Satz von Liouville ist jedoch hier nicht anwendbar, da
wir nicht wissen ob diese Funktion auf C beschriankt ist. Fiir den Beweis der Identitét
gehen wir von unserer Definition der Gamma-Funktion aus. Mit Hilfe der Variablen-
transformation t := 2 erhalten wir

o 2
I'(z)= 2/ e ¥ N r x.
0

Zuerst konzentrieren wir uns auf z = A, wobei A € (0,1), da dann A\, 1 — A > 0 und wir
schreiben kénnen

()T (1—)) 2 4/000 /OOO <~;)2H (2 49) dpaly

w/2 oo
Pol.-koord. 4/ / (cot 9)2>‘_1re_’"2drd9
0 0

w/2
= —2/ (cot 0)** 71 do
0

x:g)t@ 2/00 1:2)\—1 I
0

1422
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Das erhaltene Integral konnen wir iiber die Schliissel-Loch-Kontur (nach rechts offen)
berechnen, wobei wir die Kontur mit v := 7, + vg + 7 + 7. bezeichnen und r der
Radius des Loches, sowie R der grosse Radius bezeichnet. Wir betrachten nun die kom-

plexifizierte Funktion f(z) = (_ff:;l auf C\ R>o mit

(—2)2)‘71 = e Dlog=2  wohei log der Hauptzweig ist.

Es gilt offensichtlich

lim/ F(z)dz=0

r—0 P

lim f(z)dz =

R—o0 YR

Der Integrand hat 2 einfache Pole und zwar in +i. Nun wenden wir das Residuen-
Theorem an und erhalten:

/f (z)dz = 2mi [Res (f, 1) + Res (f, —1)]
’Y
(_/L-)Z)\fl (Zv)2/\1]

+

p— 2 )
T T Y

— i | (=) + ()]
= [e*’\m' + e’\’”}

= 2T COS TTA.

/f z—hm</ f(z+ie) dIL‘—/ f:c—zedx)
v

:/ (efm(n 1) _ gim(2a— 1) 1/‘2 da:
0 T +1

00 1:2/\—1
= 2¢sin 2w\ / dz.
0

Andererseits:

241
Damit erhalten wir

/Oo 21 COS TA T COSTA T
0

x2+1 TTTN2TA | 28 mAcoSTA | 2sinTA’

Also gilt die Gleichung fiir A € (0,1). Aus dem Identitétssatz folgt nun, dass diese
Gleichung in ganz C gilt. O

Als erste Anwendung lisst sich der Wert der Gamma-Funktion bei z = 1/2 ausrechnen,

I'(1/2) = /7. (2.12)
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Satz 2.7. (2. Version Ergéinzungssatz)
FEinen weiteren Ergénzungssatz erhalten wir mit der Substitution z — z + %:

1 1 s
r -l z—2]= : 2.13
<Z+ 2) (2 z) CoS T2 (2.13)

2.1.4 Asymptotik der Gamma-Funktion

In den folgenden Abschnitten werden wir immer wieder Abschéitzungen durchfithren
miissen, welche die Gamma-Funktion beinhalten und deshalb ist es zentral zu wissen
welches asymptotische Verhalten diese erfiillt. Im Gebiet G, := {z € C| |argz| < 7 — €},
wobei € > 0, erfiillt die Gamma-Funktion die folgende Asymptotik fiir z — oo

_ JO 1 1

T(2) = V212" 2e [1+m+0<z2)]. (2.14)
Dieser Ausdruck wird Stirling’sche Formel der Gamma-Funktion und verallgemei-
nert diejenige der Fakultéit. Da der Beweis ziemlich lange und eher technisch ist, werden
wir ihn hier nicht présentieren, jedoch findet man ihn im Buch ”A Course of Modern
Analysis” von Whittaker und Watson. Wir bemerken noch, dass die Koeffizienten in der
eckigen Klammer gerade die Bernoulli-Zahlen B,, sind und man diese in der Funktionen-
theorie bspw. durch die Potenzreihe

: —i&” (2.15)
ez—l_nzonlz '

definiert. Also sind die Bernoulli-Zahlen gerade die Ableitungen der Funktion f(z) :=
im Ursprung und es gilt

_z
e?—1
n! dz

B, = O =" [ 42
f (O) 211 |z|=1 (ez — 1) Ak

— —_1 —1 —_1 — 1 —_1

By =1 By = —3 B2—6 By = 30 Bs = 15 Bg = 30

_ 5 _ 691 _7 _ 3617 _ 43867 _
Bio = 66 By = 2730 By = 6 Big 510 Big = 798 By =

Es gilt des Weiteren
L4 B2k+1 =0 fir k& > 1,

e der Konvergenzradius der Reihe ist 27,

B, €Q,

<0,]€6221
>0,k€(2221—|—1).

Fiir k£ >0 gﬂt: ng {
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2.1.5 Die Beta-Funktion (Euler-Integral der ersten Art)

Die Beta-Funktion, auch Euler’sches Integral erster Gattung genannt, ist fiir Re(z) >
0, Re(w) > 0 definiert durch das uneigentliche Integral

B(z,w) = /01 7L — )t (2.16)

Dieses Integral konvergiert kompakt und absolut im Viertelraum T x T und ist daher
bei festem w € T (bzw. festem z € T) holomorph in z € T (bzw. w € T). Das zeigt man
analog wie beim I'—Integral mittels eines Majorantentests. Wir erwédhnen wieder zuerst
ein paar elementare Eigenschaften:

e Eine erste Eigenschaft ist die Symmetrie
B (z,w) = B (w,z), (2.17)
welche aus der Symmetrie beziiglich der Transformation ¢ <> 1 — ¢ folgt.

e Durch Einsetzen sieht man: B (z,1) = 1/z (%)

e Esgilt: B(z,w+ 1) = =2 B (z,w) (%x). Diese Gleichung sieht man am einfachsten

z+w
mit der Euler’schen Identitéat.

Lemma 2.2. Die Gamma- und die Beta-Funktion stehen iiber die sogenannte Eu-
ler’sche Identitédt miteinander im Zusammenhang:

I'(2) I (w)

B (zw) = I'(z+w)

(2.18)
Beweis.
F (Z) = 2/ €_$2x22—1da:
0
=TI()I'(w) = 4/ / dxdy x22_1y2w_1e*(v’02+92)
o Jo
o0 ) /2 o1 _—
:4/ drp2(ztw)—lo—r / (cos0)**7 (sin0)“"" " df
0 0

1
=T (z+w) / (1—t) e Ldt.
0

B(z,w)

Wobei wir einerseits in Polarkoordinaten iiber gegangen sind und andererseits die Sub-
stitution ¢ = cos? # machten. Beachte, dass das r—Integral gleich " (z + w) /2 ist. O

Durch die Euler’sche Identitdt verliert die Beta-Funktion ihr Eigeninteresse.
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2.1.6 Die Legendre’sche Verdoppelungsformel

In diesem Unterkapitel wollen wir eine sehr einfache Anwendung des Euler’schen Integrals
besprechen und zwar die sogenannte Legendre’sche Verdoppelungsformel.

Lemma 2.3. Die Legendre’sche Verdoppelungsformel, welche sich direkt aus der
Definition der Beta-Funktion ergibt und unter anderem einen Zusammenhang zwischen
den Funktionswerten ganzzahliger und halbganzzahliger natiirlicher Zahlen liefert, lautet

2z—1
I (22) = 2ﬁ ()T <z + ;) . (2.19)

Bemerkung 2.5. Wir bemerken noch, dass es sich bei der Verdoppelungsformel um den
Spezialfall n = 2 der Gauss’schen Multiplikationsformel handelt, welche lautet

Wir beweisen nur die Identitat von Euler.

Beweis. Wir setzen z = w, wobei Re(z) > 0, in die Beta-Funktion ein und erhalten
1
Bz 2) :/ (1 — O] ar
0
1/2
—2/ [t(1—¢)dt
0

11
) / —— (1-7)"tdr
0

Il () 102, T(1/2)T(2)
T (22) T (z+1/2)
2z—1

N

Von der ersten zu der zweiten Zeile kommen wir, wenn wir beriicksichtigen, dass der Inte-
grand symmetrisch um den Punkt ¢t = 1/2 ist (d.h. beziiglich der Substitution ¢ <> 1—t).
In (%) verwendeten wir die Substitution ¢ = %ﬁ, wobei dt = —d7/ (4y/7),t (1 —t) =
(1 —=+/7) (14 +/7) /4. Am Schluss verwendeten wir die Euler-Identitdt und setzten I" (1/2)
= /7 ein. Withrend das Euler’sche Integral nur fiir Re(z) > 0 konvergiert, gilt die her-
geleitete Identitét fiir alle komplexen z im Sinne der analytischen Fortsetzung. O

P ()T(=+ 2).

ol (22) = 5

93



2.2 Die Produktdarstellung der Gamma-Funktion

Nun suchen wir eine Produktdarstellung fiir die Gamma-Funktion. Fiir beliebige b, ¢ gilt
die folgende bemerkenswerte Relation

. ubT (u+c¢)
lim ————=
u—o0 uT" (u + b)

Sie kann beispielsweise mit der Stirling-Formel verifiziert werden. Setzen wir nun b =
z+ 1,c¢ =1 und schranken u auf die natiirlichen Zahlen ein, dann gilt nach dem obigen

asymptotischen Verhalten
. nT'(n+1)
lim ———— =1
n—oo I' (2 +n+1)
Benutzt man noch I'' (n 4+ 1) = n! und die Funktionalgleichung, sowie I (1) = 1, so erhélt

man
n*n!

S G D) (c - n) T (2)

=1 (2.20)

Damit haben wir bereits die gesuchte Produktdarstellung, welche offensichtlicherweise
fiir alle z € C\{0,—1,—2,-- - } gilt. Nun wollen wir jedoch eine Moglichkeit aufzeigen die-
ses Produkt zu erhalten ohne auf den eingangs behaupteten Grenzwert zuriickzugreifen.

Lemma 2.4.
Fiir z € C\ R<p haben wir eine Produktdarstellung fiir die Gamma-Funktion und zwar

r I ! 2.21
S P N e (22

Beweis.
Sei € > 0 gegeben. Zuerst betrachten wir nur z € G, und vollziechen danach den
Grenziibergang ¢ — 0. Wir wissen n! = I'(n+ 1) und der Nenner ist bekanntlich

I'(z) =T (z+n+1) /[l (z+ k). Nun betrachten wir folgenden Grenzwert:

n*n! . nfl'(n+1)

I _ g MR D)
nooo 2 (z+ 1) (z+n) T (2) noeoD(z+n+1)
n* (n + 1)n+1/2 o—(n+1)

Stirling .
=" lim
n—00 (Z +n+ 1)Z+”+1/2 e—ze—(n—i-l)

. n z n+1 n+1/2 .
= lim e
n—oo \ z+n+1 z+n+1
~—_——

—1

1 n+1/2
= CZ hm PEE—— = ].
n—oo \ 1+ P}

—e %
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In der Stirling-Formel haben wir den Term in der eckigen Klammer durch 1 approxi-
miert und verwendeten die Grenzwertdarstellung e* = lim,,_, (1 + %)n fiir die Expo-
nentialfunktion. Vollziehen wir den Grenziibergang ¢ — 0, so haben wir das Lemma
bewiesen. O

Lemma 2.5.
Eine alternative Darstellung der Gamma-Funktion ist

L(2) = — H16+ (2.22)

z
n=1 n

und man nennt diesen Ausdruck fiir die Gamma-Funktion auch Weierstrass’sche Pro-
duktformel. Die universelle Konstante v ist als Euler-Mascheroni-Konstante be-
kannt und diese ist definiert iiber den folgenden Grenzwert

n
1
v = lim ( — —log k) = 0.5772157 - - - (2.23)

n—00 k
k=1

Beweis. (Weierstrasss’sche Produktformel)
Durch elementare Umformungen finden wir:

I'(z) = lim Rok!
koo z(z4+1) - (24 k)

= = lim e*log®
2 k=00 (1—{—,2)'--(14—%)

k
= 1 lim ez(Ing_Zﬁzl %) H

2 k—o0

B e~ % ﬁ e?/m
oz 1+

z
n=1 n

Wir sehen aus dieser Darstellung auch, dass die Pole der Gamma-Funktion bei negativen
ganzen Zahlen liegen. O

Behauptung 2.1. Das Weierstrass’sche Produkt konvergiert gleichméissig auf Kompak-

ta.
Beweis.
Die Behauptung folgt direkt aus der Beobachtung:
dn 14zfn41/2% + - 2
e / /2% 140 ( z )
1+ = 1+ 2 n
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2.3 Die Reihenentwicklung der Gamma-Funktion

Fiir die explizite Auswertung der Gamma-Funktion in einer Umgebung eines gegebenen
Punktes z € C ist es oft hilfreich eine Reihenentwicklung dieser zu haben. Fiir die
Herleitung einer Reihendarstellung ist es iiblich folgende Definition zu machen:

Definition 2.2.
Die logarithmische Ableitung der Gamma-Funktion nennen wir Psi-Funktion oder
Digamma-Funktion und schreiben deshalb

I'(2) d

(2): (%) == logT (2). (2.24)

Die Eigenschaften der Psi-Funktion folgen direkt aus denjenigen der Gamma-Funktion.
Einige davon werden wir in diesem Abschnitt studieren.

Behauptung 2.2.
Die Digamma-Funktion besitzt die Reihendarstellung

U(z)=—7+ 3 <1 — 1) (2.25)

fir z € C\NS().

Beweis. Mit der Weierstrass’schen Produktformel erhalten wir
= /2 z
logT (2) = —log z — (——1 (1 f)) 2.26
08T (2) = —loge —z+ 3 (- —log (147 (226)

Durch Ableiten folgt

g

Wir bemerken noch, dass diese Reihe fiir Re(z) > 0 absolut konvergent ist. Desweiteren
ist sie im selben Gebiet wie die Gamma-Funktion (Integraldarstellung) analytisch. Wenn
wir ndmlich die obige Reihe mehrmals differenzieren, erhalten wir

™) (2) = (=1)"" ! 3 ; .
V) = (DM (2:27)
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Die erste Ableitung ¥’ (z) ist genauso wie alle hsheren Ableitungen offensichtlich kon-
vergent fiir Re(z) > 0.

Mit der Reihendarstellung der Psi-Funktion finden wir:

Behauptung 2.3. Die Digamma-Funktion erfiillt folgende Rekursionsformel

U() =T (24 1) — % (2.28)

Beweis. Diese Gleichung ist sofort ersichtlich:
o0

\If(z):\IJ(z+1)—Z< ! ! )z\Il(z—i-l)—l.

P z+k—-—1 2z+k z

d

Bemerkung 2.6. Wir wollen nun ein paar Bemerkungen zur logarithmischen Ableitung
der Gamma-Funktion machen:

e Die Rekursionsformel dient wie die Funktionalgleichung fiir die I'—Funktion als
"Vorschrift” fiir die analytische Fortsetzung ins Gebiet Re(z) < 0. Wenden wir die
Rekursionsformel immer wieder an, dann erhalten wir folgende Gleichungskette:

n—1
1 1 1 1
V() =V (zt)-2 =V (e+2)-— = =V(z+n)-) T (229
k=0

Diese Formel bestimmt die Digamma-Funktion im Streifen —n < Re(z) < —n + 1.
Jedoch sind nicht wie fiir die Gamma-Funktion die Funktionswerte bei z = —n
erreichbar. Die einzigen Singularititen der Psi-Funktion sind die Pole bei z = —n
mit n =0,1,2,---, was direkt aus der Reihendarstellung folgt.

e Die Nullstellen der Psi-Funktion sind offensichtlich die Extrema der I'-Funktion.
Aus der Reihendarstellung bzw. der Rekursionsformel erhalten wir direkt
U (1) = —yund ¥ (2) = 1 —~ > 0. Daraus folgt, dass die Psi-Funktion als analyti-
sche Funktion in einem Punkt g € (1,2) eine Nullstelle besitzt. Auf der negativen
Halbachse hat die Psi-Funktion je eine Nullstelle zwischen jeweils zwei negativen
ganzen Zahlen (die Pole der Gamma-Funktion sind).

Behauptung 2.4. Wie die Gamma-Funktion besitzt die Psi-Funktion fiir Re(z) > 0
eine Integraldarstellung und zwar

() = /0 h [6: - (125)] dc. (2.30)
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Beweis.
Wir starten mit dem folgenden Integral

o) t
= / / e **dsdz.
0 1

Nach dem Satz von Fubini diirfen wir die Integrationsreihenfolge vertauschen und erhal-
ten

Damit folgt die Identitét

00 b _ ot
/ €77 T de =logt.
0 3

Als niichstes stellen wir fest, dass fiir Re(z) > 0 die Ableitung der Gamma-Funktion
lautet

oo
I (z) = / e 't*"Llogtdt.
0
Setzen wir die Identitét fiir logt in dieses Integral ein, so haben wir
e tyr1 / e_gze_tgdgdt

e

d

Behauptung 2.5. Die Psi-Funktion erfiillt wie die Gamma-Funktion einen Ergénzungs-
satz und eine Verdoppelungsformel. Diese lauten

U(l—2)=¥(z)+mcotmz (2.31)
1
20 (22) =V (2)+ U <z + 2) + 2log 2. (2.32)
Beweis. Diese Formeln folgen direkt aus dem Ergidnzungssatz, sowie der Verdoppe-

lungsformel fiir die Gamma-Funktion und zwar durch bilden der logarithmischen Ab-
leitung. O

Aus der Verdopplungsformel erhalten wir den Funktionswert der Psi-Funktion fiir das
Argument z = 1/2:
U (1/2) = —y —2log2 < 0. (2.33)
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Behauptung 2.6.
Anhand der eben hergeleiteten Formeln konnen wir die Entwicklung der ¥—Funktion
und I'=Funktion um die Punkte z = 1 und z = 0 bestimmen. Diese lauten

U(l+2z2)= —’Y—Fi(—l)kC(kJ) 21 (2.34)
k=2
I'(z)=e* [i + g(22)z +0 ()] . (2.35)

Die Reihe fiir die Psi-Funktion um z = 1 konvergiert im Kreis |z| < 1 und die Darstellung
der Gamma-Funktion gilt fiir |z| < 1.

Bewers.
Mit dem Ausdruck fiir die n—te Ableitung der Psi-Funktion erhalten wir sofort

v (1) = (=)™ nl¢ (n+ 1),

wobei ( (k) die bei k > 1 konvergente Zeta-Funktion bezeichnet. Dieses Resultat fiithrt
direkt zur Taylorreihe der Psi-Funktion

U(l+z2)=—+ i (D" ¢ (ke +1) 2"
k=1

Diese konvergiert im Kreis |z| < 1, da die Psi-Funktion Pole in —Ng hat. Integrieren wir
nun ¥ (1 + 2), so erhalten wir:

o0 k
logI'(1+2) = —vz+ Z (_D]{:C(mzk.
k=2

Diese ist ebenfalls im Einheitskreis konvergent. Nun finden wir unter Benutzung der
Rekursionsformel

logT' (2) =logI' (1+2) —logz &

1 2

F(Z) — e V% |: + Mz +0 (22)] )
z 2

Also haben wir eine Entwicklung von der I'—Funktion. Diese Entwicklung gilt fiir |z] < 1.

An dieser Entwicklung sehen wir direkt, dass die Gamma-Funktion einen einfachen Pol

in z = 0 hat. O

2.4 Konturintegraldarstellung von Hankel

In unserer urspriinglichen Definition der Gamma-Funktion schrénkten wir den Defini-
tionsbereich von z € C auf die rechte Halbebene ein, da fiir nicht-positive z wir einen
Pol bei t = 0 haben und damit das Integral nicht mehr konvergiert. In diesem Abschnitt
suchen wir eine Integraldarstellung der Gamma-Funktion, welche in der ganzen komple-
xen Ebene bis auf eine abzihlbare Menge von Punkten giiltig ist. Wie wir gleich sehen
werden gilt:
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Satz 2.8. Fiir die Gamma-Funktion gibt es eine Darstellung als komplexes Kurvenin-
tegral und zwar

P(2)= -t / (—6)" 1 e, (2.36)
Y

2isinmz

Diese Darstellung wird auch Hankel’sche Konturintegraldarstellung der Gamma-
Funktion genannt und diese gilt fiir alle z € C\ Z.

Bewets.
Wir betrachten das folgende Konturintegral

L (2) = / (—) e e
Y

entlang des Weges v, welcher am Punkt z; := x + ie (z,e > 0) oberhalb der reellen
positiven Achse beginnen soll, dann den Koordinatenursprung im Gegenuhrzeigersinn
umliuft und schliesslich bei z_ := x — ie unterhalb der reellen Achse endet.

¢

wh_ﬂﬂw———“____—

Abbildung 2: Weg fiir das Konturintegral

Fiir die Definition der Potenzfunktion schneiden wir die komplexe Ebene entlang der
positiven reellen Achse auf und wihlen also den analytischen Zweig derart, dass log —¢
auf der negativen reellen Halbachse rein reell wird, d.h. —7 < arg(—¢) < 7. Da das
Wegintegral homotopie-invariant ist, kénnen wir auch folgende Kontur betrachten:

Abbildung 3: Modifizierter Weg fiir das Konturintegral
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Die zwei geraden Stiicke bezeichnen wir mit Ct und das kreisférmige Segment mit C,,.
Fiir Punkte £ € C gilt arg — & = F, so dass (—5)271 = ¢#1eF==D7 quf den entspre-
chenden Teilkonturen. Auf C, wéhlen wir wie iiblich die Parametrisierung —¢§ = pe.
Das Integral lautet dann

L= [+ corteta
e e,

_ /P efiﬂ(zfl)nglefgdé. n /x eiﬂ'(zfl)ézflefgdé. n /ﬂ pzeiz9ep(cose+i Sine)dg
T p o

= —2isinmz /m & lem8de + ip? /7T ei20+p(cos O+isind) 19

p

—Tr

Wenn wir den Abstand e der geraden Stiicke gegen Null gehen lassen. Fiir Re(z) > 0
stellt man fest, dass das letztere Integral im Grenziibergang p — 0 aufgrund des Faktors
p? verschwindet, womit

L, (2) = —2i sinﬂz/ e tae

0

folgt. Zum Schluss betrachten wir den Grenzprozess © — co und erhalten die gewiinschte
Formel durch umstellen. O

Bemerkung 2.7. Wir machen ein paar Bemerkungen:

e Es ist zentral, dass £ = 0 ¢ Bild () gilt, denn dadurch stellt das Kurvenintegral
eine auf der ganzen komplexen Ebene analytische Funktion dar.

e Aufgrund des Sinus ist die Hankel’sche Konturintegraldarstellung auf der ganzen
komplexen Ebene bis auf die ganzen Zahlen giiltig.

2.5 Mellin-Transformation

Definition 2.3. Sei f () stetig auf R>¢ und erfiille
(1) f(xz) =0 (z*) fir x — 0
(2) f(x) =0 (z%=) fir z — oo.

Fiir Re(s) € (—ap, —io) ist dann die Mellin-Transformierte von f definiert iiber das
folgende uneigentliche R-Integral

Fy (s) = /000 f(z) x5 d. (2.37)

Bemerkung 2.8. Wir wollen einige Punkte zur gemachten Definition anmerken:

e Fiir die Mellin-Transformierte schreiben wir im Folgenden lieber M [f (z)] (s) an-
statt Fis (s).
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e Die Grossen ag, o werden polynomielle Schrankenparameter genannt. Erfiillt
eine stetige Funktion f das geforderte Verhalten fiir x — 0, 0o, dann gilt

00 1 o
/0 f(.’E)I‘S_ldl‘ S/O ’f(:E) |$Re(s)_1d$+/1 ’f(:E) |xRe(s)—1d$

1 [
< Oy / CCRe(SH_aO_ld:E +Ox / $R8(8)+a°°_1d$.
0 1

Die beiden letzten Integrale existieren jeweils fiir Re(s) > —ag und Re(s) < —ao.-
Also existiert das Integral in der Definition der Mellin-Transformierten, wenn die
Variable s € C im sogenannten Fundamentalstreifen (—ag, —a) liegt. Aus
diesem Grund haben wir die Einschrankung in der Definition.

e Fiir beliebige Polynome gilt aoo > . Also existiert deren Mellin-Transformierte
nicht.

Beispiel 2.1. Hier wollen wir einige Mellin-Transformierte von bekannten Funktionen
betrachten:

e Wir betrachten die Funktion e™®: Der Fundamentalstreifen ist (0,00). Wie wir
wissen ist die Gamma-Funktion fiir Re(s) > 0 definiert durch das Integral I' (s) =
fooo % le™®dx. Vergleichen wir dieses Integral mit der Definition einer Mellin-
Transformierten, so sehen wir I' (s) = M [e™ ] (s).

e Wir betrachten die Funktion %6*1/ Z. Wir sehen sofort

oo ,—1/x o= 00
M [e‘l/x/x} (s) = / € gy VK t/ dit e 'dt =T (1 —s).
0 0

x
e Wir betrachten die Abbildung ﬁ (a > 0), wobei a9 = 0 und ase = —a und
deshalb existiert die Mellin-Transformierte. Setzen wir x = ﬁ ein, so erhalten wir

(14+2)'=1—t, dz=(1—1t)"?dt und damit folgt

0o .’ES_l

M1 +2)" (s) = /0 T

1
:/ ts—l (1 _t)afsfl dt
0
= B(s,a—s)
_ ()T (a—s)
I (a) )

Behauptung 2.7. Die Mellin-Riicktransformation berechnet sich geméss der folgenden
Gleichung

c+i00
/(@) = - / MIf ()] (s) a~*ds, (2.38)

- % —100
wobei ¢ € (—ap, —a). Der Integrationsweg ist also eine zur imaginédren Achse parallele
Gerade mit Re(s) = c.

62



Beweis. Um diese Formel herzuleiten fithren wir in der Definition der Mellin-Transformierten
die Substitution = e~¢ und s = ¢+ 27i3 durch. Die Mellin-Transformierte lautet dann

M [f <e_€)} (c+2mip) = /_0; f (€_§> e~ SCem2mB e

Fiir ein ¢ aus dem Fundamentalstreifen entspricht die Mellin-Transformation also einer
Fourier-Transformation. Wenden wir nun die bekannte Formel fiir die Fourier-Riick-
transformation an, so folgt

-]

—00

oo

M [ f (e—f)} (¢ + 2mif) €254,

Nach Resubstitution ergibt sich

[e’s) ) c+1i00
fz)=a"¢ /_ MIf (2)] (¢ + 2miB) 2753 = 2% / § MIf (2)] (s) *ds.

O]

Die Mellin-Transformation hat einige interessante Eigenschaften, wie das folgende Ska-
lierungsverhalten:

Aufgabe 2. Zeigen: f (x) = g (ax) = Fu (s) = a *Gs (s).

Losung:
MIf () = g (az)] (s) = /0 " g (ax) 2 e

=a /Ooog (z) z° Ldx
=a*Mlg(z)](s).

Diese Eigenschaft ist besonders niitzlich, wenn man versucht eine Funktionalgleichung
der Form f (z) = g (z) + f (ax) zu 16sen, denn die Mellin-Transformierte Version davon

ist
Mf ()] (s) = /\41[9_(:2)_](80

Nun hat man eine elementare algebraische Form zu 16sen. Fiir eine Anwendung beziiglich
der Jacobi’schen Thetafunktion siehe Gogolin.
2.6 Hypergeometrische Reihe

Definition 2.4. Wir definieren die sogenannten Pochhammer-Symbole durch den
folgenden Ausdruck:

I'(a+n)

VaeCneNg: (a),=a(a+1)---(a+n—-1)= T (@) , (@) =1.
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Im einfachsten Fall gilt: (1), = nl.
Definition 2.5. Wir definieren nun die hypergeometrische Reihe durch

F(a,b;c;2) = Z Apz™ mit A, = M. (2.39)

|
= (c), n!

Bemerkung 2.9. Wir stellen ein paar einfache Beobachtungen an:

e In manchen modernen Abhandlungen wird die Notation o F} (a, b; ¢; z) benutzt um
die Zahl der Parameter anzugeben.

e Desweiteren bemerken wir, dass die hypergeometrische Reihe symmetrisch beziiglich
der Vertauschung der ersten zwei Parameter ist, weshalb ein normales Komma ge-
schrieben wurde.

e Mit dem Quotientenkriterium sehen wir

(a+n)(b+n)
(c+n)(n+1)

= lim

n

lim
n—oo

‘Aﬂ+1

n

Die Reihe ist also absolut konvergent im Einheitskreis und dort definiert sie eine
analytische Funktion, welche wir hypergeometrische Funktion nennen. Genau-
so wie die Gamma-Funktion kann sie jedoch auf ein griosseres Gebiet fortgesetzt
werden, was wir im kommenden Abschnitt tun wollen.

2.6.1 Spezialfdlle der hypergeometrischen Funktion

In diesem Abschnitt wollen wir einige Spezialfille der hypergeometrischen Funktion dis-
kutieren, denn eigentlich alle elementaren Funktionen und viele spezielle Funktionen
ergeben sich aus dieser.

Beispiel 2.2. (Spezialfélle der hypergeom. Reihe)
(i) Beh.: F (a,b;b;2) = =

(1-2)"
Setzen wir in der Definition b = ¢ so sehen wir
o a(@+1)---(a+n-1) ., 1
F(a,b,b,z)—z = z S

n>0

Um uns davon zu iiberzeugen, dass die zweite Gleichheit gilt, kénnen wir die Taylor-
Koeffizienten der Funktion (1 — z)™“ berechnen:

d" —a dn_l —a—1
@(1_2) |Z:0—aw(1—2)

—=afa+1)-(a+n—-1)1-2)"""].o0 = (a), .

Dann folgt die Gleichheit aus dem Identitétssatz fiir Potenzreihen. Wir sehen so-
fort, dass die Konvergenzkreisscheibe |z| < 1 ist. Jedoch an der rechten Seite der
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Gleichung sieht man auch, dass diese Reihe ebenfalls fiir |z| > 1 auf der ganzen
komplexen Ebene mit Ausnahme des singuldren Punkts z = 1 und eines Schnitts
bei z € [1,00) bei allen nicht ganzen a definiert werden kann. Diese Eigenschaft
erfiillt sogar auch die allgemeine hypergeometrische Reihe. Fiir a = 1 erhélt man
offensichtlich die elementare geometrische Reihe

F(l,b;b;z)zz,z": T

n>0

(i) Beh.: F (a,3 +a;3,22) = m [(1 +2) % (1 - 2)1_2‘1]

Denn:
_F(a—l—n)l“(a—l—n—l—%)f‘(%)i I (2a + 2n)
" L@ (a+3) (3 +n)n! - (2n+ 1T (2a)
1 1 I'2a—1+2n+1)
 2a—1(2n+1)! I'(2a—1)
I'(2a —1+4+2n+1) , 1 I'2a—1+2n+1)
F = n+l _ 2n+1
2a—1 Z T(2a—1)(2n+1) 22 (20— 1) §F(2a—1)(2n+1)!z
'2a—14+2n+1) onl 1 F'2a—1+2n+1) 9,4
- (-2 = > z
=T (2a —1)(2n+1) 2z(2a—1) =T (2a —1)(2n +1)!
I'2a—1+2n+1) n I'2a—1+2n) ,,
_ZF(2a—1)(2n+1)' (=)™ ZF(Qa—l) (2n)‘22
n>0 ’ >0 ’
I'(2a — 1+ 2n) om 1 I'2a—1+k) 4
"2 Ta-nen P | T %D D T(2a— 1)K -
n>0 ' k>0 '
:F(Qa:rl,b;b;z)
(2a —1+k) k 1 [ 1-2a 1-2a
- S LY R — - .yl ]
Z T2a—Dm 9| 5@ 17 (1+2)
k>0
:F(Za:ib;b;fz) ]

Wir benutzten in x mehrfach die Legendre’schen Verdoppelungsformel und I' (z + 1) =
' (z) fir die Auswertung von I' (3/2) = \/7/2.

Wir bemerken noch, dass sich die Formel fiir a = 1,b = ¢ auf
1
F(1, 3 3 2\
7902 1—22
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(iii)

reduziert. Ebenfalls fillt uns auf, dass fiir a = 152, 2 = /5 die berithmte Fibonacci-

2
Folge entsteht
F,=—

1+v5\° [(1-v5\" n l-n 2-n 3
/5 ( 2 >_< 2 )]:2n—1F( 2 2 ;2;5>'

Da nun entweder a oder b immer eine negative ganze Zahl fiir n > 1 ist, ist die
obige Gleichung eine endliche Summe.

2a 2a
Beh.: F (a,—a; 3;—2%) = 3 [(\/1 + 22+ z) + (\/1 + 22— z)
Um dies zu sehen, entwickeln wir die linke und rechte Seite in eine Potenzreihe.
Die Taylor-Reihe fiir die rechte Seite lautet

1

1+ Z o2k-+2 a? (a® — 1) (?jk_fgi' -+ (a? — K?) ,2k+2
k>1
und diejenige fiir die linke Seite
> ()" A,
n>0
wobei Ap = 1. Desweiteren gilt
A, — (a), (—a), :2na(a+1)~--(a+n— (-D"a(a—1)---(a—n+1)

n!(3), nl2=" (2n)!/n!

Setzen wir dies nun fiir A, ein und dndern den Summationsindex von n zu k + 1,
so bekommen wir die Potenzreihe fiir die rechte Seite und damit stimmen diese
iiberein, womit die Behauptung gezeigt ist.

Beh.: F (a, —a; %;sm2 z) = cos (2az)

Diese Behauptung folgt sofort aus der vorherigen, wenn wir die Ersetzung z —
¢ sin z machen.

Beh.: F/(1,1;2;2) = —élog(l —2).
Denn:

n!-n!
(n+Dl-nl n+l

Eai 1 X 2k 1
= F = = - — =——log(l—2).
ngon—i-l z;k zOg( ?)

n =

Beh.: F(3,3:3:2) = %\/nz\/i

Wir betrachten wieder zuerst die Koeffizienten der Reihe:
I'(n+1/2)

Ap = T 212)
VT (2n+1)n!
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Nun setzen wir die Legendre’sche Verdoppelungsformel in der Form I’ (n + 1/2) T (n) =
2127, /7T (2n) in den Koeffizienten A,, ein und erhalten

(2n)! 1
220 (p1)? 2n 4+ 1"

Ap =

Damit gilt fiir z € (0,1)

Z I (yz)2 _arcsiny/z
\f 22n nl 2 oam+1 2z

Interessanterweise ist bei 2z = 1 die Reihe immer noch konvergent und es ergibt
sich F' = /2.

2.6.2 Pochhammer-Integral

Satz 2.9.
Wie fiir die bereits betrachteten Funktionen gibt es auch fiir die hypergeometrische

Funktion eine Integraldarstellung und zwar

T (C) 1 tbfl (1 _ t)c_b_l
F(a,b;c;2) = dt. 2.40
(a,b;6;2) F(M(C_b)/o = (2.40)
=1
Diese gilt fiir alle |z] < 1 und Re(b), Re(c — b) > 0.
Beweis.
Wir wissen aus Beispiel (i)
1 _ = (a)n n_n
(1—2t)* T;) nl ¢

Darus folgt

o n 1
_ Z (a)n'z/ otn—1 (1 _ t)c—b—l dt
n. 0

" —B(btn,c—b)
ST (e ) g‘; (a);!z" Egn r Eb)
r (C;(bc))F (b) v nz;) (a)(Z)( In Z -

In % verwendeten wir die Euler-Identitat fiir die Beta-Funktion.
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Mithilfe dieser Darstellung ldsst sich das Verhalten der hypergeometrischen Funktion in
der Néhe des Punktes z = 1 wesentlich besser verstehen. Wir sehen beispielsweise bereits
an Beispiel (i), dass F' einen singuldren Punkt dort besitzt. (Wenigstens fiir manche
Koeffizient a,b, c. Wir werden etwas spéter beobachte, dass es sich nur dann um einen
singuldren Punkt handelt, wenn ¢ —a — b € N.) Diese Erkenntnis besagt jedoch nicht,
dass fiir z — 1 die hypergeometrische Funktion notwendigerweise unendlich ist. Diese
Aussage ist nichts ungewohnliches, denn bspw. hat z + v/1 — z einen singuldren Punkt
in z = 1 (in der Tat handelt es sich um einen Verzweigungspunkt), jedoch strebt die
Funktion fiir z — 1 gegen 1. Um welchen Typ einer Singularitéit es sich genau handelt,
besprechen wir zu einem spéteren Zeitpunkt. Aber im nun folgenden Abschnitt wollen
wir zuerst einmal anhand des Pochhammer-Integrals kldren ob und wann der Grenzwert
lim,_,; F'(z) existiert.

2.6.3 Gauss'sche Summenformel
Satz 2.10. Es gilt fiir Re(c —a — b), Re(a), Re(b) > 0:

_ F'(e)T'(c—a—0)
lim F(a,bc;z) =
m  Flabies) = w0 T ey

(2.41)

Dieser Satz ist auch als Gauss’sches Summationstheorem bekannt.

Beweis. Offensichtlich haben wir wegen der bewiesenen Integraldarstellung der hyper-
geometrischen Funktion

i c ) — I'(c) . 1 4b—1 (1— t)cfbfl
szj?\qF (a,b;c;z) = m Zﬁlll,nzl|<1/0 (L= 2t)" dt
¢ 1
F(b)rl“((c)—b)/o ! (1 —t)c_“_b—l dt
_ Ty
Ty Ze-a-b)
_ ()l (c—a—-b)
I'(c—a)T(c—0b)

II*

Die Beta-Funktion ist jedoch nur fiir Re(b),Re(c — b — a) > 0 konvergent, weshalb
wir diese Bedingung forderten. In * benutzten wir den Satz von der dominierenden
Konvergenz. O

Bemerkung 2.10. Wir wollen ein paar Beobachtungen zu diesem Satz anstellen:

e Auf die Forderung Re(b) > 0 kann verzichtet werden, da die Integraldarstellung
durch den gleichen Ausdruck mit vertauschtem a und b ersetzt werden kann, jedoch
ist die Forderung Re(c — a — b) > 0 essentiell.

e Fiir 2 ¢ (1,00) haben wir 1 ¢ [0,1] und die Integraldarstellung ist definiert. Damit
konnen wir die hypergeometrische Reihe analytisch fortsetzen auf C\ {0,1} und
Re(b),Re(c — b) > 0, wobei jedoch die resultierende Funktion mehrwertig ist.
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Wir fithren nun die sogenannte ”Doppelschleifen-Kontur” (double-loop contur) ein:

-p _._“. e e

Abbildung 4: Doppelschleifen-Kontur

Der Integrationsweg startet im Punkt P welcher auf der reellen Achse zwischen 0 und 1
liegt, dann lduft er ein Mal in positiver Richtung um den Punkt 1 und kehrt zum Punkt
P zuriick. Anschliessend lduft der Weg ebenfalls im mathematisch positiven Drehsinn
um den Punkt 0 und kehrt wieder zu P zuriick. Danach macht er dasselbe noch im
negativen Drehsinn. Dieses Vorgehen kennzeichnen wir im kommenden Integral durch
den Index P und das Superskript (1+,0+4,1—,0—). Fiir die Funktionen im Z#hler gilt:
Im Startpunkt P sind die Argumente von ¢t und 1 — ¢ Null. Wenn wir den Kreis (1+)
zuriickgelegt haben, dann springt dasjenige von 1 — ¢ auf 27, jedoch dasjenige von t
bleibt gleich. Beim Kreis (04) ist die Situation gerade umgekehrt. Also hat ¢t und 1 —¢
bis jetzt eine Argument von 27w. Nach dem Kreis (1—) sind die Argumente 27 und 0
und schlussendlich nach dem Kreis (0—) sind beide wieder Null, so dass der Endwert der
Argumente derselbe wie der Anfangswert ist. Wenn die Realteile von b und ¢ — b positiv
sind, dann verschwinden die Integral {iber die Kreise fiir einen verschwindenden Radius.
Deshalb miissen wir uns nur um die Geradenstiicke kiimmern. Auf den den vier Geraden
a,b, c,d haben wir die zusétzlichen Faktoren

1, e?ﬂ'i(cfbfl)’ 627ri(cfb71)627ri(b71)’ e27ri(b71)’

wobei dort die Variablen ¢ und 1 — ¢ reell sind. Benutzen wir die Notation ¢y := e2™i(0—1)

und ¢ = e2™e=b=1) g0 J5sst sich das Kurvenintegral wie folgt schreiben:
P (1—2zt)* (1—2zt)"
14b-1 (1 _ t)cfbfl

== -0) [

Die Vorzeichen resultieren aus der Orientierung des Integrals. Wenn b, c—b ¢ Z erhalten
wir eine Darstellung des Pochhammer-Integrals und zwar

dt

dt:(1_<1+C1CO_CO)/()

14,04,1-,0—) tv-1(a—¢)e !
/1 tb*l (1 _ t)C—b—l dt _ fé’ +,0+ ) t ((1—,;)5)0' dt (2 42)
0 (1 —2t) (1—¢o)(1—¢1) ' '

Nun ist das berechnete Integral ein analytischer Ausdruck beziiglich der Gréssen a, b, ¢
in ganz C ausser wenn b, ¢ — b ganze Zahlen sind und damit gilt diese Darstellung fiir
alle a, b, c ausser b,c — b € Z und nicht nur fiir positive.
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2.6.4 Konfluente hypergeometrische Reihe (Kummer’sche Funktion)

Trotz der sehr allgemeinen Form der hypergeometrischen Funktion, welche viele elemen-
tare Funktionen als Spezialfille enthélt, finden wir darunter nicht die Exponentialfunk-
tion. e* wird durch eine besondere Klasse hypergeometrischer Reihen dargestellt, welche
wir in diesem Abschnitt diskutieren wollen.

Definition 2.6. Wir definieren die folgende Reihe:

n

F(a,cz) = Z (a)"z—

= (c),, n!

= lim F (a,b;c;z/b), (2.43)
b—o0

wobei die Koeffizienten die iiblichen Pochhammer-Symbole sind.
Bemerkung 2.11. Wir wollen ein paar Bemerkungen anfiigen:

e Der Konvergenzradius dieser Reihe ist r = oo (Quotientenkriterium). Damit de-
finiert diese Reihe eine fiir alle endlichen z analytische Funktion, welche auch
konfluente hypergeometrische Reihe oder Kummer’sche Funktion genannt
wird. In einigen Lehrbiichern wir die Notation M (a, ¢, z) verwendet.

e Intergraldarstellung fiir Re(z), Re(a) > 0:

1
=— 7 [ e#herta - (2.44)
o,

Beweis.
Um diese herzuleiten, verwenden wir die Integraldarstellung der Beta-Funktion
und benutzen, dass der Quotient der Pochhammer-Symbole geschrieben werden
kann als L ()T r

(@), T(T(a+n) (¢) Bla+n,c—a)

(b), T(@)T(c+n) T(a)T(c—a)
Setzt man dies in die Kummer’sche Funktion ein, vertauscht Integration und Sum-
mation, so ergibt sich die gewiinschte Darstellung. O

e Aus der Integraldarstellung sehen wir direkt durch die Substitution ¢ — 1 — ¢ die

Relation:
F(a,c;z) =€F(c—a,c;—z). (2.45)
e Ebenfalls iiber die Integraldarstellung erhalten wir die folgende Rekursionsrela-
tion
aF (a+1,c+1;2) =(a—c) F(a,c+ 1;2) + cF (a,¢;2) . (2.46)
Beweis.
Man setze dazu in aF (a + 1,¢+ 1;2) — ¢F (a, ¢; z) die Integraldarstellung ein und
vereinfache. d
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e Spezialfille: Genauso wie man einige elementare und spezielle Funktionen durch
die hypergeometrische Funktion ausdriicken kann, ist dies mit der Kummer’schen
Funktion mdglich.

(i) F(a,a;z) =e*
(ii) F (—k,1;2) = Lk (2), wobei L}, die Laguerre-Polynome sind und diese lauten

= £ (5 -5k )

0<n<k
Beweis. Ubung. O

(iii) Die Fehlerfunktion ist definiert {iber

erf (z) := j% /0m e Pt (2.47)

und sie hdngt mit der konfluenten hypergeometrischen Reihe wie folgt zusam-

orf (z) = \2/37’%}7 (; g; —x2> . (2.48)

men

Beweis. Ubung. Verwende die Substitution s> = 2%t in der Integraldarstel-

lung. O

(iv) Die modifizierten Besselfunktionen erster Gattung héngen mit der konfluenten
hypergeometrischen Funktion iiber die Relation

e ? Z\V 1
I, :7(0 F=4u,1+420,2 9.49
zusammen und sind definiert durch den Ausdruck

2k

L (z) = (5) ;;o 2RI (v + K+ 1) (2:50)

In der Tat handelt es sich bei den Besselfunktionen um Losungen der folgen-
den Differentialgleichung

y' (2) + y/iz) + <1 — Zi) y(2) =0.

Fiir einen Beweis siehe bspw. Gogolin S. 99.
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2.7 Differentialgleichungen
2.7.1 Hypergeometrische Gleichung und Lésungen um den Punkt z=0

Definition 2.7. Die hypergeometrische Differentialgleichung ist eine lineare gew6hnliche
Differentialgleichung zweiter Ordnung und hat die Form

2(1—-2)y" +[c—(a+b+1)z]y —aby =0, (2.51)

wobei y = y (2) mit z € C und die auftretenden Koeffizienten i.A. komplex-wertig sind.
Im Folgenden sprechen wir auch von der hypergeometrischen Gleichung.

Satz 2.11. Die hypergeometrische Reihe F (a, b; ¢; z) 16st die Gleichung wenn ¢ ¢
—Np und eine zweite linear unabhéngige Losung ist gegeben durch

ACF(a—c+1,b—c+1;2—¢2). (2.52)

Beweis. Wir machen den naiven Ansatz y = ) -, Anz". Durch Einsetzen in die Diffe-
rentialgleichung finden wir folgende Bedingung an die Koeffizienten

(a4+n)(b+n)

A, fiir n > 0.
(c+n)(n+1) rn=0

AnJrl =
Einerseits ist die Losung dieser Relation der generische Koeffizient von F'(a,b;c; z) und
andererseits gilt auch die Umkehrung. Also ist F' (a, b; ¢; z) bis auf einen Skalierungsfak-
tor die Losung der hypergeometrischen Gleichung.
Da es sich um eine DGL zweiter Ordnung handelt, muss es eine weitere, linear un-
abhingige, Losung der hypergeometrischen Gleichung geben. Um diese zu finden ma-
chen wir den Ansatz y (z) = z%f (z) mit @ € C und f analytisch in einer Umgebung von
z = 0, da z = 0 ein moglicherweise singuldrer Punkt ist. Die ersten zwei Ableitungen
sind:

«
y,:Zaf,—F;Zaf

y//zzaf//+2£2af/+a(a; 1)Zaf
z z
Setzen wir diese ein, so folgt:
n, 20, a(a_l) P«
2E=1) [ S B e ek b D] (£ 4 D) —abf =0
z z z
" / 04(0—1—04—1)
z(1=2)f"+[(c+2a)—(a+b+1+2a)z] f' + f—a(ajtb—%l)—ab f=0

Wenn wir es schaffen, dass der Term ~ z~! verschwindet, dann haben wir wieder eine

DGL der Form [2.5T]und f ist dann die hypergeometrische Funktion, jedoch mit modifi-
zierten Koeffizienten (@, b; ¢). Dieser Term ist offensichtlich Null, wenn o = 1 — ¢. Durch
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Vergleich sehen wir, dass dann die folgenden Gleichungen erfiillt sein miissen

c=2—c¢
a+b=a+b—2c+2
ab=(1—c)(a+b—c+1)+ab

=(a—c+1)(b—c+1).
Als Losung der unteren zwei Gleichungen erhalten wir
G=a—c+1,b=b—c+1.
Also hat die zweite Losung die Form
ACFa—c+1,b—c+1;2—¢;2). (2.53)

Im Vergleich zur ersten Losung F (a, b; ¢; z) hat diese eine Singularitét bei z = 0 aufgrund
des zu definierenden Zweiges des Logarithmus. Die allgemeine Losung der hypergeome-
trischen Gleichung im Einheitskreis |z| < 1 hat also die Form

y(z) = AiF (a,b;¢;2) + Aoz " F(a—c+1,b—c+ 1,2 —¢;2).

2.7.2 Einschub: Reguldre singuldre Punkte

Definition 2.8. Wir betrachten eine lineare gewohnliche homogene Differentialglei-
chung der Ordnung n > 1 mit normiertem Leitkoeffizient, d.h. eine DGL der Form

n—1
y ™ (2) + zpi (z)y™ (2) = 0 mit z € C, (2.54)
i=0
wobei die Funktionen p; (z) (i = 1,--- ,n — 1) bis auf endlich viele Pole zy in einem

Bereich 2 C C holomorph sein sollen. Wir sagen, dass die DGL in zg € C

(1) einen regulidren Punkt hat, wenn die Koeffizientenfunktionen p; (z) in zp holo-
morph sind,

(2) einen singuldren Punkt hat, wenn mindestens eine Funktion p; (z) einen Pol in z
besitzt ,

(3) einen regulir singuliren Punkt hat, wenn zy ein singulidrer Punkt der DGL ist
und eine der zwei dquivalenten Bedingungen erfiillt wird:
(i) Die Funktionen p; (z) haben in 2 einen Pol der Ordnung kleiner gleich n — i,

(ii) Jede Losung f wichst um zy hochstens polynomiell, d.h. fiir jeden Kreissektor
S um zp mit einem Offnungswinkel 8 < 27 gilt:

3m€N:!f(2)|§0<1>.

|z — 2g|™
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Wenn eine der Bedingungen nicht erfiillt wird, dann spricht man auch von einem
irreguléir singuliren Punkt.

Wir bemerken noch, dass die Differentialgleichung auf der Riemann’schen Sphire C,
also auf dem einpunktkompaktifizierten Raum von C, betrachtet werden sollte um den
moglichen singulidren Punkt co zu beriicksichtigen. Natiirlich kann der Punkt oo immer
durch eine Mobiustransformation in den ”endlichen Bereich” von C gebracht werden.
Um die Konzepte zu veranschaulichen, wollen wir kurz zwei Beispiele betrachten:

Beispiel 2.3. Die bekannte Bessel’sche Differentialgleichung hat die Form

2f  1df V2 .
2 m*(l‘xz)f—om“aéc (255)

und tritt beispielsweise auf, wenn man die Laplace-Gleichung in Zylinderkoordinaten
transformiert. In z = 0 hat p; (x) einen Pol 1.0rdnung und pg (z) einen Pol 2.0rdnung,
also die Bessel’sche Differentialgleichung eine regulér singuldren Punkt in z = 0. Um
nun zu sehen wie sich die Differentialgleichung fiir z — oo verhélt, wendet man am
einfachsten eine Mobiustransformation, wie y = 1/z an. Nach etwas umformen erhélt
man die modifizierte DGL

d’f 1df 1 2

2 2 = _ =0. 2.56
a Tyay Tl ) (256)

In y = 0 hat p; (y) einen Pol 1.0rdnung und pg (y) eine Pol 4.0rdnung. Damit hat diese

DGL einen irregulér singuldren Punkt in y = 0 bzw. x = oc.

Beispiel 2.4. Ein weiteres Beispiel ist die Legendre’sche DGL, welche auftritt wenn man
die Laplace-Gleichung in Kugelkoordinaten transformiert, und bekanntlich die Form

d df B
2
(1—$2)Z—£—2x%+n(n+l)fzo (2.57)

hat. Man sieht leicht, dass die Legendre’sche DGL die regulér singuléren Punkte {£1, oo}
hat. Desweiteren wissen wir aus der MMP-Vorlesung, dass eine partikulére Losung dieser
DGL gerade das n—te Legendre-Polynom bzw. die Legendre’sche Funktion 1. Art ist.

Wir wissen bereits, dass die Losungen dieser zwei Differentialgleichungen als Spezialfille
der hypergeometrischen Reihe auftreten, also konnte man vermuten, dass die zugrunde-
liegenden DGL auf die hypergeometrische Gleichung abgebildet werden kénnen. In der
Tat gilt der folgende Satz:

Satz 2.12. Sei ¥ + p1 (2)y' + po (2) y = 0 eine gewdhnliche Differentialgleichung mit
meromorphen Koeffizientenfunktionen p1,pg, die auf C nur drei singulire Punkte hat,
welche alle regulér singulér sind. Dann kénnen wir die urspriingliche DGL durch eine
gebrochen lineare Transformation ¢ (z) auf die Form

" ao ai / bO bl €0 C1
— — -+ —7 =0 2.58
y+<z+z—1>y+<z+z—1+z2+(z_1)2>y (2:58)
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bringen. Ersetzen wir nun y durch z# (1 — 2)”y, wobei pu,v geeignet gewihlt werden
miissen, so transformiert sich diese DGL in eine hypergeometrische Gleichung.

2.7.3 Die Losung um z=1 und ihre Relation zur Lésung in der Ndhe von z=0

Um eine Losung um den Punkt z = 1 zu erhalten, machen wir die Variablentransforma-
tion z — 1 — z. Es resultiert die etwas abgednderte Gleichung

z(1—-2)y"+[(a+b+1—c)—(a+b+1)z]y—aby=0,a=a,b=bc=(a+b+1)—
Sie hat also dieselbe Gestalt und die allgemeine Losung ist damit gegeben durch
y=BiF(a,bja+b+1—c1—2)+By(1—2) " F(c—a,c—bc+1—a—b1—2z),

wobei Bj, By beliebige Konstanten sind und in der Kreisscheibe |z — 1| < 1 konver-
giert, also dort eine analytische Funktion darstellt. Die eine Losung ist wieder reguléar
und die andere singuldr. Offensichtlich iiberlappen sich die beiden Kreisscheiben |z| < 1
und |z — 1| < 1. Im Uberschneidungsgebiet stellen also die zwei erhaltenen allgemeinen
Losungen die gleiche Funktion dar und es sollte prinzipiell méglich sein jede der jewei-
ligen partikuldren Losungen als Linearkombination der anderen Fundamentallésungen
auszudriicken. Insbesondere muss der folgende Satz gelten:

Satz 2.13. Fiir alle z € B; (0) N By (1) gilt:

Fe)l'(c—a-— b)

F'(c—a)T (c—b)

I'(c)l'(a+b—c)
[ (a) T (b)

F (a,b;c;2) =

F(a,bja+b+1—¢1—2)

F(c—a,c—bjc+1—a—0b;1—2) (2.59)

Beweis. Dieser Satz besagt also, dass es Konstanten A, B gibt, so dass wir die folgende
Darstellung fiir die hypergeometrische Funktion im Schnitt der zwei Kreisscheiben haben

F(a,b;c;2) = AF (a,bya+b+1—¢;1—2)
+B(1—2) """ F(c—a,c—bjc+1l—a—b1l—2z).
Die Existenz der Darstellung ist klar, da es sich bei den Funktionen auf der rechten Seite
um ein Fundamentalsystem handelt. Also miissen wir nur die explizite Form zeigen. Wir
betrachten nun zuerst den einfacheren Fall Re(c — a — b) > 0. Mit der Gauss’schen

Summenformel kénnen wir zumindest fiir den Grenzfall z — 1 eine Aussage machen und
zZwar:

I'e)I'(c—a—»)

F'(c—a)T (c—b)
lin%AF(a,b;a—kb—l—l—c;l—z)—|—B(1—z)c_“_bF(c—a,c—b;c—i—l—a—b;l—z)
2—

lim F (a,b;c;z) =
z—1

=A
F'e)T'(c—a—0)

T Tle—al(epy &
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Nun betrachten wir analog den Grenziibergang z — 0 und sehen

1=AF (a,b;a+b+1—¢;1)+ BF (c—a,c—bjc+1—a—10b1).
Benutzt man wieder die Gauss’sche Formel und verwendet den Ergénzungssatz fiir die
Gamma-Funktion, so erhalten wir nach einigen Umformungen

F'e)I'(a+b—c¢)

B=—"Taro

Damit haben wir die gewiinschte Relation zwischen der in z = 0 regulidren Losung
und den beiden Losungen in der Ndhe von z = 1. Nun kénnen wir auf die Forderung
Re(a+b—c) > 0 verzichten, da eine analytische Fortsetzung in a, b, ¢ auf ganz C moglich
ist. O

2.7.4 Konfluente hypergeometrische Differentialgleichung

Wie wir angemerkt haben, besteht die folgende Relation zwischen der konfluenten und
der normalen hypergeometrischen Reihe
F(a,c;z) = lim F (a,b;c;i>.
b—o0 b
Wenn wir nun die Substitution z + 7 in der hypergeometrischen Gleichung vollziehen

und der Grenziibergang b — oo betrachten, so erhalten wir die sogenannte konfluente
hypergeometrische Differentialgleichung

2"+ (c—2)y —ay =0, (2.60)

welche natiirlich per Konstruktion von der Kummerschen Funktion y (2) = F (a,c;2)
gelost wird. Eine andere Moglichkeit sich davon zu iiberzeugen, dass die Kummersche
Funktion diese DGL 16st ist iiber einen Potenzreihenansatz y =), ., Bpz"™ und ansch-
liessendem Koeffizientvergleich. B

Wir stellen noch fest, dass im Unterschied zur gewohnlichen hypergeometrischen Glei-
chung die konfluente Version nur zwei Singularitéten besitzt und zwar einen einfachen
Pol in z = 0 und eine irreguldre Singularitdt in z = oco. Also kénnte man sagen, dass
bei der konfluenten DGL die Singularitét in z = 1 und z = oo ”verschmolzen” sind und
genau auf diese Beobachtung deutet das Wort ”konfluent” hin. Wir bemerken noch, dass
es sich bei der konfluenten, wie auch der normalen hypergeometrischen Gleichung um
Spezialfille der Riemann’schen Differentialgleichung handelt, welche im Allgemei-
nen drei verschiedene Pole auf der Riemann’schen Zahlenkugel besitzt und fiir Pole in
z=0,z =00,z = 23 € C die Form

l—a—a 1—~v—+ zod! ! 237y
y//+< 19 7>y,+[_222 B 1y

> 2 — 23 (z—2z3) 2z(z—2) 2z(z—23)°

annimmt.
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Da es sich bei der konfluenten Gleichung ebenfalls um eine gew6hnliche Differential-
gleichung zweiter Ordnung handelt, besteht das Fundamentalsystem aus zwei linear
unabhéngigen Funktionen. Man findet dhnlich zur hypergeometrischen Gleichung eine
weitere Losung durch die Substitution y — z!7¢y. Eingesetzt in die DGL findet man
schlussendlich die Losung

ACF(a—c+1,2—¢2),

welche bei z = 0 einen singuléren Punkt hat.

2.7.5 Die Legendre-Polynome

Wie bereits erwihnt wurde, stellen einerseits die Legendre-Polynome eine Losung der
Differentialgleichung dar und andererseits kann nach Satz diese Differenti-
algleichung auf die hypergeometrische Gleichung abgebildet werden. Also muss sich
ein Parametersatz a,b, ¢ finden lassen, so dass das n—te Legendre-Polynom durch die
hypergeometrische Funktion F'(a,b;c;z) darstellbar ist. Wir setzen die neue Variable

w=15% & 2 (w) = 1 — 2w in die Legendre’sche Differentialgleichung ein und erhalten
4 d? 2(1—2w) d
Zw(l—w)wy(l —2w) + (2w)dwy(1 —2w)+nn+1l)y(l—-2w) =0«
2 d
w (1 —w) Wy(1—2w)+(l—2w) %y(l —2w)+n(n+1)y(l—-2w)=0

Durch Vergleich mit der hypergeometrischen Gleichung erhalten wir
P,(1-2w)=F(—n,n+1;1lw) <

1_
P,(z)=F (—n, n+1;1; 2Z> . (2.61)
Wir wissen des Weiteren, dass es sich bei F'(—n,n + 1;1;w) um die einzige in w = 0
holomorphe Funktion handelt, welche diese Differentialgleichung erfiillt. O

2.7.6 Das Integral von Barnes

Bis jetzt beschriankte sich unsere Diskussion der Losung der hypergeometrischen Glei-
chung auf die Einheitskreisscheiben um z = 0 und z = 1. Unser Ziel ist nun die Losung
ausserhalb dieser Gebiete zu finden und insbesondere fiir z — oo. Prinzipiell kénnten
wir das vorgestellte Vorgehen verwenden und die Substitution z — 1/z verwenden. Wir
wollen hier jedoch eine andere Methode diskutieren. Wir betrachten eine Potenzreihe

oo

n
E Anz",
n=0

welche im Einheitskreis |z| < 1 konvergieren soll. Nun suchen wir zuerst eine Kontu-
rintegraldarstellung in diesem Gebiet und fragen uns anschliessend ob eine analytische
Fortsetzung moglich ist. Wir wollen annehmen, dass es eine in der rechten Halbebene
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T analytische Funktion A (s) gibt, so dass A (n) = nlA, und A (s) fir s — oo nicht zu
stark divergent ist. Also haben wir nun

. A(n
> é!)zn‘

n=0

Wir betrachten nun das folgende Kurvenintegral

1 100 s
i ) A(s)T (=s) (—=2)"ds. (2.62)
Die Integrationskontur soll entlang der imaginiren Achse verlaufen, jedoch bei s = 0
einen Schlenker in de linke Halbebene machen, so dass der Pol der Gammafunktion auf
der rechten Seite bleibt und kein weiterer moglicher Pol der Funktion A (s) eingeschlossen
wird. Nun verschieben wir fiir |z| < 1 den Integrationsweg von der imagindren Achse
auf die rechte Seite nach oo, wobei die Integration entlang dieses Weges, da A (s) per
Voraussetzung nicht all zu divergent ist, verschwindet und Kreisintegrale (Uhrzeigersinn)
um die Pole iibrig bleiben. Der Beitrag der iibriggebliebenen Kreisintegrale um die Pole
der Gamma-Funktion summieren sich dann zu

% T AT (=5 (—2) ds =S Ag‘)z”. (2.63)
e 2

Wenn die Funktion A (s) so gewéahlt wird, dass die Werte A (n) mit den Taylor-Koeffizienten
eine Funktion f(z) im Ursprung iibereinstimmen, dann liefert die Gleichung die
Konturintegraldarstellung von f (z) innerhalb des Einheitskreises. Nun kénnen wir eine
analytische Fortsetzung der Funktion f(z) ausserhalb dieses Gebiets erhalten, indem
wir die Integration wieder entlang der imagindren Achse betrachten, jedoch mit einem
Halbkreis in die rechte Halbebene betrachten und anstatt die Integrationskontur nach
Re(s) — oo nach —oo verschieben. Dann entstehen wieder Kurvenintegrale um die Pole,
jedoch dieses Mal im Gegenuhrzeigersinn.

Wir wollen nun eine solche Konturintegraldarstellung fiir die hypergeometrische Funk-
tion erhalten (vgl. [5]). Anhand der Definition der hypergeometrischen Funktion sehen
wir

(), (), 1 T() TI(a+n)I'(b+n)
(¢),n!  nlT(a)T (b) I'(c+n)

und deshalb setzen wir in Gleichung [2.63] auf der linken Seite

P(a+s)T(+9T (0
L(@)TB)T (c+ s)

A, =

A(s) =

ein und es entsteht dann das folgende Wegintegral

1 [T (a+s)T(b+5s)

I:=
—ico I (C + S)

"~ 2mi

[ (—s)(—2)%ds.

Wir behaupten nun, dass das folgende Lemma gilt:
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Lemma 2.6. (Integral von Barnes)
Die hypergeometrische Funktionen hat die folgende Integraldarstellung

Flabc2) = zim,F (1;)(;)@ /_Z Lla ;(‘?i (SI; O (Cs) (ma)ds,  (2.64)

wenn |arg (—z) | < 7 (auf C\ R>(). Desweiteren soll der Integrationsweg von —ico nach
ioo derart sein, dass sich die Pole von IT'(a + s)T' (b + s), welche in s = —a — n bzw.
s = —b —n fiir n € Ng liegen, auf der linken Seite des Weges befinden und sich die
Pole von I' (—s), welche sich in s = 0,1,2,--- befinden, auf der rechten Seite des Weges
befinden. Diese Konstruktion wird das Integral von Barnes genannt.

Bemerkung 2.12. Wir bemerken noch, dass eine solche Integrationskontur nur méoglich
ist, wenn a,b ¢ Z.o (in diesem Fall wire die hypergeometrische Reihe lediglich ein
Polynom). Wir beobachten noch, dass das Lemma eigentlich nichts anderes besagt, weder
dass die hypergeometrische Funktion F' die Mellin-Transformierte von

F'(a+s)T(b+ )T (c) (=5)
T'(a)T(B)T (c+s)

ist.
Beweis. Sei 6 > 0 und betrachten z € C mit |arg (—z2) | < 7 — §.

(1) Konvergenz des Integrals:
Sei |arg(—z)| < m — . Nun sehen wir aus dem Ergéinzungssatz fiir die Gammafunk-
tion, dass gilt

F'(a+s)T(b+s)
I'(c+s)

s_ Dla+s)T(b+s) T og(—
(=s)(=2) __I‘(c+s)f‘(1+s)sin7rse e,

wobei wir den Hauptzweig des Logarithmus verwenden. Mit der Stirling’schen Formel
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kénnen wir nun fiir s € {s € C| |args| < m — ¢, ¢ > 0} asymptotisch schreiben:

I'(a+s)T'(b+s)

T(c+s)D(L+s) ~ exp [alog (a+s)+blog (b+s) — clog (c+s) —log (1 +s)

A TRCELTES R

b
~ exp [(a+b—c—1)logs+alog<1+2)+b10g<1—|—8>

1
—clog<1+§)—log<1+8>—(a+b—c—1)

. (s - ;) log (1 ot (?jf)s)(l(c—:s;) = 8)>]

wor et (o= s (14 )

—(a+b—c—1)]
~ Sa—l—b—c—l.
= Integrand ~ _gotbmel T —2)*

sin s

Auf der Integrationskontur, also s = it, erhalten wir damit die Abschitzung

emltl — e—7lt]

[t]-larg(—2)]
_ a+b—c—1€
-0 <|t| i )

1
_ a+b—c—1
~0 (|t| ealt) .

Also ist das Integral konvergent. Nun sieht man leicht, dass der Integrand im Gebiet
largz| < m — J eine analytische Funktion darstellt.

Integrand = O <|t|a+bcl |€it(1og|z|+iarg(—z))|>

(2) Auswertung des Integrals:
In einem néchsten Schritt wollen wir mit einem Cauchy-Argument das Integral weiter
auswerten. Sei nun wieder |arg (—z) | < m — 0. Wir betrachten nun das Integral iiber
den Halbkreis Cy := {s € C|Re(s) > 0,|s| = N + 3}. Dort haben wir fir N — oo
das folgende Verhalten

Fa+s)T(b+s) = log(—2) theeat) (=2)°
s 10 z — Na (& X
Fc+s)I'(1+s) Sin s O( ) sin7s
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Wenn nun s = (N + 1) € und |z| < 1, dann haben wir
(=2)

=0 (e(N+%)(cos010g|z\fsin0arg(fz)f7r|sin9|)>
=0 (e(N—F%)(cosOlog|z\—§\sin0|))

(NJr%) log |z

O | exp NG , 0101 < %
B N+3)é s s
0 (exp ! ¢§)>,4§!9|§2.

Ist also log|z| negativ, d.h. |z| < 1, dann strebt der Integrand gegen Null fiir
geniigend grosses N und alle betrachteten 6. Also verschwindet das Integral iiber
den Kreisbogen fiir N — oco. Nun ist das folgende Integral

ico —i(N+3) o0
/_ioo‘(/_m + +/<:N+/i<N+5>>

gleich minus 27¢ mal die Summe der Residuen des Integranden in den Punkten
s =0,1,2,--- ,N. Lassen wir N gegen oo streben, wobei |arg(—z)| < m — § und
|z| < 1, dann verschwinden die drei Integral in der Klammer und wir erhalten
N
— r ro

(=9) (—2)%ds = lim Z (atm)T( +n)z”.
oo I'(c+s) N—oo I'(c+n)n!

n=

1 o T(a+s)T(b+s)T
2mi

Damit haben wir das Lemma vollstdndig bewiesen.

O]

Um eine Reihen-Darstellung der hypergeometrischen Funktion F (a,b;c; z) zu erhalten,
welche fiir |z] > 1 konvergent ist, wollen wir nun das Integral von Barnes verwenden.
Wenn C), einen Halbkreis mit Radius p in der linken Halbebene bezeichnet, dann kann
mit dhnlichen Methoden wie im Beweis des Integrals von Barnes gezeigt werden, dass

gilt
1 r r I' (- 00
/ (a+s)LO+)T(=8) s goropeg,
27 Je, I'(c+s)

Dieser Grenzwert gilt natiirlich unter den Voraussetzungen |arg(—z)| < m,|z| > 1 und
dass die untere Schranke fiir den Abstand der Pole des Integranden zu C), eine positive
Zahl ist. Wir finden dann genau gleich wie im vorherigen Beweis, dass gilt

1 [ T(a+s)T(b+s)T(—s)

—2)%d
270 ) _ioo L'(c+s) (=2)" ds
B “T(a+n)T(l—c+a+n) sinw(c—a—n) (—z)n
_nZOF(lJrn)F(l—b+a+n)cosmrsin7r(b—a—n) ?
Th+n)T(1—c+b+ i —b— —bn
+Zr((1+n)r(1—c+b S —z:l)— (=27,
— n)I'(1—a+b+n)cosnmsinm (a n)
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wobei es sich bei den Summanden um die Residuen des Integranden in den Punkten
s = —a —nund s = —b — n handelt. Durch Vereinfachung des Ausdrucks erhalten wir
eine analytische Fortsetzung der hypergeometrischen Reihe von |z| > 1 nach |z| < 1.
Wir fassen das Resultat im folgenden Satz zusammen.

F(a,b;c;z) = ?EZ;?&:Z? (—z)aF<a,a+1—c;a+1—b;i>
+£EZ))1;((Z:2 (—z)aF<b,b+1—c;b+1—a;i>

Damit haben wir eine meromorphe Fortsetzung der hypergeometrischen Reihe auf C\R>g
und insbesondere erhalten wir eine Entwicklung um den Punkt z = oco. Einen weiteren
Satz, welcher dhnlich bewiesen wird, ist der Folgende:

Satz 2.15. (Mellin-Barnes-Integral) Wenn der Integrationsweg derart deformiert ist,
dass die Pole der Funktion I" (¢ — s) I" (d — s) auf der rechten Seite des Weges liegen und
die Pole von I' (a + s) I' (b + s) auf der linken Seite liegen unter der Annahme, dass keine
der Pole dieser zwei Produktfunktionen iibereinstimmen, dann gilt

1 [ F'a+ce)T'(a+d)T'(b+¢c)T (b+d)

| Tla+s)L+s)I(c—s)I(d—s)ds= T(a+b+ctd)

2mi

2.8 Die Monodromie-Darstellung
2.8.1 Analytische Fortsetzung langs Kreisketten und Wegen ([3])*

Bevor wir im néchsten Abschnitt uns der sogenannten Monodromie-Darstellung wid-
men, bendtigen wir ein weiteres Konzept und zwar dasjenige der analytischen Fortset-
zung liangs Kreisketten beziehungsweise Wegen. Wir beginnen mit einer Definition einer
Kreiskette:

Definition 2.9. Eine endliche Folge {K;}7 , von offenen Kreisscheiben in C nenne wir
eine (zusammenhéngende) Kreiskette, wenn fiir i = 1, - -+ , n die Mittelpunkte von K;_;
und K; im Durchschnitt K;_1 N K; enthalten sind.

Definition 2.10. Seien nun auf den Kreisscheiben eine Familie von nachbarlich ver-
traglichen holomorphen Funktionen f; : K; — C gegeben, d.h. solche mit

fi-ilkinki_, = filkink,_,

fiir i = 1,--- ,n. Dann sagt man, dass f, durch analytische Fortsetzung lings der
Kreiskette aus fj entstehe. Manchmal nennt man auch die Familie { f;}?_; analytische
Fortsetzung von fy entlang der Kreiskette {K;} .

Bemerkung 2.13. Zu den gemachten Definitionen wollen wir ein paar Bemerkungen an-
stellen:
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Abbildung 5: K; enthilt auch die Mittelpunkte seiner Nachbarn

(i) Wenn die analytische Fortsetzung eines holomorphen fj entlang einer gegebenen
Kreiskette moglich ist, dann ist sie nach dem Identitétssatz natiirlich auch eindeutig
bestimmt und prinzipiell kénnen wir sie konstruieren indem wir sukzessive jeweils
die Funktion f;_; um den Mittelpunkt von K; in eine Potenzreihe entwickeln, die
dann also f; darstellt.

(ii) Wére uns zum Beispiel die Information tiber eine auf einem Gebiet G holomor-
phe Funktion f beinahe ganz verloren gegangen und nur noch auf einer kleinen
Kreisscheibe bekannt, dann konnten wir f durch analytische Fortsetzung lings
Kreisketten in ganz G reproduzieren.

(iii) Die interessantere Situation ist aber die Folgende: Sei ein Gebiet G gegeben und
Ky C G eine Kreisscheibe, sowie fo : Ky — C holomorph. Desweiteren soll fy
entlang jeder Kreiskette in G analytisch fortsetzbar sein. Folgt daraus bereits, dass
die Funktion fg von einer auf ganz G holomorphen Funktion f stammt, die dann
natiirlich durch analytische Fortsetzung langs Kreisketten in G aufzufinden wére?
Dies miissen wir in der Tat verneinen. Es gilt viel eher, dass die analytische Fort-
setzung von fy zur selben Endkreisscheibe vom expliziten Verlauf der Kreiskette
abhidngen kann, wodurch die Funktion f, welche wir zu konstruieren versuchen,
mehrdeutig wiirde. Der sogenannte Monodromiesatz gibt uns aber eine Auskunft
dariiber wann wir dies tun konnen.

Als néchstes wollen wir ein Kriterium beweisen, welches es uns ermoglicht zu iiberpriifen,
ob eine Funktion analytisch fortsetzbar entlang einer Kreiskette ist.

Lemma 2.7. (Fortsetzbarkeitslemma)

Sei (Ko, -+ , K,) eine Kreiskette und fy eine holomorphe Funktion auf Kj. Die Funktion
fo ist genau dann analytisch fortsetzbar entlang der Kreiskette, wenn es eine analytische
Fortsetzung der Ableitung f{) entlang der Kette gibt.

Beweis. Die erste Richtung ist klar, denn gibt es eine Fortsetzung fiir fy so wahlt man
g; = f; und man hat eine Fortsetzung von fj entlang der Kreiskette {4;}.

Umgekehrt seien g; : K; — Cmit i = 0,--- ,n und f{; = go Fortsetzungen von f| entlang
der Kette. Sei nun 0 < k < n. Wir machen die (fiir £ = 0 trivialerweise zutreffende)
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Induktionsannahme, dass fp durch Funktionen fy,--- , fx lings der Kette (Ko, -, Kj)
fortsetzen ldsst. Dann gilt f/—g; = 0 nicht nur fiir i = 0, sondern nach dem Identitétssatz
auch fiir die anderen i < k, also ist auch f; Stammfunktion von gi. Nun wihlen wir
eine Stammfunktion Gy von giy1. Dies ist moglich, da gx41 durch eine konvergente
Potenzreihe gegeben ist. Auf dem Durchschnitt Kj N Kj4q verschwindet dann G, 1 11,
also ist Gpy1 — fi dort gleich einer Konstanten A und wir brauchen auf K1 nur fi11 =
Gr+1 — A zu setzen und haben die analytische Fortsetzung von fy induktiv um eine
Kreisscheibe weitergefiihrt. O

Dieser Beweis gibt uns sogar ein explizites Konstruktionsverfahren wie wir aus einer ana-
lytischen Fortsetzung der Ableitungen einer Funktion entlang einer Kette die analytische
Fortsetzung der Funktion selbst konstruieren kénnen.

Beispiel 2.5. Sei G := C\ {0} und K C G eine offene Kreisscheibe um den Punkt zp = 1
mit Radius kleiner 1. Wir setzen nun gg (z) := % in Ky und definieren fj : Ky — C als
die Stammfunktion von g, also go =: f{, und verlangen fy (1) = 0 (Potenzreihen!). Dann
ist f) ldngs jeder Kreiskette in G analytisch fortsetzbar, ndmlich durch die in ganz G
holomorphe Funktion ¢ (z) = % Damit sind alle Voraussetzungen des Lemmas erfiillt.
Wiére aber durch das Verfahren im Beweis eine holomorphe Funktion f : G — C wohl-
definiert (eindeutig!), dann miisste diese eine Stammfunktion von g (z) sein, aber eine
solche gibt es nicht, da bekanntlich gilt f‘Z|:T g dz = 2mi. In der Tat handelt es sich

beim betrachteten fy um den Hauptzweig des Logarithmus und dieser erfiillt ef0(2) = 2.
Diese charakteristische Gleichung {ibertragt sich wegen der analytischen Fortsetzung von
fo und des Identitatssatzes auch auf die fi’s und damit ist jedes fi durch einen geeig-
neten Logarithmuszweig gegeben. Wir bemerken noch, dass solange wir in der negativ
geschlitzten Ebene bleiben der Hauptzweig geeignet ist und wir kommen auf C\ {0}
mit dem Hauptzweig oder dem Zweig auf der positiv geschlitzten Ebene aus, denn eine
Kreisscheibe in C\ {0} kann nie den positiven und negativen Teil der reellen Achse gleich-
zeitig treffen. Fiihrt man beispielsweise die Kreiskette einmal im mathematisch positiven
Sinn um z = 0 bis K, = Kj gilt, dann ist aus dem Hauptzweig fy der sogenannte erste
Nebenzweig f, = fo + 2mi geworden.

Nun wollen wir etwas spezielle Typen von Kreisketten betrachten und zwar solche die
entlang von Kurven verlaufen.

Definition 2.11. Sei nun 7 : [tg,t1] — C ein stetiger Weg. Eine Kreiskette {K;}!"
nennen wir eine Kette entlang des Weges 7, wenn es eine Zerlegung tg = 79 <
-+ < 1, = t1 des Intervalls [tg,t1] gibt, so dass v (7;) dem Zentrum der Kreisscheibe K;
entspricht und v|,_, ) C Ki—1 N K;.

Das folgende Lemma sagt uns nun, dass es primér auf den betrachteten Weg ankommt
und nicht auf die genaue Gestalt der Kreiskette.

Lemma 2.8. Seien K, K’ offene Kreisscheiben um 7 (¢o) und 7 (¢1), wobei v : [to, t1] — C
ein stetiger Weg bezeichnet. Wenn die holomorphen Funktionen ¢1,¢gs : K’ — C durch
analytische Fortsetzung lings Kreisketten liangs v aus f : K — C hervorgehen, dann gilt

g1 = g2.
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Beweis. Wir betrachteten eine Kreiskette (Kj,- -, K,) mit korrespondierender Zerle-
gung (79, - -+ , 7,) entlang des Weges . Desweiteren bezeichne (fo, - - - , f,,) die analytische
Fortsetzung von f mit f,, = g;. Da jedes f; : K; — C analytisch ist, konnen wir diese
Funktion f; um jedes 7 (t) mit ¢ € [r_1, 7] in eine Potenzreihe

Py(2) =Y ar(t) (z =y ()"

k>0

entwickeln und in einem geeigneten Gebiet die Funktion darstellt. Die Abbildung P; ist
sogar auf dem ganzen Intervall [to,¢;] wohl-definiert, da ja f; und f;—; in den offenen
Mengen K; N K;_1 iibereinstimmen und so zu einer analytischen Funktion auf K; U K; 4
verschmolzen werden kénnen. Wir kénnen sogar zu jedem t ein € > 0 finden, so dass
man fiir [t — /| < e die Potenzreihe Py durch Potenzreihenentwicklung von P; an der
Stelle v (t') erhilt. Diese Eigenschaft nennen wir die lokale Vertriglichkeit der Potenz-
reihenfamilie {P;},cp,4,)- Also stellt die Anfangspotenzreihe Py, die Funktion f und die
Endpotenzreihe P;, die Funktion g; dar. Analog definieren wir die Familie {Pt}te[to,tl]
fiir die andere Fortsetzung entlang einer Kreiskette entlang . Nun betrachten wir die
Koinzidenzmenge
M = {t S [to,tl] ‘Pt = Pt} C [to,tl] .

Die Menge M ist nicht leer, denn ¢y € M und da [to, ¢;] zusammenhéngend ist, sind die
einzigen gleichzeitig abgeschlossen und offenen Mengen das ganze Intervall und die leere
Menge, weshalb es reicht zu zeigen, dass M diese Eigenschaft erfiillt. Wegen der lokalen
Vertriglichkeit der Potenzreihen ist die Menge M offen in der Teilraumtopologie. Aber
aus demselben Grund ist M auch abgeschlossen, denn hat M in ¢ einen Haufungspunkt,
dann hat jede Umgebung von ¢ unendlich viele Punkte mit M gemeinsam, also gibt es
wegen der Kompaktheit von [to, 1] eine konvergente Teilfolge ¢, — t gegen ¢ und damit
gilt wegen der lokalen Vertriiglichkeit P, = P;. Damit gilt M = [to, ;] und insbesondere
P, = Py,. O

Dieses Lemma berechtigt uns nun von analytischer Fortsetzung entlang eines Weges
zu sprechen, ndmlich im betrachteten Fall zu sagen, dass die holomorphe Funktion g;
bzw. deren Potenzreihe um + (¢1) entstehe aus f durch analytische Fortsetzung léngs .
Das Fortsetzbarkeitskriterium gilt natiirlich dann auch entlang fiir Wege:

Korollar 2.1. Sei v ein stetiger Weg fo : Ko — C eine holomorphe Funktion auf einer
Kreisscheibe um den Punkt v (to). Lésst sich nun die Ableitung f{) entlang ~ analytisch
fortsetzen, so auch die Funktion fy selbst.

Liegt das Bild eines stetigen Weges v ganz in einem Gebiet G, welches 0.B.d.A. ungleich
C ist, dann gibt es stets eine Kreiskette ldngs 7, die ganz in G liegt. Denn kompakte Men-
gen unter stetigen Abbildung sind kompakt, also insbesondere «y ([to, t1]) € Compact (C),
und daher hat diese Menge einen positiven Abstand r > 0 von C\ G € Closed (C). Des-
weiteren ist v wegen der Kompaktheit gleichmissig stetig, d.h. es gibt ein € > 0, sodass
aus [t —t'| < e |y(t) =y ()| < r folgt und aus diesem Grund gibt es eine Kreiskette
léngs v in G und zwar wenn wir die Unterteilung des Intervalls feiner als dieses € wéhlen,
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sowie den Kreisscheiben den Radius r geben. Damit erhalten wir:

Eine Funktion die lings aller Kreisketten in G fortsetzbar ist, ist auch ldngs aller Wegen
in G fortsetzbar. Es gilt natiirlich auch die Umkehrung.

Im Rest dieses Abschnittes sind wir an der Frage interessiert inwiefern die analytische
Fortsetzung vom Verlauf des Weges abhiingt. Nun wollen wir einen beinahe trivialen
Aspekt dieser Frage durch die folgende Bemerkung vorweg nehmen:

Bemerkung 2.14. Sei v € C ([to,t1],C) ein stetiger Weg und f; entstehe aus fo durch
analytische Fortsetzung ldngs ~. Ist nun ¢ : [sg, s1] — [to, t1] stetig und monoton mit
¢ (s0) = to, d(s1) = t1 (bzw. ¢ (s¢) = t1,¢ (s1) = to) so entsteht f; auch aus fy (bzw. fo
aus f1) durch analytische Fortsetzung léngs 7 o ¢.

Um dies zu sehen verwendet man einfach dieselbe bzw. die umgekehrte Kreiskette, fiir
die man nur die Teilungspunkt so = o9 < --- < 0, = s1 geeignet neu festzusetzen hat.
Diese Beobachtung erlaubt uns in der folgenden Diskussion 0.B.d.A. das Einheitsinter-
vall als Definitionsbereich der Wege zu wéhlen.

Nun wiederholen wir ein paar bekannte Tatsachen aus der Topologie-Vorlesung und zwar
den Begriff der Homotopie, sowie die Fundamentalgruppe.

Definition 2.12. Sei (X, 7) ein topologischer Raum, wie z.B. ein Gebiet G C C.
(i) Unter einem Weg in X verstehen wir ab jetzt eine stetige Abbildung v : [0,1] — X.

(ii) Seien ~; mit i = 1,2 Wege in X mit ;3 (1) = 72 (0), definieren wir den zusam-
mengesetzten Weg 71 - v2 als den Weg

7 (2t), t e [0’ %]

(2t —1), te[5,1]. (2.65)

(Y1 72) (1) == {

In der Tat ist dieser Weg wieder stetig aufgrund des Klebe-Lemmas (vgl. Topologie-
Vorlesung).

(iii) Unter dem inversen Weg verstehen wir den weg v~ (t) := v (1 — ).

(iv) Einen Weg ~ nennen wir geschlossen wenn v (0) = 7 (1). Fiir geschlossene Wege
71, ¥2 mit selbem Anfangspunkt ist natiirlich auch 1 -y2 geschlossen. Wenn v (0) =
xg, dann nennen wir einen geschlossenen Weg ~ mit Anfangs- und Endpunkt xg
auch eine Schleife mit Basispunkt z.

(v) Zwei Wege ~; mit ¢ = 1,2 mit gemeinsamen Anfangspunkt z¢p und Endpunkt z; in
X heissen homotop (relativ zu den Endpunkten), in Zeichen 1 ~ 75, wenn es zwi-
schen ihnen eine sogenannte Homotopie gibt, d.h. es gibt eine stetige Abbildung
h:[0,1)> = X, (1,t) = h(7,t) =: h, (t), so dass

ho = v1, h1 =72, hs (0) = xg, hr (1) = 1.
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Anschaulich soll man sich vorstellen, dass homotope Wege bei festgehaltenen End-
punkten durch eine stetige ” Deformation” auseinander hervorgehen.

h(0,7)

Abbildung 6: Eine Hommotopie zwischen den Wegen « und £.

Nun wollen wir die wichtigsten Eigenschaften der Homotopie auflisten.

Lemma 2.9. Mit der Relation ~ auf der Menge aller Wege in X mit gleichen Endpunk-
ten haben wir ein Aquivalenzrelation.

Bewets.
(i) Reflexivitit: v ~ v ist klar (setze h, := - fiir alle 7).

(ii) Symmetrie: v1 ~ v2 = 72 ~ 71 ist auch klar (zu gegebener Homotopie ~y; S Y9
setze h7 := hi_;).

(iii) Transitivitit: Sind v, L Y2 £ ~v3 gegebene Homotopien, so definieren wir

~ hor, TE [07 ]
h; = 1
h27'717 TE [§a ] :

Wegen dem Klebe-Lemma ist & in der Tat wieder stetig.

—_ ol

[=R
|

;“‘///// W

Abbildung 7: Verwendete Homotopie im Beweis.

Mit [y] bezeichnen wir nun die Aquivalenzklasse des Weges 7 beziiglich der Aquivalenzrelation
~ und nennen sie die Homotopieklasse von v. Die Homotopieklassenbildung ist mit
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dem Zusammensetzen von Wegen vertriiglich. Endet ndmlich v; (v7]) am Anfangspunkt

~

von ¥z (74) und ist S 1 und o L 74, dann erhalten wir durch b, := h k, (Stetigkeit!)
eine Homotopie zwischen 7 - 72 und ~§ - v5. Wir kénnen also nicht nur einzelne Wege,
sondern auch Homotopieklassen von Wegen zusammensetzen, wofiir wir schreiben:

[l - [ve] = [ -2l - (2.66)

>

B

Abbildung 8: Zusammensetzung von Homotopieklassen.

Wir machen noch die folgende sehr einfache Bemerkung:
Bemerkung 2.15. Fiir ein stetiges ¢ : [0,1] — [0,1] mit ¢ (0) = 0,¢ (1) = 1 gilt stets
v ~ o ¢. Eine Homotopie erhélt man ganz einfach durch h; (t) .=~ (1 —t) 7 + 76 (1))

Es gelten sogar die folgenden zwei Korollare:

Korollar 2.2. Sind 71, 72,73 in dieser Reihenfolge zusammensetzbar, dann gilt (v - 72)-
v3 ~ 1 - (72 - v3) . Die Zusammensetzung von Homotopieklassen ist also assoziativ.

Korollar 2.3. Bezeichnet e;, den konstanten Weg bei 1, so gilt y-e,, ~ v = [v]-[ex,] ~
[v]-

Korollar 2.4. Es gilt stets v-v~ ~ ez = [v] - [77] ~ [€x] -

Nach den eben formulierten Lemmas und Korollare sieht es beinahe so aus als ob die
Homotopieklassen von Wegen in X eine Gruppe bilden mdochte, aber es lassen sich ja
nicht alle Wege zusammensetzen. Jedoch erhalten wir eine wenn wir die zuldssigen Ho-
motopieklassen einschrinken und zwar:

Definition 2.13. Sei (X, T) ein topologischer Raum und z¢ € X. Durch die Zusammen-
setzung von Homotopieklassen als Verkniipfung wird die Menge der Homotopieklassen
geschlossener Wege in X mit dem Anfangspunkt zp zu einer Gruppe m (X, z0), der
sogenannten Fundamentalgruppe von X mit dem Basispunkt z.

Ein topologischer Raum X hat also i.A. nicht nur eine, sondern viele Fundamentalgrup-
pen. Ist jedoch v ein Weg in X von xy nach z1, so ist durch die Abbildung

o m (X, m0) = m (X, 21), aw ((F]) == [a7] - [7] - [ (2.67)

ein Gruppenhomomorphismus gegeben. In einem wegzusammenhéingenden Raum, wie
beispielsweise einem Gebiet G C C, sind also alle Fundamentalgruppen isomorph, al-
so ist es fiir isomorphie-invariante Eigenschaften egal, welchen Basispunkt wir explizit
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betrachten. Nun kehren wir zur Funktionentheorie zuriick und wollen den sogenannten
Monodromiesatz betrachten.

Satz 2.16. (Monodromiesatz) Seien ~y; L ~v2 homotope Wege in C, K C C eine offene
Kreisscheibe um den gemeinsamen Anfangspunkt und fy : K — C entlang jedes Weges
h; : [0,1] — C analytisch fortsetzbar. Dann gilt: Entstehen f1, f; : K’ — C aus fy durch
analytische Fortsetzung lings 1 bzw. o, so gilt fi = f;.

Beweis. Mit f1; bezeichnen wir die analytische Fortsetzung von fy entlang des Weges
hr.

Abbildung 9: Die analytische Fortsetzung langs h; von fy fithrt zu fi,. Wir zeigen im
Beweis flO = f11.

Um nicht die méglicherweise verschiedenen Definitionsbereiche (i.A. verschiedene Kreis-
scheiben) der fortgesetzten Funktionen fi; benennen zu miissen, betrachten wir die
Taylorreihe T (7) von fi, an der Stelle h, (1) fiir 0 < 7 < 1. Wir miissen also zeigen,
dass T'(1) = T'(0). Dazu geniigt es aber natiirlich zu zeigen, dass T (7) (also die Koef-
fizienten ay, (7)) lokal konstant ist (denn fiir einen zusammenhéngenden topologischen
Raum folgt aus der lokalen Konstantheit, dass die Funktion auf ihrem ganzen Defini-
tionsbereich konstant ist, also insbesondere fiir 7 € [0, 1]), d.h. fiir jede 79 € [0, 1] gibt
es ein 0 > 0 mit T' (1) = T (1), wenn |7 — 79| < J. Wir betrachten nun den Weg h,
fiir ein fixiertes 79 € [0, 1]. Wir betrachten also eine Kreiskette (Ko, -, K,) mit der
Unterteilung 0 = Mg < A1 < --- < )\, = 1 und die Kreisscheiben sollen die Radien
r; >0 fiir ¢ =0,--- ,n haben. Entlang dieser Kette habe fy die analytische Fortsetzung
fo=290,91,"- ,9n = fir,- Unsere Beweisidee ist grob gesagt nun dass fiir ein geniigend
kleines 6 > 0 der Weg h, sehr nahe an h,, ist und durch Verkleinerung der Radien r;
kénnen wir fiir den Weg h.- dieselbe Unterteilung A; verwenden und dann gilt natiirlich
K; (1) C K;, weshalb dann g; (7) := gi|k,(r) eine Fortsetzung entlang h, ist und zwar
mit derselben Endpotenzreihe T' (1) = T (19).

Wir begniigen uns hier mit diesem intuitivem Beweis und die explizite Konstruktion
iiberlassen wir dem Leser als Ubungsaufgabe. Man hat einfach die folgende Behauptung
auf K = Kz' (7‘0) und A = th ([)\z’—la/\i+1]) mit ¢ = 0,--~ ,n (A_l = 0,/\n+1 = 1)
anzuwenden und die Kompaktheit von [0, 1] x 79 auszunutzen.

Behauptung 2.8. Sei K eine offene Kreisscheibe um den Punkt p und fiir ¢ € K
bezeichne K (q) die grosste offene Kreisscheibe, welche in K enthalten ist, sowie A C K
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Kreis der 7p-Kette

Kreis der r-Kette

Abbildung 10: Skizze zur Beweisidee, die Funktionen go, - - - , g, der Fortsetzung entlang
des Weges h,, auch zur Fortsetzung entlang h, zu verwenden.

sei eine kompakte Teilmenge von K. Dann gibt es ein € > 0, so dass fiir alle ¢ € B¢ (p)
gilt
Ue:={z€ K|32' € Amit z € B (')} C K (q).

Beweis. Da A eine kompakte Teilmenge der offenen Kreisscheibe ist, hat diese eine
Abstand a > 0 zum Rand OK. Sei nun z € Uc und € := g, dann folgt mit der Dreiecks-
ungleichung z € K (q). O

O]

Der Monodromiesatz zeigt insbesondere, dass in einfach zusammenhéngenden Gebieten
die Gefahr der Mehrdeutigkeit der entstehenden analytisch fortgesetzten Funktionen
nicht besteht, denn wiirde analytische Fortsetzung von einem fy ldngs ;1 und o von zg
nach z1 zu verschiedenen Ergebnissen fi, f; : K’ — C fiihren, so hitten wir ein Beispiel
nichttrivialer analytischer Fortsetzung von fi zu f; lings der nullhomotopen Schleife
vy - 72 an zi, jedoch steht dies im Widerspruch zum Monodromiesatz. (Erinnerung:
Einfach zusammehéngende Réume sind gerade die wegzusammenhéngenden Riume in
welchen alle Schleifen homotop zum konstanten Weg sind.)

Lemma 2.10. Sein G C C einfach zusammenhéngend, K C G eine offene Kreisscheibe
und lasst sich die holomorphe Funktion fo : K — C ldngs jeden Weges in G analytisch
fortsetzen (z.B. weil sie Stammfunktion einer holomorphen Funktion auf G ist), dann ist
fo die Einschréankung genau einer holomorphen Funktion f : G — C. Man nennt f dann
den Zweig von fy auf G.

Bemerkung 2.16. Wir bemerken noch, dass beispielsweise die folgenden Resultate mit
dem Monodromiesatz bewiesen werden kénnen:

e Das komplexe Wegintegral ist Homotopie-invariant.

e Das Wegintegral ist ebenfalls unter stetigen Parametertransformationen, die nicht
notwendigerweise monoton sind, invariant, wenn ¢ (s;) = t;. Denn fiir eine af-
fine Parametertransformation ¢g : [so,s1] — [to,t1] ist dies richtig und h, :=
(1 —7) ¢o + T¢ ist eine Homotopie zwischen v o ¢g und v o ¢.

e Schlussendlich zeigt der Monodromiesatz, dass der Cauchy’sche Integralsatz fiir
Bilder von Rechtecken auch giiltig ist, wenn wir die Rechtecke derart deformieren,
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dass das Bild "nur” noch stetig ist und nicht mehr notwendigerweise differenzierbar.
Der Grund ist, dass der Rand davon natiirlich im betrachteten Gebiet nullhomotop,
also zusammenziehbar ist.

2.8.2 Der Cauchy’sche Fundamentalsatz und die Monodromie-Darstellung ([6])

In diesem Abschnitt wollen wir zuerst eine allgemeine Differentialgleichungen 2. Ordnung
stdieren, also eine Gleichung der Form

d’u du

— z) — =0. 2.68

S TrE) o +a(z)u (2.68)

Die komplexwertigen Funktionen p, g sollen auf der ganzen komplexen Ebene analytisch
sein bis auf eine endliche Anzahl an Polstellen. Wir erinnern, dass wir einen Punkt zg
singulédr nennen, wenn p oder ¢ einen Pol in 2y hat. Die anderen Punkte nennen wir
regulédr. Desweiteren nennen wir den Punkt z = oo singuldr, wenn die Gleichung
nach einer Variablentransformation w = % in w = 0 einen singuldren Punkt hat. Die
Differentialgleichung hat nach dieser Transformation die Gestalt

d’*u 2 1/w)| du 1/w
fo ) [2 -] de oo

= 0. 2.69
P u (2.69)

Wir erinnern nun noch an den folgenden Satz:

Satz 2.17. (Cauchy’s Fundamentalsatz)

Wenn 2y € C ein reguliirer Punkt der gewohnlichen Differentialgleichung ist, dann
gibt es zwei linear unabhéngige holomorphe Losungen um den Punkt zy. Anders gesagt
bildet die Menge der Lésungen um 2y einen 2-dimensionalen linearen Raum iiber dem
Korper C.

Dieser Satz wird als bekannt vorausgesetzt, weshalb wir den Beweis nicht ausfiihren.

Bemerkung 2.17. Beachte, dass die Umkehrung des Satzes nicht notwendigerweise gilt,
d.h. die Existenz von zwei linear unabhéngigen holomorphen Loésungen der Gleichung
[2.68] um einen Punkt zp nicht unbedingt impliziert, dass zp ein reguldrer Punkt der
Differentialgleichung ist.

Nun moéchten wir an die folgende Definition erinnern, welche aus der Theorie der gewdhn-
lichen Differentialgleichungen bekannt sein sollte:

Definition 2.14. Seien uj,ue zwei linear unabhéingige Losungen der Gleichung

dann definieren wir die Wronski-Determinante W := W (uy,u2) durch folgenden
Ausdruck
. up U
W = det <8zu1 8Zu2>. (2.70)

Bemerkung 2.18. Wir beobachten die folgenden Eigenschaften:

(1) Wenn die Funktionen uj,ug linear unabhiingig und analytisch sind, dann ist die
Wronski-Determinante ungleich null.
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(2) Es gilt sogar allgemeiner der folgende Satz von Newman und Slater ([7]):

Satz 2.18. Sei K ein Korper der Charakteristik 0. Eine endliche Familie von formalen
Potenzreihen in K [[z]] hat genau dann eine verschwindende Wronski-Determinante,
wenn die Familie linear abhéngig iiber K ist.

(3) Schreiben wir die Wronski-Determinante als W (z) = u10,us —u20,u;, differenzieren
diese beziiglich der Variable z und benutzen, dass die Funktionen u; bzw. ug die
Gleichung erfiillen, so sehen wir dass die Wronski-Determinante die folgende

Differentialgleichung erfiillt
aw

oo w.
7 p(2)
Also konnen wir die Wronski-Determinante schreiben als

W (2) = cexp (— /:p () dz’> : (2.71)

*

wobei ¢ eine Konstante ist. Da die Funktionen wui,us linear unabhéngig sind, ist
W nicht identisch die Nullfunktion und deshalb ¢ # 0. Folglich ist die Wronski-
Determinante W (z) fiir einen reguléren Punkt zy der Gleichung in einer geeig-
neten Umgebung dessen holomorph und verschwindet dort nicht.

Die singuliren Punkte der Differentialgleichung bezeichnen wir nun mit
S:=A{z1,, Zm, Zms+1 = O}

Sei nun 29 € C\ S =: U. Desweiteren bezeichnen wir mit wu;,us die zwei linear un-
abhéngigen Losungen der Differentialgleichung [2.68] um den Punkt zy. Wir betrachten
eine Schleife v in U mit Basispunkt z5. Wenn wir die Losungen w1, us analytisch entlang
der Kurve v fortsetzen, dann bleiben die Funktionen linear unabhéingig und l6sen die Dif-
ferentialgleichung (aufgrund dem Argument beziiglich der Wronski-Determinante).
Damit gibt es eine regulére 2 x 2—Matrix M () so dass

(i) =M@ (5n):

wobei . die analytische Fortsetzung entlang v bezeichnet. Wenn =1,y Schleifen in U
mit Basispunkt zp sind, dann ist die Komposition der Wege ~; - 7o die Kurve, welche
zuerst entlang der Schleife v; und dann entlang s folgt. Damit haben wir

e, (1) = . (), (%)

— (). 01 () ()
=M () 0 () ()

u2

M) (1),

u2
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Wenn ~; in U stetig in ~ deformiert werden kann, so haben wir M (1) = M (72)
(Monodromiesatz). Bezeichnen wir also mit m; (U, 29) die Fundamentalgruppe von U mit
Basispunkt zp, d.h. die Gruppe der Homotopieklassen der Schleifen v mit Basispunkt zg,
dann induziert die Abbildungsvorschrift v +— M () einen Gruppenhomomorphismus

¢:m (U,20) = GL(2,C), [y] = M (7).
Die Abbildung ¢ heisst Monodromie-Darstellung der Differentialgleichung

Bemerkung 2.19. Wir wollen ein paar Bemerkungen machen:

(1) Wir bezeichnen das Bild der Fundamentalgruppe m (U, 2p) unter der Darstellung
¢ als die Monodromie-Gruppe der Differentialgleichung Die projektive
Monodromie-Gruppe der Differentialgleichung ist definiert als das Bild der Mono-
dromie-Gruppe unter der kanonischen Abbildung GL (2,C) — PGL (2,C). Die pro-
jektive lineare Gruppe PGL(2,C) entspricht gerade der Mobius-Gruppe (Menge der
Mébius-Transformationen auf C).

(2) Die Abbildung ¢ hingt i.A. sowohl vom Punkt zg, wie auch von den Losungen uq, ug
ab.

(3) Wir bemerken noch, dass durch #ndern der Losungen uq, us die entstehende Mono-
dromie-Darstellung konjugiert zur urspriinglichen Monodromie-Darstellung ist. Dies
gilt ebenso wenn wir den Punkt zg dndern. Also bestimmt die Differentialgleichung
die Konjugationsklassen der Monodromie-Gruppe. Dies folgt direkt aus den
Eigenschaften im letzten Abschnitt.

2.8.3 Die Monodromie-Darstellung der hypergeometrischen Gleichung und das
Schwarz’sche Dreieck

Wir starten als Erinnerung mit der Definition der hypergeometrischen Gleichung

d*u du
z(l—z)@—i—[c—(a—l—b—l—l)z]a—abU—O (2.72)
1
(a+D)(b+D)—(c+D)(1+D); u:OmitD::zdiz (2.73)

und wollen ein paar Punkte diskutieren. Im folgenden benutzen wir fiir diese auch die
abkiirzende Notation F (a,b;c). Wir bemerken, dass Potenzfunktionen 2" die Eigen-
funktionen des Operators D sind und damit eine Potenzreihe eine Entwicklung in Ei-
genfunktionen beziiglich des Operators D ist. Die zweite Darstellung der hypergeome-
trischen Gleichung verifiziert man leicht mit einer kleinen Rechnung, welche wir dem
Leser iiberlassen. E (a,b;c) hat als singuldre Punkte zp = 0,1,00 und damit gibt es
nach dem Cauchy’schen Fundamentalsatz fir jede Punkt z € C\ {0,1} zwei linear
unabhéngige holomorphe Lésungen und jede dieser Losungen kann lings jedes Weges
v :[0,1] — C\ {0, 1} analytisch fortgesetzt werden. Das Gesagte im letzten Abschnitt
ist genauso hier giiltig und wir verwenden dieselben Bezeichnungen. Wir betrachten nun
ein Beispiel:
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Beispiel 2.6. Wir wissen, dass die Gleichung E (a, b; ¢) in der Nihe von z = 0 die folgen-
den zwei linear unabhéngigen Losungen

uy (2) = F(a,b;¢;2), ug (2) = 27 °F (a —c+ 1,b—c+1;2 — ¢; 2)

besitzt. Nun wollen wir die analytische Fortsetzung dieser zwei Losungen entlang einer
Schleife v mit Basispunkt zg in der Ndhe vom Ursprung betrachten, wobei jedoch kein
weiterer singuldrer Punkt ausser dem Nullpunkt in int () liegen soll. Offensichtlich gilt:

uNl . ur) 1 0 ul
w = s u )~ \o p2mi(1—c) Uy

Wir bemerken noch, dass die Losung uo nur dann definiert ist, wenn
2—c#£0,—-1,-2,--- = c#£2,3,4,---.

Wenn ¢ = 1 ist, dann ist die Funktion us zwar wohl-definiert, aber sie stimmt mit wuy
iiberein. Also miissten wir eigentlich fiir ¢ € N eine weitere Losung finden, aber wir
wollen dies nur fiir ¢ = 1 tun. Sei also ¢ in eine Umgebung von 1, dann sind u; und us
wohl-definierte Losungen und natiirlich auch die folgende Linearkombination

2 Fa+1—c,b+1—¢2—c¢2)— F(a,b;c;z)
c—1 ’

Lassen wir ¢ — 1 streben, dann erhalten wir

d

— 2 Fla+1—cb+1—¢2—0¢2) =1

de

Hierbei handelt es sich um eine Lésung mit einer logarithmischen Singularitdt im Ur-

sprung und diese ist insbesondere unabhéngig von der Losung uq.

Nun wollen wir die Losungen um die Punkt zy = 1 und zg = oo studieren. Dazu machen
wir zuerst die Transformation z +— 1 — z. Damit ist gemeint: (1) Transformiere die
Gleichung durch setzen von z =1 — £ und (2) ersetze in der resultierenden Gleichung ¢
mit z. Offensichtlich &ndern sich der erste und dritte Koeffizient der hypergeometrischen
Gleichung nicht, jedoch der zweite wird zu

—[c—(a+b+1)1—-2)]=(a+b+1—-¢c)—(a+b+1)z

Also erhalten wir wieder eine hypergeometrische Gleichung, jedoch diesmal mit Para-
metern a,b;a + b+ 1 — c. Deshalb ausser wenn ¢ — a — b ganzzahlig ist wie im letzten
Abschnitt erhalten wir zwei Losungen um z = 1 und zwar:

F(a,b;a+b+1—c;1—2)
(1—2) " Fc—a,c—bic+1—a—b1—2).
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Wenn ¢ —a —b = 0, sollte die zweite Losungen wieder durch die folgende ersetzt werden:

i Fa,b;1—1—2)—(1—2)F(e+bet+a;e+1;1—2)
egl(l) € ’

Nun betrachten wir die Transformation z — 1/z, wobei wir die hypergeometrische Glei-
chung ausgedriickt durch den Operator D verwenden. Beachte nun, dass unter dieser
Transformation gilt: D — —D. Damit wird die Gleichung zu

[(a—D)(b—D)—(¢c—D)(1—D)z]u=0.
Nun wollen wir schauen was die Wirkung dieses Operator auf z* ist:

[(a—D)(b—D)—(c—D)(1—-D)z]z*
=(—a+D)(~=b+D)z* — (—c+ D) (—1+ D) z'**

:__k—a+Dﬂ—1+[DzH“—(ﬂy+DM—b+D)£“i}
= —z!*e {(1+a—c+D)(a+D)—(1+D)(a—b+1+D)j.

Wir haben dabei Dz* = 2° (s + D) verwendet. Vernachlissigen wir den Vorfaktor —z1+4,
so steht auf der rechten Seite gerade der hypergeometrische Operator mit den Parametern
a,14+a—c,a—b+ 1 und damit sind die zwei Lésungen um z = oo

§'F(a,14+a—c;a—b+1;¢)
EFb1+b—cb—a+1:€),
ausser wenn a — b eine ganze Zahl ist und mit £ = % Fiir den Fall a = b miissen wir

wieder analog zu oben vorgehen.

Bei den bisherigen Lésungen miissen wir etwas vorsichtig sein, denn die Potenzfunktionen
sind nicht einwertige Funktionen. In der folgenden Diskussion nehmen wir zwei Fakten
an:

(1) a,b,c sind reell,

(2) ¢,¢c —a—b,a — b sind keine ganzen Zahlen.

Nun definieren wir Zweige der sechs Losungen um Wohl-Definiertheit zu erreichen:
foa :=F(a,b;c; 2) (2.74)
fooi=2""Fa+1—c,b+1—¢2—c2) (2.75)

sind definiert auf der Menge C \ [(—o0, 0] U [1,00)] und wie man sich leicht iiberzeugt
reell-wertig auf dem offenen Einheitsintervall (0, 1).

fir=F(a,bja+b+1—-c1—2) (2.76)
fio=(1=2)"""F(c—a,c—bje+1—a—b1—2) (2.77)
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sind definiert in C\ (—oo, 1] und reell-wertig auf (1, c0).

foo1 :=(=1/2)"F(a,1+a—c;a—b+1;1/z) (2.78)
fooz = (=1/2)"F(b,1+b—c;b—a+1;1/z) (2.79)

sind definiert in der Menge C \ [0, c0) und sind reell-wertig auf (—oc, 0).

Beachte, dass wir dabei die analytisch fortgesetzten Funktionen mit f, g bezeichnen und
das Lemma [2.10] verwendeten. Wir wollen nun auch die Werte 1 —¢c=0,c—a—5b=0
und a — b = 0 betrachten, deshalb redefinieren wir die jeweils zweiten Funktionen wie
folgt durch Grenzwertprozesse:

m fo1 (a,b,¢) = fo2(a,b,c)

foz = lim - (2.80)
. fll(a,b,C)—flg(a,b,C)
— ] ; i 2.81
f172 c—al—nbl—>0 c—a—2>b ( 8 )
o0 ,b, - Joo ,ba
froz i= lim J21(8:0:0) = Joo2 (@,0,) (2.82)
a—b a—2>b

Damit haben wir nun linear unabhéngige Lésungen in drei einfach zusammenhéngenden
Gebieten konstruiert. Da die hypergeometrische Gleichung eine lineare gewthnliche Dif-
ferentialgleichung 2. Orndung ist, sind die sechs Losungen in einem gemeinsamen Defi-
nitionsbereich, wie der oberen Halbebene (X := H), durch eine lineare Transformation
verkniipft, d.h. es gibt Matrizen Mi’o, Mf’o € GL(2,C) mit

(fo.1, foz) = M° (fi. f12) (2.83)
(fo.r, fo.2) = M5 (foo1s foos2) (2.84)

In der Tat sind die Matrizen Mi"ﬁ explizit bekannt, jedoch wollen wir nicht weiter darauf
eingehen.

Wir betrachten nun nach H.A. Schwarz die folgende Abbildung

fO5X+—>P1 = C. 2 — val(z)

’ foz2(2)’
welche wir Schwarz’sche Abbildung nennen wollen. Cauchy’s Fundamentalsatz sagt
uns nun, dass die linear unabhéngigen Losungen fj 1 und fj o fiir keinen Punkt in C\{0, 1}
gleichzeitig verschwinden. Wir fragen uns nun wie das Bild fy (X4 ) aussieht. Da nun fy
auf dem Intervall (0,1) reell-wertig ist, ist das Intervall (fy(0), fo (1)) einen Teil des
Randes des Bildes. Analog bildet die Abbildung

(2.85)

f11(2)
fi2(2)

fi: Xy =Pz (2.86)
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das Intervall (1, 00) auf das Intervall (f1 (1), f1 (c0)) ab und eine analoge Aussage stimmt
fiir die Abbildung

foo (2)
foo2 (2)

Andererseits ist bekannt, dass durch linear gebrochene Transformationen Kreise und
Geraden auf Kreise und Geraden (Geraden sind Kreise, die durch den Punkt oo ge-
hen) abgebildet werden. Da fy, fi und fo durch Mé&bius-Transformationen verkniipft
sind, konnen wir schliessen, dass das Bild von (—o0,0) U (0,1) U (1,00) unter fy der
Rand eines Dreiecks ist mit Kreissegmenten als ”Randstrecken”. Dieses Dreieck wird
Schwarz’sches Dreieck genannt. Da wir das lokale Verhalten um die drei singulédren
Punkte bereits kennen, konnen wir ohne weiteres die Winkel bestimmen

foo: X4 =Pl oz

(2.87)

7|1 — ¢|,im Punkt f (0)
7|lc — a — b|, im Punkt f (1)
m|la — b|,im Punkt f (o0),

denn die Schwarz’schen Abbildungen sind regulér jeweils um die Punkte {0, 1,00} und
es gilt

fo(z) =271+ 0(2))
f2)=1=2)"""1+0(1-2)
foo (2) = 2070 (1+0(1/2)).

Ein verschwindender Winkel bedeutet nun, dass die zwei fraglichen Kreissegmente im
betrachteten Punkt tangential sind, weshalb wir die Funktionen derart modifiziert haben.
Damit erhalten wir

Korollar 2.5. Wenn die Winkel die Bedingung
0<|l—¢,lc—a—=0],la—b] <1

erfiillen, dann bildet f die obere Halbebene X bijektiv auf das Schwarz’sche Dreieck
ab.

Denn in diesem Fall handelt es sich in der Tat bei f, f1, foo um konforme Abbildungen.

(o)

(1)
f(0)

Abbildung 11: Schwarz’sches Dreieck mit f = fy
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2.9 Kettenbriiche in der Funktionentheorie
2.9.1 Nachbarschafts-Relationen und ein Einblick in unendliche Kettenbriiche

Die folgenden Funktionen F'(a +1,b;¢;2), F (a,b+ 1;¢;2), F (a,b;c £ 1; z) heissen be-
nachbarte Funktionen von F'(a,b;c; z). Zwischen F (a, b; ¢; z) und zwei benachbarten
Funktionen existieren jeweils lineare Relationen, die wir naheliegenderweise Nachbar-
schafts-Relationen nennen wollen. In den Nachbarschafts-Relationen sind die Koeffi-
zienten entweder linear in z oder konstant.

Lemma 2.11. Es gelten die folgenden zwei Nachbarschafts-Relationen:

b
F(a,b;c;2) = F(a,b+1;¢+1,2) — <(+1§ Fa+ 1,04 1;¢c+ 2;2) (2.88)
F(a,b;c;z) =F(a+1,be+1,2) — ble—a) zF (a+ 1,04 15¢4 2;2) (2.89)
» Yy - < ) C(C+1) .

Beweis. Wir beweisen nur die erste Relation und die zweite folgt durch die Vertauschung
a <> b. Wir haben fiir 0 < |z| < 1 die konvergente Reihendarstellung der hypergeometri-
schen Funktion. Es reicht wenn wir die generischen Koeffizienten vergleichen:

(@) (), _ (@), 041, _ale=b) (@t Dy Gt Doy g0

(), n! (c+1), n! clc+1) (¢+2), 4(n—1)
@,y ) brDy b,
@, Drlery, TG
b(b+1), ; (b+1),_ (b+n)—n(c—b) (b+1), 4
cle+1), , (c+1), ,(c+n) (c+n)e(c+1), 4

1
b b+n c—b
- -n =
c c+n c(c+n)
b(c+n)=(b+n)c—n(c—0>).

d

Lemma 2.12. Analog gelten fiir die konfluente hypergeometrische Funktion die zwei
folgenden Gleichungen:

F(a,c;z):F(a,c—l—l;z)+%F(a+l,c+2;z) (2.90)
F(a,c;z):F(a+1,c+1;z)+%zF(a#—l,c—kQ;z) (2.91)

Beweis. Selbe Rechnung wie oben oder beachte, dass F (a,c; z) = lim F (a b; c; ) ]

b—o0

Schlussendlich machen wir noch die folgende Definition
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Definition 2.15.

F(a;2) = Z (a)”z”. (2.92)

n!
Lemma 2.13. Es gilt fiir diese neue Funktion die folgende Nachbarschafts-Relation:

F(a,z)=F(a+1;2)+ Fa+2;z). (2.93)

a(a+1)

Nun wollen wir nach weiteren Relationen zwischen benachbarten Funktionen suchen.
Dazu fithren wir das Konzept eines unendlichen Kettenbruchs ein:

Definition 2.16. Unter einem (unendlichen) Kettenbruch verstehen wir einen mathe-
matischen Ausdruck der Gestalt

ay

bo + ———— (2.94)
b]_ + 1)241172&
und benutzen fiir diesen eine der zwei folgenden abkiirzenden Schreibweisen
ai| | asl il
bp+—+—+--=b+ K—. 2.95
ot |01 " b2 " O+l21|bl (2.95)

Die zweite gebrauchliche Notation geht auf Carl Friedrich Gauss zuriick und veranschau-
licht besonders die Analogie zu (unendlichen) Reihen und Produkten. Die ay, by heissen
die Elemente des Kettenbruchs, insbesondere heisst by das Anfangsglied des Ketten-
bruchs. Gilt by = 0 so ldsst man es bei der Darstellung einfach weg. Weiter nennen wir
ab—’;l den k-ten Teilbruch oder das k-te Glied des Kettenbruchs. Die Elemente a; und
gk heissen auch k-ter Teilzédhler und k-ter Teilnenner. Desweiteren verstehen wir
unter dem N&dherungsbruch n-ter Ordnung den Ausdruck

a a a a
b0_|_71|_|_72|_|_... 7”|_ 7”

- . 2.
b1 b b O 1<itn|b (2.96)

In dieser Definition eines unendlichen Kettenbruchs denken wir uns unter den Symbolen
ag, by nicht numerische Zahlenwerte, sondern irgendwelche Unbestimmten, so dass der
Ausdruck sinnvoll ist. Wir werden uns zu einem spéteren Zeitpunkt genauer darum
kiimmern wann ein unendlicher Kettenbruch iiberhaupt sinnvoll ist. Offenbar ist dann
der Ndherungsbruch n—ter Ordnung eine rationale Funktion dieser Unbestimmten und
wie wir noch sehen werden, ldsst sich dieser als ”einfacher Bruch” schreiben (fiir kleine
n iiberzeugt man sich leicht davon).

Satz 2.19. Wir betrachten den N&herungsbruch n—ter Ordnung

all
1<i<n |by

Qn = by +
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Wie bereits angemerkt ldsst sich jeder Naherungsbruch als "normaler” Bruch Q,, = én

schreiben, wobei A,, Ndherungszihler und B, Niherungsnenner der Ordnung n
heissen. Genauer gelten die folgenden rekursiven Darstellung fiir n =0,1,--- (ag = 1)

Bn=b,By1+anBy2; B.o=1,B1=0
[A, B]n,n—l = Aan_l — BnAn—l = (—1)”71 aj - Qp.

A, . {An =byAp1+apAn_2; A 2=0,4A1=1
= mit

Beweis. (Induktionsbeweis)
Wir wollen zuerst aus instruktiven Griinden die Fille n = 0,1, 2 explizit ausrechnen:

bo l AO
Qo = by = 1B
ai a1 bobr+a1 1 Ay
—b —py A ta LA
Q1 ="bo+ — ™ 0+ T B,
ai|  as| a a1by
— o+ AL B2y ) L T
@2=bot T, = +b1+“—§ 0" by + a2
_ bobiba +boag + aiby 1+ Az
b1bs + as By

Durch Einsetzen von n = 0,1,2 in die behaupteten Gleichungen des Satzes sieht man,
dass die berechneten Ndherungsnenner und Naherungszéihler mit denen von der ersten
Gleichung {ibereinstimmen und die zweite Gleichung erfiillen. Nun nehmen wir an, dass
die zwei Gleichungen bis zu einem Index n gelten und folgern, dass sie dann auch fiir
den Index n + 1 richtig sind.

a1| an| an+1|
Qni1=bo+ -+ + -+
T b [bug
(a) a1 Q|
=by+—+--+—
b1 128
b/ An 1+ anAp_2
Bn 1+ aan 2
(b + ‘g“ﬁ) 1t anAn o
(b + Znii> n—1+ anBn_2

. (bnbn—I—l + an+1) An_l + ananAn_g
- (bnbn—H + an+1) Bn—l + anbn+an_2
B bn+1 (bnAn—l + CLnAn_Q) =+ an+1An_1
- bn+1 (ann_laan_g) + an+1Bn_2

bny1An + anp1An 1

bnt1Bn + ant1Bn—2

An+1

Bn+1
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Wir setzten in (a) b), := by, + ‘Z"ﬁ und dann konnten wir die iiblichen Formeln verwenden.

Fiir die zweite Gleichung kénnen wir nun die eben hergeleitete Relation verwenden:

[Aa B} = An+1Bn - Bn—l—lAn
= (bn+1An + an—l—lAn—l) B, — (bn+1Bn + an+1Bn—1) Ay
= —Qn+1 (Aan—l - An—an)

n+1

= (1" ] a
=1

n+1n

O]

In der Tat ermoglicht uns dieser Satz auch rein praktisch endliche Kettenbriiche mit
numerischen Werten auszurechnen (heute ev. weniger relevant als frither).

Die folgende Definition sagt uns wie wir unendliche Kettenbriiche explizit berechnen
konnen. Man beachte die starke Analogie zur Theorie der Reihen.

Definition 2.17. Seien ai,as,---, by, b1, - komplexe Zahlenfolgen. Wir sagen, dass
der unendliche Kettenbruch

ap| a
bo 4+ — ... =} K2
0+ |b1 * 0+121\bl
konvergent ist, wenn der Grenzwert lim,, .o (bo + %11' N %ﬂ) = lim,, 00 %Z =

¢ existiert. Wenn dieser nicht existiert, so nennen wir den unendlichen Kettenbruch

divergent. Falls lim_. . f—z = 0 gilt, dann nennen wir den Kettenbruch unwesentlich

divergent und alle anderen wesentlich divergent. Desweiteren nennen wir die Grosse %
n

sinnlos, wenn B, = 0 gilt. Es ist aber zu beachten, dass solange die Anzahl von sinnlosen
N&herungsbriichen g—’; endlich ist trotzdem der Grenzwert existieren kann, denn dass
dieser existieren kann, miissen die Ndherungsbriiche nur ab einem hinreichend grossen

Index ng sinnvoll sein.

Bemerkung 2.20. Wir bemerken, dass es wie fiir Reihen sehr viele verschiedene Kon-
vergenzkriterien gibt, da wir aber primér an Kettenbriichen interessiert sind in welchen
die Elemente aj, by analytische Funktionen sind, wollen wir hier nicht weiter darauf
eingehen.

Nun wollen wir noch das Konzept von ”&dquivalenten Kettenbriichen” einfithren. Dazu
betrachten wir die folgenden zwei moglicherweise unendlichen Kettenbriiche

a ay|

bo 4+ — 4o Bl 2.97
Tl b (297
und | |
a _ a
p0b0+p0p11+...+w+...’ (298)
|p1b1 |1
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wobei fiir alle Indizes i p; # 0 gelten soll. Fiir den ersten Kettenbruch bezeichnen wir
den k—ten Naherungszéhler und Niaherungsnenner mit Ay, B und fiir den zweiten Ket-
tenbruch mit Cy, Dy.

Behauptung 2.9. Zwischen den N&herungszihler und Ndherungsnenner der zwei Ket-
tenbriiche besteht die folgende Relation

Cr = pop1 - - prAg, Dy = p1p2 - - - pr. By, (2.99)

wobei A,Q = O,A,1 = 1,B,2 = 1,B,1 = 0 und genauso C,Q = O, Cfl = 1,D,2 =
1,D_; =0.

Beweis. (Induktionsbeweis)
Aus dem Beweis des Satzes sehen wir fiir n = 1:

Ay =bob1 + a1, B1 = by
C1 = pop1 (bob1 + a1), D1 = p1by.

Nun nehmen wir an, dass die Aussage bis zu einem Index k& wahr ist. Es folgt mit dem
Satz [2.19]

Cr+1 = Pr41brk+1Ck + prpr+10x4+1Ck—1
=po- " Pit1 (b1 Ap + apr1 A1) .

=Agt1
Analog fiir Dyy. O

Da alle p; ungleich Null sind, ist By genau dann null bzw. ungleich null wenn Dy, ver-
schwindet bzw. nicht verschwindet. Deshalb gilt fiir By, # 0 die Formel

G A

= . 2.1
D, "B, (2.100)

Behauptung 2.10. Erfiillen im Kettenbruch [2.97) die Zihlerelemente ay # 0 fiir alle
k=0,1,2,---, dann hat jeder weitere Kettenbruch mit dem N&herungsbruch % = pog—’;
notwendigerweise die Form des Kettenbruchs [2.98]

Beweis. Wir nehmen an, dass der Kettenbruch die Form

ol
@1

hat und nennen den Naherungszéhler P, bzw. den Ndherungsnenner (. Natiirlich erfiillt

dieser wieder den Satz Da fiir £ > 0 gilt % = pog—i, konnen wir schreiben

Py, = pogr Ak, Qr = grBy mit g # 0.
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Fiir £ = 0 folgt insbesondere gg = 1,q9 = pobg. Setzen wir nun noch gfﬁ - = Pk also

gk = p1- - Pk, S0 erhalten wir

P, = po--- prAk, poQr = pop1 - - prBi-

Deshalb werden die zwei Rekursionsformeln fiir Py, Q) zu

qdk Pk qk Pk
Ap = —Ap_1 + Ap—9, By = —Bp_1 +
Pk Pk—1Pk Pk Pk—1Pk

Da aber die Rekursionsformeln aus Satz auch fiir Ay, By, gelten und [A, B] ko1 k-2 =

(—l)k_1 ai---ap—1 # 0 sind die Grossen ag, by durch diese Gleichungen eindeutig be-
stimmt und wir erhalten

By_o.

gk Pk
— =bp, ——— = a.
Pk Pk—1Pk

Insbesondere folgt aus der Gleichung [2.100| der folgende Satz:

Satz 2.20. Seien zwei Kettenbriiche der Form [2.97] und [2.98] gegeben, wobei py, # 0 fiir
alle k£ gelten soll. Dann konvergiert der eine Kettenbruch genau dann wenn der andere
Kettenbruch konvergiert und der numerische Wert des zweiten Kettenbruchs entspricht
genau dem pg—fachen des ersten.

Am wichtigsten ist der Fall pg = 1 und fiir diesen machen wir die folgende Definition:

Definition 2.18. Wir nennen zwei Kettenbriiche &quivalent, wenn sie von der Form

bzw. sind und pg =1 gilt.
Dieser Begriff besitzt ganz offensichtlich die folgenden Eigenschaften:

(1) Jeder Kettenbruch ist mit sich selbst dquivalent. (Reflexivitét)

(2) Ist ein Kettenbruch mit einem zweiten dquivalent, so ist auch der zweite mit dem
ersten dquivalent. (Symmetrie)

(3) Sind zwei Kettenbriiche mit einem dritten dquivalent, so sind sie auch miteinander
dquivalent. (Transitivitét)

Aus der Gleichung [2.100] und den daran anschliessenden Ausfithrungen fiir pg = 1 erhal-
ten wir den wichtigen Satz:

Satz 2.21. Zwei dquivalente Kettenbriiche haben die gleiche Serie von Naherungsbriichen,
wobei auch ein sinnloser Naherungsbruch des einen ein ebensolcher des anderen ent-
spricht. Und umgekehrt sind zwei Kettenbriiche mit der gleichen Serie von Ndherungsbriichen,
sofern die Teilzéhler von Null verschieden sind, stets dquivalent.
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Aus diesem Grund kann jeder Kettenbruch, wenn wir an der Konvergenz oder seines Wer-
tes interessiert sind, durch einen dquivalenten Kettenbruch ersetzt werden. Beispielsweise
sind die folgenden zwei Kettenbriiche dquivalent

bi| | ba| | b3 bol | bo| | b1

Ay 2By S e T
b1 b2 b3 lbo b1 |b2

wenn alle by # 0 sind, denn den zweiten erhalten wir durch pp = b’;;l
ersten.

Die Transformation in einen dquivalenten Kettenbruch sind vor allem in den folgenden
drei Fillen von Interesse:

(i) Wenn die Elemente des betrachteten Kettenbruchs rationale Zahlen/Funktionen
sind und wir diese eliminieren wollen:

a1
P a Mo a
bo+ 2=+ =bo + oal |, meal oy ool (2.101)
|2 81 (B2 | B
it
Oder etwas allgemeiner:
ai
e 0 610 _10k_19,
bo+%+"'=bo+ 101 4 na 20| +...+M+... . (2.102)
|5 17161 172032 |Vk Bk

(ii) Wenn alle by # 0 sind, so konnen wir die Teilnenner auf 1 normieren:

a| a| bl | Bkl T
" —b 1ol oy Bebe 2.103
o+‘b1+ +!bk+ 0+1+’1+ + 2+ (2.103)

(iii) Wenn alle aj # 0 sind, so konnen wir die Teilzdhler auf 1 normieren:

a a 1 1
bo + al |y el 2k+1|+...:b0+ I
b1 |bok |bak+1 ] |5t bo
1 1]
oot aiaz---azk 1b _Q047Ggk + e (2104)
|m ataz-—agpy 2K+l

Nun wollen wir eine Bemerkung machen die einerseits wieder etwas mehr mit Funk-
tionentheorie zu tun hat und andererseits benttigen wir sie im gleich folgenden Satz
von Gauss und zwar um Quotienten von benachbarten hypergeometrischen Funktionen
durch unendliche Kettenbriiche auszudriicken.

Bemerkung 2.21. Seien fo, f1,--- analytische Funktionen in der Nahe von z = 0 mit
fi (0) #0 fiir i = 1, 2 . Gibt es Konstanten k; € C, so dass f;—1 = fi + kizfi+1, dann
haben wir fiir g; := f d1e Gleichung

1

SEIE kizgiv1
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Im Speziellen erhalten wir fiir ¢ = 1 die Gleichung

f1 1 1 1 1‘ + k12’| + kQZ’ +
foo ltkizg 14 gpte 1+ M 10 [ 1
1+k3z94

Also haben wir rein formal einen unendlichen Kettenbruch fiir die Funktion g; erhalten.
Da nun die linke Seite fiir z = 0 keinen divergenten Ausdruck darstellt und Nullstellen
von analytischen Funktionen isoliert sind, gibt es eine offen Umgebung um 2z = 0 in wel-
cher fi/fo eine analytische Funktion darstellt und damit in eine Potenzreihe entwickelt
werden kann. Die hergeleitete Relation ist sicherlich dann sinnvoll, wenn fiir jedes n € N
die abgebrochene Taylor-Entwicklung der Ordnung n mit dem n—ten Néherungsbruch
im Durchschnitt ihrer Konvergenzgebiete iibereinstimmt.

Satz 2.22. (Gauss)
Nach Gauss gelten fiir die hypergeometrische Funktion F' (a,b;¢; z) und deren Derivate
die folgenden Identitdten:

(1) Wenn z € C und a ¢ Z<o dann haben wir

Fa+1;2) aqf z| 2|
—_— = — 2.105
F(a;2) la \a+1+|a—|—2+ ’ ( )

wobei F' (a;2) =) @ n,

n!

(2) Wenn z € C und ¢ ¢ Z<p dann haben wir die zwei Identitéten

Flatlie+1;2) o (a—09z  (a+1)z] (a—c—1)z

F (a;¢;2) e le+1 lc+ 2 lc+3
(a+2)z] (a—c—2)¢]
2.106
lc+4 lc+5 ( )
und
F(a;c—l—l;z):ci az| (a—c—1)z] (2.107)
F (a;c;2) e |e+1 lc+2
(a+1)z] (a—c—2)z]
2.108
lc+3 c+4 + ( )
(3) Wenn z € C\ [1,00) und ¢ ¢ Z<p dann gilt
F(a—l—l,b;c—l—l;z)_£|+(a—c)bz| (b—c—1)(a+1)z|
F (a,b;c;2) e le+1 c+2
(a—c=1)(b+1)z] (b—c—2)(a+2)z (2.109)
lc+3 lc+4
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Beweis. (1) Nach Lemma wissen wir

Fa—1;z)— F(a;2) = F(a+1;2).

a(a—1)

Wir setzen nun f; = F (a+14;2),k; = und wir erhalten

1
(ati)(ati—1)

F(a+1; 1 ol el emesl
(at1iz) 1 s | @) | wr)ers)
F(a;z) 1 |n I 1

al 2| 2| 2|

la \a+1+]a+2+\a+3+

Wir haben fiir die Aquivalenz die Transformation [2.103| verwendet.
(2) Wir wissen bereits, dass die folgenden zwei Identitdten gelten:

F(a;c;z)—F(a;c—l—l;z):ﬁF(a—i—l;c%—Zz)
F(a;c;2z) — F(a+ 1+ 1;2) = th(a—Flc%—Qz)
Wir setzen nun
fo(z) :=F (a;¢;2)
fi(z):=F(a+1;c+1;2)
fo(z) =F(a+1;c+2;2)
f3(z) =F(a+2;c+ 3;2)
fa(2) :F(a+2;c+4;z)
f5(2) ==

Das Schema ist das folgende: a,c um eins erhéhen, ¢ um eins erhéhen, a,c um eins
erhdhen, ¢ um eins erhéhen etc. Wir sehen

ko=
ky = (11Jrl 2
fie1 = fi = kiz fir1 mit P et
3 = (c+2)(c+3)
_ a+2
ke = (c+3)(ct+4)
Damit folgt
az (a—c—1)z (a+1)z
F (CL +1;c4+1; Z) _ L‘ c(c+1) | (c+1)( C+2) | (c+2)(c+3) |
F(a;c; 2) 11 11 11 il

Benutzen wir wieder die obige Transformation, so erhalten wir den gewiinschten Aus-
druck. Den Beweis fiir die zweite Formel verlduft analog.
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(3) Wir benutzen die folgenden zwei bekannten Identitéiten

—-b
Flabic;z) — F(ab+ e+ 1z) = —‘MF(H 1Lb+lic+22)
blc—
F(a,b;c;2z) — F(a+1,be+1;2) = —MF(@—}— Lb+1;c+1;2).
Nun setzen wir
fo(z) :=F(a,b;c;2)
fi(2) = Fla+1bic+1;2)
fo(z) =F(a+1,b+ 1;¢+2;2)
fs(z):=F(a+2b+1;c+3;2)
fi(z) =F(a+2,b+2;c+4;2)
f5 (Z) =
Wir sehen (a—b
ki = c(c+1)
ky = (bfcfll)(a;rl)
fic1 — fi = kiz fig1 mit ke — (ai—"c_f)lc(—‘ng)l)
3 (c+2)(c+3)
o, — (b=e=2)(at2)
4T et
Nun folgt wieder durch einfaches Einsetzen die gewiinschte Formel. O
Anwendungen:

(1) Da F (0;¢;2) = 1 haben wir fiir a = 0,¢ + 1 = v die Formel

y=1]  —(v—1)z| 2| —2| 22|
F(1;7v;2) = + + 4.
S )\7 1 Iy ly+1 |y+2 |y+3

1

O ] e 1 O

Iy y+lly+2

(2) Nun betrachten wir den Spezialfall F' (1; 1; z) = e®. Einerseits haben wir die Darstel-

lung
. 1]+—z|+2]+—z|+22|+—22]
C=—+t—-—+5+ 75+t
L L N

Andererseits durch die Vertauschung z <> —z und e* = elz haben wir die Darstel-

lung

o142 T2 A 2
o2 B 4

4+
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2.9.2 Aquivalenz zwischen Reihen und Kettenbriichen*

al|

Definition 2.19. Wir nennen eine Reihe ¢y + ¢ + - - - und einen Kettenbruch by + Il{ 7

dquivalent (schreiben dafiir =), wenn die Relationen

ol

co+ -+ em=0by+
1<i<m by

(2.110)
fiir alle m gelten. Dabei konnen Reihe und Kettenbruch beide unendlich oder endlich
sein, wobei im zweiten Fall dieselbe Anzahl Glieder vorliegen muss.

Nach dieser Definition gibt es zu einem Kettenbruch jedenfalls nur dann eine dquivalente
Reihe, wenn er keine sinnlosen Niherungsbriiche hat. Hat ein Kettenbruch keine sinn-
losen Naherungsbriiche, dann gibt es in der Tat nur eine dquivalente Reihe, denn ihre
Glieder ergeben sich eindeutig aus der Gleichung und zwar:

Ag I e k101 Gk
By By By Bj,_1By,

Sind nun alle Teilzéhler a; # 0, so sind auch alle Reihenglieder ¢ # 0 fiir £ > 1. Es
ergibt sich damit
CL1| CLQ’ al al1an ajasas o

b — = ...=pD _—
0t ‘bl + ‘b2 + o+ B1 B1B2 B2B3

Umgekehrt ist jede Reihe, deren Glieder, vom ersten abgesehen, ungleich Null sind, un-
endlich vielen Kettenbriichen dquivalent, die aber alle untereinander ebenfalls dquivalent
sind. Um dies zu sehen bendtigen wir den folgenden Satz:

Satz 2.23. Seien {S,};2, {Tn}nl zwei Folgen mit 7o = 1 und gilt [S, T, , , # 0,
dann gibt es genau einen Kettenbruch

si| = so|  s3l
to+ —t + 24 g
it 2 |ts

dessen Naherungszihler und Naherungsnenner gerade mit Sy und 7T} tibereinstimmen.
Die Elemente des Kettenbruches berechnet sich geméss den Formeln

[S7 T]k—l,k . [57 T]k,k—Z
y Uk — .
S, T]k—l,ku S, T]k—2,k71

to =950 t1 =T1, s1 =[S, Ty o; sk =

Beweis. Zuerst eine Bemerkung: Wiirde die Ungleichung [S, T, , ; # 0 fiir einen fixen
Index k nicht gelten, dann miisste es wegen [S, T, , ; = (=1)*'s; - s; einen Index
I geben, so dass der [—te Teilzdhler verschwindet. Aber dann wiirden alle folgenden

Néherungsbriiche denselben Wert haben wie S;/T;, falls die B,,>; sinnvoll sind. Deshalb

fordern wir diese Ungleichung. Ist nun o+ ‘St—ll‘ + % ‘%l +- .- der gesuchte Kettenbruch,

dann wissen wir nach dem Satz dass die Bedingungen

S(] = o, To = 1, 51 = tot1 + s1, T = t1,
Sk = tpSk—1 + skSk—2, T, = tT—1 + spTi—2
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erfiillt sein miissen. Umgekehrt hat ein Kettenbruch welcher diese Relationen erfiillt
in der Tat die obige Form. Desweiteren sind die Gleichungen wegen [S, T, _; ,_o # 0
eindeutig nach s, t; auflosbar. ]

Nun koénnen wir das behauptete einsehen und zwar miissen wir nur den Kettenbruch
bilden mit Ndherungsnenner 7y, = 1 und Sy := Zf:o ci. Die Elemente erhélt man sofort
aus obigem Satz und wir erhalten einen weiteren niitzlichen Satz.

Satz 2.24. Die Reihe
cotci4+ceco+-+ep+--- miteg Z0fir k> 1

und der Kettenbruch

Cl‘ C*2| - ’
C _|_7_ ‘1 — _Ck;l_
TR T T+

sind dquivalent.

Diese Transformation wird besonders héufig auf Potenzreihen angewandt, wie wir ei-
gentlich in der weiter oben gemachten Bemerkung getan haben (z € C\ {0}):

[e¢) 012‘ Ck Z|
Cl—
k=0 Ck—1

Bemerkung 2.22. Wir wollen ein paar Bemerkungen machen:

(i) Aus der Definitionsgleichung fiir die Aquivalenz einer Reihe und eines Kettenbruchs
sehen wir sofort, dass bei Konvergenz der Reihe der Kettenbruch gegen denselben
Wert konvergiert und aus der Divergenz der Reihe die Divergenz des Kettenbruchs
folgt.

(ii) Man kann also im Konvergenzfall das = —Zeichen durch ein normales Gleichheits-
zeichen ersetzen. Da nun aber die linke Seite auch fiir z = 0 konvergent ist, konnen
wir den Wert z = 0 zulassen.

(iii) Bricht eine Potenzreihe ab einem gewissen Glied n 4 1 ab, dann kann der Ketten-
bruch auch nur so viele Glieder haben.

(iv) Die erhaltene Formel fiir einen zur Reihe dquivalenten Kettenbruch kann natiirlich
in einen adquivalenten Kettenbruch, welcher keine Briiche als Teilzdhler bzw. Teil-
nenner hat, umgewandelt werden.

Beispiel 2.7. Wir wollen einen kleines Beispiel anfiigen. ¢ = % liefert direkt die Formel
L . v
1 [1+3z [1+3z [1+13z2

zumindest nach Verwendung des Ausdruckes fiir einen dquivalenten Kettenbruch. Diese
gilt wie die Exponentialreihe fiir alle z € C.
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2.9.3 Gleichmassige Konvergenz von Kettenbriichen

Fiir die folgende Diskussion bendtigen wir die Definition der gleichméssigen Konvergenz
von unendlichen Kettenbriichen:

Definition 2.20. Wenn die Elemente eines Kettenbruchs Funktionen von einer kom-
plexen Variable z sind, dann heisst der Kettenbruch in einem gewissen Bereich ) C
C gleichmaissig konvergent, wenn seine Ndherungsbriiche g—’; im ganzen Bereich 2

gleichméssig gegen einen Grenzwert streben, d.h.

(1) Es gibt ein ng, so dass fiir alle n > ng im ganzen Bereich B,, # 0 gilt. (Diese
Bedingung ist nur notwendig, wenn mindestens ein B,, sinnlos ist.)

(2) Fiir jedes € > 0 gibt es ein mgy > ng, so dass fiir alle m > mg im ganzen Bereich die
Ungleichung gilt:

<e (2.112)

Satz 2.25. Sei eine beliebig grosse positive Zahl K und eine reelle Zahlenfolge {p; }ien
mit p; > 1 gegeben. Wenn die Elemente des Kettenbruchs

Funktionen der komplexen Variable z sind, dann ist der Kettenbruch in jeder Menge in
welcher die zwei Ungleichungen

p1—1

<K : 2.113
bi(z)]| ~ D1 ( )
ay (2) pr—1 ..
< fir k> 2 2.114
bp—1(2)br (2)| ~ Pr—1Pk - ( )

gelten, gleichméissig konvergent.

Man beachte, dass dabei verschwindende Teilzdhler nicht ausgeschlossen sind. Wenn
pr = 1 ist, dann muss in der ganzen Menge a; = 0 gelten.

Beweis. Offensichtlich bleibt die gleichmissige Konvergenz eines Kettenbruches beste-
hen, wenn man ihn durch einen dquivalenten ersetzt und noch den ersten Teilzéhler mit
einer beschrinkten Funktion py multipliziert, also kénnen wir den Kettenbruch

poprai| | pipaz| | papsas]
|p1b1 | p2ba |p3b3

betrachten, wobei natiirlich die p; im ganzen Bereich wo die Ungleichung gilt endlich
und von Null verschieden sein sollen. Wir setzen nun

1
Po K,Pk by
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Wir bezeichnen die Néherungszihler bzw. -nenner mit Cy, Dp. Wir sehen zunéichst, dass
im Bereich wo der urspriingliche Kettenbruch die Ungleichungen erfiillt gilt:

I 1 p1—1
— P < 2 K <p—1
lpop1ai] K‘ b ai| < 7P <pm
Pr—1DPk ag
|pk—1praK] = ag| < pr—1Pk ' <pr—1
b—1bg br—1bg

Aus der Rekursionsformel fiir die Naherungsnenner wissen wir Dy, = pibp Dy _1+pi—1pk0xDi_2
und damit erhalten wir mit der Dreiecksungleichung

| Di| = pi|Di—1] = (p — 1) [Dip—2|.
Daraus folgt, da pr > 1 die Abschitzung

|Di| = |Dg-1] = (pr — 1) (|1Dk—-1] — [Dg—2l)
> (pr— 1) (Pk—1 — 1) -+ (p2 — 1) (|D1] — [ Do)
=@P1—1)(pr—1)

und mit g := pr — 1 > 0 haben wir
1Del>1+q+qige+--+qi---qx > 0.
Also sind alle Naherungsnenner sinnvoll fiir alle £ und wir miissen zeigen, dass die Reihe
C C C
20 (2L X0 4
Dy Dy Dy

gleichméssig konvergiert. Nun erhalten wir mit der zweiten Formeln im Satz die
Abschétzung

Cx  Ci—1| _ lpopraa| - [prp2as| - ... - |pr—1pray]
Dy Dy_1| |Di| - | D1l
(pr—1)---(pr— 1)
|Dg| - [Dg—1]
< q1 - gk
SOFar o a) (It a oo gen)
1 1

Ttqg+ a1 +a+-+a o

Dieser letzte Ausdruck ist klarerweise das allgemeine Glied einer konvergenten Reihe. [

2.9.4 C-Kettenbriiche und korrespondierende Reihe

Bevor wir weitere Resultate tiber Kettenbriiche beweisen, deren Elemente Funktionen
einer Variable z sind, m6chten wir die sogenannten C'—Kettenbriiche einfiihren.
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Definition 2.21. Einen endlichen oder unendlichen Kettenbruch der Form

a1z™ agz™? azz™s
H 1|1 = 2!1 = 3!1 Saes (2.115)

wobei z € C, ni € N (Exponenten) und a # 0 (konstante Koeffizienten) gilt, nennen
wir einen C-Kettenbruch.

Aus dem Satz 2.9 wissen wir
Am (2) Bn1(2) = Am1(2) B (2) = (1) [ ] awz™
k=1
und daraus folgt, dass A, By, keine gemeinsamen Nullstellen haben kénnen, weshalb

sich der folgende Satz ergibt:

Satz 2.26. Ein endlicher C'—Kettenbruch stellt eine rationale Funktion F'(z) dar und
ist nur fiir solche z sinnlos (und zwar = c0), die Pole der Funktion F sind.

Fiir den néichsten Satz benttigen wir eine weitere Rekursionsformel zwischen den
N&herungszéhlern und Ndherungsnennern. Wir setzen

ax+1| | axto arey|  Aua

by + + + o+ = —. 2.116
Ibar1  [bage bx+v By ( )
Man kann zeigen, dass diese neuen Ndherungszéhler bzw. -nenner die folgenden Rekur-
sionsrelationen erfiillen

Apir—1 = Az 1Au1ataxAx 2B, 15, (2.117)
Byia-1=Bx1A,1 ) T axBax2By 1, (2.118)
By = A1 +1, (2.119)
[A,B], s 1a1 = (1) ar - axBy_1a. (2.120)

Da die Beweise nicht weiter schwer sind, werden sie hier nicht explizit ausgefiithrt. Wende
wir nun auf den C'—Kettenbruch die vierte Formel an, so haben wir

Avia-1 Axa craxz™TTMB, gy

B,iy-1Bx_1

_1 Q1"
B,ix-1 By (=1)

Bemerke, dass nach dem Beweis der Rekursionsformeln fiir die Ndherungsnenner und
Néherungszéhler B,,, A,, Polynome in der Variable z sind und auch B,_; ) nach den
obigen Formeln. Wenn wir nun beide Seiten dieser Gleichung nach Potenzen von z ent-
wickeln, so erkennen wir, dass die Entwicklung von Ay_;/B)_1 mit der Entwicklung
jedes Niherungsbruches hoherer Ordnung bis zur Potenz z™ 1+ 1 {ibereinstimmt
und erst die Koeffizienten von 2™ +"\ yoneinander abweichen. Damit haben wir den
Satz:

112



Satz 2.27. Zu jedem C'—Kettenbruch gibt es eine Potenzreihe
Po(z) =1+crz4 2>+, (2.121)

die im Fall eines unendlichen Kettenbruches dadurch eindeutig bestimmt ist, dass die
Taylor’schen Reihen fiir die Ndherungsbriiche Ay (z) /By (z) mit wachsendem A bis zu
immer héheren Potenzen von z (mindestens bis z*) mit Py (2) iibereinstimmen. (Man
konnte natiirlich auch eine beliebige Konstante ¢y anstatt des Anfangsglieds 1 wéhlen.)

Wir nennen die so bestimmte Potenzreihe, die mit dem Kettenbruch korrespondie-
rende Reihe. Es ist zu bemerken, dass es sich hier zunéchst nur um formale Aussagen
handelt, denn weder der Kettenbruch noch die Reihe miissen fiir irgendein z # 0 kon-
vergieren. Wir beweisen nun den Satz:

Satz 2.28. Zwei unendliche C'—Kettenbriiche

aj2"| | ahz"t|

i i

ni ng
Kom 14 82 \+a2z \+.._,Kz::1+
1 1
haben die gleiche korrespondierende Reihe, wenn sie identisch sind, d.h. fiir alle k gilt
ap = aj, ny = nj, (gilt auch fiir endliche Kettenbriiche).

(2.122)

Beweis. Wir nehmen an, dass die Kettenbriiche nicht identisch sind, also gibt es einen
kleinsten Index k fiir welchen aj, # aj oder ny # nj, gilt. Dann hat man

A Apa (—1)h1 0L Sap

By Bg-1 By Bk—1

ﬂ B A4 _ (_1)1::—1 ap - .ak_lakzm—&-w—&-nk—l—&-n;
B, Bi, B! By_y

Man findet nun durch Subtraktion, dass die Taylor’schen Reihen fir Ay /By und A} /B;,

cee 1 / . . . .
nteng g fmin (g, ) voneinander abweichen. Jedoch stimmen die

n1+-~~+min(nk,n;€)

im Koeffizienten von z
zu K, K’ korrespondierenden Reihen per Definition mindestens bis zu z
mit Ay /By, bzw. A} /B; iiberein, weichen also ebenfalls im Koeffizienten von

n1+~~-+min(nk,n;€)

z voneinander ab. Damit haben wir bereits die Aussage. O

Dieser Satz besagt also, dass es fiir jede Potenzreihe Py hichstens einen C'—Kettenbruch
gibt fiir welchen sie die korrespondierende Reihe ist. Das ” Korrespondieren” driicken wir

aus durch - -
alz asz
Py~ 1
0 + T + 1 +

Falls die Potenzreihe einen von 0 verschiedenen Konvergenzradius hat, also in der Um-
gebung des Nullpunktes eine analytische Funktion f (z) darstellt, schrieben wir auch

a1z™ asz™?
i i
Damit ist aber nicht gesagt, dass der Kettenbruch konvergiert und gleich der Funktion
f (2) ist. Nun wollen wir umgekehrt zeigen, dass es zu jeder Potenzreihe Py einen und

nach obigem Satz nur einen korrespondierenden Kettenbruch gibt. Konkret zeigen wir:
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Satz 2.29. Zu jeder Potenzreihe Py mit konstantem Anfangsglied 1 gibt es genau einen
korrespondierenden Kettenbruch. Man findet ihn, indem man durch sukzessive Rezipro-
kenbildung die formale Gleichungskette

agz™?

NP

(2.123)

aufstellt, die entweder unendlich ist oder mit einer Formel P, (z) = 1 endet. Es gilt dann

die Formel - o
Po(2) ~ 1+ a1|zl 4 GQE Ly (2.124)

Umgekehrt zieht die Korrespondenzformel [2.124] immer die Existenz einer Kette von
Potenzreihen {P; (z)} nach sich, fiir die die formalen Identitéten [2.123| gelten.

Beweis. Sei also Py (z) eine beliebige Potenzreihe mit konstantem Glied 1 und a;2™ das
erste nicht verschwindende Glied in der Potenzreihe Py (z) — 1. Dann wird durch die
formale Gleichung

a1z™

a1z™ .
Po (Z) -1

P =1+ ——&P =1
0 (2) P 1(2)
eine weitere Potenzreihe mit konstantem Glied 1. Bezeichnet nun asz™? das erste nicht
verschwindende Glied von P; (z) — 1, so wird durch die Gleichung

a9z™?

P1 (Z) =14+ P, (Z)

eine weitere Potenzreihe mit konstantem Glied 1 produziert. Wir erhalten also wie im
Satz eine Kette von formalen Gleichungen, die sich entweder unbegrenzt fortsetzen lasst
oder einmal abbricht, indem P, = 1 gilt. Nun folgt indem man mit den in der Kette
auftretenden ay,ni den gewiinschten Kettenbruch bildet die formale Identitét

alznl‘ akz”k| Pk (Z) Ak—l (Z) + aankAk_Q (Z)
P T S BT _
D) = T B ) T By () et (2) ke By s (2)
oder k—1 ny+-+ny
P A1 (D)7 Tar- a2
o —

Br_1  Bg_1(PrBi—1+ agz™ By_2)’

Diese besagt aber dass die Taylor’sche Reihe fiir den Néherungsbruch ‘g:j mit der Reihe

Py bis zur Potenz z™ T+ ~1 {ibereinstimmt, so dass die Reihe Py den konstruierten
Kettenbruch als korrespondierenden Kettenbruch hat, also
a1z™| a9z

~1
Po (2) + I + I +
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Wir wollen nun als Anwendung dieses Satzes nochmals den Satz von Gauss betrachten.
Wir fordern wieder ¢ # 0, —1,—2,--- und setzen

F(a+k,b+ k;c+2k;2)
Fa+kb+Ekjc+2k+1;2)

Fla+kb+k+1c+2k+1;2)
Fla+k+1,b+k+1;c42k+2;2)

ng (2) =

Pok1(2) ==
Nun folgt aus

a(c—b)

—~L2F 1,b+1; 2;
cer D)’ (a+ 1,0+ Lc+2;2),
wenn man a, b, c durch a + k, b+ k, ¢ + 2k ersetzt, die Gleichung

F(a,b;c;2) = F(a,b+ 1;¢+ 152) —

(a+k)(c—b+k)

A2k+1% .
2 (2) =1+ it a2k+1 (¢ +2k) (c + 2k + 1)

Popt1 (2)

Ebenso folgt aus der zweiten Nachbarschaftsrelation fiir die hypergeometrische Funktion
die Gleichung

b+k+1)(c—a+k+1)
(c+2k+1)(c+2k+2)°

a2k+2%2
Pory2 (2)

Es besteht also mit diesen Werten von a; und Pj, das System von formalen Identitdten
im obigen Satz mit ni = 1 und deshalb resultiert daraus die Korrespondenzformel

Pory1(2) =1+

mit agg42 = —

F (a,b;c;2) - aiz|  agz| asz|

73O(Z):F(a,b+1;c+1;z) TR

+oee (2.125)

wobei die Koeffizienten durch die obigen Formeln gegeben sind. Nun gilt:
Korollar 2.6. Wenn in der Korrespondenzformel

a1z™| a9z z|
[IRRE TR

Po(z)=1+crz4+c2?+---~1+

die ¢y, aj, Funktionen eines Parameters ¢ sind und die Grenzwerte lim;_,, ¢, = ¢, limy_,o ay =
ay, # 0 existieren, so gilt auch die Formel

ajz™| a5z

il i

Py(z)=1+clz+c3z+---~1+ (2.126)

Setzen wir nun z/b anstelle von z ein und betrachten den Grenzwert b — oo, dann finden
wir die Formel fiir die konfluente hypergeometrische Funktion

—at1 11 +2
Flaz) 1+ e ? e e e en? ‘
F(a;c+1;2) |1 11 I1 I1

.. (2.127)
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Ersetzen wir nun z durch z/c und betrachten den Grenzwert ¢ — oo so erhalten wir die
Formel fiir F' (a;z) /F (a4 1;z). Im Rest dieses Kapitels wird es nun darum gehen wann
wir die Korrespondenz durch ein Gleichheitszeichen ersetzen konnen und fiir welche z
dies gilt.

Schliesslich gilt noch die Umkehrung des Satzes [2.26}

Satz 2.30. Sei Py (z) die Taylor’sche Reihe fiir eine rationale Funktion, so ist der kor-
respondierende Kettenbruch endlich.

Beweis. Sei Py (2) = g’gz; mit Py, P; Polynome mit konstantem Glied 1. Aus Py (z) =

2"

1+ (71)11(Z) folgt, dann

aiz™  a2Pi(z)  Pi(2)

Pi(z) = Po(z)—1 Po(z)—Pi(z) P(2)

wo natiirlich auch P» ein Polynom mit konstantem Glied 1 ist. Durch Fortsetzung dieses
Verfahrens erhalten wir allgemein

B (2)
Pr(2) = T: )’

wobei alle Py konstantes Glied 1 haben. Ist py := degPy, dann folgt
p2 < max (po, p1) — r1 < max (pg,p1) — 1

und analog p3 < max (p1,p2) — 1 < max (pg,p1) — 1. Also schliesslich

max (p2, p3) < max (pg,p1) — 1.

Ebenso ist dann auch

max (p4,ps) < max (p2,p3) — 1 < max (pg,p1) — 2,

usw. Aus dieser nicht notwendigerweise monotonen Gradabnahme erkennt man, dass der
Prozess einmal enden muss. O

Eventuell ist man versucht zu glauben, dass die Konvergenz von C'—Kettenbruch und
korrespondierender Reihe sich gegenseitig bedingen, aber in der Tat konnen fiir einen
Punkt 2z € C die folgenden vier Fiille eintretend:

1) Kettenbruch und Reihe konvergieren.

3

(1)

(2) Kettenbruch und Reihe divergieren.

(3) Kettenbruch konvergiert, Reihe divergiert.
(4)

4) Kettenbruch divergiert, Reihe konvergiert.
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Ein Beispiel in welchem aller vier Fille zugleich auftretend ist der dreigliedrige reinpe-

riodische Kettenbruch
E O O N '

Bei diesem Beispiel stimmen im Falle der Konvergenz die Werte in der Tat iiberein, aber
ob dies in jedem Fall stimmt ist bis heute (zumindest 1977) eine offene Frage.

Von grosster Wichtigkeit ist der folgende Satz:

Satz 2.31. Konvergiert der unendliche Kettenbruch

a1z™| a9z

1
M 1

(2.128)

gleichméssig in einer abgeschlossenen zusammenhéngenden Menge D C C mit 0 € D,
dann stellt dieser eine in D° regulire, aber niemals rationale, Funktion F'(z) dar. Fiir
jedes r > 0 mit B, (0) C D stimmt desweiteren F mit der korrespondierenden Reihe des
Kettenbruchs iiberein.

Beweis. Wir bezeichnen wie iiblich mit Ay, By, den Néherungszihler und Ndherungsnenner
n—ter Ordnung. Wegen der gleichméissigen Konvergenz gibt es einen Index n so dass fiir
alle v > n B, # 0 gilt und der Wert des Kettenbruchs wird dann in D dargestellt durch
die gleichmissig konvergente Reihe

ﬁ_}_ (A"Jd _A”> +e,
Bn Bn+1 Bn

deren einzelne Glieder in D° regulére rationale Funktionen von z sind. Nach Weierstrass
ist daher der Kettenbruch selbst im Innern von D reguldr. Nun sei wieder 1 + c12 +
c92% + -+ die korrespondierende Reihe, dann beginnen die Taylor’schen Entwicklungen
fiir die Glieder der obigen Reihe mit immer hoheren Potenzen von z, so dass die Taylor-
Entwicklung fiir die (p + 1)-te Partialsumme

An N (An+1 B An> T (An—i-p _ An+p—1> _ Angyp
Bn Bn+1 Bn Bn+p Bn+p—1 Bn+p

mindestens bis zum Glied ¢;,4,2""? mit der korrespondierenden Reihe iibereinstimmt.
Diese Taylor-Entwicklungen gelten in einer Kreisscheibe B, (0). Wegen der gleichméssigen
Konvergenz folgt mit dem Weierstrass’schen Doppelreihensatz in B, (0)

An + <An+1 An

_n ee=1 n ntl oo,
Boit Bn> + +ciz+ +cpz” + cpy1z +

By

Also ist in der Tat der Kettenbruch gleich der korrespondierenden Reihe. Nun bleibt
noch zu zeigen, dass der Kettenbruch keine rationale Funktion sein kann, aber in diesem
Fall miisste ja nach dem Bewiesenen auch die korrespondierende Reihe eine rationale
Funktion darstellen, was jedoch wie wir wissen nicht méglich ist. O
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Satz 2.32. Wenn die beiden unendlichen C'—Kettenbriiche

aj2m| | apz"|

il i

ni no
K:1+a1f1 |+a2’2’,1 ’+,K/:1+

mit ag,a), # 0 in einer Umgebung des Nullpunktes gleichméssig konvergieren, so sind
die durch sie dargestellten analytischen Funktionen genau dann identisch, wenn die Ket-
tenbriiche identisch sind.

Beweis. Nach dem obigen Satz miissen die korrespondierenden Reihen die gleichen sein,
also nach Satz auch die Kettenbriiche. O

Wir wollen nun ein paar allgemeine Kriterien beweisen.

Satz 2.33. Wenn die Koeffizienten des unendlichen C—Kettenbruchs

arz|  agz|  asz|
1 0
TR TR TR S

den Ungleichungen |ai| < g geniigen, dann stellt dieser in der Kreisscheibe B, (0) mit
roi= ﬁ eine regulédre aber nicht rationale Funktion F'(z) dar, welche gleich der korre-
spondierenden Reihe ist.

Beweis. Nach dem Satz mit b, = 1,a, (z) = ap, - z,p, = 2 ist der Kettenbruch fiir

|z| <1/4g gleichméssig konvergent, woraus nach Satz die Behauptung folgt. O

Beispiele fiir Kettenbriiche, welche diesem Satz geniigen, stellen die periodischen Ket-
tenbriiche dar.

Satz 2.34. Wenn lim sup;_, . |ax| < g, dann stellt der Kettenbruch

a1z|  agz|  asz|
1 0
Pt T

in der Kreisscheibe B, (0) mit r := % eine bis auf mogliche Pole eine reguldre aber

nicht rationale Funktion F'(z) dar, wobei in den Polen unwesentliche Divergenz stattfin-
det. In einer Umgebung des Nullpunktes, welche in B, vollstindig enthalten ist, ist der
Kettenbruch gleich der korrespondierenden Reihe.

Beweis. Sei ¢ > g eine beliebig wenig grossere Zahl als g. Es geniigt nun zu zeigen,
dass der Kettenbruch auf B, mit r’ := 4%, die gewiinschten Eigenschaften hat. Da
lim supy,_, ., |ax| < g existiert ein n, so dass fiir alle v > n gilt |a,| < ¢g’. Nach Satz [2.33]

ist daher der Kettenbruch
1+ an+lz| + an+22| 4+
i 1
auf B,s regulidr und gleich seiner korrespondierenden Reihe P,,. In der Tat handelt es
sich bei diesem Kettenbruch um eine regulire Funktion F'(z) in diesem Gebiet bis auf

etwaige Pole, denn im folgenden Ausdruck

PrApn—1+anzAn_2
Pan—l + anZBn—Q
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sind Z#dhler und Nenner in B, reguléire Funktionen. Die Nennerfunktion kann nicht iden-
tisch verschwinden, denn fiir z = 0 hat sie den Wert 1, folglich ist der Nenner allenfalls
an einzelnen Stellen des Gebiets B, gleich 0 und an diesen Stellen ist die Z&hlerfunktion
sicher ungleich Null, weil sonst A,_1Bn_2—Ap_2Bn_1 = £a; - - - an_12"" " verschwinden
miisste, wahrend doch z = 0 keine Nullstelle des Nenners ist. Andererseits stimmt aber
der obige Ausdruck mit dem endlichen Kettenbruch

ap z| anz|

L4 —— +- +

1 |Pn
iiberein, also ist dieser in der Umgebung des Nullpunkts auch gleich Py. Nun bendétigen
wir die zwei folgenden elementaren Aussagen:

(1) Wenn aq,- -+ ,ay # 0, dann implizieren die ersten zwei Gleichungen die dritte:
ail a|
co=bo+ M 4.4
b1 €x
a
Ex=0bx+ 41 + -
|ba+1
ai ax| | art1]
€o=by+ M . DALy Dl
b1 1Ex oAt
(2) Wenn ay,--- ,ay # 0, dann implizieren die ersten zwei Gleichungen die dritte:
bg—l—?g‘—l—---—i—‘c? ist sinnlos
1 A
Ex=0by+ Tb/\;lj 4+ -+ in infin.
+
bo + a—l‘ 4+ a—/\’ + @] + - - - ist unwesentlich divergent.
b1 1Ex oAt

Mit diesen Bemerkungen folgt nun, dass auch der unendliche Kettenbruch

arz|  az|  asz|
1
TRt e

auf B, die Funktion F'(z) darstellt, wobei wir in den Polen unwesentliche Divergenz
haben. Fiir kleine |z| ist F'(2) = Pp (z) und natiirlich kann Py wieder nicht rational sein.
Damit ist der Satz beweisen. O]

FEin Spezialfall des obigen Satzes ist:
Satz 2.35. Wenn lim,, ,- a, = 0, dann ist der Kettenbruch

a1z|  agz|  asz]
1 0
ERTER e TR L

eine meromorphe aber nicht rationale Funktion f (z) (in z = oo wesentliche Singularitét),
wobei in den moglichen Polen unwesentliche Divergenz vorliegt. In der Umgebung des
Nullpunkts ist diese Funktion auch gleich der korrespondierenden Reihe.
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Beweis. Wir miissen fiir g in Satz nur eine beliebig kleine Zahl wihlen und erhalten
die Aussage. O

Als Anwendung dieses Satzes betrachten wir die Funktion F'(a;z) und F (a;c;z). Wir
sehen

Fla+1;2) 1] a(az+1)| (a+1)z(a+2)’ (a+2)z(a+3)‘
F (a;2) I1 11 I1 11

und da a, = m — 0 konvergiert der Kettenbruch gegen eine meromorphe

Funktion auf C.

2.9.5 Limitédrperiodische Kettenbriiche

Die nachfolgende Diskussion ist durch das folgende Beispiel motiviert:

Beispiel 2.8. Man kann zeigen, dass der Kettenbruch

pr @y yay
b [b|b
im Speziellen, dann konvergiert, wenn die Wurzeln pi, ps der quadratischen Gleichung
p? — bp — a = 0 ungleichen absolut Betrag haben.

Wir wollen nun untersuchen wie stark wir die Elemente ab&ndern kénnen ohne die
Konvergenz dieses Kettenbruchs zu zerstoren und wann sogar gleichmissige Konvergenz
vorliegt. Ein erstes Kriterium stellt der folgende Satz dar:

Satz 2.36. Seien eine Menge D C C und Funktionen a,b : D — C derart gegeben, so
dass fiir die Wurzeln pq, p2 der quadratischen Gleichung

PP —bp—a=0
in ganz D die Ungleichungen

P2

0<|p1] <C und <h<1 (2.129)

gelten, wobei C,60 > 0 Konstanten sind. Desweiteren sei k > 0 derart, dass < k <1
und s > 0 geniige einer der zwei folgenden Ungleichungstripel

ks <k—0,(1+k)s<1—0,0<ks (2.130)

ks <k—0, (1+k)s<1—0, (1+6%>+2k)s<(1-0)>. (2.131)

Wenn nun die Elemente des Kettenbruchs
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Funktionen sind, die in ganz D den Ungleichungen fiir [ > 1

a1 —a] < s (k=0 ks) |p]?
b= b <5 (1= k) |p1]

geniigen, dann ist der Kettenbruch in D gleichméssig konvergent.

Beweis. Zuerst bemerken wir, dass wegen der Bedingung (1+ k)s < 1 — 6 die Zahl s
strikt kleiner als 1 sein muss. Desweiteren muss

p1+p2 =10, p1p2=—a

gelten. Wir definieren nun rekursiv eine Folge:

0, ks >0
v = (2.132)
—u ks< 6
pP1
und
Tn + Yn = by (2.133)
YnTnil = —Ant1 (2.134)

Um einzusehen, dass die Rekursionsformeln wirklich einen Sinn haben , indem bei der
sukzessiven Berechnung sich niemals ein verschwindendes yj, ergeben kann (in diesem
Fall wiire die Berechnung von x4 unméglich), beweisen wir iiber die Giiltigkeit der
folgenden drei Ungleichungen:

|2k — p2| < kslpil, (2.135)
lyr — p1| < slpal, (2.136)
lykl = (1 =) |p1] > 0. (2.137)

Die Formel [2.135| gilt zumindest fiir £ = 1 denn:
(1) Fiir ks > 6 haben wir

|21 = pa| = | = p2| < Olp1| < ks|pa]

(2) und fiir ks < 0 gilt:

a — ay

<s(k—60—ks)|p1| < ks|p1].

a1
@1 —pa| == — —p2| =
P1

Wenn nun aber die Formel [2.135] fiir einen Index k gilt, dann folgt daraus die Giiltigkeit
der Formel [2.136}

[y — p1| = bk — @1, — p1| = |br — b+ p2 — x4
< |og = b + |z — p2| < 5(1 = K)[p1] + ks|p1] = s[p1].
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Aus dieser Formel folgt direkt die Ungleichung|2.137 Mit diesen drei Ungleichungen gilt
dann aber auch (k+— k+ 1)

— Q41 a— Q41 | P2
|[Thy1 — pa| = ‘Jr —[)2‘ = |—=+ = —w)
Yk Yk Yk
a— agi1 02 s(k—60—ks) s
< | AR P2y ) < TR PRy
Yk Yk 1- l—s
= ks|p1].

Damit ist die Ungleichung [2.135| allgemein bewiesen und nach dem obigen auch die
anderen zwei. Mit den Rekursionsrelationen lasst sich der betrachtete Kettenbruch in

der Form
a| Y122] Yaz3|

1+ Jra+ye T34z

—e (2.138)

schreiben. Da aber alle y; ungleich Null sind, kann man die Briiche 7 = ;—: einfithren
und konnen stattdessen den #dquivalenten Kettenbruch

|
Y1 _ 72‘
M+1 |+l

betrachten. Man sieht leicht durch den Schluss von k£ auf k+ 1, dass der Naherungsbruch
k—ter Ordnung wie folgt lautet

vty 3+ + 79273 %)
I+m+mye+-+nm

Also miissen wir nur zeigen, dass dieser Ausdruck gleichméssig konvergiert, wobei wir
uns um den Vorfaktor im Zahler nicht kiitmmern miissen, denn dieser ist in D beschrénkt,
denn es gilt:

ai
Y1

< la; — a| + |a < s(k—0—ks)|p1|> +0|p1|? < s(k—0—ks)|+6
B 1] B (1 =) lpal B (1—s)

Wegen den Ungleichungen [2.135] [2.136] gilt nun

|p2| +kslpr| _ 0+ ks
T (I=98)p] T 1=

C.

Tk
Yk

<1.

Ik =

Folglich sind Zéhler und Nenner einzeln gleichméssig konvergent. Also ist die gleichméssige
Konvergenz des Bruches sichergestellt wenn wir zeigen kénnen, dass der Grenzwert des
Nenners ungleich Null ist. Fiir ks > 6 ist aber 73 = z1/y; = 0 und damit der Nenner
des Bruches gleich 1, womit dieser Fall erledigt ist. Deshalb ist von jetzt an ks < 6. Wir

fithren nun die Abkiirzungen
P2
==, o=
P1
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ein. Da |pa/p1] < 60 < 1 gilt |a| < 0. Desweiteren gilt
e = afl = [ (a4 m) - (a+m) — o

= |a* +a*~ 12’7 +aF2 i + cemg — o
1<J

<6+ 1Z\nz\+9’“ D il - +H\m\
=1

= (0 ml) - (0 + |ne) — 0

Fiir n; erhélt man aber mit den Ungleichungen [2.135] [2.136], [2.137] die Abschitzung

. | T P2 p1(xg — p2) — p2 (Yx — p1)
el = e —al = |~ === =
1 YrpP1
< |BE P2 P2YR 1) ks PR k+0’
Yk 1 Yk l-s 1-s 1-s

so dass wir erhalten

k+ 0 0+ ks\"
|71--%—Oék\§<9+1_ ) 9kz<1—s> -0

Da nun 6 + ks < 1 — s gilt, haben wir die Abschétzung

0+ ks -
1 ) =(1 2 < — 6
A+ +mnr2+)—-(1+a+a®+--)] E <1_5)

1—s 1

T 1-60-(k+1)s 1-0

Da weiter | > 7% of| = || > I—Jlre gilt, folgt schlussendlich

1 1-s 1
1 o > _ _
N <1—9—(k+1)3 1—9)

(1-0)*— (1+6%+2k) s
10 (1-0-(1+hs)

Damit ist der Satz vollstdndig bewiesen. O

Nun wollen wir einen speziellen Typ von Kettenbriichen betrachten und zwar solche
deren Teilzdhler und Teilnenner gegen bestimmte Grenzwerte

lim ap = a, lirn bp =0
k—o00 k—o00

streben. Derartige Kettenbriiche heissen limitarperiodische Kettenbriiche. Fiir diese
gelten insbesondere die folgenden zwei Konvergenzsitze:
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Satz 2.37. Seien {an}neN, {bn}nen zwei Funktionenfolgen in einer Menge D, welche
gleichméssig auf D gegen die Grenzfunktionen limg ar = a und limg, by, = b konvergieren.
Desweiteren gebe es eine positive Zahl 0 < 6 < 1 und zwei positive Konstanten ¢, C,
derart dass in der ganzen Menge D

¢ <1 (2)| <€, lp2(2)] < Blou (2) .

gilt, wobei p1, po die Wurzeln der quadratischen Gleichung p? — bp — a = 0 sein sollen.
In diesem Fall gibt es einen Index 1y € N, sodass fiir alle v > vy der Kettenbruch

au+1’ au+2’

+ ..
‘bw—l |bu+2

in ganz D gleichméssig konvergiert.

Beweis. Wir wihlen ein k£ mit 8 < k <1 und ein kleine Zahl s mit 0 < s < 1, so dass
ks <k—0, (k+1)s<1—0, (1+6%+2k)s< (1-0)

gilt. Wie man unschwer sieht, handelt es sich hierbei gerade um das zweite Ungleichungs-
tripel des letzten Satzes, also dasjenige fiir ks < 6. Nach den Voraussetzungen des zu
beweisenden Satzes haben wir dann fiir ein geniigend grosses n (z.B. n > 1p)

jan (2) —a(2) | < s(k—0—ks)c® <s(k—0—ks)|p1(2)]”
b (2) =0 (2) | < s (1= k) e <s(1—k)[p1 (2) |

Daher erfiillt der Kettenbruch

an+1| + an+2’

‘bn-‘rl |bn+2

flir n > vy die gewiinschten Bedingungen im letzten Satz und damit ist er also gleichméssig
konvergent in D, was wir beweisen wollten. O

Eine Anwendung dieses Satzes ist das folgende Korollar:

Korollar 2.7. Seien {a;};en C C eine Folge komplexer Zahlen mit a; — a € C und
z € C eine komplexe Variable.

(1) Wenn a = 0, dann gibt es fiir jede Kreisscheibe B, (0) mit 7 € (0,00) einen Index
vy € N, so dass fiir alle v > vy der Kettenbruch

ayz|  aps1z|  apyez|
1 |1 |1

gleichméissig konvergiert.
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(2) Wenn a # 0, dann gibt es fiir jedes r € (0,00) auf dem Komplement des Schnittes
B, (0) mit der Gerade, die von —ﬁ entgegen dem Nullpunkt ins Unendliche fiihrt,
einen Index 1y, so dass fiir alle v > vy der Kettenbruch

ayz|  apy1z|  apyez|
1 |1 |1

gleichméissig konvergiert.

Beweis. Fiir den Beweis wollen wir den Satz[2.37] verwenden. Wir betrachten nach diesem
Satz also die quadratische Gleichung

p2—p—az:0.

(1) Fiir a = 0 haben wir p (p — 1) = 0 und damit sind die Wurzeln p; = 1, p2 = 0. Damit
sind auf B, (0) die Bedingungen des Satzes erfiillt.

(2) Fiir a # 0 ist die betrachtete Menge in Abbildung veranschaulicht. Die beiden
Wurzeln der Gleichung sind

1+ +v1+4az

Pl2=—" "5
2

wobei Re(v/1 4 4az) > 0 und stellen stetige Funktionen von z dar. Beachte, dass

die Wurzeln bloss auf dem Schnitt gleichen Absolutbetrag haben, denn nur dort

ist der Radikand gleich Null oder in R.g. In der betrachteten Menge gelten die

Abschétzungen

| < 1+ /14 4|az| < 1+ /14 4alr
1 < <
2

2
1

[p1] + |p2] [p1 + p2
>
il > 2 - 2 2

Deshalb gibt es zwei positive Zahlen ¢,C und ein 6 € (0,1) fiir welche wieder die
Bedingungen des Satzes erfiillt sind und damit folgt die Behauptung. Wir be-
merken noch, dass die Aussage auf jedem Schnitt des Strahls mit einer kompakten
Menge gilt.

O]
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Abbildung 12: Skizze zur betrachteten Menge im Korollar (Strahl).

Man findet noch mehr:

Satz 2.38. Wenn die Koeffizienten des C'—Kettenbruchs

1+al—z‘+a2—z‘+--- mit ay # 0
N
einen Grenzwert limg_,o, ar = a # 0 haben, dann ist der Kettenbruch in C\ {Strahl}
eine bis auf etwaige Pole regulére, aber nicht rationale Funktion F' (z), die in der Umge-
bung des Nullpunkts auch gleich der korrespondierenden Reihe ist. In den Polen ist der
Kettenbruch unwesentlich divergent.

Beweis. Sei K C C\{Strahl} ein kompaktes Gebiet mit 0 € K. Nun ist der Kettenbruch,
wenn n geniigend gross gewihlt wird, in K gleichméssig konvergent, nach vorherigem
Satz. Nach dem Satz [2.31] ist er also im Innern von K eine regulire Funktion und
ausserdem in der Umgebung des Nullpunktes gleich seiner korrespondierenden Reihe
Pp (z). Wir wollen deshalb diese Funktion im Innern von K iiberall mit P,, bezeichnen.
Den Rest des Beweises konnen wir wortlich vom Satz iibernehmen, wobei nur an
die Stelle des Bereichs |z| < 1/4¢" das Innere von K zu treten hat. O

Mit diesen Konvergenzkriterien in der Hand wollen wir nun nochmals die Korrespon-
denzformeln im Satz von Gauss betrachten. Wie man leicht sieht, konvergieren die Koef-
fizienten ay in der Korrespondenzformel fiir die hypergeometrische Funktion gegen —1/4.
Wollen wir den Satz anwenden, so miissen wir einen Schnitt vom Punkt +1 nach
+o0o ausfiihren. Gehen wir zum reziproken Wert iiber, ergibt sich also fiir alle z, die nicht
dem Schnitt angehoren die Formel

F(a,b+1;c+1;2) 1| a1z | asz]

e T R L1 9.139
Flabic2) TR TR (2.139)

wobei

(b+k)(c—a+k) ~ (a+Ek)(c—b+k)
ct2k—1)(ct2k) T T er2k) (cr 2kt 1)

Unter dem Quotienten links hat man ausserhalb der Konvergenzkreisscheibe, diejenige
analytische Fortsetzung zu verstehen, die man ohne Uberschreitung des Schnittes erhélt.
Daraus ergibt sich insbesondere, dass sich der Quotient auf der linken Seite in der zer-
schnittenen Ebene wirklich eindeutig analytisch fortsetzen lédsst und bis auf die Pole dort

G2k=—(

126



regulér ist. Fiir Zahler und nenner alleine l4sst sich nichts schliessen; jedoch ist aus der
Theorie der hypergeometrischen Reihe bekannt, dass sie selbst iiberall regulér sind.

Die Teilzéhler in den Korrespondenzformeln fiir F' (a;¢; z) und F' (a; z) konvergieren ge-
gen Null. Die betreffenden Kettenbriiche sind also meromorphe Funktionen, die in der
Umgebung des Nullpunktes mit ihrer korrespondierenden Reihen iibereinstimmen. Da
dasselbe aber auch fiir die linken Seiten dieser Korrespondenzformeln gilt, kann man
die Korrespondenzzeichen durch ein Gleichheitszeichen ersetzen, wobei nur in den Polen
wieder unwesentliche Divergenz stattfindet.
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3 Randwertprobleme holomorpher Funktionen

3.1 Cayley-Abbildung und ein paar niitzliche Formeln

Wir erinnern an die biholomorphe Abbildung o« : E — H,w Zi% Diese nennen

wir Cayley-Abbildung. Wie man durch eine leichte Rechnung feststellt hat die inverse
Abbildung die Form g : H — E, z — j—jr; = % Als Mobiustransformationen handelt
es sich, ausser im Punkt 1 bzw. —¢, um auf ganz C analytische Funktionen. Fiir jedes
¢ > 0 bildet 8 die Menge {z € C|[Im(z) > ¢} auf die Kreisscheibe

< 1
1+c¢

c
1+¢

c 1

ab und die Gerade Im(z) = ¢ wird auf den Kreis ‘w — 15¢| = T3¢ abgebildet, ohne den

Punkt 1. Wie man leicht sieht, gilt a (1) = oo und 3 (00) = 1. Also bildet 3 die erweiterte
Zahlengerade RU {oo} nach OE =: T" ab.

BN /
i

Abbildung 13: Abbildungsverhalten der Cayley-Abbildung, wobei D = E, II = H.

Manchmal ist es notig in Integralen eine Koordinatentransformation durchzufiihren. In
einem ersten Schritt wollen wir ein normiertes Lebesgue-Mass auf der Menge I' \ {1}
konstruieren. Wir beginnen mit einem dusseren Lebesgue-Mass A auf den reellen Zahlen
R. Die Menge [0, 27) ist als Elementarfigur messbar und das Integral iiber diese Menge ist
damit definiert fiir einen geeigneten Integranden. Wir definieren das ”normierte” Mass
v = % Sei nun ¢ : [0,27) — I'\ {1} eine messbare Abbildung, so erhalten wir ein
Bildmass p1y := v 0 g~! auf dem Raum I'\ {1}. Per Definition des Bildmasses gilt

pg (A) =v (971 (A)) :

Folglich gilt fiir jede p1y—a.e. endliche, j1g—messbare Funktion f (sieht man leicht durch
Approximation von f durch einfache Funktionen) die Gleichung

21 1 2

/ fs)dug(s)= | flg@®)dv(t) = | flg(t))dA(t). (3.1)
\{1} 0 Q

0

Wihlen wir insbesondere fiir die Funktion g : [0,27) — T'\ {1} die Funktion e, welche
ein Diffeomorphismus ist, dann ist das resultierende Mass g wieder ein Lebesgue-Mass.
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Insbesondere gilt dann fiir ein f € L' ())

L2 i) g L[ F(BQR)
2 |, f(e )de_— s

wobei wir wie {iblich fiir ein Lebesgue-Integral df anstatt d\ (6) geschrieben haben.

Beweis. Wie bekannt ist gilt:

d b 1
daz+ —det<a b>

dzez+d c d (cz—l—d)Z.
Haben wir nun e = %2 = 3 (¢), so ist ie?df = (it_—21i)2 dt und damit
o —e ¥ —1 dt 1

dt.

2 w(it—1)2 (@-D+)r a1+

Beachte, dass wir hier implizit den Transformationssatz fiir Lebesgue-Integrale verwen-
deten. =

Analog erhalten wir dass fiir F' € L' (R) die Identitit

00 1 2 B (o ei@
o 2 Jo sin® 5

gilt. Wenn z = a (w) ,w = B (z) ,w = u+iv € Eund z = x+iy € H, dann transformieren
sich Flichenintegrale in R? gemiiss

dzdy = |deta (w) |dudv = | (w) [Pdudv
dudv = |detB (2) |dzdy)|f’ (2) |2dzdy.

Die Aussage folgt direkt aus der Transformationsformel fiir Lebesgue-Integral und dzdy, dudv
bezeichnen die Lebesgue-Masse auf den korrespondierenden R&umen.

3.2 Blasche-Produkte ([2])

Bei einem Blaschke-Produkt handelt es sich um eine beschrinkte analytische Funktion
in der offenen Einheitskreisscheibe in der komplexen Ebene, welche derart konstruiert
ist, dass sie Nullstellen in den Punkten einer gegebenen endlichen oder unendlichen Folge
von komplexen Zahlen {d, } C C hat. Die Blaschke-Produkte wurden im Jahr 1915 von
Wilhelm Blaschke eingefiihrt und wie wir eventuell spéter noch sehen werden, stehen
sie in einer Beziehung zu den sogenannten Hardy Réumen. Bevor wir jedoch zu diesen
Produkten kommen miissen wir etwas Vorarbeit leisten.
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3.2.1 Unendliche Produkte

Fiir die nachfolgende Diskussion ist es niitzlich einiges tiber unendliche Produkte zu
wissen. Zuerst wollen wir die Situation betrachten, wenn die Faktoren komplexe Zahlen
sind und danach auf funktionenwertige Faktoren verallgemeinern.

Definition 3.1. Sei {a,},>; C C eine Folge komplexer Zahlen, dann heisst die Folge
der Partialprodukte {[[,_, as },> ein unendliches Produkt mit den Faktoren a; und
wir schreiben abkiirzend (analog zu Reihen) dafiir

(o)
[ o

k=ko

Wenn man wie fiir Reihen ein unendliches Produkt konvergent nennen, wenn die Folge
der Partialprodukte einen Limes hat, dann ergéiben sich gewisse Pathologien. Beispiels-
weise wére dann ein Produkt bereits konvergent mit Wert 0, wenn nur ein einziges
Folgenglied a, null wire. Andererseits konnte auch ein Produkt Null werden, wenn kein
einziges Folgenglied aj Null ist (z.B. wenn stets |a;| < ¢ < 1). Aus diesem Grund trifft
man bestimmte Vorsichtsmassnahmen gegen Nullkonvergenz und Nullfaktoren. Wir spal-
ten die urspriinglichen Partialprodukte auf

n n
H Ay = QfQft1 * o * Q1 H a, mit k<m<n (3.3)
v=~k v=m
——
=Pm,n

und fiihren damit neue Partialprodukte p;, , ein. Man nennt nun ein unendliches Produkt
[I,2, av konvergent, wenn es einen Index m € N gibt, so dass die Folge der neuen
Partialprodukte {pm.n}n>m einen Limes d,, # 0 hat und man nennt

Q= QK41 " --- " Gm—1 * Gm

den Wert des Produkts und schreibt wie fiir Reihen [[07, a, = a. Der Wert des Pro-
duktes a ist unabhingig vom Index m: Per Voraussetzung gilt a,, # 0 und deshalb
notwendigerweise a, #* 0 fiir alle n > m. Also hat fiir jedes feste | > m die Folge
{p1.n}n>1 einen Limes a; #, welcher nicht verschwindet und es gilt

a = apQr+1 * -+ al,ldl.

Nicht konvergente Produkte nennt man divergent. Dies fiihrt uns zu der folgenden
Definition:

Definition 3.2. Ein unendliches Produkt [}, a, konvergiert, wenn
(i) nur endlich viele Faktoren a, verschwinden und

(ii) das Produkt bestehend aus den nicht-verschwindenden Faktoren konvergent ist.
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Also hat ein unendliches Produkt den Wert Null genau dann wenn mindestens ein Faktor
verschwindet.

Lemma 3.1. Falls [[7 , a, konvergiert, dann gilt lim,, o a, = 1.

Beweis. O.B.d.A. nehmen wir an, dass a # 0 gilt und mit der obigen Notation haben
wir

. . an, a
lim a, = lim - =-=1.
n—oo n—00 (y_1 a

Beispiel 3.1. Wir wollen ein paar einfache Beispiele anschauen:

(i) Sei a, == 1 — L v > 2. Da a, # 0 konnen wir die Partialprodukte Pon =

2o

3 (14+ 1) — £ betrachten. Wir sehen also [],~,a, = 3.

(i) Seia, =1-21,v>2 Esgilt pp,, = 2 — 0. Das Produkt [1,>2av ist also divergent
(da kein Faktor verschwindet), obwohl lima, = 1.

(iii) Sei {a,}22, eine Folge reeller Zahlen mit a, > 0 und Y 72, (1 —a,) = oo. Dann
gilt limy, 00 [[[_g arv = 0.

Beweis. Da alle Glieder ungleich Null sind kénnen wir die Partialprodukte zu m =
0 betrachten und fiir diese gilt die Abschétzung (n € N)

n
0< bon = H a, <e” 230:0(1—(11,).
v=0

Wie man in der Analysis I {iber vollstéindige Induktion zeigt, gilt fiir z € R>_ die
sogenannte Bernoulli’sche Ungleichung

(1+2)" > 1+ nx fiir n € No.
Wenn nun = € R und n € N geniigend gross wéhlt, dann ist /n > —1 und damit
(1+2) 2 1+2-
n
Wegen e® = limy,_, (1 + %)n haben wir damit
14z <e” firallexz €R

und damit ist die Ungleichung gezeigt. Setzt man nun x = ¢t — 1 so haben wir die

zweite Ungleichung in der obigen Abschétzung. Betrachten wir nun den Grenziibergang

n — oo und benutzen das Sandwich-Kriterium so sehen wir lim,, HZ:O a, =
0. O
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Nun wollen wir unendliche Produkte von Funktionen studieren, wobei diese auf einem
allgemeinen lokal-kompakten metrischen Raum X definiert sein sollen, d.h. jede Umge-
bung eines jedes Punktes in X enthélt eine kompakte Umgebung. Bekanntlich stimmen
fiir diese Rdume die Begriffe kompakte Konvergenz und lokal gleichmdssige Konvergenz
iiberein.

Fiir eine Folge {f,},en C C(X,C) heisst das unendliche Produkt [], .y f, kompakt
konvergent in X, wenn es zu jedem Kompaktum K € Compact (X) eine Index m = mg
gibt, so dass die Folge pm.pn = fnfm+t1 - ... fn (n > m) in K gleichmissig gegen eine in
K nullstellenfreie Funktion f,, konvergiert. (Fiir die Aussage (iii)-(v) benutze man den
Stetigkeitssatz 3.1.2 in [1])

(i) Fiir jede Punkt « € X existiert dann das Produkt

f@) =] # @)

veN

und wir nennen die Funktion f : X — C den Limes des Produktes.

(ii) Fiir den Limes des Produktes schreiben wir f =[] f, und auf jedem Kompaktum
gilt
f’K = f1|K Tt fm—1|K . fm

(iii) Konvergiert [] f, in X kompakt gegen f, so ist f in X stetig und die Folge f,
konvergiert in X kompakt gegen 1.

(iv) Konvergieren die Produkte [] fu, ][] g» kompakt gegen f bzw. g, dann konvergiert
auch [[ fog, kompakt in X und es gilt [[ fog, = f - g

(v) Sei nun X = G C C ein Gebiet und alle f, holomorph. Dann folgt mit dem Satz
von Weierstrass: Jedes in einem Gebiet G C C kompakt konvergente Produkt [] £,
von in G holomorphen Funktionen f;, hat einen in G holomorphen Limes f.

2z

14+ ==
Beispiel 3.2. Die Funktionen f, (z) := 112”2;1 ,v > 1 sind holomorph im Einheitskreis
2v+1
und es gilt
1+ %z

p?,n — S (9 (E) )

— &
2

(1 + 2n—z&-1>

also limpg,, =1+ %z und daher konvergiert das Produkt [[,~, f, in E kompakt gegen

1+ 2z. -

Wir geben nun ein wichtiges hinreichendes Kriterium an:

Lemma 3.2. Es sei {f,},>0 C C(X). Gibt es einen Index m, so dass jede Funktion f,
einen Logarithmus besitzt und konvergiert 3 -, log f, in X kompakt gegen s € C (X),
dann konvergiert das Produkt [] f, in X kompakt gegen

fOfl teee fm_l exp s.
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Beweis. Da die Folge s, :=Y_,_  log f, in X kompakt gegen s konvergiert, so konver-
giert die Folge pm.n = [[,_,, fv = exp s, in X kompakt gegen exp s. Da exp s nullstellen-
frei ist, folgt die Behauptung. Wir haben benutzt, dass aus der kompakten Konvergenz
von s, gegen s die kompakte Konvergenz von exp s, gegen exp s folgt (siehe dazu 5.4.3
in [I]). O

Fiir die Diskussion der Weierstrass-Produkte benttigen wir noch den Begriff der nor-
malen Konvergenz von unendlichen Produkten. Da dieser Begriff eng mit der normalen
Konvergenz von Reihen verkniipft ist erinnern wir an deren Definition und bemerken ein
paar Punkte:

Definition 3.3. Sei X ein lokal-kompakter metrischer Raum und {f,} C C(X) eine
Folge stetiger Funktionen. Die Reihe ), f, heisst normal konvergent in X, wenn jeder
Punkt z € X eine Umgebung U besitzt, so dass gilt Y, | f, | < co. (| f|r bezeichnet wie
iiblich die Supremum-Seminorm.)

(Eine alternative Charakterisierung, welch wir spéter benotigen ist die Folgende: ), f,,
ist genau dann normal konvergent in X, wenn fiir jedes Kompaktum K C X gilt:

2o | fvlk < 00.)

Aufgrund des Weierstrass’schen Majorantenkriteriums ist jede in X normal konvergente
Reihe auch lokal-gleichmiissig konvergent und damit kompakt konvergent. Aus diesem
Grund ist dann auch die Limes des Produkts stetig. Ganz trivial ist natiirlich die Aussage:
Jede Teilreihe einer in X normal konvergenten Reihe ist normal konvergent in X. Sehr
zentral ist der folgende ” Umordnungssatz”:

Satz 3.1. Konvergiert die Reihe > 7 f, in X normal gegen f, dann konvergiert fiir
jede Bijektion 7 : N — N die umgeordnete Reihe Y 02 fr@) auch normal in X.

Beweis. Jeder Punkt x € X besitzt eine Umgebung U in X, so dass gilt ) |f,|v < oo.
Nach dem Umordnungssatz komplexer Zahlen (absolut konvergente Reihen lassen sich
beliebig umordnen) gilt dann auch ) [f;)|v < oo, fiir jede Bijektion 7 und es folgt

f@)=> f (@)
und die umgeordnete Reihe konvergiert natiirlich normal in X. O

Im Folgenden schreiben wir oft die Faktoren eines Produktes [[ f, in der Form f, = 1+
g, Nach dem gesagten ist dann g, eine kompakt konvergente Nullfolge, falls das Produkt
kompakt konvergiert. Wir formulieren nun die Definition fiir normale Konvergenz eines
unendlichen Produktes:

Definition 3.4. Ein Produkt [] f, mit f, = 1+ ¢, € C (X) heisst normal konvergent
in X, wenn die Reihe ), g, in X normal konvergiert.

Aus den erwéhnten Fakten iiber normale Konvergenz von Reihen folgt sofort: Ist ], fu
normal konvergent in X, so konvergiert
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(a) fiir jede Bijektion 7: N — N das Produkt [[,~ fr(,) normal in X,
(b) jedes Teilprodukt J];- fy; normal in X,
(c) das Produkt [] f, kompakt in X.

Bis an hin haben wir noch gar nichts {iber den Limes des Produktes im Zusammenhang
mit normaler Konvergenz gesagt. Dies wollen wir nun nachholen:

Satz 3.2. Sei [],( fv normal konvergent in X, mit f, € C(X). Dann gibt es eine
Funktion f : X — C, so dass fiir jede Bijektion 7 : N — N das umgeordnete Produkt
HVZO Jr@) In X kompakt gegen f konvergiert.

Beweis. Bekanntlich gilt fiir z € E die Darstellung log (1 +2) =3~ (_11)/“_1 z¥. Damit
folgt fiir |z| < 1/2 die Ungleichung:

[log (1+2) | < [2] (1+ |2 + [2* + ) < 22

Sei nun K C X eine beliebige kompakte Menge und g, := f, — 1. Dann gibt es ein
m € N, da g, eine Nullfolge ist, so dass fiir alle n > m gilt: |gn|x < % Fiir solche n folgt
nun aber auch

)l/—l

logfn :Z(_ly

v>1

g; € C(K)a Hogfnh( < 2|gn|K-

Wir sehen also > . |log fulx < 2,5, |90k < oo. Nach dem Umordnungssatz
fiir Reihen konvergiert daher fiir jede Bijektion o die Reihe Y usmlog fro(v)} in K
gleichmiéssig gegen > -, log f, und daher konvergieren nach dem gesagten iiber kom-
pakte Konvergenz fiir solche o die Produkte Huzm f V)Hyzm Jow) in K gleichméssig
gegen dieselbe Grenzfunktion. Da sich eine beliebige Bijektion von 7 von N nur um
endlich viele Transpositionen von den betrachten o unterscheidet, folgt die Existenz ei-
ner Funktion f : X — C, so dass jedes Produkt Huzo fo) In X kompakt gegen f

konvergiert. O

Es folgt sofort das folgende Korollar:

Korollar 3.1. Sei f = Huzo fv normal konvergent in X. Dann folgt:

(i) Jedes Produkt fr = [1,50 fv konvergiert normal in X und es gilt
f="foft o fa-1fa

(ii) Ist N = U;N; eine endliche oder unendliche Zerlegung von N in disjunkte Teilmen-
gen {N;}, so konvergiert jedes Produkt [, . N, f» normal in X und es gilt
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Fiir die folgende Diskussion benétigen wir noch einen letzten Satz iiber unendliche Pro-
dukte, jedoch zuerst betrachten wir einen einfacheren Fall:

Die Nullstellenmenge A (f) jeder in einem Gebiet G C C holomorphen Funktion f # 0 ist
lokal endlich in G und somit hochstens abzihlbar unendlich. Fiir endlich viele Funktionen

fo,- o, fn € O(G) mit f, # 0 gilt

n

v=0

ord (fo« .- fr20) = Y _ord (fu,20) .
v=0

Die Verallgemeinerung auf unendliche Produkte lautet wie folgt:

Satz 3.3. Sei f =[] fu, fu # 0 ein in G normal konvergentes Produkt von in G holo-
morphen Funktionen. Dann gilt f # 0 und

N =N
v=0

ord (f,20) = Y ord (f,, 20)
v=0

fiir alle zg € G.

Beweis. Sei zy € G fixiert. Da f (z0) = [[ fv (20) konvergiert, gibt es einen Index n so
dass f, A(zo) # 0 fiir alle v > n. Nach dem vorherigen Korollar gilt also f = fo-...- fn—1-fn,

wobei f, :=[],s,, fv € O(G) nach dem Weierstrass’schen Konvergenzsatz. Es folgt

n—1
ord (f, z9) = Zord (fv,20) + ord (fl,,z()) .

v=0 N—_———
=0

Damit ist die Summenregel fiir unendliche Produkte bewiesen. Speziell gilt N (f) =
UN (f,). Wegen f, # 0 ist jede Menge N (f,,) abzéhlbar und deshalb auch die abzihlbare
Vereinigung N (f). Daraus folgt f # 0. O

Bemerkung 3.1. Dieser Satz gilt bereits, falls die Konvergenz des Produktes in G nur
kompakt ist.
3.2.2 Divisoren

Fiir das Folgende benotigen wir noch den Begriff einer lokal endlichen Teilmenge und
den Support (Triger) einer Abbildung:

Lemma 3.3. Sei D C C ein Bereich und A C D. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent:
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(i) Fiir jedes a € A gibt es eine Umgebung U, so dass |U N A| < oo.

(ii) A ist abgeschlossen in D und jeder Punkt a € A ist ein isolierter Punkt von A, d.h.
es gibt eine Umgebung U mit U N A = {a}.

(iii) Fiir jedes Kompaktum K C D gilt |[K N A| < 0.
Wenn eine Menge A eine der Bedingungen erfiillt, dann heisst diese lokal endlich.
Beweis. Den Beweis iiberlassen wir dem Leser als Ubung. O

Definition 3.5. Sei D € Open (C) ein Bereich und f : D — C eine beliebige Funktion.
Dann definieren wir den Support von f als die Nicht-Nullstellenmenge, also

supp (f) :={z € D[ f (z) # 0}.

Bei dieser Definition halten wir uns an die Konvention von Remmert [2] und bemerken,
dass iiblicherweise der Supoort als Abschluss der Nicht-Nullstellenmenge definiert ist.
Damit kénnen wir nun den Begriff eines Divisors einfithren, welcher vor allem in der
algebraischen Topologie zur Anwendung kommt:

Definition 3.6. Eine Abbildung 9 : D — Z mit lokal endlichem Support in D heisst
Divisor in D.

Wir fithren nun eine weitere Notation ein. Die Menge der meromorphen Funktionen auf
einem Bereich D bezeichnen wir mit M (D). Ist f # 0 meromorph in einem Punkt 2o,
d.h. es gibt eine Umgebung von zy in der f meromorph ist, so hat f bekanntlich eine
Entwicklung der Form

f(z):Zam(z—zo)i mit m € Z, a,, # 0.

Die durch diese Gleichung eindeutig bestimmte ganze Zahl m heisst die Ordnung von
f in zp und wir setzen ord (f, zo) := m. Es gilt:

(a) ord (f,z0) > 0 < f ist holomorph in zp und z¢ hat die Nullstellenordnung m Gleich-
heit genau dann, wenn f in zg holomorph, sowie nullstellenfrei ist.

(b) ord (f,z0) <0< 2 ist ein Pol von f der Ordnung —m.

Seien f,g € M (U), wobei U eine Umgebung von zy ist, dann gelten die folgenden
Rechenregeln:

(i) ord (fg,z0) = ord (f, 20) + ord (g, z0) (Produktregel)

(ii) ord (f + g, 20) > min (ord (f, 20) ,ord (g, 20)), wobei Gleichheit stets dann besteht,
wenn ord (f, zg) # ord (g, 20).
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Wir bemerken noch, dass wegen dem Identitédtssatz die Polstellenmenge nur diskret
(fir jeden Pol gibt es eine offene Umgebung in der kein weiterer Pol liegt bzw. die
Menge der Polstellen besitzt keinen Mengenhdufungspunkt) sein kann und damit liegen
in kompakten Teilmengen héchstens endlich viele Pole. Aus dem selben Grund ist die
Menge der Nullstellen diskret fiir f # 0. Wir erhalten damit die Behauptung:

Behauptung 3.1. Zu jeder von Null verschiedenen meromorphen Funktion f: D — C
kann ein Divisor (f) zugeordnet werden, welcher definiert ist durch

(f) (2) :=ord (£, 2)
Nun definieren wir den wichtigen Begriff des Hauptdivisors:

Definition 3.7. Ein Divisor, der gleich dem Divisor einer meromorphen Funktion ist,
heisst Hauptdivisor.

Fiir Hauptdivisoren besteht also der Tréager aus der Vereinigung der Null- und Postel-
lenmenge (falls f # 0). Wie man sich leicht iiberzeugt, gilt:

Behauptung 3.2. Die Menge Div (D) aller Divisoren in D ist mit der Addition als
Verkniipfung eine abelsche Gruppe.

Ein Divisor 0 heisst positiv, in Zeichen 9 > 0, wenn fiir alle z € D 9(z) > 0 gilt.
Positive Divisoren nennt man aus einfachen Griinden Nullstellenverteilungen und
holomorphe Funktionen haben positive Divisoren (f). Die Menge M (D)" aller in D
meromorphen Funktionen mit diskreter Nullstellenmenge ist eine multiplikative abelsche
Gruppe, genauer ist diese Menge die Einheitengruppe des Ringes M (D) und wenn
D ein Gebiet ist, so ist M (D)* sogar ein Kérper. Man verifiziert leicht, dass fiir einen
beliebigen Bereich D C C gilt:

Behauptung 3.3. Die Abbildung (M (D)*,:) — (Div(D),+), f + (f) ist ein Grup-
penhomomorphismus und es gilt

(1) feOD)=(f)>0

(2) f € M(D)" ist invertierbar in O (D) (also eine Einheit in der Menge der holomor-
phen Funktionen) < (f) =0

Wir bemerken noch, dass jeder Divisor d die Differenz zweier positiver Divisoren ist (vgl.
Mass und Interal Vorlesung an der ETH):

0:=0" — 0 mit 9" (2) := max (0,0 (2)),0” (2) := max (0, -0 (2)) fiir z € D.
Hieraus folgt sofort die Behauptung:

Behauptung 3.4. Wenn 9+, 9~ Hauptdivisoren in D sind, dann ist 0 ein Hauptdivisor
in D.
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Beweis. Sei 07 = (f),0” = (¢g) mit f,g € O (D). Fiir h:= f/g € M (D)" gilt dann

(h)y=(flg)=(f)—(9)=0" -9~ =0.
0

Damit kénnen wir eine beliebigen Divisor 0 durch positive Divisoren darstellen und diese
sind wiederum gegeben durch 9 = (f), wobei f eine in D holomorphe Funktion ist.

3.2.3 Beschrankte Funktionen in E und Blaschke-Produkte

Blaschke-Produkte kénnen als spezielle Weierstrass-Produkte betrachtet werden, jedoch
werden wir die relevanten Sdtze ohne Riickgriff auf diese Theorie beweisen, wie in der
Vorlesung. Dennoch mochte ich die grundlegende Idee vorstellen und auf ein paar Punk-
te eingehen. Die Idee von Weierstrass ist durch die folgenden zwei Konsequenzen des
Fundamentalsatzes der Algebra motiviert:

Satz 3.4. Jedes Polynom des Grades n € N mit komplexen Koeffizienten, welches nicht
identisch verschwindet, besitzt mit Vielfachheit gerechnet genau n komplexe Nullstellen.

Damit folgt:

(i) Fiir jede endliche Folge {c,} komplexer Zahlen gibt es ein assoziiertes Polynom
p (z), welches genau in den Punkten ¢,, Nullstellen hat und es hat die Form

p) =[l¢-e).

i€l

(ii) Jede polynomielle Funktion p(z) in der komplexen Ebene besitzt eine Faktorisie-
rung p (z) = a][;c; (2 — ¢) , a # 0 und die komplexen Zahlen ¢; sind die Nullstellen
des Polynoms.

Wenn wir jedoch unendliche Folgen {d,,} betrachten, dann konvergiert das unendliche

Produkt
[1¢—dn)

n

im Allgemeinen nicht. Aus diesem Grund kann fiir unendliche Folgen keine ganze Funk-
tion, wie im endlichen Fall, hingeschrieben werde, welche in den Punkten der unendliche
Folge Nullstellen hat. Wie wir gesehen haben ist eine notwendige Bedingung fiir die
Konvergenz eines unendlichen Produkt, dass jeder Faktor z — d,, fiir n — oo gegen 1
strebt. Also liegt es nahe nach Funktionen zu suchen, welche in den Punkten der Fol-
ge verschwinden, jedoch in den anderen Punkten ungefihr 1 sind und zusétzlich nicht
mehr Nullstellen als die gewiinschten liefern. Die sogenannten elementaren Weierstrass-
Faktoren erfiillen gerade diese Eigenschaften und sie haben die Form:

Eo(2) =1— 2z, By, (2) := Eg (2) - e2k=1 % (3.4)
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Wir sehen, dass diese die folgenden zwei Identitéiten erfiillen:

n Zk

E! (z) = —z"eXk=1 T fiir n > 1, (3.5)

En(2) =14 apz® mit Y |ag| =1 fiir n > 0. (3.6)
k>n k>n

Beweis. Wir definieren ¢, (2) = > _, % und sehen

Damit liisst sich E,, schreiben als E, (z) = (1 — z) e'»(*) und wir haben
E,I1 (z) = —etn(Z) + (1 _ Z) t;L (Z) 6tn(Z) _ —Znet”(z)

und dieser Ausdruck entspricht gerade der Gleichung Dk az* bezeichne die Taylor-
Reihe von E, um z = 0. Der Fall n = 0 der zweiten Gleichung ist trivial. Fiir n > 1
gilt
d
Z kapz*1 = o Zakzk = F! (2) = —2"e?),

Da die Funktion rechts in z = 0 eine Nullstelle n—ter Ordnungg hat und da alle Taylor-
Koeffizienten von e»(*) um z = 0 positiv sind, sehen wir

a; =---=ap=0und a; <0, also |ag| = —ay fir k > n.

Wegen ag = E, (0) =1und 0 = E, (1) = 14>, ,, a; folgt die Gleichung [3.6 O
Aus der Gleichung [3.6] ergibt sich sofort
Korollar 3.2. Fiir alle z € C mit |2]| <1 gilt

|E, (2) — 1| < |2 fiir n € N. (3.7)
Beachte auch, dass fiir |z] < 1 gilt:

>~k
Ep(z) =1—z=-explog (1l —2) =exp (_kz_lk> .

Mit dem obigen Korollar kénnen wir nun auf C zu einer gegebenen Folge {d,, } eine ganze
Funktion definieren, welche in den Punkten d,, Nullstellen hat und als Produkt dieser
elementaren Weierstrass-Faktoren geschrieben werden kann. Und genau dies ist die Idee
von Weierstrass.

Soweit zur Idee von Weierstrass-Produkten. Nun wollen wir wie folgt vorgehen:

e Wir definieren was wir unter einem Weierstrass-Produkt verstehen wollen.
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e Dann formulieren und beweisen wir den Weierstrass’schen Produktsatz auf der
ganzen komplexen Ebene.

e Anschliessend beweisen wir den Weierstrass’schen Produktsatz fiir einen beliebigen
Bereich D C C und fokussieren uns dann auch die Blaschke-Produkte.

Sei also 0 # 0 wieder ein positiver Divisor im Bereich D. Der Triger supp (9) =: T ist,
wie erwahnt hochstens abzdhlbar, da T lokal endlich in D ist.

Definition 3.8. Eine Folge komplexer Zahlen {d;}icr C T\ {0} heisst eine zum Divisor
gehorende Folge, wenn jeder Punkt d € T\ {0} in dieser Folge genau 0 (d) —mal
vorkommt.

Definition 3.9. Ein moglicherweise unendliches Produkt f (z) = 22O [[22, fx (2) heisst
nun Weierstrass-Produkt zum Divisor 0 > 0 auf D, falls gilt

(i) fx ist holomorph in D,

(ii) fx hat genau eine Nullstelle und zwar in dj von der Multiplizitét 1,
(iii) das Produkt [], fx konvergiert normal in D.
Wir zeigen nun sofort:

Satz 3.5. Ist f ein Weierstrass-Produkt zum Divisor d > 0 im Bereich D, so gilt (f) = 0,
d.h. die Nullstellenmenge von f € O (D) ist der Tréger T von 0 und jeder Punkt d € T
ist eine Nullstelle von f der Ordnung 0 (d).

Beweis. Wegen der normalen Konvergenz gilt f € O (D) (= (f) > 0). Da jeder Punkt
d € T\{0} genau 0 (d) in der Folge {d}} vorkommt, so folgt ord (f, z) = 0 (z) fiir alle z €
D aus den Bedingungen (i),(ii) und[3.3} angewandt auf die Zusammenhangskomponenten
von D. Damit haben wir (f) = 0. O

Aus der Definition folgt sofort das Lemma:

Lemma 3.4. Ist f (2) = 22O [[32, fi (2) ein Weierstrass-Produkt zu & > 0 und f’ (z) =
2OV, f1 () ein Weierstrass-Produkt zu & > 0, dann ist

g(z) = 22O PO TT g mit gy := 1, gon—1 := g (3.8)
ein Weierstrass-Produkt zu 8 + &' in D.

Wir werden nun zu jedem positiven Divisor Weierstrass-Produkte konstruieren. (Das ist
mehr als eine Funktion f € O (D) mit (f) = 0 zu finden.) Wir miissen also holomorphe
Funktionen finden, so dass die obigen Bedingungen erfiillt werden. Im Fall D = C kénnen
wir diese durch die elementaren Weierstrass-Faktoren angeben, jedoch im Allgemeinen
Fall, wenn D ein Bereich ist, ist dies wie wir noch sehen werden etwas komplizierter.
Also ist ab nun 0 > 0 ein positiver Divisor und {d,} eine Folge zu 0.
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Lemma 3.5. Ist {ny} eine beliebige Folge natiirlicher Zahlen, so dass fiir jedes r» > 0
gilt
ng+1

dann ist

ein Weierstrass-Produkt zu 0.

Beweis. Wir diirfen annehmen, dass d unendlich ist. Nach Abschitzung [3.7] gilt

e (i)

fiir alle z € B, (0) und k mit |dg| > r. Da limg |di| = oo, gibt es zu jede r > 0 einen
Index k (r) € N, so dass |di| > r fir kK > k(7). Daher folgt

Z ’Enk (Z/dk) - 1‘BT(O) < Z ’r/dk|nk+1 < 00

k>k(r) k>k(r)

r nk+1

d

fiir jedes » > 0. Damit ist die normale Konvergenz des Produkts gezeigt. Da der Fak-
tor Ey, (2/dr) € O(C) in C\ {di} nullstellenfrei ist und in dj von erster Ordnung
verschwindet, so haben wir ein Weierstrass-Produkt zum Divisor 0. ]

Satz 3.6. (Produktsatz in C)
Zu jedem Divisor 0 > 0 in C existieren Weierstrass-Produkte der Form

9(0) E Z 1

z H k—1 (dk> ; (3.10)
k>1

wobei {dj} die zum Divisor gehérende Folge ist.

Beweis. Wie im letzten Beweis wihle man zu jedem r > 0 einen Index k (r) € N, so dass
|d| > 2r fiir k > k(r). Dann folgt >,y |r/di|F < 2 k>k(r) 27F < 0o, Also gilt das
vorherige Lemma fiir ny = k — 1 und damit ist die Aussage bewiesen. O

Im folgenden Korollar fassen wir ein paar wichtige Folgerungen zusammen:
Korollar 3.3.
(1) Jeder Divisor in C ist ein Hauptdivisor. (Existenzsatz)
(2) Jede ganze Funktion f # 0 ldsst sich in der Form
z
f(Z) = eg(Z)ZmI!;[lEnk <dk> (3]_1)

schreiben, wobei g € O (C) und 2™ [ [~ En, (2/dk) ein (eventuell leeres) Weierstrass-
Produkt zum Divisor (f) ist. (Faktorisierungssatz)
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(3) Zu jeder in C meromorphen Funktion h gibt es zwei ganze Funktionen f,g ohne
gemeinsame Nullstellen in C, so dass gilt h = f/g. (Quotientendarstellung mero-
morpher Funktionen)

Beweis. Wir beweisen nur den Faktorisierungssatz und die Quotientendarstellung.

(2): Nach dem Produktsatz gibt es ein Weierstrass-Produkt f” zum Divisor (f). Dann ist
f/f eine Funktion ohne Nullstellen und von der Form exp g (vgl. lokaler Logarithmus)
mit g € O (C).

(3): Sei h # 0. Durch 9" (2) := max (0,0rd (h,2)),0 (2) := max (0, —ord (h, 2)), fiir

z € C, werden positive Divisoren definiert. Es gllt (h) = 0% — 0~. Man wihle g € O (C)
mit (g) = ™. Es gilt g # 0. Fiir f := gh folgt (f) = (¢9) + (h) = 0" > 0 und daher ist f
holomorph in C. Nach Konstruktion ist N (f) NN (g) leer. O

Nun wollen wir die erhaltenen Resultate fiir ganze Funktionen auf holomorphe Funktio-
nen in beliebigen Bereichen D C C iibertragen. Ein Ziel ist zu zeigen, dass jeder Divisor
in D ein Hauptdivisor ist. Dazu konstruieren wir wieder zu jedem positiven Divisor
Weierstrass-Produkte, welche wieder aus Weierstrass-Faktoren aufgebaut sein werden
und normal konvergieren in Bereichen, die C \ 0D umfassen. Wie bereits am Anfang
des Abschnitts erwihnt sind spezielle Weierstrass-Produkte in E die Blaschke-Produkte.
Diese dienen unter anderem der Konstruktion von beschrénkten Funktionen in O (E) zu
vorgegebenem positiven Divisor 0.

Wieder sei 0 ein positiver Divisor in D mit Triger T' (hochstens abzéhlbar) und wir
bilden analog zum Fall C aus den Punkten in 7" eine Folge {dy} derart, dass jeder der
Punkte d € T genau 0 (d) —mal in dieser Folge vorkommt. Man beachte, dass wir diesmal
den Punkt 0 nicht ausschliessen. An die Stelle des Lemmas tritt das Folgende:

Lemma 3.6. Gibt es eine Folge {cx}ren € C\ D und eine Folge {nj}ren C N, so dass
fiir alle r > 0 gilt

Z 7 (dg — cx) ™ < o0, (3.12)

dann konvergiert das Produkt

H Ep, (Clz’“__;’“ > (3.13)

in C\ {cx} D D normal und ist in D ein Weierstrass-Produkt zum Divisor 0.

z—C

Beweis. Wir setzen S := {cg}. Fir fi (2) := Ep, (d’“ Ck) gilt

fe € O(C\9), fr(2) #0, falls z # dg, ord (fx,di) = 1. (3.14)

Sei K € Compact (C\ S). Dann gilt fiir alle z € K: |z — ¢;| > d(K,cx) > d(K,S) >0

und damit
dp — cg

Z — Ck

< r|dk — cx| mit !
< r|dg — c| mit r == ———.

142



Da lim |dy, — ¢x| = 0 wegen so gibt es zu jedem r einen Index k (K,r) € N, so dass
fiir alle k > k (K, r) gilt: r|dx — cx| < 1. Da |E, — 1| < |2|**! fiir 2z € E haben wir

ST o=k < Y Irldr— o) [T < o0
E>k(K,r) k>k(K,r)

Damit ist die normale Konvergenz von [[, fr in C\ S gezeigt. Wegen ist dieses
Produkt in D ein Weierstrass-Produkt zu 6. O

Korollar 3.4. Falls Y, |di—cg|"™ < oo fiir einn € N, so ist das Produkt [ ],y Ex (d’cfc’“>

z—cCp
ein Weierstrass-Produkt zu 0 in D.

Beweis. Es gilt die Gleichung [3.12] mit ny = n und wende obiges Lemma an. O

Offensichtlich ist der Konvergenzbereich des im obigen Lemma konstruierten Produktes
im Allgemeinen grosser als der Bereich D. Da T die Nullstellenmenge des Produktes
ist, ist T abgeschlossen in diesem grosseren Bereich. Wir definieren nun die Ableitung
(nach Cantor) einer diskreten Menge T' als die Menge der Haufungspunkte von 7" in C,
also OT := T \ T. Wir bemerken folgendes Korollar:

Korollar 3.5. Sei T eine diskrete Menge in C, dann ist die Ableitung 0T abgeschlossen
in C und der Bereich C\ 9T ist der grosste Teilbereich von C in dem T abgeschlossen
ist.

Beweis. Ubung. O

Aufgrund dieses Korollars lésst sich jeder positive Divisor 0 in D mit Tréger T als ein
positiver Divisor in C\ 97 D D mit gleichem Triiger auffassen. Dazu setzt man einfach
J(z) =0 fiir z € (C\ 9T) \ D. Offensichtlich gilt 9T C dD. Es folgt nun:

Satz 3.7. (Produktsatz fiir Bereiche der komplexen Ebene)
Sei d ein positiver Divisor auf dem Bereich D C C mit zugehdoriger Folge {dy }ren. Gibt

es eine Folge {cy}ren C 0T, so dass lim|dj, — c;x| = 0, dann ist [], Ep_1 <dj__c‘;’“> ein
Weierstrass-Produkt zum Divisor 9 in C\ 97

Beweis. Wegen lim |dy — ci| = 0 folgt > |r(dp — cx) |¥ < oo fiir jedes r > 0. Daher
ist die Bedingung erfiillt mit ny = k& — 1. Nun gilt per Voraussetzung {cp} C 9T
(beide Mengen sind sogar gleich). Daher folgt die Behauptung aus dem Lemma dieser
Abschétzung. O

Leider existieren Folgen {cx} C 0T oder nur {c;} C C\ D im Allgemeinen nicht, z.B.
nicht fiir Divisoren in D = H mit Triger T' = {4,2,4,3i,-- - }. Aber es gilt zum Gliick:

Satz 3.8. Ist 9T nicht leer und ist jede Menge T, := {z € T'|d (0T,z) > €} fiir e > 0
endlich, so existiert eine Folge {c}ren C OT mit lim |dy, — ¢x| = 0.

Beweis. 0T ist abgeschlossen in C und damit gibt es zu jedem dj ein ¢ € 0T, so dass
|dx, — cx| = d (9T, dy). Wiire dy, — ¢ keine Nullfolge, so giibe es ein € > 0 mit |dy —cx| > €
fiir unendlich viele Indizes &, jedoch muss per Voraussetzung T, endlich sein. O
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Es gilt die folgende niitzliche Behauptung;:

Behauptung 3.5. Ist T beschrinkt und nicht endlich, so ist die Ableitung nicht leer
und jede Menge T fiir € > 0 ist endlich.

Beweis. Wire sie nicht endlich, dann hétte T, einen Mengenhdufungspunkt d* € 0T,
was jedoch nicht moglich ist, da fiir alle z € T, gilt: |d* — z| > d (9T, z) > e. O

Damit folgt:

Satz 3.9. Zu jedem positiven Divisor 0 in D mit beschranktem, nicht endlichem Trager
T existiert eine Folge {c;} C 0T mit lim |dy — ¢x| = 0.

Insbesondere ist damit auch klar, dass in beschrinkten Bereichen jeder Divisor ein
Hauptdivisor ist. (Dies ist ein Spezialfall des Existenzsatzes.) Nun wollen wir den fol-
genden allgemeinen Produktsatz beweisen:

Satz 3.10. (Allgemeiner Produktsatz) Es sein D C C ein beliebiger Bereich in C. Dann
existiert zu jedem positiven Divisor 0 mit Triager T" Weierstrass-Produkte in C\ 9T Sie
konvergieren also im Allgemeinen in einem grosseren Bereich als D.

Die Beweisidee ist den Divisor 0 als Summe zweier Divisoren zu schreiben, zu denen es
Weierstrass-Produkte in C\0T gibt. Dazu benétigen wir einen Hifssatz aus der Topologie:

Satz 3.11. (Hilfssatz)
Es sei A eine diskrete Menge in C, so dass die Ableitung nicht leer ist und

A :={z€ A||z|-d(0A,z) > 1} und Ay :={z € A||z|-d(0A,z) < 1}.

Dann ist A; abgeschlossen in C und jede Menge A (¢) := {z € As|d (0A,z) > €} fiir
e > 0 ist endlich.

Beweis des Hilfssatzes.

(1) Widerspruchsbeweis: Sei a € C\ A; ein Mengenh#ufungspunkt von A;, dann wire
a € 0A und es gibe eine Folge {a,} C A; mit a, — a. Wegen d (04, a,) < |a — ay|
wére |a,|-d (04, a,) eine Nullfolge im Widerspruch zur Definition von A;. Also gilt
Ay = Ay

(2) Widerspruchsbeweis: Fiir alle z € Ay (€) gilt |2| < 1/e. Wir nehmen an es gibt ein
¢/, so dass A (¢') nicht endlich ist. Dann hitte aber As (€¢/) einen Haufungspunkt
a € OA, was nicht moglich ist, denn es gilt ja fiir alle z € Aj (¢') die Ungleichung
la —z| > d(0A,z) > €.

O

Beweis des allgemeinen Produktsatzes.
Wir fassen 0 als Divisor in C \ 97 auf. Wir diirfen 9T # 0 annehmen, denn sonst
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sind wir bei Fall D = C. Die Mengen T},7T5 seien wie im Hilfssatz definiert. Es gilt
o1y = 9T, 0T, = (. Da Ty, T, lokal endliche Mengen sind in C bzw. C\ 9T, wird durch
d(z), eT;
9; (2) = (2), wemnz €Dy p o g
0, wenn z ¢ Tj
ein positiver Divisor 0; bzw. d; in C bzw. C\ 9T mit Tréger T} bzw. T, definiert. Da die
zwei Mengen T; eine disjunkte Zerlegung von T bilden, so gilt 0 = 9+, in C\9T'. Nach
dem Produktsatz fiir die ganze komplexe Ebene gibt es zu 01 Weierstrass-Produkte in C.
Da alle Mengen T5 (¢) endlich sind, gib es nach dem obigen Produktsatz ein Weierstrass-
Produkt in C\ 9T. Also gibt es dann auch Weierstrass-Produkte zu 9 = 9; + 02 in
C\oT. O

Wie fiir die ganze komplexe Ebene erhalten wir aus dem allgemeinen Weierstrass’schen
Produktsatz das folgende Korollar (Beweise verlaufen analog):

Korollar 3.6.
(1) In jedem Bereich D C C ist jeder Divisor ein Hauptdivisor. (Existenzsatz)

(2) Jede in einem beliebigen Gebiet G C C holomorphe Funktion f # 0 ldsst sich in der
Form

f=ul] f (3.15)
k=1

schreiben, wobei u eine Einheit im Ring O (G) und [], fx ein (eventuell leeres)
Weierstrass-Produkt zum Divisor (f) in G ist. (Faktorisierungssatz) Bemerke, dass
die Einheit u i.A. nicht mehr eine Exponentialfunktion ist. (Dies ist nur fiir homo-
logisch einfach zusammenhéngende Gebiete korrekt)

(3) Zu jeder in G meromorphe Funktion h gibt es zwei in G holomorphe Funktionen f, g
ohne gemeinsame Nullstellen in G, so dass h = f/g gilt. Insbesondere ist der Kérper
M (G) der Quotientenkorper des Integrititsringes O (G)

Wie wir mit dem allgemeinen Produktsatz von Weierstrass gesehen haben, kénnen die
Nullstellen von in D holomorphen Funktionen in ihrem Definitionsbereich beliebig ver-
teilt sein, solange sie sich nicht in D h&ufen. Wenn wir aber eine holomorphe Funktion mit
bestimmten Wachstumsbedingungen suchen, so ist die Situation elementar von der vor-
herigen verschieden. Beispielsweise gibt es zu Divisoren 9 # 0 in C niemals beschriankte
Funktionen f mit (f) = 0. Und genau solche beschréinkte Funktionen wollen wir nun
studieren:

Ein Weierstrass-Produkt [] fx ist sicherlich beschrinkt in einem bereich D, wenn stets
|fx|p <1 gilt. Aber Produkte mit solch ”langsam wachsenden” Faktoren, sind eher rar.
Im Rest dieses Abschnittes widmen wir uns dem Spezialfall D = E. Wenn wir an das
Unterkapitel zuriick denken, so fillt uns auf, dass die Funktionen

Z— 20

9z (2) = fiir zo € E

Z0Z —
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Automorphismen von E sind und fiir diese |g,,|e = 1 gilt. Wir méchten nun in den
kommenden Zeilen zeigen, dass ein Divisor d > 0 in E mit 9 (0) = 0 genau dann der
Divisor einer in E beschrinkten Funktion ist, wenn es zu 9 ein Weierstrass-Produkt der

d
H Mgdk (2)
el

gibt und dass solche Produkte genau dann existieren wenn die sogenannte Blaschke-
Bedingung

Form

> (1= dy]) < o0 (3.16)
k
erfiillt ist. In einem ersten Schritt wollen wir Beweisen, dass fiir eine holomorphe, be-

schriinkte Funktion f # 0 auf E die Blaschke-Bedingung notwendig ist.

Satz 3.12. (Notwendigkeit der Blaschke-Bedingung)
Sei f € O(E)\ {0} beschrénkt und {dj}xen C E eine zum Divisor (f) gehérende Folge.
Dann ist fiir {d;} die Blaschke-Bedingung erfiillt

> (1= |dxl) < oo

keN
Beweis. O.B.d.A. diirfen wir f(0) = 0 annehmen. Wére ), (1 — |di|) = oo, so wire
nach dem Beispiel 3.1 (iii) das unendliche Produkt [];2; |dx| = 0 und damit f(0) =0
wegen der Jensen’schen Ungleichung (|f (0) | < |dy - ... - dy| - | f|g). Also haben wir einen
Widerspruch. O

Als Korollar folgt iiberraschenderweise ein Identititssatz:

Korollar 3.7. (Identitéitssatz)

Sei A = {a1,as,---} eine abzéhlbare Menge in E, so dass ), (1 — |agx|) = oo gilt und
fyg € O(E) beschréankt mit f|4 = g|4. Dann stimmen die zwei Funktionen f und g auf
der ganzen Einheitskreisscheibe iiberein, also f = g.

Beweis. Die Funktion h := f—g € O (E) ist beschréankt in E. Wir nehmen nun A # 0 an.
Aber dann wiére ), (1 — |ag|) eine Teilreihe der Reihe ), (1 — |dg|), wobei wie iiblich
{dy} die zum Divisor (h) gehorende Folge bezeichnet. Aus obigem Satz miisste also diese
auch konvergent sein, aber dann kann ), (1 — |ax|) = oo nicht gelten und wir haben
einen Widerspruch. Also muss h = 0 gelten. O

Also verschwinden im Einheitskreis holomorphe Funktionen bereits dann identisch, wenn
sich die Nullstellen zu langsam an den Rand des Kreises bewegen. Damit ist bspw. eine
holomorphe Funktion im Einheitskreis bereits dann die Nullfunktion, wenn f beschrankt
ist und in allen Punkten 1 — 1/n verschwindet, denn bekanntlich [, (1 — %) = o0.

Wie im Abschnitt [I.2] benutzen wir im Folgenden die Notation:

=1
by [ Z=d 1 p (dd) (517)

332’—1:m. ’ z—d
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wenn d € E\ {0} und setzen b (z,d) = z fiir d = 0. Die Funktion b (z, d) ist holomorph in
E und nullstellenfrei in E\ {d}. In der Tat handelt es sich bei d um eine Nullstelle erster
Ordnung. Es gilt desweiteren |b(z,d) |[g = 1.

Sei nun 0 > 0 ein Divisor in E und {d;} C E eine zugehorige Folge. Das Produkt
o
b(z):=[[ (2 dr) (3.18)
k=1

heisst Blaschke-Produkt zu 0, wenn es in E (und dann sogar in C\ 0E) normal kon-
vergiert. Blaschke-Produkte sind also spezielle Weierstrass-Produkte. Wenn wir d,, # 0
im Produkt haben wollen, dann kénnen wir wegen b(z,0) = z einen Faktor z ”"heraus
ziehen” und haben wie fiir die behandelten Weierstrass-Produkte die Form:

b(z) =220 I b(z.dn).

dn#0
Wir beweisen nun unter anderem wann ein Blaschke-Produkt normal konvergent ist:
Satz 3.13. Folgende Aussagen iiber einen positiven Divisor d > 0 in E sind dquivalent:

(i) 0 ist der Divisor einer in E beschrénkten Funktion aus O (E).

(ii) > 0(2) (1 —|z]) < oo (Blaschke-Bedingung)
z€E

(iii) Das Blaschke-Produkt [[,cn b (2,dg) existiert fiir jede zu O gehérende Folge {dy}.
Es folgt sofort:

Korollar 3.8. Zu jeder beschréinkten Funktion f € O (E) gibt es ein Blaschke-Produkt
b und ein g € O (E), so dass gilt

F(2)=b()-expg (). (3.19)

Bewets.
(i)=(ii): Haben wir im Satz gezeigt.
(ii)=(iii): Wir zeigen, dass fiir d € E und |z| <r < 1 gilt

b(e0d) ~ 1] < 1 (1= Jdl) . (4

Um (%) zu sehen, beobachte:

d z—d d(dz—1)

P L= T T d@ o)
\d|> — d|d| — |d|?z +d
N d(dz—1)
_ A —|d])(d+]|d]z)
d(az—l)
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Beachte nun |dz — 1| > 1 — |z ffiir d € E. Folglich haben wir die Abschitzung:

) =11 < | A5 =
- ﬂ*_if (1~ Jd)
<iEEa-m
<2 (- ld).

Damit ist » [0 (z,dx) — 1| B, (0) < oo klar. Also konvergiert das Blaschke-Produkt normal
in E.

(iii)=(i): Per Voraussetzung gibt es fiir jede zu 9 gehorenden Folge {dj} ein Blaschke-
Produkt. Wir miissen zeigen, dass das Blaschke Produkt beschriankt, holomorph ist und
(b) = 0. Die Beschranktheit folgt aus der Ungleichung |b(z,d)| < 1 fiir alle z € E,
also |b|e < 1. Holomorphie ist klar. Dass (b) = 0 gilt, ist aber klar, da es sich um ein
Weierstrass-Produkt handelt. O

In der Vorlesung hatten wir die Theorie der Weierstrass-Produkte nicht und benétigten
flir den obigen Satz eine Aussage, dass das Blaschke-Produkt in der Tat nicht mehr als
die gewiinschten Nullstellen besitzt und dies lieferte der folgende Satz:

Satz 3.14. Sei G C C ein Gebiet und {f;} € O (G) eine holomorphe Funktionenfolge,
wobei kein Element identisch verschwindet und Y 2 | |1 — fn|¢ < oo. Dann konvergiert
[1,2, f; gleichméssig gegen eine holomorphe Funktion f € O (G) und es gibt einen Index
ng € N, so dass fiir alle n > ng die Funktionen f,, nullstellenfrei sind und die Nullstellen
mit den Nullstellen der Funktionen fi,---, f,, ibereinstimmen.

Beweis. Wéihle einen Index ng, so dass fiir alle n > ng gilt |1 — f,|¢ < % gilt und damit
fn keine Nullstellen auf G hat. Nun gilt

[log fn (2) [ = [log (1 = (1 = fn (2))) |

< 2|1 - fn (Z) |
= Z log fn (2) konvergiert gleichmiissig
n>no
=g(z) = H fn (2) = e2n19812() hat keine Nullstellen.
n>ngo

Denn |log1 + y| < 2|y| fiir |y| < % Und schlussendlich gilt ja f = f1--- fn, - g O

Durch die Abbildung

z—1

t: T—E, ¢t = 3.20
() =21 (3.20
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wird die rechte Halbebene biholomorph auf den Einheitskreis abgebildet und es gilt

1—Jt(2)]2 = éRf(f')Q = +‘§/Z’2Re(1/z) fiir z € C\ {0, —1}. (3.21)

Die fiir E gewonnen Resultate lassen sich nun leicht auf die rechte Halbebene iibertragen:
Satz 3.15.

(i) Ein positiver Divisor 0 in T mit zugehoriger Folge {dj} ist genau dann der Divisor
einer in T beschrinkten holomorphen Funktion, wenn

(d)
Z |?i dkP < oo (Blaschke-Bedingung fiir T). (3.22)
k

(ii) Die Funktion f € O(T) sei beschrankt in T und verschwinde in den paarweise
verschiedenen Punkten {dj}, wobei § := infj|dgy| > 0 und ), Re(1/d;) = oo
gelten soll. Dann verschwindet f iiberall in T.

Beweis.

(i) Die Abbildung 9 ot~ : E — N ist ein positiver Divisor in E mit zugehériger Folge
dyn := t(dy). Fiir eine in T beschrénkte Funktion f € O(T) gilt (f) = O genau
dann wenn fot~! = dot! fiir die in E beschrinkte Funktion fot~! € O (E) gilt.
Nach dem obigen Satz trifft dies genau dann zu, wenn ), (1 - \c?k|) < oo gilt. Die
Behauptung folgt nun aus der Gleichung da

1— |w|?
2

<1—|w| <1—|wf fiir alle w € E.

fiir alle w € C\ By (0) gilt, folgt mit |3.21

" 1 1
(ii) Da imp 2 rge?

Re(dy) 1
Re(1/dy) =
Z\1+dk|2_ 1+1/5)2Zk: e(1/dy) = oo

Wegen (i) muss dann f identisch verschwinden.

O]

Nun konnen wir die Resultat der rechten Halbebene benutzen um die Aussagen fiir die
obere Halbebene zu finden. Die Abbildung z — —iz bildet H biholomorph auf T ab. Da

Re(—iz) = Im(z) wird die Blaschke-Bedingung zu ), ‘Iﬁ(ddkp < oo und die Divergenz-

Bedingung (ii) zu ), Im(1/dy) = —oc. (Oder direkter: z — 2= +2 bildet H biholomorph
auf E ab.) Sei also {z,} eine darstellende Folge des Divisors 0 auf der oberen Halbebene.

Durch die obige Abbildung erhalten wir eine Folge ¢, := ( (z,,) := 22— im Einheitskreis.
Dass Blaschke-Produkt vom Einheitskreis

|Gl G —¢
H = (3.23)

149



transformiert sich also zu

-\ 900) |22
z—1 zi+ 1|z — 2y
. 3.24
<z+i> Hz 2241 z2—2, (3:24)

Zn

3.3 Hardy-Funktionen
3.3.1 Vorbereitendes Material zu L?—Raumen und Fourier-Transformation

Zuerst werden wir einiges iiber die LP—R&ume ohne Beweise in Erinnerung rufen. Wir
schreiben wieder fiir ein Lebesgue-Mass L fiir dL stets abkiirzend dz. Wenn 2 C R"
Lebesgue-messbar ist, dann verstehen wir unter dem Raum LP (Q,dx) =: LP (2) mit
1 < p < oo stets den Raum der Lebesgue-messbaren Funktionen mit

1/p
1w = 1l = ( [ @ |pd:c> < oo,

wobei zwei Funktionen miteinander identifiziert werden, wenn die Menge auf der sie
sich unterscheiden eine Lebesgue-Nullmenge ist. In der Tat handelt es sich, wie in einer
iiblichen Mass und Integral Vorlesung bewiesen wird, bei der Abbildung | - |[z» um
eine Norm und (LP,dx) ist vollstindig, sowie separabel. Wie sich herausstellt, sind die
stetigen Funktionen mit kompaktem Tréger C. (2) dicht imm Raum LP (2). Der Raum
der quadrat-summierbaren Funktionen L? bildet mit dem Skalarprodukt

(f.g)pe = /Q f (@) (@)dx

sogar einen Hilbert-Raum iiber C. Diese Definition ist sinnvoll, denn sind f, g € L?, dann
ist fg auch summierbar, da wegen |f + g|? < 2|f|? + 2|g|? gilt:

2|f-gl=2f]-lgl < |fI* +lg]*.

Wie man leicht nachweist erfiillt diese Abbildung alle Eigenschaften eines Skalarpro-
dukts. Im Speziellen gilt die Schwarz’sche und Minkowski’sche Ungleichung

(frg) el < /Q T2 /Q 92 = 1113 [l (3.25)

1/2 1/2 1/2
||f+g||2=< / |f+g|2da:) s( / |er) +< / |g|2) — 1l + gl (3.26)

Wie iiblich nennen wir zwei Funktionen orthogonal, wenn ihr Skalarprodukt verschwin-
det und eine Familie von orthogonalen Vektoren heisst ein Orthogonalsystem. Unter den
Orthogonalsystemen spielen die Orthogonalbasen eine besondere Rolle, worunter wir
Orthogonalsysteme verstehen, die nicht mehr durch Hinzufiigen eines weiteren Vektors
vergrossert werden konnen, also beziiglich Inklusion maximal sind. (Aquivalent ist, dass
die lineare Hiille im Hilbert-Raum dicht ist.) Sind diese Basisvektoren dariiber hinaus
normiert, so spricht man auch von einer Orthonormalbasis. Die Vektoren {v;} bilden also
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genau dann ein Orthonormalsystem, wenn (v;, v;) = d; ; fiir alle Tupel (7, j). Mittels des
Zorn’schen Lemmas kann man nun zeigen, dass jeder Hilbert-Raum eine Orthonormal-
basis besitzt (es kann sogar jedes Orthonormalsystem zu einer Orthonormalbasis ergénzt
werden). Beispielsweise bilden die Funktionen

en () = ™" mit n € Z
eine orthonormales Funktionensystem in L? ([0,1]) ~ L? (S').

Haben wir nun eine Orthonormalbasis S und einen Hilbert-Raum H, dann kann man
jedes Element f € H durch eine formale Summe

f= Z<f7€>€

eeS

darstellen. Diese Reihendarstellung wird auch verallgemeinerte Fourier-Reihe genannt.
Fiir den Fall 2 = S stellen die Funktionen {e,, := ¢*™*|n € Z} eine Orthonormalbasis
von L? (Sl) dar und es gilt:

fla)=Y f(n)eu(x)

neZ

1
Fn) = (f,en) = /0 F () e=2inz gy, (3.27)

Aber spiter mehr zu dieser Familie {e,}. Desweiteren verwenden wir fiir Lebesgue-
summierbare Funktionen f € L! (R) die folgenden Konventionen fiir die Fourier- Trans-
formation und die Riicktransformation verwenden:

fk) = /_ b f(x) e da (3.28)
3 (z) = % / T (k) et (3.29)

Wir bemerken noch einen niitzlichen Satz von Riemann und Lebesgue:

Satz 3.16. Gilt f € L' (R) und verschwindet die Fourier-Transformation im Unendli-

k—+oo

chen, also f (k) "5 0, dann gilt
feC(R).

Wenn f € L' (R) und gilt fiir die Fourier-Transformierte f € L* (R), dann gilt

f(z) = f ()

fiir fast alle z € R. Abschliessend zur Fourier-Transformation iiber L' —Funktionen geben
wir noch einen praktischen Satz fiir Berechnungen an:
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Satz 3.17. Fiir f,g € L' (R) gilt

/fgdx:27r/f§dx.
R R

Beweis. Wir wollen nun den Satz von Fubini verwenden:

/R fgdz = /R /R f(t) e g (x) dtdx
- [ [a@ s

:27T/f§7dt.
R
O

Wir méchten nun die Fourier-Transformation auf L2 —Funktionen verallgemeinern. Dazu
bemerken wir das folgende Lemma:

Lemma 3.7. Der Raum L' (R) N L?(R) ist dicht in L?(R) beziiglich der L?—Norm
induzierten Metrik.

Beweis. Aus der Mass und Integral Vorlesung wissen wir, dass C? (R) dicht in L? (R)
liegt. Da CY C L' N L? folgt aber bereits die Behauptung. O

Satz 3.18. (Plancherel Identitit)
Fiir alle f € L' (R) N L? (R) gilt die Identitit von Plancherel

1£ll2 = V2| £[]2- (3.30)

Beweis. Sei f € L'NL*und f (z) = & fRf(k:) e~ dk bezeichnet die Fourier-Transformierte.
Dann gilt

wobel ¢ die Delta-Distribution bezeichnet. O

Eine Folgerung ist, dass die Fourier-Transformierte einer Funktion in L' N L? in L?
liegt. Wir benutzen nun diese Tatsache um die Fourier-Transformation auf ganz L2
fortzusetzen:
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Satz 3.19. Es existiert eine beschrinkte Fortsetzung F : L? (R) — L? (R) der Fourier-
Transformation auf L' (R) N L? (R), welche eindeutig ist.

Beweis. Sei f € L?, dann existiert eine Cauchy- Folge {fr} C L*N L2 mit || fx — fl]2 — 0.
Aus dem Satz von Plancherel folgt offenbar, dass { fk} ebenfalls eine Cauchy-Folge in L?
ist. Somit besitzt sie einen Grenzwert, welchen wir mit Ff := limg o fk bezeichnen.
Sei {gr} C L? eine weitere Folge mit ||gr — fll2 = limj_eo ||gr — fill2 — O fiir & — oo.
Dann gilt [lgx — fill2 ~ |lgx — fill2 — O fiir k,I — oo und die Grenzwerte sind gleich.
Die Abbildung F ist also wohl-definiert. Die Eindeutigkeit folgt unmittelbar aus der
Dichtheit von L' N L? in L?. O

Setzt man fy := X, (0)f, so erhilt man offenbar eine Cauchy-Folge, die gegen f konver-
giert. Dadurch kénnen wir die Erweiterung auch wie folgt charakterisieren

Ff(z)= lim f,(z) = lim f(t) e ™tdt.

k—o0 k—o0 Bk (0)

Nun kann man zeigen:

Satz 3.20. (i) F ist ein unitdrer Operator auf L? (R), d.h. er ist surjektiv und es gilt
fiir alle f,g € L?

<]:f7]:g>L2 = <f7.g>L2

(ii) Die inverse Fourier-Transformation F~! ist fiir alle f € L? (R) gegeben durch

U= 0 F @) 5 FS ().

Diesen Satz wollen wir hier nicht beweise. Der interessierte Leser konsultiere ein Buch
tiber Fourier Analysis. In der Tat findet man nun, dass die zwei verschiedenen Definiti-
on der Fourier-Transformationen, wenn sie erklért sind, iibereinstimmen. Im Folgenden

schreiben wir: Ff = f und F~1f = f.
3.3.2 Hardy-Funktionen auf der oberen Halbebene

Satz 3.21. Fiir f € L?(R) und z € H gilt

1  f(k
271'2 o k— 2

%_/lf ) €% da. (3.31)

Ubung: Wieso existieren die Integrale im Satz.

Beweis. Fiir z € H definieren wir die Abbildung

1 1

k)= —
g (k) 2ri k — z

12 (R)
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Dann ist die Funktion g quadrat-summierbar auf der reellen Achse und durch Integration
iiber einen Halbkreis in der Halbebene kann man zeigen (Ubung), dass gilt

[ s (i 2>

—o 0, x < 0.

Damit finden wir fiir eine quadrat-summierbare Funktion f, welche geniigend schnell
abfillt, die Gleichungskette

Definition 3.10. Wir definieren die folgenden Funktionen (”Halbtransformierte”)

= /OO f(x) e dx. (3.32)
0

Beachte, dass es sich fiir a = is gerade um die Laplace-Transformation handelt.

Satz 3.22. Sei h(2) := 5 f k de = fo ) e*dz. Unter Benutzung der Kurz-
notation hy (a) := h(a—Hb mit a + b € H gﬂt

(1) h ist analytisch auf H.
2) lhsllz < 12

(3) Iy — f*l2 — 0 fiir b | 0.
Beweis.

(1) Zuerst bemerken wir, dass h holomorph in der oberen Halbebene ist. Integrieren wir
die holomorphe Funktion f (z) €*** iiber ein kompaktes Intervall [0, M] fiir beliebiges
M > 0, so erhalten wir eine holomorphe Funktion. Wir miissen nur zeigen, dass das
Integral gleichmissig konvergiert. Aber dies folgt wegen der Abschétzung, wobei wir
z =a 4+ tb,b > 0 schreiben:

/ N7 (2) € da < / T (@) et de
M

M

() ([ o)

oM M
< Ce M M

da f quadrat-summierbar ist und b > 0.
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(2) hy(a) = [;° f (z) e~ dx. hy ist die Fourier-Transformierte von
f (@) e ™ (),
wobei 0 (x) die Heaviside-Funktion ist. Mit Plancherel erhalten wir wieder
1holl3 = 271 f (x) e~ (x) |13
=27 /000 e 2% f () |2dx
< IF713-

(3) Wir erhalten analog;:

2
lhe = 12 (a) = 27

/0 f(z) (e_bx - 1) €% dx

_ 271'/000 (1-e) 11 () Paa

b.
"0 0.

2

O]

Wir bemerken noch, dass die Funktion A sich nicht dndert, wenn wir f auf der negativen
reellen Achse x < 0 modifizieren, deshalb kénnen wir f dort auch Null setzen. Wir
werden nach ein paar Definitionen und Beispielen sehen, dass der Satz von Paley und
Wiener gerade sagt, dass jede Funktion in H? gerade von der obigen Form fiir ein solches
f ist. Eine Funktion h : H — C, welche analytisch in der oberen Halbebene ist und

o0 1/p
| f |l zze := sup (/ |h (z + iy) ]pdx> < 00 (3.33)
y>0 —00

fiir ein fixes 1 < p < oo erfiillt heisst Hardy-Funktion und die Menge solcher Funktion
heisst Hardy-Raum, wobei wir abkiirzend H? := HP (H) schreiben. Fiir den Fall p = co
definieren wir den Hardy-Raum durch

H®® := H*® (H) := {f holomorph auf H||| f|| g := Sgll—)i lf(2) ]} (3.34)

Nun wollen wir ein paar Beispiele betrachten:

Beispiel 3.3.

(1) Wir betrachten die Funktion
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wobei Re(\) > 0. Die Fourier-Transformation dieser Abbildung ist

. 0o ‘ 1
_ —(A—ik)x _
f(k)= /0 e dx = T

Damit ergibt sich die Hardy-Funktion zu:

1 [ dk
h(z) = m/oo (N —ik) (k — 2)
_ —(A—zz)zd _
/0 c TN

(2) Wir betrachten die Folge f, (z) := 2"e~** n € N. Offensichtlich gilt

dh . > 12T
T =i [ @ @)

und damit erhalten wir

dr
()= 0 G

-)"n! i"n!

— (_i)n—l ( - _
(z + i)t (z +in)"TH

(3) Wir betrachten f, () = e *L,, (z) (n € N), wobei L,, das n—te Laguerre-Polynom

bezeichnet und es gilt
k

Lo(z)= Y (-1)F (Z) %

0<k<n

Mit den bisherigen Resultaten folgt

k=0 ) (Z—i—z)
- Z+Zkz<><z+z>
N Z+Z<Z—{—z>
(4) Sei nun f, (z) = e *L, (2z). Dann gilt
= 30 (i e

k
B 1 z—i\"
 z4i\z+i)

Berechne als Ubung h, (a (2)), wobei « die Cayley-Transformation bezeichnet.
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Beispiel 3.4. Hardy Funktionen haben wichtige Anwendungen in den Ingenieurswissen-
schaften und der Physik. Wir betrachten eine Stérung eines physikalischen Systems durch
eine zeitabhiingige Kraft f € L? (R) und wollen die Antwort des Systems K f zum Zeit-
punkt ¢ beschreiben. Die Kraft soll adiabatisch zum Zeitpunkt t) = —oo eingeschalten
werden um wir messen die Systemantwort zu einem Zeitpunkt ¢ > —oo. Wir fordern
nun, dass die Systemantwort linear in der Kraft f ist (schwache Kopplung), nur von der
Zeitdifferenz abhéngt und Kausalitéit gewahrleistet ist, also die Systemantwort nicht von
der Kraft f (s) mit s > ¢t abhéngen darf. Damit ist klar, dass diese durch das Integral

Kf(t):/ook(t—s)f(s)ds

— 00

gegeben ist. Aufgrund der Kausalitédt muss k (¢) = 0 fiir ¢ <0 gelten. In der Tat handelt
es sich um eine Faltung und fiir diese Wissen wir f x g = f§, wenn f,g € L'. Wir sehen
also (ev. iiber ein Dichtheitsargument)

A~

Kf=kf.

Satz 3.23. (Satz von Paley-Wiener 1934)
Eine Funktion A ist in H? genau dann wenn ein f € L? (R) existiert mit

h(z) = 217”/0; ]f(_kldk = /Ooof(a;) e dx (3.35)

und fiir alle z < 0 f (x) = 0 gilt.

Beweis.

<: Bereits gezeigt.

=: Diese Richtung zeigen wir in 3 Schritten: Wir nehmen also an, dass h € H? und
miissen zeigen, dass h analytisch in der oberen Halbebene ist und es eine quadrat-
summierbare Funktion f gibt, so dass sich A durch die gegebene Gleichung darstellen
lasst.

Schritt 1: Zuerst wollen wir zeigen, dass fiir z € H und fiir jedes b > 0 gilt

. 1 [ hy(t)
h =h b) = — dt.
0(2) = (z+ib) 2m'/R t—2
Da h holomorph ist, konnte man den Eindruck haben, dass wir nur Residuensatz an-
wenden miissen, jedoch haben wir fiir h nicht eine geniigend scharfe obere Schranke. Um
diese Schwierigkeit zu umgehen betrachten wir die Abbildung

e'LZA

A
ka(z):= T /0 hy (z +t) dt.

fiir ein fixes positive A > 0. Dann ist k4 analytisch in der oberen Halbebene und auf
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einem Halbkreis in der oberen Halbebene haben wir die Abschétzung

4 o—ARsing A 1/2 A
Ik A (Rew>\§A</0 1dt> </0 hy (2 +1) ]2dt>

€_AR sin 6

—F|h sin
7a 1P+ Rsinell2

e—ARsine

<C-—F,

- VA
wobei wir die Cauchy-Schwarz-Ungleichung verwendeten. Wenden wir nun den Residuen-
Satz auf diesen Halbkreis an der iiber die reelle Achse geschlossen ist, so erhalten wir

kA (2) 1 kA(g)dg_1</R kA(t)dt+/()7r ka (Rei?) RieiGCm)’ 556

" 2mi , C—z 2mi\J.gp t—2z Re® — 2

1/2

wenn R > |z|. Denn die Funktion k4 ist ja holomorph in der oberen Halbebene und
damit haben wir nur einen einfachen Pol in z = (. Fiir das zweite Integral haben wir

/7r ka (Re®) Rie®dd| |CR|| [™ e ARsn0qg
0 Ret — » ~ WAl lJo Re? -z
C/ R—o0
< = 0.
=R —

Damit haben wir

Sk (2) = /°° ka(t)dt Az0 (2) = 1 /th (t)dt.

oo t— 2 C2mi Jgt—z

Fiir A — 0 finden wir den behaupteten Ausdruck, da k4 die Funktion hy lokal gleichméissig
approximiert und die Abschitzung

1/2
ka(t) |dt dt C
/ LAXQI LT [ 755 =Sl
[t|>n |t_Z| [t|>n |t_Z| n

Dies ist eine analoge Argumentation wie wir bereits ein Mal weiter oben verwendeten.
Die anderen zwei Schritte sind nun einfach.

Schritt 2: In diesem Schritt konstruieren wir das f: Die Cauchy-Formel fiir hy impliziert
fir z=a+iceH

hy (0 + i) = hyse (a) = / iy (2) €% da
0

:/ hy () €*%dx
0

:/ hy (z) €% e~ dx,
0
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so dass
hpye = € “hy,

wenn ¢, b > 0. Wir definieren nun die Funktion
f = e"hy, (3.37)
welche unabhéngig vom Parameter b > 0 ist, denn fiir jedes € > 0 gilt

ebFIThy  (z) = Py () e = PRy (x).

Schritt 3: f hat die gewiinschten Eigenschaften. f ist in L2, denn es gilt
oo oo
277/ |f (z) |2dx = lim/ e 2% f () |2dx
0 bl0 Jo
= lim 27| g |3
i 27| |2
heH?
=lim ||l < oc.
im [yl < oo
Lassen wir nun in der Formel
oo .
hy (z) = / f(x) e e " dy
0

den Parameter b gegen Null gehen wihrend wir z = a+ic fixiert halten, so ist der Beweis
beendet. O

Aufgrund dieses Satzes kénnen wir nun die Hardy-Funktionen h in der oberen Halbebene
mit der zugehdrigen Fourier-Transformierten f = fT =limy_, hy, wobei f = 0 fiir z < 0,
identifizieren, also H? ~ L2 ([0, 00)). Der wichtige Punkt ist, dass fiir ein f mit f = 0
auf der negativen reellen Achse die Funktion

h(z) = f(t)dt

_Tm' t—=z

= /0 h f(x) e dx

als analytische Fortsetzung auf H der Funktion limyjo hy = f = fT betrachtet werden
kann. Deshalb schreiben wir auch

H?={fe L*(R)|f = f = 0 fiir = < O}.

Ab jetzt werden wir fiir die zwei ”Hardy-Réume” H?T schreiben um anzudeuten, dass
das zweite Integral fiir h iiber die positive reelle Achse ist bzw. f fiir negative reelle
Werte verschwindet. Analog sehen wir durch einen dhnlichen Beweis, dass die Hardy-
Funktionen auf der unteren Halbebene mit der Menge

H™ ={feL?(R)|f=f=f =0 fir z > 0}
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identifiziert werden konnen. Durch die folgenden zwei Abbildungen konnen wir ein be-
liebiges f € L? (R) auf die Hardy-Réume projezieren:

7y L2(R) = H>F, fos oy (f) = ft (3.38)
m_L2(R) - H*, frsm_ (f) , (3.39)
wobei
T L f(t) dt _ > ax
fr(2):= lblﬁ)l 5 ype /0 f(z)e**dx (3.40)
— L . 1 f(t) dt _ 0 ax
[ (2):= —lblﬁ)lﬁ P /_oof(x)e dx (3.41)

Im Speziellen wird die orthogonale Zerlegung L? (R) = L? ((—00,0]) @ L? (|0, 00)) durch
die Fourier-Transformation * auf die duale orthogonale Zerlegung L? (mathbbR) = H*T @
H?~ abgebildet.

Als eine Art Bonus der obigen Diskussion erhalten wir die sogenannte Poisson-Formel
fir H2t: Wenn f € L? (R) mit f = 0 fiir 2 < 0, dann gilt fiir jedes z := a +ib € H

f(z):% ft(i)jt
! f () dt f(t)dt
T omi t—z ) t—-z

b f () dt
_7'('/‘(75&)2+b2.

Die folgenden zwei Aussagen wurden in der Vorlesung nicht bewiesen, jedoch erachte ich
sie als derart zentral, dass ich diese nicht als Ubung iiberlasse:

Es ist iiblich den Raum H?2T mit einer orthonormalen Basis uszustatten und zwar
1 it+1
(it —1) it —1

In der Tat ist die Familie {e,,} fiir n < 0 eine Orthonormalbasis von H?~. Zuerst beweisen
wir jedoch das folgende Lemma:

en (t) = >” fiir n > 0. (3.42)

Lemma 3.8. Eine rationale, geniigend schnell abfallende Funktion f ist eine Hardy-
Funktion der oberen Halbebene genau dann, wenn alle Pole von ihr in der unteren
Halbebene liegen.

Beweis. Wir nehmen an, dass f eine geniigend schnell abfallende Funktion ohne Pole
in der abgeschlossenen oberen Halbebene ist. Dann miissen wir zeigen, dass die inverse
Fourier-Transformation

fla) =5 [ FOe
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auf der negativen reellen Achse verschwindet. Dazu betrachten wir die komplexifizierte
Funktion f () e ™? Da f keine Pole in der oberen Halbebene und auf der reellen Achse
hat, konnen wir als Integrationsweg einen Halbkreis in der oberen Halbebene wihlen,
welcher iiber die reelle Achse geschlossen ist. Dieses Integral liefert fiir jedes fixierte a < 0
nach Cauchy’s Integralsatz

; R A - 7T ~ . . i
0= / f(¢) e d¢ = / f(&) e de + / f (Rew) e "R i Rdp.
vy -R 0
Mit der iiblichen Abschétzung fiir das Integral iiber den Halbkreis sehen wir

/ f(Rew) eiaReiGiRd¢9’ S/ |f’€aRsin9Rd9 < MR/ eaRsianQ.
0 0 0

Denn f ist geniigend schnell abfallend und damit beschrinkt. Bemerken wir, dass der
Integrand ganz rechts exponentiell abfallend fiir @ < 0 ist, ausser in e—Béllen um die
Punkte 6 = 0,7, welche wir beliebig klein machen kénnen, sehen wir dass das Integral
fiir R — oo verschwindet. Also kénnen wir mit der Cauchy’schen Integralformel

fla) = /_ h f(&e ™ mde =0

folgern. Also ist f eine Hardy-Funktion in der oberen Halbebene wie gewiinscht. Umge-
kehrt ist f eine rationale Hardy-Funktion mit geniigend schnellem Abfall, dann miissen
wir zeigen, dass f in H holomorph ist. Da f per Voraussetzung eine Hardy-Funktion ist,
verschwindet f fiir x < 0. Also gilt

Fo=[ r@eein= [T e

Komplexifizieren wir £ — ( := s + it, so sehen wir

f(g) = /0 f (CL‘) eicxdaj = /0 f (x) eiszeftxdx

Fir ¢ € H, also t > 0, sehen wir, dass der exponentielle Abfall die Funktion f fiir
x > 0 dominiert. Also ist der Integrand holomorph in der oberen Halbebene fiir > 0.
Integration iiber ein kompaktes Intervall gibt also eine holomorphe Funktion und wir
miissen nur zeigen, dass der Rest des Integrals, also f[ Myoo) " gleichméssig konvergiert

um zu schliessen, dass f in der oberen Halbebene holomorph ist. Wir haben als obere
Schranke

‘/OO f(z) e dx
M

< /Mm\f@)\e‘“dw

00 1/2
< I fll2 </M emdm) < C||flloe”t™.

Dieser letzte Ausdruck konnvergiert klarerweise fiir ¢ > 0. Also ist die Fourier-Transformierte
holomorph in der oberen Halbebene und der Beweis ist abgeschlossen. O
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Dieses Lemma gibt einen einfachen Weg um zu sehen, dass e, eine Hardy-Funktion der
oberen Halbebene fiir n > 0 ist. Fiir jedes n ist e, quadrat-integrierbar, denn

/Oo|e\2 1/2<L /oodx 1/2<oo
e TV o T+ a2 '

Fiir n > 0 hat e, einen Pol in —i, jedoch ansonsten keinen. Aus dem Lemma folgt damit
en € H?T. Weiter ist die Familie {e,} orthonormal, d.h.

o0
/ enmdT = Opm.
—00

14+iz
1—1iz

Um dies zu sehen, benutzen wir die im Grossen konforme Abbildung z — (Cayley-

Transformation). Fiir z € R definieren wir die Abbildung

1+4ix . do 2
= mit — =

11—z dr 14 x2°

expio (x) :

Also haben wir

1 [° ein—m)e(z)
<€n,€m>L2 = ; /OO de

1 2

= Iy = 5, .
27T 0 ’

Nun kénnte man noch zeigen, dass die Familie {e,,} fiir n > 0 den Raum H?* in der
Tat aufspannt, d.h. die einzige Funktion h € H?T, welche orthogonal zu e, ist, die Null-
funktion ist. Jedoch wollen wir dies hier nicht tun. Ahnlich spannt die Familie {e, }n<o
den Hardy-Raum der unteren Halbebene auf.

Nun beweisen wir zwei zentrale Sitze in der Theorie der Hardy-Funktionen:
Satz 3.24. Fiir jede Hardy-Funktion h der oberen Halbebene, welche nicht identisch

verschwindet, gilt
> log |h (k) |dk
[ s s

—00

Beachte, dass log|h| < |h| und deshalb ist 1{’_%,‘;‘ von oben durch eine summierbare
Funktion beschrénkt. Deshalb kann das Integral héchstens nach —oo divergieren.

Beweis. Dieser Satz wurde in der Vorlesung nicht bewiesen und aufgrund seiner Lénge
mochte ich ihn hier nicht présentieren. Der interessierte Leser konsultiere Kapitel 3 in
[A. O

Der néchste Satz ist eine Art ” Umkehrung” des obigen:
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Satz 3.25. Sei G € L?(R) mit G > 0 und

* log G (k)
/ L1k e

dann gibt es eine Hardy-Funktion A in der oberen Halbebene, so dass
G (k) = |h (k)| fast iiberall auf R
gilt.

Beweis. Wir definieren zunichst die Funktion

1 [ kz+4+1logG (k)dk .
h(z):—exp[m_/_OO S 1+(/<:)2 mit z € H.

Wegen der Bedingung [ |log G|/ (1 + k2) < oo ist die Konvergenz gewéhrleistet und es
handelt sich um einen in der oberen Halbebene analytischen Ausdruck. Sei nun z =
a + b € H fix. Dann gilt:

Im(kkz_—i_zl) = Im( (k2 ﬁl_) (Z]TQ_ Z))

~ Im(k*z —z+ k — k|z]?)

(k—a)* + b2
(K> +1)b
C(k—a)® + 12
> b 1
= |h(2)|* = exp /Oo log(G (k))? Y TR dk
—_———
=:A(k)
=loglh(2)] = /OO log G (k) A (k) dk.

Nun gilt A (k) > 0 und wegen [ % = 7 haben wir [; A (k) dk = 1. Wir bendtigen
noch:

Satz 3.26. (Jensen’sche Ungleichung)
Fiir jede konvexe Funktion f(z) und nicht-negative Konstanten A\; mit » ;" | A; = 1 gilt:

FO X)) <3N f ().
=1 i=1

Beweis. Verwende die tibliche Definition von ”konvex”, also dass f(Ax 4+ (1 —A)y) <
Af(z) + (1 —A) f(y) fur alle A\ € [0,1] gilt. Durch vollstdandige Induktion iiber die
Stiitzstellen erhélt man nun die Jensen’sche Ungleichung. O
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Fiir konkave Funktionen, wie der natiirliche Logarithmus, kehrt sich natiirlich nur das
Ungleichungszeichen um. Zerlegen wir das Integral [; f (k) A (k) dk iiber das Intervall I
in eine Riemann’sche Summe und verwenden die Jensen’sche Ungleichung so erhalten
wir
log/f(k:)A(k:) dk > /log[f (k)|A (k) dk.
I I
Damit folgt nun
b [ G?(k)dk
h(z)* <ex [10 /G2 k:Akdk]:/GQA:/ — .
h(:) P < exp log [ G2 (1) A (B) S e

Nun integrieren wir iiber den Realteil von z := a 4 ¢b und lassen b fix. Bemerke, dass
wegen G € L? wir den Satz von Fubini benutzen diirfen.

<
i< [0 T
_/ GQ(k)/ —daQ dle
—00 ™ foo(k?_a) +b2

:/ G? (k) dk = ||G|3 < oc.

Der letzte Ausdruck ist unabhiingig von b > 0 und dies beweist h € H**. Im Speziellen
existiert der Grenzwert limy o by =: hoy in L? (R) und wir haben nur zu zeigen, dass fast
iiberall |hoy| = G gilt. Aufgrund der bekannten Abschitzung

Jis =ty f i< f

geniigt es sogar nur G < |hg4| f.ii. zu zeigen. Um dies zu sehen, betrachten wir eine nicht-
negative Testfunktion v € CY (R) und der Grenzwert limyjohy = hoy soll fast iiberall
gelten. Dann gilt wegen dem Lemma von Fatou

lim inf log™ |hy| > log™ |h
i in /vog | bl_/vog |ho+|
und

li log™ |hy| > log™ |ho+ |-

lgg/’yog | b!_/’vog |ho+|
Deshalb gilt auch

limsup/fylog|hb] > /710g|h0+|.

b0

logG
) |y (@) |da =
[r@im@ia= [ [ EED +b2
:/logG / dadk
+b2
:/logG / k+abddk
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Da das innere Integral durch H% beschriinkt ist und log G/(1+ k?) summierbar kénnen
wir den Satz der dominierend Konvergenz verwenden, weshalb das letzte Integral fiir
b1 0 gegen [ vlogG konvergiert. Aber dann haben wir

[ 108 o] = timsup [ 1ol = [ 41056
b0

und somit |hoy| > G, wie gewiinscht. O

3.3.3 Hardy-Funktionen auf der Einheitskreisscheibe

Hardy-Funktionen sind auch wichtig im Zusammenhang mit Fourier-Reihen. Wir be-
trachten den Einheitskreis S als Rand der Einheitskreisscheibe |z| < 1, welcher para-
metrisiert durch einen Winkel ¢ € [0, 27) sein soll. Bekanntlich kénnen wir eine Funktion
fer? (S 1) in eine Fourier-Reihe beziiglich der orthonormalen Basis e, := ¢™® entwi-
ckeln, also:

F@) =Y _Ffn)em =fr(¢)+f (¢) (3.43)
nezZ
27
Fny =g [ s @) (3.44)

Wir fiir Laurent-Reihen haben wir die Summe f aufgespalten in einen ”Nebenteil” (f1)
mit 7 > 0 und einen "Hauptteil” (f~) mit n < 0. Die Funktion f* kénnen wir auf E

fortsetzen durch R
fH)=>fn)z",

n>0
welche im Innern holomorph ist. Fiir R € (0,1) definieren wir die Abbildung
ha(8) = h(Re) =3 f (n) R"e™.
n>0

Fiir diese Funktion gilt

21
| e @) Pdo =20 3 17 ) PR

n>0

und damit

27
sup / Ihy (6) [2d6 = | 112 < [IFI2.

0<R<1
Nun machen wir eine analoge Definition wie fiir den Fall einer oberen Halbebene:

Definition 3.11. Eine Hardy-Funktion auf der Einheitskreisscheibe ist eine analytische
Funktion auf E, so dass

1/2

2
sup [lhalls < oo mit [|Aglls = ( L <¢>2d¢)
Re(0,1) 0
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Wir sprechen auch von einer Hardy—FL}nktion auf dem Einheitskreis S'. Es gilt limp_,q |hr—
f*ll2 = 0. Die Vorschrift h = 3= - f (n) 2" assoziiert also jeweils eine Hardy-Funktion

mit einem f € L? (Sl).

Lemma 3.9. Jede Hardy-Funktion auf der Einheitskreisscheibe hat die Form

h=>_f(n)z",

n>0
wobei f € L? (Sl).

Beweis. Die eine Richtung haben wir bereits gezeigt. Fiir die andere entwickle man
die Hardy-Funktion in eine Potenzreihe um z = 0 und berechne ||hgr||2. Die Details
iiberlassen wir dem Leser. O

Die Abbildung f* +~ h von Nebenteilen auf Hardy-Funktionen stellt nun ein Isomor-
phismus auf H>T dar, wenn wir

[Pll2 == sup [lhrlla = [ f]2
0<R<1

setzen. Wie im vorherigen Abschnitt identifizieren wir A mit f™ und bezeichnen auch
fT als "Hardy-Funktion”. Die Abbildung

froft=) fmem

n>0

ist dann die Projektion von L? (S 1) auf H?T, welche surjektiv ist.

Vorbereitend fiir den néchsten Satz wollen wir das folgende Lemma beweisen:
Lemma 3.10. Fiir alle z € C\ S! gilt:

1 2 ) 1 , >1

/ log|eld)_z‘d¢: Og|Z| |Z’

27 0 O, 0 S |Z| < 1

Beweis. Die Behauptung liegt nahe die folgende Fallunterscheidung zu machen, jedoch
zuvor beobachten wir

27 ) 2 .
/ log | — z|d = Re(/ log (ezd) - z))d¢
0 0
w(p):=e'? —
(9):= Re(—i/ M).
Sl

w

(i) z = 0: Wir sehen anhand der obigen Formel, dass das Integral verschwindet.

(ii) |z| > 1 : Auch mit der obigen Formel und dem Residuensatz, sowie

Res [k’g(l‘;_z)o} ~ log (—2)

erhalten wir die Aussage. Denn log (w — 2) ist analytisch im Innern von S*.
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(iii) 0 < |z| < 1 : Fiir diesen Fall kénnen wir nicht oben vorgehen, da fiir eine eindeutige
Definition des Logarithmus wére der Schnitt durch die Integrationskontur. Aber
aufgrund der Leibniz-Regel gilt ist der Integralausdruck in E holomorph und es gilt
mit dem Residuensatz:

dF(z)'—d/ log(w—z)dw__/ dw _0
dz Tdz s w o (w—-2)w

In der Tat muss diese Konstante 0 sein, denn per Voraussetzung in F' in E holo-
morph.

O]

Satz 3.27. Fiir jede nicht-triviale Funktion f € L? (S 1) ist log |f| summierbar und es
gilt

1 2m 1 2m R
o [ exlr) s 20| [T @ ae —oxlfOL @)
™ Jo ™ Jo

Bemerkung 3.2. In der klassischen Jensen’sche Ungleichung ist g (¢) eine reell-wertige,
nicht-negative Funktion und fiir diese gilt:

1 2T 1 27
5 || losa(@)do <ton - [ g(0)do.

Die Beweisstrategie ist, dass wir zuerst die Aussage fiir trigonometrische Polynome f
beweisen und dann ein allgemeines f durch solche approximieren.

Beweis des Satzes fiir trigonometrische Polynome. Wir nehmen zuerst an, dass die nicht-
triviale Hardy-Funktion die Form

f(¢):f(())+f(1)ei¢+...+f(n)em¢

hat mit f (0), f (n) # 0. Die assoziierte in E holomorphe Funktion / hat dann auch die
Gestalt

h(z) =37 F (k)2 mit h(0) = F(0) # 0, (n) £0.

k=0

Wir wollen nun
1 2m 1 2 ”
il 1 dp = — log |h(e"?)|d¢ > log |h
5 [, sl )10 = o [ s () ido > 1og h 0)]

zeigen. Da f (0)#£0 wissen wir, dass z = 0 keine Nullstelle aus dem Fundamentalsatz der
Algebra folgt h(z) = f (n) [, (z — z;) und wegem dem Satz von Vieta gilt [[\"; z; =
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(-1 % und deshalb

||
Ez

(z — %)

-0 f (2 — z)
f oI

i=1
f O)H(l—w),
i=1
wobei 7; := 1/z;. Klarerweise hat h keine Nullstelle auf dem Einheitskreis. Wir erhalten

21 A o |
217r/0 log’f(¢)|d¢=10g|f(0)|+zl/ 10g|1—%el¢|d¢

log|vil, |wl <1
=log|f (0 Zlog!%\ +Z{ ' ‘;’ o
7

> log|f (0) .

7,:1

I
Y
/-\

O]

Beweis des Satzes fiir den allgemeinen Fall.

Seien nun h, trigonometrische Polynome im Sinn des obigen Beweise, welche gegen
eine Funktion h beziiglich der L?—Norm konvergieren sollen, sowie keine Nullstellen auf
dem Einheitskreis besitzen. Wegen dem Satz von Plancherel ist dann auch die Fourier-
transformierte Folge b, beziiglich der L?—Norm konvergent. Wie iiblich (z.B. in der
abstrakten Integrationstheorie) zerlegen wir den Logarithmus in einen positiven (log™)
und einen negativen (log™) Teil, also log = log™ —log™. Das konstante Glied bezeichnen
wir wieder mit f (0). Dann gilt:

N 1 27
log 1/ (0)| < limsup o= [ log 15, () a0

n—o0

21 2T
timsup = [ /0 log* |, (6) |dé — /0 log* | £, () |d¢}

n—o0

n—oo

) 1 2m 2
—timsup - | [ togf1-+1og" 17,1~ togflds — [ hog* I£,lag

1
< Dy /log+|f|d¢—|—limsup/|hn—f|d¢>—liminf/log_ | frldo
T

=:A

Wir haben dabei ausgenutzt, dass der Logarithmus konvex ist, also |log™ z — log™t y| <
|z — y|. Nun schitzen wir den zweiten und dritten Term ab:
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- 2. Term: Wir wenden die Cauchy-Schwarz-Ungleichung an:
A<\Vor / | fn — f|2do "= 0. (3.46)
- 3. Term: Mit dem Lemma von Fatou finden wir sofort
liminf/log_ | frldd > /liminflog_ | frldd = /log_ | f|do.

Damit erhalten wir schlussendlich

gl (0)1 < o ( [ 105" 140~ [ 10g" 11a0)
1
3 [ loglrido.

3.3.4 Poisson-Kern und Herglotz Darstellung

Wir folgen sehr stark der Darstellung aus dem Buch [10], weshalb einige Beweise ausge-
lassen werden. Wir erinnern zuerst an die Definition des Poisson-Kerns:

Definition 3.12. Die Abbildung P : E x OE — R>(, welche definiert ist durch

et+z 11—z
el —z et — 2|2’

P(z,e") :=Re (3.47)

nennen wir Poisson-Kern.

Bemerkung 3.3. Wie aus der Vorlesung MMP I bekannt ist, lautet der Poisson-Kern in
Polarkoordinaten

. . ' e
P ( 19’ zt> _ [n| Jin(60—t) _ | s
o r;Zr ’ 1 —2rcos (0 —t)+r2 (3.48)

wobei die unendliche Reihe gleichméssig fiir §,¢ € R und r € [0,R] (R € (0,1)) kon-
vergiert. Fiir jedes fixierte e € OE ist P (z,eit) eine harmonische Funktion auf der
Einheitskreisscheibe. Allgemeiner gilt: Fiir jedes komplexe Borelmass p auf OE ist

h(z)= /6E P(z,e")dp (e") mit z € E (3.49)

eine harmonische Funktion auf der Einheitskreisscheibe.
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Im Folgenden bezeichnet o ein komplexes Borelmass auf OE fiir welches die Identitét

1 c+2m )
. fdo=o- f(e") dt (3.50)

gilt, wenn f € L' (¢) und ¢ € R beliebig ist.

Wir erinnern noch an das Dirichlet-Problem fiir die Einheitskreisscheibe: Ist eine
Funktion f auf OE gegeben, dann suchen wir eine stetige Funktion h auf E, so dass h|g
harmonisch ist und hlgg = f gilt.

Der folgende Satz gibt die Losung dieses Problems an:

Satz 3.28. Fiir jede stetige, komplex-wertige Funktion f auf OE gibt es eine eindeutige
stetige Funktion h auf E, so dass

(1) hloe = f
(2) h|g ist harmonisch.

Desweiteren ist die Funktion h auf E gegeben durch
h(z)= / P (z, eit) f (eit) do (eit) : (3.51)
oE

Ist im Speziellen h eine stetige Funktion auf E, deren Einschrinkung auf das Innere
harmonisch ist, dann hat h eine Integraldarstellung der Form wobei f = h|ge.

Aus diesem Satz sehen wir sofort, dass eine stetige Abbildung h auf Bg(z0), die im
Innern harmonisch ist die Integral-Darstellung

h(z+ 2) = / P(z/R,e") h (20 + Re") do (e") mit |2| < R (3.52)
OE
hat.

Wir wollen nun eine Integraldarstellung fiir eine auf dem Einheitskreis analytische Funk-
tion erhalten. Dazu bendtigen wir den folgenden Satz:

Satz 3.29. Fiir jede nicht-negative harmonische Funktion h auf E gibt es eine Integ-
raldarstellung der Form

h(z) = /8E P (z,e")du (e") fiir z € E, (3.53)

wobei u ein endliches nicht-negatives Borel-Mass auf dem Einheitskreis ist.

Mit diesem Resultat erhalten wir:
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Satz 3.30. (Darstellungssatz von Herglotz und Riesz)
Sei f analytisch auf E mit Re(f) > 0, dann gilt

i0 )
flz) = / ew T2 3u(e®) + ic mit z € E (3.54)
9gE €7 — X

fiir ein endliches nicht-negatives Borel-Mass p auf 0E und eine Konstante ¢ € R.
Beweis. Wir wihlen p fiir h = Re(f) wie in Satz Dann ist die Funktion
e 4 2 ;
9= [ S tdu(e)

R

analytisch und es gilt Re(g) = 0 auf E. Da der Realteil von g in z = 0 verschwindet, gilt
g (z) = ic fiir eine reelle Konstante ¢. Deshalb hat f die gewiinschte Form. O

Fin #hnliches Resultat gilt fiir die oberen Halbebene. Wir fithren dazu die folgende
Sprechweise ein: Eine analytische, komplex-wertige Funktion f auf der oberen Halbebene
H mit nicht-negativem Imaginérteil heisst Nevanlinna-Funktion.

Satz 3.31. (Herglotz-Nevanlinna)
Jede Nevanlinna-Funktion f hat eine Darstellung der Form

f(z):b—kcz—i—?lr/l?[tlz—liﬁ}d,u(t) (3.55)

mit b € R, ¢ € R>¢ und p ist ein Borelmass auf R, welches die Wachstumsbedingung
d
/ pt) _
R 1+ t2

Umgekehrt handelt es sich bei jeder Funktion der obigen Form in der Tat um eine
Nevanlinna-Funktion. Die Konstanten erhédlt man durch die Formeln

erfiillt.

b=TRe(f (i) und ¢ = lim M

y—oo gy
und das Mass g ist durch f iiber die Stieltjes Umkehrformel bestimmt

to+0

w((t1,t2]) = lim Im(f (t + ie))dt.
6,e—0 t146

Fiir das folgende miissen wir ein paar neue Begrifflichkeiten einfiihren:

Definition 3.13. Sei h(z) eine komplex-wertige Funktion auf E und s = ¢ € 9E ein
fixer Punkt. Wir schreiben

lim A(z) = A nicht tangential,

Z—S
wenn fiir jeden offenen Dreieckssektor S in E mit Eckpunkt in s, h(z) — A fir z — s in
S gilt. Wir sagen, dass lim,_,s h(z) = f(s) nicht-tangential a.e., wenn eine Borelmenge
N C OE mit o (N) = 0 existiert, so dass lim, s h(z) = f(s) nicht-tangential fir jedes
s€ OJE\ N.
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Damit konnen wir nun den Satz von Fatou formulieren:

Satz 3.32. (Fatou)
Sei u ein komplexes Borel-Mass auf S' mit Lebesgue-Zerlegung

dp = fdo + dus, (3.56)

wobei g ein singuldres Mass beziiglich o ist. Wenn

h(z)= /S1 P (z,e")du (e"), (3.57)

dann gilt
lim h(z) = f () (3.58)

z—eit

nicht-tangential a.e. auf JE beziiglich des Masses o.

Wir beweisen diesen Satz hier nicht.

3.3.5 Innere und dussere Funktionen
Sei 1 < p < 0o, dann definieren wir den Funktionenraum

H? = {f € O(E)[||hllp < oo}

2 i pdt
|hllp == Sup) ; |h (re )\ o - (3.59)

re(0,1

Wir fiir die LP-Réume kann man auch noch den Raum H*° definieren, also ist die Norm

[lloo == sup | (2) | (3.60)
z€E

und H® besteht dann aus den holomorphen und beschrinkte Funktionen auf E.

Wir bemerken, dass aufgrund des Satzes von Fatou jede holomorphe und beschriankte
Funktion auf E, d.h. f € H*, der nicht-tangentiale Grenzwert

f(e) = lim f(2)
z—ett
fast iiberall auf S' existiert beziiglich des Masses o.

Definition 3.14. Eine innere Funktion ist eine holomorphe Abbildung A (z) mit
|A(z)]| <1 fiir z € E, so dass

|A(e")| =10 — a.e. auf St (3.61)

Eine dussere Funktion ist eine Funktion auf E der Form

£(2) = aexp < / etz 1ogw(eif)da> (3.62)

g1 €t — 2

mit o € S, w(e) > 0 o—a.e. auf S und logw € L' (o).

172



Nun wollen wir ein paar Tatsachen iiber innere und dussere Funktionen bemerken:
e Produkt von zwei inneren Funktionen ist wieder eine innere Funktion.

e Produkte und Quotienten von dusseren Funktionen sind wieder &dussere Funktio-
nen.

e Aussere Funktionen haben keine Nullstellen.
e Blaschke-Produkte b(z) = [[,, b (2, dy) mit

Mz—d
ddz—1

b(z,d) =

und ) (1 —|dy|) < oo sind innere Funktionen.

Lemma 3.11. Sei f(z) eine dussere Funktion und gegeben durch die Gleichung [3.62
wobei logw € L'(c) und |a| = 1. Dann kann f als Quotient von zwei dusseren Funktion
geschrieben werden, wobei jede durch 1 in E beschriankt ist. Desweiteren gilt:

f(e") = lim_g f(2) existiert nich-tang. a.e. auf ST, (3.63)
z—re’
1£(e)| = w(e?) o — a.e. auf S*. (3.64)

Im Speziellen gilt log |f(¢')| € L'(s) und

1et — 2

f(z) =aexp </S il log \f(eit)\da> , z € E. (3.65)

Beweis. Aufgrund der Form von f haben wir

@ =e ([ Pl opute)

und mit dem Satz von Fatou folgt

lim |f (2)] = w(e) (3.66)

z—eif

nicht-tangential o—a.e. auf S'. Nun zerlegen wir f gemiss

it ‘
f+ (2) =exp (—/ c te log™ w(e”)da) fir z € E,

g1 et — 2

wobei uF := max (fu,0) fiir eine beliebige Funktion u. Dann gilt f = af, /f_. Weiter
sind diese zwei Funktionen durch 1 beschrankt in der Einheitskreisscheibe und die erste
Behauptung folgt. Nach dem Korollar 1.19 in [I0] existiert der Grenzwert

fi(ew) = lim fy(z)

z—vett
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auf dem Einheitskreis. Da nun fiir fast alle 0

1, w<1
1w, w>1

() = exp (~ 1o w(e) = {
gilt, existiert der Grenzwert f(e) = lim,_, .o f(2) fast iiberall. Die zweite Formel erhal-
ten wir nun aus der Gleichung [3.66 O
Satz 3.33. Sei h € H!, dann gibt es eine (nicht-eindeutige) Faktorisierung

h=A-f,
wobei A eine innere und f eine dussere Funktion ist.

Beweis. Nach dem letzten Lemma ist

f(z) =exp </Sl jt Rk log |h(eit)\da>

it _

eine dussere Funktion. Nun setzt man noch A := h/u. d

Satz 3.34. (Beurling)
Fiir jede nicht identisch verschwindende Hardy-Funktion h € H', gibt es eine Faktori-
sierung der Form

h=b-S-f, (3.67)

wobei b ein Blaschke-Produkt, f eine dussere Funktion und S eine singulére, innere
Funktion ist, d.h. S hat die Form

27 it 4 o dy, (et
S(z):aexp[—/o et—i— s ( )], (3.68)

et —z 27
wobei v, ein singulédres Borelmass beziiglich dem Lebesgue-Mass ist.

Als einfaches Beispiel fiir ein singuldres Borelmass bzgl. einem Lebesgue-Mass denke
man an ein Dirac-Mass.

Beweisstrategie fiir den Satz von Beurling.
(1) Nullstellen von h erméglichen es ein Blaschke-Produkt b zu bilden.

(2) Dividiere die innere Funktion durch das Blaschke-Produkt und zeigen, dass eine
singulédre innere Funktion entsteht.

O
Beweis.

(1) Die erste Aussage folgt aus dem folgenden Satz, wenn wir uns an den Abschnitt iiber
Blaschke-Produkte erinnern:
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Satz 3.35. (Satz von Szegd)
Sei eine nicht-triviale Hardy-Funktion h € H' gegeben, dann hat h hochstens
abzihlbar viele Nullstellen dy,ds, -+ in E (mit Wiederholung) und fiir diese gilt

> (1= Jdn]) < oo

n

Diesen Satz haben wir jedoch bereits bewiesen. (Jensen’sche Ungleichung)

Wir wissen, dass wir die Hardy-Funktion geméss h = A - f faktorisieren konnen,
wobei A eine innere und f eine dussere Funktion ist. Nach dem Satz von Szegd
gibt es nun ein Blaschke-Produkt b zu h. Da #ussere Funktionen keine Nullstellen
besitzen hat

A
S'_Z

keine Nullstellen und es gilt |A/b| = 1. Der folgende Satz zeigt nun, dass es sich bei
S in der Tat um eine singulére innere Funktion handelt:

Satz 3.36. Sei A eine innere Funktion ohne Nullstellen, dann gibt es ein singuléres
Borel-Mass i, beziiglich des Lebesgue-Masses auf S!, so dass

it .
A(z) = aexp <—/ Wdus(e”)> mit a € S (3.69)
1

g1 et — 2
Beweis. Da die Funktion A nullstellenfrei, holomorph und durch 1 beschrinkt in E

ist, gibt es eine holomorphe Funktion f und eine komplexe Zahl o € S*, so dass

g= e,

Notwendigerweise muss f(0) > 0 und damit Re(f) > 0 gelten. Damit kénnen wir den
Satz von Herglotz-Riesz anwenden. Also gibt es fiir f ein nicht-negatives Borel-Mass

1, so dass
et + 2 i
o= dule™).

g1 et — 2

Da nun g(e'?) = 1 fast iiberall auf S', haben wir

lim —dp =

z—el? Jg1 et — »

nicht-tangential fast iiberall auf S' und deshalb ist wegen dem Satz von Fatou p ein
singulédres Mass. O

Damit haben wir alles bewiesen.

175



Literatur

[1] R. Remmert, Funktionentheorie 1;
[2] R. Remmert, Funktionentheorie 2;
[3] K. Jénich, Funktionentheorie;

[4] Carathéodory, C. Math. Ann. (1929);

[5] E. T. Whittaker,G. N. Watson, A course of modern analysis, Cambridge Mathema-
tical Library (2009);

[6] M. Yoshida, Fuchsian Differential Equations (1987);

[7] D. J. Newman und M. L. Slater, Waring’s problem for the ring polynomials, J.
Number Theory 11 (1979) 477-487;

[8] V. 1. Bogachev, Measure Theory, Volume I, Springer (2000);

[9] H. Dym, H.P. McKean, Probability and mathematical statistics, Fourier series and
integrals;

[10] M. Rosenblum, J. Rovnyak, Topics in Hardy Classes and Univalent Funktions,
Birkhduser Advanced Texts (1994);

176



	Maximumprinzip, Sätze von Phragmen-Lindelöf und Konvergenzsätze in der Funktionentheorie
	Maximumprinzip
	Das Schwarz'sche Lemma
	Hadamards Dreikreisesatz
	Satz von Borel-Carathéodory
	Formel und Ungleichung von Jensen
	Gleichmässige, lokal-gleichmässige, kompakte und stetige Konvergenz
	Sätze von Arzéla-Ascoli, Montel und Vitali
	Die Sätze von Phragmen und Lindelöf
	Drei Verallgemeinerungen des Maximumprinzips
	Die Phragmen-Lindelöf Winkelfunktion h()
	Der Satz von Carlson

	Ein paar Anwendungen
	Riemann'sche -Funktion und Lindelöf'sche Vermutung
	Lindelöf'sche Vermutung und ihre Konsequenzen
	Der Satz von Paley-Wiener
	Green'sche Funktionen in der Vielteilchentheorie*


	Hypergeometrische Funktionen
	Die Gamma-Funktion
	Definition der Gamma-Funktion und die Partialbruchdarstellung
	Zwei Anwendungen des Satzes von Vitali und ein zweiter Beweis für die Konvergenz des -Integrals*
	Elementare Eigenschaften der Gamma-Funktion
	Asymptotik der Gamma-Funktion
	Die Beta-Funktion (Euler-Integral der ersten Art)
	Die Legendre'sche Verdoppelungsformel

	Die Produktdarstellung der Gamma-Funktion
	Die Reihenentwicklung der Gamma-Funktion
	Konturintegraldarstellung von Hankel
	Mellin-Transformation
	Hypergeometrische Reihe
	Spezialfälle der hypergeometrischen Funktion
	Pochhammer-Integral
	Gauss'sche Summenformel
	Konfluente hypergeometrische Reihe (Kummer'sche Funktion)

	Differentialgleichungen
	Hypergeometrische Gleichung und Lösungen um den Punkt z=0
	Einschub: Reguläre singuläre Punkte
	Die Lösung um z=1 und ihre Relation zur Lösung in der Nähe von z=0
	Konfluente hypergeometrische Differentialgleichung
	Die Legendre-Polynome
	Das Integral von Barnes

	Die Monodromie-Darstellung
	Analytische Fortsetzung längs Kreisketten und Wegen (Janich:2000)*
	Der Cauchy'sche Fundamentalsatz und die Monodromie-Darstellung (Yoshida:1987)
	Die Monodromie-Darstellung der hypergeometrischen Gleichung und das Schwarz'sche Dreieck

	Kettenbrüche in der Funktionentheorie
	Nachbarschafts-Relationen und ein Einblick in unendliche Kettenbrüche
	Äquivalenz zwischen Reihen und Kettenbrüchen*
	Gleichmässige Konvergenz von Kettenbrüchen
	C-Kettenbrüche und korrespondierende Reihe
	Limitärperiodische Kettenbrüche


	Randwertprobleme holomorpher Funktionen
	Cayley-Abbildung und ein paar nützliche Formeln
	Blasche-Produkte (Remmert2:2013)
	Unendliche Produkte
	Divisoren
	Beschränkte Funktionen in E und Blaschke-Produkte

	Hardy-Funktionen
	Vorbereitendes Material zu Lp-Räumen und Fourier-Transformation
	Hardy-Funktionen auf der oberen Halbebene
	Hardy-Funktionen auf der Einheitskreisscheibe
	Poisson-Kern und Herglotz Darstellung
	Innere und äussere Funktionen



