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GÉOMÉTRIE ALGÉBRIQUE. — Les familles stables de courbes elliptiquessur P1

admettantquatrefibres singulières.Note (*) de ArnaudBeauville,présentéepar Jean-Pierre

Serre.

UnefamillestabledecourbeselliptiquessurP1admetaumoinsquatrefibressingulières.Ondonneuneliste

complètedecellesdecesfamillesquiontexactementquatrefibressingulières.

ALGEBRAICGEOMETRY.- TheStableFamiliesofEllipticCurvesonP1withFourSingularFibres.

AstablefamilyofellipticcurvesonP1hasat leastfoursingularfibres. Wegivea complètelistofthosefamilies
whichhaveexactlyfoursingularfibres.

Une famille stable de courbes elliptiquessur P1 est un morphismeplat g : Y -» P1 dont

les fibres sont des courbes intègres de genre 1, admettant au plus un point double

ordinaire. Si elle n'est pas triviale, une telle famille admet au moins quatre fibres

singulières[1].Le but de cette Note est de montrer qu'il n'y a qu'un nombre fini de ces

famillesadmettant quatre fibres singulières,et de les décrire explicitement.

En résolvant les singularitésde Y, on obtient une fibration semi-stable f: X -»P1 où

X est une surface lisse et où les fibres singulièresde f sont du type Ic (polygone à c côtés

formé de courbes rationnelles). Il revient au même de classifierles familles stables ou les

famillessemi-stables.

Un exemplede fibration semi-stableest fourni par certainesfamilles modulaires.Soit T

un sous-groupe d'indice fini de SL2(Z), possédant la.propriété suivante :

(SS) T ne contient aucun élémentde trace —2, —1, 0 ou 1.

Alors T opère librement sur le demi-plande Poincaré H; le produit semi-directde T par
Z2 opère librement et proprement sur H x C par la formule :

pour :

Notons X° la surface quotient, et B? la courbe H/F. D'après [2], la fibration elliptique
lisseXf -» B°seprolonge de manièreunique en une fibration semi-stableXr -> Br : c'est la

famille modulaireassociée à F.

Nous considérerons les sous-groupessuivants de SL2(Z) :

Considéronsd'autre part un pinceau de cubiques dans P2, tel que les seulessingularités
des courbes du pinceau soient des points doubles ordinaires. Après éclatement des neuf
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points-base du pinceau (qui peuvent être infiniment voisins), on obtient une famille

semi-stablede courbes elliptiquessur P1,dite famille déduite du pinceau de cubiques.

THÉORÈME.— Soit /: X -^P 1 une famille semi-stablede courbes elliptiquesadmettant

quatrefibres singulières.Alors f est isomorpheà la famille modulaireassociéeà l'un des six

sous-groupesF ci-dessous;celle-ci s'identifie à la famille déduite du pinceau de cubiques

correspondantà F dans la liste suivante:

TABLEAU

(On donne à la fin de cette Note une description géométriquedes pinceauxde cubiques

considérés.)

Démonstration. — Notons B la base de la fibration f, B° le plus grand ouvert de B

au-dessus duquel f est lisse, et B° le revêtement universel de B°. En choisissant une

trivialisation de R1/*^) au-dessus de B°, on définit une application classifiante

x : B° ->H. Il résulte de [1]que l'orthogonal d'une fibre dans H2(X, Q) est engendrépar

les classesdes composantes des fibres singulières;d'après [3],prop. 3. 20,cecientraîne que

x est un isomorphisme.On en déduit que la famille X -» B est isomorphe à une famille

modulaire Xr -* Br, où F est un sous-groupe d'indice fini de SL2(Z) vérifiant (SS).

L'application modulaire j : B -» P1 possède les propriétés de ramifications suivantes :

—j est étale au-dessus de P1—
{0, 123, co};

— l'indice de ramification dej est 2 (resp. 3) en tout point de j'
1
(0) [resp.j'-

1
(123)].

La formule de Riemann-Hurwitz permet alors de calculer le degré n dej :

Ainsi l'indice de F dans SL2(Z) est 24; l'image F' de F dans PSL2(Z) est d'indice 12.

Remarquons qu'étant donné T'czPSL2(Z), il existe au plus un relèvement F de F' dans

SL2(Z) vérifiant (SS).Nous allons déterminer à conjugaison près, les sous-groupesF' de

PSL2(Z).
Notons n le groupe fondamental de P1—{0, 123,oo}; il est engendrépar trois lacets

s, r, t, autour de 0, 123et oo respectivement,soumis à la relation srt=l. Le revêtement

j : B -* P1 correspond à un homomorphisme cp: Il -><Z12,pour lequel (p(s) est de type

(2, . . ., 2), cp(r) de type (3, . . ., 3) et cp(t) de type (c1? . . ., c4) [on dit qu'une

permutation est de type (cu . . ., cr) si elle est égale au produit de r cyclesdisjoints de

longueurs cl5 . . ., cr]; de plus le sous-groupe cp(TT)de S12 est transitif. Le quotient de II

par la relation s2= r3= l s'identifie à PSL2(Z), de sorte que cpse factorise à travers

\|7: PSL2(Z) -> S12; le sous-groupeT' est l'image réciproquepar \J/du fixateur d'un point.
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Il s'agit donc de classifier,à conjugaisonprès, les paires d'éléments (a, p) de ©12telles

que a soit de type (2, . . ., 2), p de type (3, . . ., 3) et ap de type (cu . . ., c4).On associe

à une tellepaire un diagramme dont lespoints sont les entiers de 1à 12;on note les orbites

de a par un trait : et cellesde p par un ovale :

Un argument combinatoire facilemontre que les diagrammespossibles sont les suivants

(on indique sous le diagramme le type de ap) :

Il y a donc au plus six sous-groupes de SL2(Z) (à conjugaison près) possédant les

propriétés requises. Or on vérifie facilement que les six sous-groupes décrits dans le

théorème conviennent. Dans chaque cas, l'étude des pointes permet de déterminer le type
de ap, c'est-à-dire le nombre de composantes des fibres singulières(cf. [2]).

On a montré dans [1]que legenre géométriquepg(X) est nul. Pour une surfaceelliptique
sans fibres multiples, ceci entraîne que la surface est rationnelle, et plus précisément que
la fibration elliptique est déduite d'un pinceau de cubiques dans P2. Pour démontrer la
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dernière partie du théorème, il suffit de décrire, pour chaque quadruplet (c1 . . ., c4) de

la liste, un pinceau de cubiques admettant (après éclatement des points-base) quatre fibres

de type ICl, . . ., Lc4: il résulte en effet du calcul de [1],§ 4, A qu'un tel pinceau n'a pas
d'autres fibres singulières.Le pinceau associé à T(3) est bien connu : il est engendré par
une cubique lisseC et un triangle contenant les neuf points d'inflexion de C. On décrit

ci-dessuscinq autres pinceaux de cubiques, en schématisant une cubique du pinceau en

traits pleins et une autre en pointillés;il est facilede vérifierque cespinceaux conviennent.

(1)Lestroispointsmarquéssurla figuresontalignés.
(2)Cetteconfigurationm'aétésignaléeparR.Miranda.

(*)Remisele24mai1982.
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GÉOMÉTRIE DIFFÉRENTIELLE. — Points périodiquesde longuespériodes au

voisinaged'unebifurcationde Hopfdégénéréede difféomorphismesde R2. Note (*) de Alain

Chencinerprésentéepar RenéThom.

Dèslacodimensiondeux,l'existencedepointspériodiquesdenombrederotationp/qdanslesdéformationsd'un

germededifféomorphismedeR2ayantunpointfixeelliptiquedevaleursproprese*2*™»n'estconséquencedu
théorèmedesfonctionsimplicitesquesiqestassezpetitparrapportà|co0—(plq)\

~
'(aumoinspourtesvaleursdes

paramètrespourlesquellescespointspériodiquesn'appartiennentpasapriorià unecourbeferméeinvariante
normalementhyperbolique[3]);lecasoùqestgrandestétudiéicià l'aidedelaversiondissipativeduthéorème

géométriquedePoincaré-Birkhoffquenousavonsdonnéedans[4].

DIFFERENT1ALGEOMETRY.- PeriodicPointsofLongPeriodsintheNeighborhoodofaDegenerateHopf
BifurcationofDiffeomorphismsofR2.

WeconsiderdéformationsofgermsofdiffeomorphismsofR2aroundanellipticfixedpointofeigenvaluese±2""°°.,4s
soonastheformaicodimensionishigherthanone,theexistenceinadeformationofperiodicpointsofrotationnumber

p/q is a consequenceof theimplicitfunctiontheoremonlyfor thoseq whicharenottoobigwithrespectto

\(ù0-^(plq)\~
1
(atleastforvaluesoftheparametersforwhichtheseperiodicpointsdonotapriorilieonanormally

hyperbolicinvariantclosedcurve[3]);thecasewhereqisbigissettledherethankstothedissipativeversionofthe

Poincaré-Birkhoffgeometrictheoremgivenbytheauthorin[4].

SoitH : C, 0 ->C, 0unefamilleà deuxparamètres« générique» dedifféomorphismes

locauxde C= R2du type de cellesétudiéesdans [2]et [3],c'est-à-dire :

(lessignesne sont choisisqu'à titre d'exemplepour l'exposé).

Si CÙXÙQest assezproche de <JO0et vérifieune certaine condition diophantienne,on a

montrédans[2]quel'ensembledesvaleursde(LI,a)voisinesde0pour lesquellesH^ àpossède

unecourbeferméeinvariantelisse$a, surlaquelleelleinduiseun difféomorphismeconjugué

à la rotationd'angle27ta>,contientunecourbelisseCm[représentéesurla figure1dans lecas

où 8a/da(0, 0)>0].
Siplq est un rationnel assezproche de co0,il est naturel d'appeler Cp/ql'ensembledes

valeursde(u,a) pour lesquellesHHapossèdeau moinsdeuxorbitespériodiquesdenombre

de rotationplq [onse réfèreiciau relèvementHp ade la familleau revêtementuniverselde

R2—0obtenu par continuité à partir de celui qui relèvela rotation d'angle 2TKD0en la

translationdeco0:un pointpériodiquedenombrederotationplq estpar définitionla classe

d'un point x tel que H^ a(x)—x+p\.
Lafigure2 de [3]donnel'alluredeCp/glorsque<3co/3a(0,0)>0, à conditionque qne soit

pas trop grandpar rapport à | (ù0—(plq)\
~1 :on peutdanscecasappliquerle théorèmedes

fonctionsimplicitesusuel à la recherched'une courbeferméetransformée« radialement»

par H£ aet intersectantsonimage.Cetteméthodenedonneriensi qesttrop grand, carH« a
diffèretrop de N*_a, maisnous allonsmontrer cependantle :

THÉORÈME1. —Si p/q est assezprochede co,il existe un point (LI0,a0) appartenant à

CmnCp/9. Si p/q<a (resp.p/q>a) les orbitespériodiquesdont on prouve l'existence

sont à l'intérieur(resp.à l'extérieur)du disque&mbordépar la courbefëa. D


