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Priifung

Name:
Legi-Nr.:
Studiengang:

e Priifungsdauer: 240 Minuten. Tabelle keines-
falls ausfiillen!

e Erlaubte Hilfsmittel: 4 A4-Blétter (= 8 Seiten) selber verfasst.
Eine Formelsammlung geméss der in der Vorlesung verteilten Liste. | A [Pkt. |Kont)|
Es sind keine Taschenrechner erlaubt.

1 (o
e Legen Sie Thre Legi offen auf den Tisch.

2 (o
e Schalten Sie Ihr Mobiltelefon aus und verstauen Sie es im Gepéck.

3 (0]

e Beginnen Sie jede Aufgabe auf einem neuen Blatt und schreiben
Sie auf jedes Blatt Thren Namen und Thre Leginummer. Lassen Sie | 4 [10)
an den Randern ca. 2 cm fiir die Korrektur frei.

5 [12]

e Begriinden Sie Thre Losungen (Ausnahmen: Aufgabe 4 und Aufga-
be 5). Der Losungsweg ist stets klar und versténdlich darzustellen. | 6 (101
Wenn Sie ein Resultat aus der Vorlesung verwenden, machen Sie
deutlich, auf welches Sie sich beziehen!

7 [10]

e Aufgabe 4 ist eine Multiple-Choice-Aufgabe. Zu jeder Frage gibt 8 (101
es nur eine richtige Antwort. Weitere Details: siehe Aufgabe.

9 (0]
e In Aufgabe 5 wird nur das Endergebnis bewertet. Der Losungs-
weg wird nicht berticksichtigt. Weitere Details: sieche Aufgabe. Tot| w2
e Keine rote oder griine Farbe, kein Tipp-Ex. Vollst.

e Wir erwarten nicht, dass Sie alle Aufgaben l16sen. Tun Sie einfach |Note
Ihr Bestes! Verweilen Sie nicht zu lange bei einer Aufgabe, die
Ihnen Schwierigkeiten bereitet. Die Reihenfolge der Bearbeitung der
Aufgaben ist Thnen freigestellt.
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Aufgabe 1. (10 Punkte)

(a) [4 Punkte] Skizzieren Sie die Menge

{(1 4+ cost)+ (1 +sint)i | t € R}. (1)

Losung: Die Menge (1) beschreibt einen Kreis mit der Gleichung
(z—1)P2+(@y—-1)7=1

in der zy-Ebene. Der Kreis hat Mittelpunkt (1,1) und Radius 1.

G =143

Abbildung 1: Der Kreis (1), die Losungen der Gleichung (2) (in Blau) und ein Viertel
des Einheitskreises (in Rot).

(b) [4 Punkte| Losen Sie die Gleichung
2% 4+102° + 16 = 0. (2)

Die Losungen konnen in Polar- oder kartesischen Koordinaten angegeben werden.
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Losung: Durch die Substitution u = 2 kann die Gleichung (2) in eine quadratische
Gleichung fir u tiberfithrt werden:

u? +10u+ 16 = 0.

Die Losungen dieser Gleichung lauten

10i\/102—4-1~16
2 2

Uy = =—-5+3, also —8und — 2.

Da u = 23, findet man fiir z also die Losungen

2e™ = —2,
2e™TET — 1 — j\/3,
L1+ iV3)2e™ AT = 1 4 i\/3,
25¢™ = 23,

(1+1iv3).

2% 67ri+%7ri —

\w‘ =

N
=

2ée7ri+%m' —

o
(IS

(c) [2 Punkte] Entscheiden Sie fiir jede der Losungen der Gleichung (2), ob sie im
Inneren der Menge (1) liegt.

Losung: Die Punkte im Inneren des durch (1) beschriebenen Kreises sind genau
diejenigen Punkte, welche
(z—1)P°+(@y—-1)7<1

erfilllen. Da der hierdurch beschriebene Kreis im 1. Quadranten liegt, kommen bis auf
2¢'5 und 23¢'5 keine der Loésungen von (2) in Frage (alle anderen liegen auflerhalb des
1. Quadranten). Es gilt nun:

2ei§=2<;+¢é§> =14+iV3 und (1-172+(V3-12<(2-12%=1

Somit liegt also 2¢'5 im Inneren. Der Punkt €’5 (vgl. den roten Punkt auf dem Vier-
telkreis in Abbildung 1) liegt auf dem Einheitskreis und damit (gemafi Abbildung 1)
ebenfalls im Kreis um (1, 1) mit Radius 1. Da der Punkt 23¢'5 auf der Verbindungs-
strecke zwischen e’3 und 2¢'s liegt, befindet er sich ebenfalls im Inneren des Kreises
um (1, 1) mit Radius 1. D.h. 2¢'3 und 23¢'5 sind genau diejenigen der Losungen der
Gleichung (2), welche sich im Inneren des Kreises (1) befinden.
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Aufgabe 2. (10 Punkte)

Berechnen Sie
—r? —x+4
————————dx
x3 — 322 4+ 2
Losung: Mit Partialbruchzerlegung: Es gilt 2% — 322 + 22 = z(2? — 3z + 2). Man

findet, dass die Nullstellen von 2% — 3z + 2 die Zahlen 1 und 2 sind. Daher machen wir
den Ansatz

(a) [3 Punkte] das unbestimmte Integral /

—x2—x+14 A B C

1'2—3172+2$—:L‘+ZE—1+ZE—2

Dies liefert
—2’—x+4 = A(2*—32+2)+B(2°—22)+C(2*—x) = (A+B+C0)1*+(-3A—2B—C)z+2A.
Koefhizientenvergleich liefert nun

~1 = A+B+C,
-1 = —34-2B-C,
4 = 24

Die dritte Gleichung liefert, dass A = 2 ist. Damit siecht man durch Addition der ersten
beiden Gleichungen, dass

~B—4=-B—-2A=-2,

also B = —2. Einsetzen in die erste Gleichung ergibt zu guter Letzt, dass C =
—1—-A—-—B=-1-2+2=—1. Damit ist also

/—a:Q—x+4 p /<2+ -2 N -1 )d
—  dr = = x
3 — 322 + 22 x x—1 x-2

=2In(|z]) — 2In(|x — 1|) — In(|x — 2|) + C.

1
(b) [4 Punkte] das uneigentliche Integral / (In(z))? da
0

Losung:
1

/01 (In(z))? de = lim [ (In(z))* da.

a—0Jgq
Partielle Integration liefert nun fiir jedes a € (0, 1):
=1

. / "(n(z) — 1) do

/a1 n(z) | de = In(z) -  (n(z) — 1)
= (In(z) - z (In(z) = 1) — xIn(x) + 2x)

r=a

T
r=a
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Mit der Regel von I’'Hopital kann man sehen, dass

. 2 _ _1s
(lllg(l)aln(a) =0= 1111_I>r(1)a1n(a).

Folglich ist
1
/ (In(z))? dz = 2.
0

-1
(c) [3 Punkte]| den Grenzwert lim cos(z) — 1
=0 xtan(x)

Losung: Mit zweimaliger Anwendung der Regel von 1'Hopital:

hIT(l) % =1i 0 — Sin(x)m = 111% 2 — Cosgfs)in(x)
=0 xtan(z) 2—0 tan(x) 4+ w2@ T wo@) T et (a)
 lme(ceos@) -1 _ 1
- 2 2zsin(z)\ 2 0 B _5
lim,_,o (COSZ(x) + cos3(z) ) +
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Aufgabe 3. (10 Punkte)
Die Kurve K sei in Polarkoordinaten durch
R(¢)=¢’, ¢€R
gegeben.
(a) [2 Punkte] Stellen Sie K in kartesischen Koordinaten dar.

Losung: In kartesischen Koordinaten kann K wie folgt parametrisiert werden:

r(t) = (R(t) cos(t), R(t)sin(t)) = (¢’ cos(t), e sin(t)), teR

(b) [4 Punkte] Berechnen Sie die Kriimmung k.
Tipp: Die Krimmung einer Kurve 7(t) = (x(t), y(t)), t € R, ist gegeben durch

K(t):z)(t) () —gMit). g
(1) + (1)) '

Losung: Bekanntlich gilt fir die Kriimmung von ¢ — (x(¢), y(¢)) die Formel

e@)ii(t) — E)y(t)
Kk(t) = . 3
" (&(2)% +9(t)%)® @
Im vorliegenden Fall haben wir
z(t) = e'cos(t) und y(t) = e'sin(t),
#(t) = e'(cos(t) —sin(t)) und y(t) = e'(cos(t) + sin(t)),
#(t) = —2e'sin(t) und  §(t) = 2¢e'cos(t).

Eingesetzt in die Krimmungsformel (3) ergibt dies

2 (cos(t) — sin(t)) cos(t) + 2 (cos(t) + sin(t))ssin(t) _ i'
((cos(t) — sin(t))? + (cos(t) + sin(t))?)2 V2

k(t) =e*

(c) [4 Punkte] Geben Sie eine Parametrisierung des Schmiegekreises an K bei ¢ = 7
an.

Losung:
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Es gilt r(7) = (—€™,0) und 7"( ) = (—e“ e™). Folglich ist der Normalenvektor an K
bei ¢ = 7 gegeben durch ( Da der Radius des Schmiegekreises — betragt,
liegt Mittelpunkt des gesuchten gchmlegekrelses bei

T L = (—e€" e"(1,—1) = (0, —€e"
(—e,0)+mﬁ(1,—1)_( ,0) +e™(1,-1) = (0, —€™).

Die Gleichung des Schmiegekreises lautet damit

1
(

1‘2 + (y + 67r)2 — 2627r.
Eine mogliche Parametrisierung ist

o(t) = (V2e" cos(t), —e™ + V/2e" sin(t)), teR.

Abbildung 2: Schmiegekreis (rot) und Tangente (gepunktet) an die Kurve K (schwarz)
im Punkt (—e™,0)
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Aufgabe 4. Multiple-Choice-Aufgaben (10 Punkte)

Es gibt zu jeder Frage nur eine richtige Antwort. Jede richtige Antwort gibt 2 Punkte.
Eine falsche Antwort oder keine Antwort gibt 0 Punkte.

1. Gegeben sei das folgende Gebiet G in R2.

Dann gilt fiir jede stetige Funktion f: G — R

O // f(z,y) clxclg/—/27r/j+mS ) f(rcos(p),rsin(p)) drde

+sin(2¢)
Erklarung: Das Fliachenelement dr d¢ ist falsch. Es misste r dr d¢ lauten.
21 r4+sin(2¢)
0 // flz,y) dmdy—/ / F(r cos(8), rsin(¢))r dr do
24-cos(2¢)

Erkldarung: Die Kurven (und damit auch das Gebiet G) sind falsch para-
metrisiert. Man kann dies z.B. an ¢ = 0 erkennen.

O // flz,y)dedy = /27r /;Jr(m f(rcos(¢),rsin(¢)) dr de

+51n

Erklarung: Die Kurven (und damit auch das Gebiet G) sind falsch para-
metrisiert. Man kann dies z.B. an ¢ = 7 erkennen. Zudem ist das Fléchen-
element inkorrekt.
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[ // flz,y)dxdy = /27r /;HCOS ) f(rcos(p),rsin(¢))rdrde

+sin(2¢)

Erklarung: Die innere Kurve ist in Polarkoordinaten gegeben durch R(¢) =
2+sin(2¢), die duBere durch R(¢) = 44-cos(2¢). Die Variablen-Transformationsformel
erfordert, dass das Flachenelement r dr d¢ betragt.

2. Sei S C R? eine orientierte Fliache und K = 9S ihr Rand mit der induzierten

Orientierung. Dann gilt:
2? — 22
/ 22 —y? | dr=...
K\, 2 2

y- —z

()@

oo ] [+] @
Y

oo ff ()@

-y
Erkliarung: Nach dem Satz von Stokes ist

/(yy) dr//m(xy)c@

y—Z

o] )(ﬁ

Es gilt zudem

22 — z? Oy(y* — 2%) — 0.(a* — y?) 2y
rot | 22 —y? | = | 9.(2* —2?) — 0. (y* — 2%) | = | 22
y? — 22 Ox (2% — y?) — 9, (2* — 2?) 2z
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3. Welche Aussage tiber die Arbeit W des glatten Vektorfeldes entlang des einge-
zeichneten Weges von A nach B trifft zu?

e T T e e e e e e e e e e
e e e
R dd g ddddddd
A ae e eaedd
LA
YV VY Y YV Y VY Y Y Y Y Y
AN VI Vi Vi Vi N e R Y
A R N A N N N
B T A o
Bl e

R R A A A R R R A R Y

VYV VYL L YL AL LAY AL LA LA
VLYY LY LY LY LY LYY
B N N 2 2 200 e N S S A A A

P R R = ===

I ISR
TSI SE IS SIS

A

B W ist positiv.
L1 W ist negativ.
L W ist null.

O Es kann keine Aussage iiber das Vorzeichen von W getroffen werden.

Erklarung: Die Abbildung zeigt, dass die Komponente des Vektorfeldes in
Richtung des Weges von A nach B niemals negativ (und mindestens auf der
rechten Halfte strikt positiv) ist. Folglich ist die Arbeit W positiv.

4. Der Laplaceoperator A ist definiert durch Af = %—I— 2/ der Gradientenoperator

y2
Vist durch Vf = (%, %5) gegeben und (-, -) bezeichnet das tibliche Skalarprodukt
auf R%. Dann ist A(fg) = ...
O gAf+ fAg
0 fVg+gVf

B gAf+2(Vf,Vg)+ fAg
O gAf +(Vf,Vg) + fAg

10
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5. Fiir welche der folgenden Funktionen ist es unmoglich, Zahlen a,b € R zu
wihlen, sodass die Funktion selbst sowie €* Losungen der Differentialgleichung

y"(x) + ay'(x) + by(x) = 0 (**%)
sind?
Oe™™
Erklirung: ¢* und e * losen beide (¥**) fir a = —1, b = —
O xe?
Erklidrung: ¢*® und ze® 16sen beide (***) fiir a = —4, b = 4.
B sin(z)

Erklidrung: Sollen ¢** und sin(z) die Gleichung (***) 16sen, so miissen

2 und 7 Nullstellen des charakteristischen Polynoms von (***) sein. Da
aber reelle Koeffizienten angenommen wurden, sind die beiden Nullstellen
entweder reell oder komplex konjugierte echt komplexe Zahlen. Weder das
eine noch das andere trafe auf 2 und ¢ zu.

O sinh(2z)

Erklirung: Da sinh(z) = < — = ist, losen €2 und sinh(2z) beide die
Differentialgleichung (***) fur a =0,b=—4.

11
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Aufgabe 5. (12 Punkte)

In dieser Aufgabe kommt es nur auf das Endresultat und nicht auf den Rechenweg an.
Schreiben Sie Thr Ergebnis in die dafiir vorgesehene Box. Jede richtige Antwort gibt 3
Punkte. Jede falsche Antwort oder keine Antwort gibt 0 Punkte.

Es wird nur das Ergebnis in der Box bewertet!

1.

/02 /Ol“ flz,y)dydx = /|:|I:| /|:|I:| f(rcos(p),rsin(p)) rdrdp
Losung: Es gilt:
/2/wf($,y) dydx = /ZI /OQW f(rcos(¢),rsin(@)) rdrde
0 J0 o Jo

2. Berechnen Sie die Arbeit W des Vektorfeldes F (x,y) = (22 — y?, 2zy) entlang
der Kurve
7(t) = (t, %), t€0,1].

Losung: Es gilt:

W= /1 ) - 7 /01 ( 2;3#1) : (2115) dt = /Ol(t2 — 44t at

13
—/t2+3t4)d s+y=| B

3. Es gilt (2 — 3i)° = —86158 — 56403i.

Re (—i(2 + 3i)?) =

12
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Losung: Es gilt:

—i(2+30)° = —i (2= 31) = (~i) - (2~ 30)° = (i) - ~S6158 — 564031
—i(—86158 + 56403) = 56403 + 86158,

d.h.

Re (—i(2 +3i)%) = | 56403

. Die Differentialgleichung

i(t) = g — oi(t)?
kann zur Modellierung eines freien Falls mit Reibung genutzt werden. x(t) gibt
dabei die Entfernung zu einem Referenzpunkt zur Zeit ¢ an, g ist die Erdbeschleu-

nigung, ¢ ein Maf fiir den Luftwiderstand. Wie grof} ist die Endgeschwindigkeit
limy o (t), wenn z(0) = 0 und %(0) = 07

Tipp: Wenn die Geschwindigkeit #(t) praktisch konstant ist fir grofle t, wie
verhélt sich dann #(t) fir ¢t — co?

lim #(t) =

t—o00

Losung: Die gegebene Differentialgleichung kann als Gleichung fiir y(t) = ()
betrachtet werden. Sie hat die Gleichgewichtslosungen :I:\/% Da diese nicht

geschnitten werden konnen, verbleibt die Lésung mit y(0) = 0 immer innerhalb
des Intervalls (—\/%, \/%). Damit ist stets g(t) > 0. Demnach ist y(t) eine

monoton wachsende und stetige Funktion, der Grenzwert lim;_,., y(t) existiert
also. Folglich existiert auch

fim (6) = g — o Jim y(0)] -

t—o00 |:th

Wiére dieser Grenzwert verschieden von null, so stiinde dies im Widerspruch
dazu, dass y( ) fiir t — oo beschrankt bleibt. Folglich ist lim; . ¢(t) = 0 und
limy o0 y(t i\/> Da g(t) > 0 fir alle ¢ > 0, scheidet die negative Wurzel aus

und es muss gelten, dass

13
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R g
tlgr{)lox(t) B 0

Alternative Losung: Die Differentialgleichung #(t) = g — pi(t)? zweiter Ord-
nung fiir z(¢) ist eine Differentialgleichung erster Ordnung fur y(t) = &(¢),
namlich (t) = g — oy(t)?. Diese kann mit Separation der Variablen gelost werden
(y(0) = 0 nach Voraussetzung):

t t yt) 1 @  d
t_/lds_/y(s)QdS_/ o
0 0 g—oy(s) v g—oy® gl 1-2%

1/\/§y(t) g dz 1 /\/fy(t)1< 1 N 1 )d
= — — —_— — - z
g Jo ol—22  JogJo 2\1—2z 14z

! 1<1+z)r:\/3y(t)
205\ -z '

Umstellen liefert

(& = 7g bZW. y(t) = *Wl,
1-— \/;y(t) oe +

woraus sich lim; . y(t) = \/% ergibt. Dies war gesucht.

z=0

Anmerkung: Dass die Integrationen und Vorzeichenwahlen gerechtfertigt waren,
liegt daran, dass die gesuchte Losung y(t) aufgrund der Differentialgleichung fiir
t € (0,00) immer zwischen 0 und \/% verlauft.

14
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Aufgabe 6. (10 Punkte)

Bestimmen Sie die globalen Extrema der Funktion

f:D =R, f(r,y) =y,
wobei D = {(z,y) € R?: 42% + y* <80, y < 4 + 22} ist.
Losung: Kritische Punkte im Inneren von D: Es gilt

Vi, y) = (y,x)

Damit gibt es im Inneren von D genau einen kritischen Punkt, (0,0). Die Funktion f
hat an dieser Stelle den Funktionswert 0.

Es bleibt der Rand dD von D zu untersuchen. Wir zerlegen den Rand in
E:(‘?Dﬂ{4x2+y2:80} und Pz@Dﬂ{y:4+x2}.

Man bemerke, dass sich £ und P in den Punkten (2,8) und (—2,8) schneiden.

Kritische Punkte im Inneren von E: Dazu verwenden wir Lagrangemultiplikatoren:

() = vsten = (5) (@)

muss gleichzeitig mit 422 + y? = 80 fiir ein A\ € R gelten. Dividiert man die zweite
durch die erste Zeile in (4) (dies ist erlaubt, da y = 0 oder z = 0 sofort x =y = 0
nach sich zoge, was allerdings im Widerspruch zur Bedingung 422 + y* = 80 stiinde),
so erhélt man

2
¥_ 4£ bzw. y—Z =4.
x Y x

Daraus folgt unter Verwendung von 42 + y? = 80, dass y* = 40, 2% = 10 und somit
y = +2v/10, z = £/10 (mit allen vier moglichen Kombinationen). Die Funktionswerte
von f an diesen Stellen sind

f(+/10,2V/10) = f(—V10, —2V/10) = 20, (5)
f(—=v10,2V10) = f(V10, —2v/10) = —20. (6)

Kritische Punkte im Inneren von P: Hier parametrisieren wir einfach v = 4 + 22,
x € (—2,2). Es gilt:

ddx [x(4+x2)} = jx [4x —i—xﬂ =4 + 327,

15



Analysis | & 11 ETH Ziirich
D-BAUG August 2018

d.h. die Funktion ist monoton wachsend und nimmt ihre Extrema am Rand an, mit
den Werten:

f(=2,8)=—16 und f(2,8) = 16. (7)
Der Vergleich von (7), (5) und f(0,0) = 0 liefert, dass f globale Minima bei (—+/10, 24/10)

und (4/10, —2+/10) mit dem Funktionswert —20 und globale Maxima bei (1/10,2+/20)
und (1/10,2y/10) mit dem Funktionswert 20 hat.

16
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Aufgabe 7. (10 Punkte)

Berechnen Sie den Schwerpunkt des Gebiets GG, welches durch Entfernen des Kreises

mit Radius § um (3,0) aus dem Kreis mit Radius 1 um (1,0) entsteht, wenn die

Dichtefunktion o(z,y) = x ist.

Y
Tipp:
G s
/2 cos*(x) dox = Sm
€ 0 16
0 1 2 @ B o g O
/0 cos’(x) dx 3

Losung: Zur Bestimmung des Schwerpunkts (zg,ys) verwenden wir die Formel(n)

_ Jlgxp(z,y) dv dy

T g pley) dudy ®
~ Jlayp(z,y) dv dy
U = ool y) dedy ©)

Aus Symmetriegriinden ist ys = 0 (denn bei der Berechnung von [f, yp(x,y)dzx dy in
kartesischen Koordinaten liefert die Integration in y-Richtung fiir jedes x den Wert
0). Es bleibt also nur noch xg zu berechnen. Dazu berechnen wir die Integrale in
Zahler und Nenner von (8) mit Hilfe von Polarkoordinaten. Man bemerke, dass in
den beiden nachstehenden Integralbechnungen — wiederum aus Symmetriegriinden
— jeweils zweimal das Integral iiber den Teil von G oberhalb der z-Achse berechnet
wird. Die Polarkoordinatendarstellung! des Teils von G oberhalb der z-Achse erhélt
man wie folgt. Zunéchst einmal zeigt die Zeichnung, dass wir nur Winkel ¢ € [0, 7)
betrachten miissen. Betrachtet man den ausgelassenen kleineren Kreis, dann erkennt
man an der Zeichnung unten, dass

R(g) 1 —
- =5 cos(¢), also R(¢) = cos(¢).

Siehe Seite 35 des Integralrechnungskriptes fiir eine #hnliche Berechnung.

17
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Der grofle Kreis, der G von auflen umschlieit, ergibt sich durch Streckung um den
Faktor 2 aus dem kleinen Kreis (welcher gemafi obiger Uberlegung und Zeichnung in
Polarkoordinaten durch R(¢) = cos(¢) gegeben ist). Damit ist er in Polarkoordinaten
durch R(¢) = 2 cos(¢) dargestellt. die Punkte in dem Teil von G oberhalb der z-Achse
unter dem Winkel ¢ sind also genau die Punkte, die cos(¢) < r < 2cos(¢) erfiillen.
Damit kénnen wir nun die gesuchten Integrale wie folgt schreiben:

2005 % 7"3 T:2COS(¢)
// plz,y dq:dy—Q/ / 'r’cos rdrdgb:Q/ cos(@) | = do
co 0 3 r=cos(¢)
14 3 7
— 4 —_ — e — = —
E} " cos(9) do 3 16 8

sowie
r=2cos(¢)

// xp(z,y) dxdy-?/ /CjCOS(¢)r cos?(¢) - rdrd¢—2/ [21 cos?(¢) d¢

r=cos(¢)
_ 15 E _ b oo
- 2/0 osO)d0 =5 =

Damit ergibt sich fiir den Schwerpunkt

(zs,ys) = (£,0).

18
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Aufgabe 8. (10 Punkte)
Sei
F(l’,y) = 3 + 6sin(2y)

= <—y3 + cosh(2$)>

ein 2-dimensionales Vektorfeld und K die Kardioide, die in Polarkoordinaten durch
R(9) = 1+cos(@), ¢ € [0,2n]

gegeben ist, siehe Bild. Berechnen Sie die Zirkulation von F' entlang K.

xr
/\ Tipp:
\J :E

.

27 3
/ cos*(z)dr = =
0 4

Losung: Nach dem Satz von Green gilt fir die Zirkulation von F' = (U, V):

F-di = [[(V, = U,)dA = [[(32% + 3y*) dA
JoF-ar= | I/
- /027r /OHCOS(d)) 3r? (sin2(¢) + cosz(gb)) rdrdg

B 2w pl+cos(o) 3 B 3 r2m 4
_3/0 /0 r drdqb—z/o (1 + cos(¢))* do

- ;{))1/027r (1 + 4 cos®(¢) + 6 cos*(¢) + 4 cos(¢) + COS4(¢)> ¢

Hierbei wurde die von der Kardioide K eingeschlossene Flache mit Hilfe von Polarko-
ordinaten parametrisiert (dementsprechend die Integration) und es wurde verwendet,
dass [J" cos®(¢) dp = [7™ cos(¢) dp = 0 aus Symmetriegriinden gilt.
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Aufgabe 9. (10 Punkte)
Betrachten Sie die Differentialgleichung

y" () + 6y"(x) + 11y (z) + 6y(z) = 122 + 1 + e ", (HHHF)
(a) [7 Punkte] Finden Sie die allgemeine Losung von (**#%).

Losung: Das charakteristische Polynom lautet
AP+ 6A% + 11X + 6 = 0.

Die Nullstellen sind —1, —2, —3 (man finde eine durch Ausprobieren, den Rest durch
Polynomdivision). Demnach lautet die allgemeine Losung der zugehorigen homogenen
Gleichung

yn(r) = Ae™™ + Be ** + Ce™*, A B,C €R.

Zur Bestimmung der allgemeinen Losung der inhomogenen Gleichung (****) brauchen
wir nur noch eine partikulare Losung von (****) zu finden. Dazu machen wir den
Ansatz

yp(z) = Dx + E+ Fxe™

mit noch zu bestimmenden Konstanten D, E, F' € R. Einsetzen in die linke Seite von
(FHHH) Tiefert:

Yy () + 6y, () + 1y,(x) + 6y, (v)
=6Dx+6E+ 11D+ F[(3—12)+6(x —2)+ 11(1 — z) 4+ 6x] e "
=6Dx+6E + 11D +2Fe ™.

Mit F = 1, D =2, E = —1 erhalten wir somit eine partikulire Losung von (****).
Die allgemeine Losung von (****) lautet demnach
7 1
y(x) =2z — 3 + 5:1:6_5” +Ae "+ Be ™ +Ce3, A B,CeR. (10)

(b) [3 Punkte] Finden Sie ein Polynom f(z), sodass fiir jede Losung y(x) von (*¥**%)

gilt, dass
lim [y(x) — f(x)] = 0.

T—00

Losung: Man bemerke, dass

T 3x

0= lim ze ® = lim e® = lim e % = lim e~
r—r00 r—r00 T—r00 T—00

gilt. Nach (10) kénnen wir also f(z) = 2z — £ wahlen. (Tatsdchlich ist dies die einzig
mogliche Wahl eines Polynoms mit den gewtinschten Eigenschaften.)

20



