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1. (10 Punkte)

a) (4 Punkte) Zeichnen Sie die Kurve
v(t) = 2cos(t) + 3sin(r)i, t € [0,2x],

in der komplexen Ebene C.
Losung:

b) (4 Punkte) Bestimmen Sie alle (komplexen) Nullstellen des Polynoms

p(z) =22 — 322 + 9z + 13.
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Losung: Man erkennt, dass z = —1 eine Nullstelle ist. Polynomdivision
ergibt
(22 =322 +92+13)/(z+ 1) = 22 — 4z + 13.

Mithilfe der Mitternachtsformel ergeben sich die anderen Nullstellen zu

s=2+ /g_lgzzix/—gzzizsi.

c) (2 Punkte) Die Kurve y aus Aufgabenteil a) teilt die komplexe Ebene
in eine beschrénkte Teilmenge B ¢ C und eine unbeschrénkte Teilmenge
U c C. Welche der in Aufgabenteil b) bestimmten Nullstellen liegen im
beschrénkten Teil B?

Losung: Die Nullstelle —1 liegt in B.

2. (10 Punkte)
Berechnen Sie die folgenden Integrale und Grenzwerte.

a) (3 Punkte)

. cos(x)—1
lim ————

x—0 sin(xz)

Losung: Wir wenden die Regel von de L’Hospital zweimal an:

cos(x)-1 . —sin(x)
x—0 sin(xQ) B x—0 2x COS(XQ)
. —cos(x) _ 1
x—0 2 cos(x2) — 4x2 sin(x2) 2
b) (3 Punkte)
0 1
——d
/0 x + xIn(x)? o

Losung:

(o] 1 )
|} st e = et n)ly = 7

c) (4 Punkte)

/ 10x2 - 7x -6
dx
x3—x2—4x+4
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Losung: Wir bestimmen die Nullstellen des Nenners. Man sieht, dass
x =1 eine Nullstelle ist. Polynomdivision ergibt

B =X —dx+4d)/(x-1D)=x>-4=(x-2)(x+2).

Somit sind die Nullstellen des Nenners durch x =1, x = 2 und x = -2
gegeben. Daher wihlen wir

10x2-7x -6 A B C
= + +
x3—x2—-4x+4 x-1 x-2 x+2

als Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung. Wir bringen die rechte Seite
auf einen Nenner und erhalten

10x>—7x-6 _ (A+B+C)x?+(B—-3C)x +(-4A - 2B +2C)
WB-x2—4x+4 x3—x2-4x+4 '

Mittels Koeffizientenvergleich der Zihler erhalten wir das folgende li-
neare Gleichungssystem

A+ B+ C =10,
B-3C =-7,
—4A - 2B + 2C = —6.

Auflésen nach A, B, C ergibt, A =1, B = 5,C = 4. Daher ist

10x2-=7x -6 1 5 4
= + + .
B—x2—4x+4 x-1 x—-2 x+2

Integriert man die einzelnen Summanden, so erhélt man

/ 10x2-7x -6
dx
x3—x2—4x+4

= 1+5+4dx
- x—-1 x-2 x+2

=lnjx-1+5In|x-2|+4In|x+2| +k

mit k € R beliebig.
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3. (10 Punkte)

a) (4 Punkte) Berechnen Sie mittels der geometrischen Reihe eine Potenz-
reihendarstellung der Funktion

Was ist der Konvergenzbereich?
Losung: Es gilt

— ! 2\k k qk 2k
f() = = (M Z( 4x%) Z( Db

Die geometrische Reihe 37, g* konvergiert genau dann, wenn |g| < 1.
Daher konvergiert die obige Reihe genau dann, wenn |—4x2| < 1, d.h.

wenn |x| < % Der Konvergenzbereich ist daher (—%, %)

b) (4 Punkte) Bestimmen Sie mit Hilfe des Aufgabenteils a) eine Potenz-
reihendarstellung der Funktion

g(x) = arctan(2x).

Was ist der Konvergenzbereich?
Losung: Wir leiten g(x) ab und erhalten

2 [o¢] [(S.¢]
€00 = T =2 A0 = S

Diese Reihe konvergiert, wie bereits in Aufgabenteil a) erortert, auf
(—%, %) Dort kénnen wir gliedweise integrieren, und erhalten

2k+1,2k+1

_ N k X o (D 2+l
g(x)—g<0>+k§=é<—1> eI e

da g(0) = arctan(0) = 0. Weil g’(x) auf (—%, %) konvergiert, gilt dies auch
fiir g(x). Jedoch ist das noch nicht der maximale Konvergenzbereich!
Fiir |xo| = % erhélt man nadmlich

(o8] (o)

g(xo>—22k 2 - 20 ) o <4x3>k

k: k=0

welche nach dem Leibniz-Kriterium konvergiert. Der Konvergenzbereich
ist daher [—%, %]



c) (2 Punkte) Leiten Sie mit Hilfe des Aufgabenteils b) eine Reihendar-
stellung fiir 7 her.

Hinweis: arctan(1l) =?

Lésung: Es gilt arctan(1) = 7. Lost man nach 7 auf, so erhilt man mit
Aufgabenteil b)

(—1)*
2k +1°

m =4arctan(l) = 4g(%) =4 Z
k=0
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4. Multiple-Choice (10 Punkte): Es gibt zu jeder Frage genau eine richtige
Antwort. Jede richtige Antwort gibt 2 Punkte. Eine falsche Antwort oder
keine Antwort gibt 0 Punkte.

Diese Aufgabe ist auf dem Abgabeblatt zu beantworten! Bitte ma-
chen Sie Thre Antwort gut kenntlich, indem Sie das gesamte Feld ausfiillen.
Verwenden Sie zur Korrektur bitte Tipp-Ex! Bei Korrektur mit Tipp-Ex
zeichnen Sie bitte nicht das Késtchen nach.

a) Welche Parametrisierung in Polarkoordinaten beschreibt die folgende

Kurve?
(A) X
R(p) = 1 +sin(6¢), ¢ € [0,2n].

(B) ¥

R(p) =1 +sin(6¢ — ), ¢ € [0,2x].
(C) v

R(p) =1 +sin(3¢p - 3), ¢ €[0,2x].
(D) X

R(p) =1+ sin(3¢ — 37”), ¢ € [0, 2n].

Losung: (C) ist die einzige Parametrisierung, fiir die R(r) = 2 gilt, wie
in der Abbildung.



b)

Sei y(1) = (x(2), (1)), t € [0,1], eine Kurve in R%2. Wir bezeichnen mit
k(t) die Kriimmung der Kurve y an der Stelle y(¢) fiir ¢ € [0, 1].
Wie gross ist die Kriimmung der Kurve

c(t) = 3y(t) = (3x(2), 3y(1)), 1 €[0,1],

an der Stelle ¢(1)?

(A) v 5x()

(B) X 3«(1)

(C) X k()

(D) X 9k(r)
Losung: Die Kriimmung von c(f) = A - y(¢) ist gegeben durch
22y (X' (t) = A%y (1)x" (1)

3
(-2 (@) + (- y(1))?)?
_ Ly"ox'(0) = y'(0)x"(1) _ 1

h 3 ZK(Z).
(' ()% + (v'(1))?) 2

k(t) =

Mit A = 3 ergibt sich (A).

Es sei y ein geschlossener Weg in der Ebene und F ein Vektorfeld. Die
Arbeit von F entlang von vy sei 2. Welche Eigenschaft kann F besitzen?

(A) v F ist quellenfrei.
(B) X F ist wirbelfrei.
(C) X F ist konservativ.

(D) x F kann keine der obigen Eigenschaften haben.

Losung: Zum Beispiel kann man als geschlossenen Weg den Einheits-
kreis K wahlen y(t) = (cos(t),sin(t)), t € [0, 2x], und das Vektorfeld

F0) = ~(-3.).

Dann gilt div(ﬁ ) =0, aber
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d)

Sei
3x+ e’z
ﬁ(x, y,2) = (Zy + sinh(xz))
BN e

ein Vektorfeld und sei
K={(x,y2eR|0<x<1,0<y<1,0<z<1}

der Wiirfel mit Seitenldnge 1. Was ist der Fluss von F nach aussen
durch den Rand 0K des Wiirfels K?

(A) X 0
(B) X 4
(C) v 6
(D) X 8

Losung: Es gilt div(ﬁ ) = 6 und es folgt mit dem Satz von Stokes

//6 . F-di= ///K div(F)dV = 6vol(K) = 6.

Bestimmen Sie den Wert von k € R, sodass y(x) = €' eine Losung der
folgenden Differentialgleichung ist

y"(x) = 5y(x) + ky(x) = 0.

(A) X -14
(B) X -6
(C) x -4
(D) v 6

Losung: Wir suchen k, sodass 2 eine Nullstelle des charakteristischen
Polynoms
Ch(X)=X?-5X+k

ist. Nach der Mitternachtsformel sind die beiden Nullstellen von Ch(X)

durch
V25 — 4k

5
—
2 2
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so folgt k = 6.

5. (12 Punkte) In dieser Aufgabe kommt es nur auf das Endresultat und nicht
auf den Rechenweg an. Schreiben Sie Thr Ergebnis in die dafiir vorgesehene
Box. Jede richtige Antwort gibt 3 Punkte. Jede falsche Antwort oder keine
Antwort gibt 0 Punkte.

Es wird nur das Ergebnis in der Box bewertet!

a)

b)

Die reellen Zahlen A, B € R erfiillen (4 — Bi)87 = 4020 + 2060i € C.
Schreiben Sie .
2¢ " (A + Bi)®7

in der Form x + yi mit x,y € R.

-8040 + 4120

Losung: Es gilt
~ 807
2% "(A+i- B = —2(A—1-B) " = —2(4020—2060) = —8040+i 4120.

Sei F(x,y,z) = x> =2y? + 2z und S = {(x,y,2) € R?| F(x,y,2) = 17}.
Finden Sie eine Parametrisierung der Geraden n, welche die Fliache S
im Punkt (1,1, 3) € S trifft und dort senkrecht auf der Tangentialebene
von § steht. Geben Sie ihr Ergebnis in der Form

n(t)=(A,B,C)+t-(D,E,F), teR,

mit A, B,C,D,E,F € R an.
Bemerkung: Die Parametrisierung ist hier nicht eindeutig. Es werden
Punkte auf jede korrekte Parametrisierung vergeben.

n(t)= | (L,1,3)+1-(2,-4,12) (zum Beispiel)

Losung: Die Gerade n(t) ist genau dann senkrecht zur Tangentialebene
an § im Punkt P = (1, 1,3), wenn es ein A # 0 gibt, sodass VF(P) = A -
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d)

(D,E, F). Es gilt VF(x,y,z) = (2x, -4y, 4z) und wir kénnen zum Beispiel
(D,E,F)=VF(P)=(2,-4,12)

setzen. Wenn wir wollen, dass n(t) fiir t = 0 durch P = (1, 1, 3) geht, so
konnen wir zudem

(A,B,C)=P=(1,1,3)
setzen.

Sei ﬁ(x, y) = (2y + 7, 3x — n?) ein Vektorfeld und
K = {(x,y) € R?| x? + y? = 1} der Einheitskreis.

Berechnen Sie die Arbeit von F langs K im Gegenuhrzeigersinn:

%ﬁ-d?z i3
K

Losung: Wenden wir den Satz von Green auf die Einheitskreisscheibe
D an, so ergibt sich

%ﬁ-d?://vx—UydA://MA:n
K D D

Es sei f: R? — R eine stetige Funktion. Geben Sie die korrekten Inte-
grationsgrenzen an.

1 aVigaZ V2 1
/0 /1 Fry) dydx = /1 N GEEAE

Losung: Wir integrieren hier die Funktion f(x,y) iiber die Menge

D={(xy)eR?*|0<x<1,1<y<V1+x?}
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Lost man die Kurve y = V1 + x2 nach x auf, so erhélt man x = £4/y2 — 1.
Daher ist die Menge D auch durch

D={(x,y)eR*|1<y<V2,\)2-1<x<1}

gegeben. Die Antwort folgt nun mit Fubini.

6. (10 Punkte) Finden Sie die globalen Extremstellen und -werte der Funktion
f(x,v,2) = (x + 2)? auf der Menge

D ={(x,y,2) e R®|x® + y? + 22 = 25}.
Losung: Wir wollen Lagrange-Multiplikatoren verwenden. Dazu berechnen
wir
Vf(x,y,2) =2(x +2,0,x + 2),
Ve(x, y,2) = 2(x, y, 2).
Lokale Extrema von f auf D miissen daher das Gleichungssystem

Vf(x,y,2) = AVg(x,y,2),
g(x,y,z) =25,
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erfiillen. Dies ist dquivalent zu

X+ z=Ax,
0 = Ay,
X+z=A1Az

xz+y2+z2 = 25.
Wir machen eine Fallunterscheidung nach A.

(a) Angenommen A # 0: Dann folgt aus der zweiten Gleichung, dass y = 0.
Subtrahiert man die erste von der dritten Gleichung und teilt durch A,
so folgt, dass x = z gelten muss. Mit der letzten Gleichung erhélt man

xX=z= i\/ga Einsetzen in f ergibt
F(825,0,25) = f(~¥25,0,-L25) = 50.
(b) Angenommen A = 0: Dann ist das Gleichungssystem dquivalent zu

x+z=0,

x2+y2+22=25.

Dies beschreibt den Schnitt K = E N D der Ebene E = {(x,y,2) €
R3 | x +z = 0} durch den Ursprung mit der Sphire D mit Radius 5. Auf
diesem Grosskreis K gilt f(x,y,z) = (x + z)? = 0.

Daher hat f auf D die globalen Maxima (%5, 0, ﬁ5) und (—\/755, 0, —g5).
Zudem sind alle Punkte auf dem Grosskreis globale Minima von f.

7. (10 Punkte) Wir betrachten die Menge

D={(x,y,2) eR}|x>+y% > 1,—1+%\/x2+y2 <z< 1—%\/x2+y2}.

a) (2 Punkte) Skizzieren Sie eine zweidimensionale Fliche, sodass D der
Rotationskorper um die z-Achse dieser Fléche ist.

Losung: Wir zeichnen in den Koordinaten (r, z), wobei r = 4/x2 + y2.
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Als Rotationskorper ergibt sich dann:

b) (4 Punkte) Berechnen Sie das Volumen von D.
Losung: Die Menge D ist in Zylinderkoordinaten (r,¢,z) gegeben
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durch die Gleichungen

-l+5<z<1-5r>1

2r 2 pl-g
Vol(D):/ / / . rdzdrdy
0 1 —1+§
2
:27r/ r(2—r)dr
1

2
:2ﬂ[r2—£]
3 1

7 4
=2r(3-=]=—.
(s-3)

Daraus ergibt sich

c) (4 Punkte) Die Dichte von D sei konstant 1. Berechnen Sie das Tragheitsmoment
von D beziiglich der z-Achse.

Losung: Wir berechnen

I:“///r2 dv

D
2 2 pl-j

:/ // rdzdrde
0 1 —1+§

2
= 27?/ 23 — ridr
1

=2 ﬁ—fQ
2 5,
s 31% 13x
—or|2—-2| = =2
5 10|, 5

8. (10 Punkte) Wir betrachten das Vektorfeld

_ — cosh(x)
F(x,y,z) = ysinh(x) — ysin(x) sin(yz)
zsin(x) sin(yz) + ye™ + 2z

und die Flache

H={(x,y2)eR|x20x"+y"+z*=9}.
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Die Flache H sei so orientiert, dass der Normalenvektor stets eine nicht-

negative x-Komponente hat.

Berechnen Sie den Fluss von F durch H.
Losung:

Variante A (Stokes):

Wir betrachten die Halbkugel mit Radius 3
B={(x,y,z) eR?|x>0,x%+y?+2z% <9}.
Der Rand von B besteht aus H und der Kreisscheibe
D={(xyz2)eR¥x=0y"+7> <9}

Daher konnen wir schreiben

//ﬁdﬁ:// ﬁ-dﬁ—//ﬁ-dﬁ.
H OB D

Die Aussennormale zu D ist 71 = (1,0, 0) und es gilt

F(0,y,2) -7 = —F1(0,y,2) = 1.

//ﬁ‘dﬁ://ﬁ-ﬁdAzgn.
D D

Nach dem Satz von Stokes gilt

//aBﬁ-dﬁ = ///Bdiv(ﬁ)dv,

und man berechnet leicht

Somit ergibt sich

div(F) = 2.
Somit gilt

/// div(F)dV =2 - vol(B) = 2 - 5 §n33 = 36,
B

und

//ﬁ-dﬁ:sﬁn—gnzzm.
H
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Variante B (Parametrisierung):

DIESE VARIANTE IST NICHT EMPFEHLENSWERT!
Wir skizzieren hier die Vorgehensweise lediglich zur besseren Verstéandlichkeit
der Korrekturschemas.

Die Fliche H ist die Hélfte mit nicht-negativer x-Koordinate einer Sphére mit
Radius 3 um den Ursprung (0, 0,0). Wir verwenden daher Kugelkoordinaten:

3sin 6 cos ¢
F(0,¢) = 3sinfsing |.
3cos 6

Es gilt nun
H={f0,9)|0<0 <nm-5<¢p<F}

Der Normalenvektor zu H ist nun gegeben durch

9 cos(¢) sin(0)
1(6, ¢) = £0p7(6, ) X 0,7 (6, ) = | 9sin(ep) sin?(9) |.
9 sin(0) cos(0)

Nach Aufgabenstellung soll H so orientiert sein, dass der Normalenvek-
tor nicht-negative x-Koordinate hat. Daher ist das positive Vorzeichen zu
wéhlen.

Das Flussintegral ergibt sich nun zu

//Hﬁ.dﬁ:/()"[%% F@(0, 9)) - (6, @) dp db

ﬁ(?(@, ¢)) =( — cosh(3 cos(¢) sin(8)),
3 sin(gp) sin(f)(sinh(3 cos(p) sin(#)) — sin(3 cos(¢) sin(H))
sin(9 sin(yp) sin(8) cos(H))),
3(sin(¢) sin(9)e” sin(g) cos(¢) sin®(0)
+ cos(0)(sin(3 cos(¢) sin(d)) sin(9 sin(yp) sin() cos(9)) + 2))),

Wir haben
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und

F(7(6, ¢)) - (6, ) =9sin(6) (3 cos(8)(sin(y) sin(§)e? Sn(#) cos(e)sin*(©)
+ cos(0)(sin(3 cos(p) sin()) sin(9 sin(p) sin(0) cos(0)) + 2))
+ 3sin?(¢) sin(0)(sinh(3 cos(¢) sin(d))
— sin(3 cos(¢) sin(0)) sin(9 sin(¢) sin(d) cos()))
— cos(¢) sin(@) cosh(3 cos(p) sin(6))).

Setzt man ein und berechnet das Integral, so erhélt man

T
4 5 —
/ / F(F(0, ¢)) - n(0, ¢)dp dd = 27n.
0 Joz
2

9. (10 Punkte) Wir betrachten die Differentialgleichung
¥ (x) = Ty"(x) + 24y’(x) — 18y(x) = 90 cos(3x).

a) (7 Punkte) Bestimmen Sie die allgemeine Losung der Differentialglei-
chung.

Losung: Wir l6sen zunéchst die homogene Differentialgleichung
Y =T7y" +24y" — 18y = 0.
Das zugehorige charakteristische Polynom ist
Ch(X) = X3 - 7X? + 24X — 18.

Offenbar ist X = 1 eine Nullstelle, und mittels der Mitternachtsformel
ergeben sich weitere Nullstellen bei 3 + 3i und 3 — 3i. Somit wird der
Losungsraum der homogenen Differentialgleichungen durch die Funk-
tionen e*, cos(3x)e3*, sin(3x)e3* aufgespannt.

Nun zur partikuldren Losung der inhomogenen Differentialgleichung:
Das Storglied auf der rechten Seite ist 90 cos(3x). Wir wahlen daher als
Ansatz y(x) = acos(3x) + bsin(3x). Wir berechnen die Ableitungen

y'(x) = 3b cos(3x) — 3a sin(3x),
y”(x) = =9bsin(3x) — 9a cos(3x),
y"(x) = =27b cos(3x) + 27a cos(3x).
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Einsetzen in die Differentialgleichung ergibt
Y =Ty" +24y" — 18y = 45((b — a) sin(3x) + (a + b) cos(3x)) 2 90 cos(3x).

Daher muss a = b = 1 gelten, und y(x) = cos(3x) + sin(3x) ist eine
partikuldre Losung der Differentialgleichung.
Die allgemeine Losung der Differentialgleichung ist somit gegeben durch

y(x) = cos(3x) + sin(3x) + cze® + 1> sin(3x) + cae cos(3x)

mit ¢y, c9,c3 € R.

b) (3 Punkte) Bestimmen Sie eine Losung y(x) der Differentialgleichung,
welche beschréankt auf [0, +00) ist.

Losung: Die zuvor bestimmte partikuldre Losung y(x) = cos(3x) +
sin(3x) ist beschrinkt auf [0, +00).
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