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1. (10 Punkte)

a) (3 Punkte) Skizzieren Sie die Kurve

Y(f) = 2 cos(df) + 2 + isin(dr), 1€ [o, 7—2r

in der komplexen Ebene C.

Losung:
2+3i
3+ [ J
2+ u
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b) (4 Punkte) Bestimmen Sie alle (komplexen) Nullstellen des Polynoms
p(R) =22 — (4 + 4D + (2 + 9i)z + (1 = 50).

Losung: Durch Einsetzen sieht man, dass 1 eine Nullstelle von p(z) ist.
Durch Polynomdivision erhélt man

p(@) = (z—- D@ = B +4i)z+ (-1 + 50)).

Die Nullstellen des letzten Terms bestimmt man dann mittels der Formel
fiir Nullstellen quadratischer Gleichungen zu 1 + i und 2 + 3i. Insgesamt
erhélt man also 1, 1 + i und 2 + 3i als komplexe Nullstellen von p(z).

¢) (3 Punkte) Die Kurve v teilt die komplexe Ebene C in zwei Teilmengen:
eine beschrinkte Menge B und eine unbeschrinkte Menge U.

Verwenden Sie Thre Skizze aus Aufgabenteil a) um zu bestimmen, welche
der in Aufgabenteil b) bestimmten Nullstellen in B und welche in U liegen.

Losung: Die Nullstellen von p(z) sind mit rot in der Zeichnung zu Auf-
gabenteil a) eingetragen. Offenbarist 1 in B,und 1 +iund 2 + 3iin U.

2. (10 Punkte) Berechnen Sie die folgenden Integrale und Grenzwerte.
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Losung: Zunichst ist offensichtlich x = 1 eine Nullstelle des Nenners.
Polynomdivision ergibt nun

a) (3 Punkte)

Losung:

b) (4 Punkte)

- +9x-9=(x-1)(¥+9),
sodass man den folgenden Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung wéhlt

2+x+8 A Bx+C
= + .
X=x2+9%x-9 x-1 x249
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Es gilt

A Bx+C_(A+B)x2+(C—B)x+(9A—C)
x—1 x2+9 X-x2+9x-9

[l

und durch Koeffizientenvergleich erhilt man das LGS

A+B=1,
C-B=1,
9A - C = 8.

Dessen Losung ist A = 1, B =0,C = 1, sodass

P +x+8 1 1
= +
XB=x2+9%-9 x-1 x2+9

gilt.
Dies ldsst sich nun integrieren

f X +x+8 d _f 1 N 1 d
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Infx— 1] + = arct (x)+
=In|x - — arctan( = ,
X 3 3 C

wobeli c eine reelle Konstante ist.

¢) (3 Punkte)
sinh(x) — x

x>0 sin (x3)
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3. (10 Punkte) Wir betrachten die Funktion f : [0,9] - R
F(x) =6V9 —x +3+/x.

a) (3 Punkte) Berechnen Sie die Kriimmung «(x) des Funktionsgraphen von
f. Sie miissen den Ausruck nicht vereinfachen!
Losung: Die Formel fiir die Kriimmung des Funktionsgraphen an der
Stelle x ist

K(x) = L); (D)
(1+f"(x)?)?
Es gilt
3 3
’ - -  _ , 2
J'(x) i Vo 2
/()= : : 3

C4x2 29— xp
Damit ergibt sich folglich

-3 ___3 _
L7 T 20—

(5= ) +1)

b) (3 Punkte) Bestimmen Sie die Stellen x € R, an welchen die Kriimmung
k(x) des Funktionsgraphen mit der zweiten Ableitung f”’(x) tibereinstimmt.
Berechnen Sie die Kriimmung an diesen Stellen.

k(x) = R

Losung: Man sieht anhand von Formel (1), dass die Kriimmung genau
dann mit f”’(x) iibereinstimmt, wenn f”(x) = 0ist. Nach (2) ist das dquivalent

zZu
0= 3 3
2vVx 9%
1 1
= — =
4x 9-x

Die Kriimmung an dieser Stelle ist dann gemdss (3)

K(%) =f" (2) = —ﬁ (25V5).

¢) (4 Punkte) Bestimmen Sie die globalen Maxima und Minima der Funktion
f auf dem Intervall [0, 9].



Losung: Aus 3b wissen wir bereits, dass der einzige kritische Punkt von

f auf dem Intervall [0, 9] bei x = % liegt. Ausserdem ist die Kriimmung an
dieser Stelle negativ und gleich der zweiten Ableitung f” (%) = —ﬁ (25 \/5) <
0, sodass es sich um ein lokales Maximum handelt. Wir berechnen noch
den Funktionswert

9
f (—) =95,
5
Es bleiben noch die Randpunkte zu untersuchen
f(0) =18,
f®=9.

Da V5 > V4 = 2, gilt 945 > 18 > 9. Damit ist das globale Maximum
von f auf dem Intervall [0, 9] bei (%, 9 \/5), und das globale Minimum bei
9,9).

4. Multiple-Choice (10 Punkte): Es gibt zu jeder Frage nur eine richtige Antwort.
Jede richtige Antwort gibt 2 Punkte. Eine falsche Antwort oder keine Antwort
gibt O Punkte.

a) Gegeben sei das folgende Gebiet G ¢ R%:




Dann gilt fiir jede stetige Funktion f : G - R

f f(x,y)dxdy =...
G
M []

27 2+ 5 cos(4¢)
f f f(rcos(), rsin(¢))r dr de.
1

+5 c05(4¢)

a [

21 2+ 5 cos(4r)
f f f(rcos(¢), rsin(¢))r dg dr.
1

+5 cos(4r)

(D)

27 2+% cos(8¢)
f f f(rcos(g), rsin(¢))r dr de.
1

+5 cos(4¢)

awv) []

27 2+1 3 cos(8¢)
f f f(rcos(), rsin(¢)) dr dg.
1

+4 5 cos(4¢)

Losung: Das Gebiet G ist das Bild des Normalbereichs vom Typ 1

N = {(r,(f))IOS(zSS 2m, 1 + %COS(4¢) <r<2+ %cos(&p)}

unter der Polarkoordinatentransformation. Hier ist ein Bild des begrenzten

Bereichs in Polarkoordinaten:

2.5
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b) Sei S c R3 eine orientierte Oberfliche und K = 8S deren Rand mit der von
S induzierten Orientierung. Dann gilt

yz-1)
f x(z+ 1| dF=...
K

Xy
O []
0
f f [ 0 J ds
S\-2
a [ ]
an [ ]
av
Losung:

S S T o wn R S

¢) Wir betrachten die Funktion g(x,y) = x> + 3 + xy und das Vektorfeld
F(x,y) = Vg(x,y). Weiter sei K die durch

sin ¢
?(t)_(l'i'cost)’ OStSﬂ'

parametrisierte Kurve in R?. Dann gilt

fKﬁ-d?:...



M [/ -8
an [] -7
an[]o
awv)[] 6

Losung:

d) Sei D ein einfach zusammenhingendes Gebiet in R2, dessen Rand durch
eine einfache geschlossene Kurve K im Gegenuhrzeigersinn parametrisiert
wird. Wir interpretieren D als eine diinne Platte mit Dichte p = 1. Ferner
wollen wir annehmen, dass auch die Gesamtmasse von D gleich 1 ist, d.h.

-

Welches der folgenden Integrale berechnet NICHT die x-Koordinate des
Schwerpunktes von D?

1

- —xyd

2 9% i

@
a [ ]
95 —xydx
K

am []
avy []

Losung:



e) Was ist eine Losung des folgenden Anfangswertproblems?

Y =2xy+e"t, y(0)=2

M [ yx)=2¢"
a0 Y(x) = e 4 et
M) [] y(x) = 2e"*

av) [] yx = Xt

Losung:




5. (12 Punkte) In dieser Aufgabe kommt es nur auf das Endresultat und nicht auf
den Rechenweg an. Schreiben Sie Ihr Ergebnis in die dafiir vorgesehene Box.
Jede richtige Antwort gibt 3 Punkte. Jede falsche Antwort oder keine Antwort
gibt O Punkte.

Es wird nur das Ergebnis in der Box bewertet!

a) Fiir welchen Wert ¢ € R ist die Funktion f : R - R

b)

L _ 1 fijrx+0
f(X)={Z"‘ .

firx=0
stetig?
1
c= -=
2
Losung:
4 I
l! i i o n‘ - b ’ b 4 | [ A |
B e 1 - ]/ S A
Jee b T >0 (1) £l x50 &t b x& jy v
4 ) — -ll, L ’#
0 Hidd

Wir betrachten die Kurve K mit der Parametrisierung

At) = (sin(nt), sinh ¢ + cosh#), t€[0,1]

X2
F:(ny.ze )

ex

und das Vektorfeld

Berechnen Sie die Arbeit W des Vektorfeldes F entlang der Kurve K.

W= e

Losung:

10
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) e

[ —t—t

¢) Bestimmen Sie den Parameter C € R so, dass die Fliche
Fe = {(x,y,z) eRz=x"—dx+y - 8y+C}

die xy-Ebene (tangential) beriihrt.

20

Losung:

11
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d) Vervollstindigen Sie den folgenden Wechsel in Polarkoordinaten (r, ¢).

- _
ff x2y+y3dydx=ff e
-1J0 %ﬂ' 0

Loésung:

12

r* sin ¢

drde.
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6. (10 Punkte) Finden Sie den Punkt mit dem kleinsten Abstand zum Ursprung
(0,0, 0) auf der Schnittkurve der Ebene 2y+4z = 5 mit dem Kegel 4x2 +4y2 -7 =
0.

Losung:

14



7. (10 Punkte) Zu einem Parameter a > 0 betrachten wir einen Balken der Form
Ba) ={(x,y,2) eR* |y’ —a<x<a-y*,0<z<7}

in R* mit konstanter Dichte p = 1. Berechnen Sie das Trigheitsmoment I.(a) des
Balkens B(a) beziiglich der z-Achse in Abhéngigkeit von dem Parameter a > 0.

Losung: Die Formel fiir das Triagheitsmoment beziiglich der z-Achse ist laut
Vorlesung

I(a@) = f 9 p 9.
B(a

wobei r.(x,y,z)> = x> + y* den quadrierten Abstand des Punktes (x,y,z) zur
z-Achse bezeichnet. Da p = 1 konstant ist, ergibt sich

Iz(a)=f X +y?dv
B(a)

7 rNa pa-y?
= f f x* +y*dxdydz
0 Va Jy*-a
3

2

Val a-y
=7 f —+ xyz] dydz
-Va x=y’—a

3
va 3 ¥0
:14f ?—a2y2+ay4+ay2———y4dy

\a 3
5 7 5\1Va
= 14[l(a3y—a2y3+ 3& +ay’ - Y 3L)]
3 5 7 5 /e-va
8
= EaS/Z(&z +7).

8. (10 Punkte) Wir betrachten die Fliche

H={xy,2 eR|(x-2>+y’ +2 =4,x>2)

15



und das Vektorfeld

e cosz
Fyo=| 2z
Xy

frotﬁ- dtS’,
H

wobei H so orientiert sein soll, dass der Normalenvektor immer eine nichtnega-
tive x-Komponente hat.

Berechnen Sie das Integral

Losung:
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9. (10 Punkte) Losen Sie das folgende Anfangswertproblem

{y’ - x = 4/1+y2, fiir alle x > 0

y(1) =0.

Losung:

17
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