Initialen: Legi (6 letzte Ziffern):

Priifung
Analysis I/I1 D-BAUG

Losung August 2020
Dr. Meike Akveld

Die folgenden Stammfunktionen diirfen Sie bei Bedarf ohne Beweis verwenden:
4 1 : :
cos” pde = = (12¢ + 8sin(2¢) + sin(4¢)) + C
1
/sin4 pde = 3—2 (12¢ — 8sin(2¢) + sin(4e)) + C.

1. (10 Punkte)

a) (4 Punkte) Bestimmen Sie die komplexen Lésungen der Gleichung

2= g in Normalform.

Losung: Wir schreiben z = re’® mit r > 0. Es folgt r3e3% = 73 = é =
1,i5 TR — 31 _1 -z -4 2n i
ge'?. Somit ist r = /g = 5 und 3¢ = § + 27k, also ¢ = § + Fk mit

k € Z. Mit k = —1,0,1 erhalten wir die Winkel ¢ = -7, % und ‘%’T. Fuar
alle anderen k € Z erhalten wir bis auf Addition von 27m wieder die
gleichen Winkel, was uns keine neuen Losungen liefert. Die erhaltenen
drei Losungen sind also

1 . 1 b n 1

71 = Ee_’ﬁ =3 (COS(—E) + isin(—a)) = —51'
L = 1( (7r>+,.(7r)) 1 x/§+1 x/§+1-
=—e6 =—|cos(= sin(=)) =< |——+zi|=—+-
@ET TR TG T\ T T T Y

%

- 1 5) )
73==€6 == (cos(g) +isin(§)) =

N —

2

b) (4 Punkte) Bestimmen und skizzieren Sie die Menge
L={zeC|lz=1]-|z+1| <1}
in der komplexen Ebene.

Hinweis: Verwenden Sie Polarkoordinaten.
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Losung: Wir verwenden Polarkoordinaten und schreiben z = re’?. Es
gilt
lz—1]-|z+1] <1
el?-1<1
sl|?-1P<1
e |rPefv 112 <1
& (r2e¥? — 1)(r2e2¢ — 1) < 1
& (r2e? - 1)(rPe® 1)< 1
ert+l1-r}e? +e %) <1
o rt < 21 cos(2¢)

& r? < 2cos(29).

Die Kurve r(¢) = 2 cos(2¢) sieht wie folgt aus:
1

-1

Man sieht der urspriinglichen Ungleichung direkt an, dass z = £1 Lo-
sungen sind. Somit ist £ die Fléche, die von der Kurve r(¢) = 2 cos(2¢)
eingeschlossen wird:

c) (2 Punkte) Welche der Losungen aus a) liegen in £? Begriinden Sie
Thre Antwort!

Losung: Man sieht in der Skizze aus b), dass die Losung z; = —%i nicht
in £ liegt. Je nach Genauigkeit der Skizze kann man ablesen, dass die
Losungen zo3 = i% + %i in £ liegen:
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Initialen: Legi (6 letzte Ziffern):

T1
i3+ +
-V2 V2
21t
T—1

Falls die Skizze zu ungenau ist, muss man die Losungen aus a) in die
Ungleichung |z — 1| - |z + 1| < 1, respektive r? < 2 cos(2¢) einsetzen und
schauen, wann die Ungleichung erfiillt ist:

i

ol

1 1
Fir zo= 3¢ gilt  2cos(2¢) = 2 cos (%) =2 3= 1>

of

1, )
Fir z3 = 561 gilt  2cos(2¢) = 2 cos (?ﬂ) =2

Somit liegen zo und z3 in £

2. (10 Punkte)

Bestimmen Sie den Mittelpunkt des Kriimmungskreises (oder auch Schmie-
gekreises) der Kurve x - y = ¢ im Punkt (c,c) und skizzieren Sie die Kurve
und den Kriimmungskreis in diesem Punkt.

Hinweis: Bestimmen Sie eine Parametrisierung fiir diese Kurve.
Losung: Wir parametrisieren zuerst die Kurve:

2

yelt) = (x(0.5(0) = (r, 67) fiir 1 € R\{0).

Die Evolute (= Funktion der Mittelpunkte der Kriimmungskreise) ist per
Definition.

X(1)? + y(1)?

S0 s OO

m(t) = (x(1), y(1)) +

In unserem Fall sind

x(t)y=t , x(t)=1 , x(t)=0
2 2 2C2

c , c i}
s YO == . 0 =5

y(t) = "
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Mit
x(cy=c , x()=1 , &c)=0
yiey=c , y)=-1 , §(@) = %

erhalten wir als Mittelpunkt des Kriimmungskreises im Punkt (c,c) = y.(c)
also

m(c) = (c,c) + l(l, 1) = (2¢,2c¢).
2/c

y

2c+

3. (10 Punkte)
a) (4 Punkte) Betrachten Sie die Potenzreihe

n?+1 3

n=0

und bestimmen Sie das Konvergenzintervall.
Losung: Wir kénnen die Reihe umschreiben als

o 3" 2\" «— 1 o1
Zn2+1(x_§) :Zn2+1(3x_2)n22n2+1yn'

n=0 n=0 n=0




Initialen:

b)

Legi (6 letzte Ziffern):

Diese Potenzreihe (in y) hat Konvergenzradius

o o (m+12+1 . n’+2n+2
= hm — Y = 1m —- =
n—oo  pZ41 n—oo  p2 41

p = lim

n—oo

ap+1

Die Potenzreihe konvergiert also fiir y € (—1,1), also fiir -1 < 3x—-2 < 1,
also fiir % < x < 1. Wir betrachten nun noch die Randpunkte x =

und x = 1. In diesen gilt:

N n (-1)"
Zn (3 __2) Zr12+1

n=0

> 1 1
3:-1-2)"= —_

;On2+1( ) HZ::OnQ+1

was beides bekanntermassen konvergente Reihen sind. Somit konver-

giert die Reihe fiir x € [%, 1].
(4 Punkte)
1

Bestimmen Sie —dx.
/ x3—2x2 +x

Losung: Wir mochten die Partialbruchzerlegung berechnen, wozu wir
zuerst die Nullstellen des Polynoms im Nenner bestimmen miissen. Man
sieht, dass x = 0 eine Nullstelle ist. Die anderen zwei Nullstellen sieht
man entweder direkt oder durch Anwenden der Mitternachtsformel:

-2+ x = x(x® = 2x + 1) = x(x — 1)°.

Wir berechnen mit dem tiblichen Ansatz

1 A B C Alx = 1)?>+Bx(x— 1)+ Cx
—_ = — + + =
x3-2x2+x x x-1 (x-1)>2 x(x —1)2
_(A+B)x*+(C-2A-B)x+A
- —2x2 +x

mit A,B,C € R. Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir das Glei-

chungssystem
A+B=0
C-2A-B=0 |,
A=1
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mit der Losung A = 1, B = -1 und C = 1. Somit kénnen wir das Integral
berechnen als

1 1 1 1
L P . dx
x3 —2x2 + x x x-1 (x-1)2

1
=ln|x|-Injx-1|-——+c¢
x—1

fiir eine Konstante ¢ € R.

in(3x) + x*
c) (2 Punkte) Bestimmen Sie lim Sin(3x) + x
=041+ 2x — V1= 2x
Losung: Variante 1: Da der Zahler und der Nenner gegen 0 gehen,
konnen wir die Regel von 1’'Hopital anwenden:

sin(3x) + x3 . 3cos(Bx)+3x*2 3+0 3
im = lim — T = =—.
SOV 2 —VI =20 0 ==+ — 1+l 2

Variante 2: Durch Erweitern mit V1 + 2x + V1 — 2x erhalten wir

sin(3x) + x3 VI +2x+ V1 -
im = lim (sm(3x) +x%)
10 AT+ 2x — V1 - 2x H0(1+2X)—(1—2)

V1 +2x + V1 - 2x

. . 3
= )lclir(l) i (sin(3x) + x°)
_ lim VI + 2x + V1 — 2xsin(3x) + x3
x— O 4 X
_1 lim (sin(?)x) N x2) _1 lim sin(3x)
2 x— X 2x-0 X
1 lim 3005(3x) _3
2 x— 1 2’

wobei wir am Schluss die Regel von I’Hopital verwendet haben.

Variante 3: Durch Einsetzen der Taylorreihen fiir sin(y) und 1+y
haben wir

p (Bt (3x)*  (3x)° _
sin(3x) = Z( 1) (2 1) =3x — 3 + =
Vi+2x=1+ %x - (2;6)2 + (21)23
B 2x  (2x)2  (2x)3
VI-2u=1-5 - == -



Initialen: Legi (6 letzte Ziffern):

und somit
. 3 3x)° _
sin(3x) + x> ) 3x——9g +(5!) Fooo+x8
im = lim
x>0 4/ —V1- x—0 2 3 _ 2 3
L+2x—-vI-2x l+x-S+5F...—(1-x-%F5 -5 —...

3x + (Terme von Ordnung x* und hoher) 3

x50 2x + (Terme von Ordnung x3 und héher)  2°
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4. Multiple-Choice (10 Punkte): Es gibt zu jeder Frage genau eine richtige
Antwort. Eine falsche Antwort oder keine Antwort gibt 0 Punkte.

Diese Aufgabe ist auf dem Abgabeblatt zu beantworten! Bitte ma-
chen Sie IThre Antwort gut kenntlich, indem Sie das gesamte Feld ausfiillen.
Verwenden Sie zur Korrektur bitte Tipp-Ex! Bei Korrektur mit Tipp-Ex
zeichnen Sie bitte nicht das Késtchen nach.

a) (3 Punkte) Sei n € N. Dann ist das Integral

(n+)m
/ cos(x) - e’ dx
n.

n
(A) X immer positiv.
(B) X immer negativ.
(C) X gleich Null.

(D) v abhangig vom Wert von n positiv oder negativ.

Losung: Variante 1 (iiberlegen): Man kann sich tiberlegen, wie cos(x)
auf dem Intervall [nm, (n + 1)7] aussieht:

X

X =nr x=mn+1)n X =nr x=mn+1n

Die linke Grafik ist fiir n ungerade, die rechte fiir n gerade. Da e* gros-
ser ist je grosser x ist, iiberwiegt fiir ungerade n die Flache iiber der
x-Achse und fiir gerade n die Flache unter der x-Achse. D.h. das Inte-
gral ist positiv fiir n ungerade und negativ fiir n gerade.

Variante 2 (rechnen): Man kann das Integral mit zweimaliger partieller
Integration ausrechnen:

(n+D)m (n+1)m
/ cos(x)- e dx= [cos(x)ex]g,l:l)” + / sin(x)- e dx
nn —_—— nn —_——
l T ! T

(n+D)m
1 . 1
= [cos(x)e"]gl';:r oy [sm(x)e"],({;r+ ) _ / (cos(x))e™ dx.
n

T



Initialen: Legi (6 letzte Ziffern):

Somit gilt

(n+)m
/ cos(x) - e dx =
n

/s

feos(o)e (" + [sin(o)e 57

cos((n + Dm)e"™ D™ — cos(nm)e™ )

e+ onm ) > (0 falls n ungerade

—emthm _ onm ) <0 falls n gerade

NI— N|—
S

b) (2 Punkte) Sei (a,) eine Nullfolge. Dann konvergiert die Summe ), | a,,.
(A) X Wahr.

(B) v Falsch.

Losung: Gegenbeispiel: Die harmonische Reihe 7° % divergiert, ob-
wohl die Folge a, = % eine Nullfolge ist.

c) (3 Punkte) Welcher der folgenden Werte ist die beste Approximation
von cos(0.1)7

(A) X 1.000
(B) X 0.996
(C) v 0.995
(D) X 0.990

Losung: Die Taylor-Reihe des Kosinus ist

2n 2 X4
n
COSX—Z(—)(2)' —E+ﬂ—+...

Fir x = 0.1 = 15 ist dies
(01) = 1— 4 4 =1-0.005+ — -0.0001 - +
RO = 000 Taator T T T T

= 0.995 + ( etwas, das kleiner ist als 0.00001).

Die beste Approximation von cos(0.1) ist also 0.995.
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d) (2 Punkte) Betrachten Sie die Differentialgleichung
y/// _ 3y// + 3y/ _ y - O.

Fiir jede beliebige Losung y(x) (d.h. unabhéngig von den Anfangsbe-
dingungen) gilt

lim y(x) = 0.

X—00

(A) X Wahr.
(B) v Falsch.
Losung: Das zugehorige charakteristische Polynom ist
A -32+31-1=(1-1)>.

Alle Nullstellen sind positiv, weshalb die Aussage nicht stimmen kann.
Die Losungen der DGL sind namlich

y(x) = Cre* + Caxe™ + Cax?e”

mit Cp,Co,C3 € R. Somit ist limy_e y(x) = 0 nur dann wahr, wenn
Ci =Cy =C5 =0 gilt.
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5. (10 Punkte) In dieser Aufgabe kommt es nur auf das Endresultat und nicht
auf den Rechenweg an. Schreiben Sie Thr Ergebnis in die dafiir vorgesehene
Box. Jede falsche Antwort oder keine Antwort gibt 0 Punkte.

Es wird nur das Ergebnis in der Box bewertet!

a) (2 Punkte) Bestimmen Sie a,b € R so, dass die Funktion f : R - R
gegeben durch

a- e fir x <0
fx) = ﬁ fir0<x <7
ﬁ fir x > 7
iiberall stetig ist.
— 1 —
a=| 5 b= 2

Losung: Stetigkeit an der Stelle x = 7 impliziert, dass

11
Vi+b 3
S9=T+b
S b=2.

Mit b = 2 impliziert Stetigkeit an der Stelle x = 0, dass
1 1
a=—=—.
Vb V2

b) (3 Punkte) Bestimmen Sie die Richtungsableitung der Funktion f(x,y) =
In(x? + y?) im Punkt (3,4) in Richtung v = (4, -3).

D,f(3,4)=1| 0
Losung: Die partiellen Ableitungen von f sind
of 2x d of 2y
_— = un: _— = .
ox  x2+y? dy  x2+y?

Die Richtungsableitung im Punkt (3,4) in Richtung v = (4,-3) ist ge-
geben durch

4 —

-3]

11 Bitte wenden!
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c)

d)

(2 Punkte) Es sei f: R? — R eine stetige Funktion. Geben Sie die
korrekten Integrationsgrenzen an.

/_2_1/1)621”(36,y)dydx:/1 ! [2 -y endrds

Losung: Wir integrieren iiber die Menge D = {(x,y) e R?| =2 < x <
—1,1 < y < x?}. Die Ungleichung y < x? ist dquivalent zu |x| > VY.
Da unser x negativ ist, ist die Ungleichung dquivalent zu x < —/y.
Daher kéonnen wir die Menge D auch wie folgt schreiben D = {(x,y) €
R?| -2 < x < —,1 <y <4}. Damit gilt

[;1/IX2f(x,y)dydx:/14[2_ﬁf(x,y)dxdy.

(3 Punkte) Sei F : R - R? das Vektorfeld gegeben durch

F(x,y) = (

—sinx- e’
cosx-e’ |’

und C die Kurve, die in Polarkoordinaten parametrisiert ist durch

r(go):ﬂ(1+cosg), 0<¢p<m.

Berechnen Sie das Wegintegral von F entlang der Kurve C:

/ﬁ dr = -2
C
. —sinx- e’
Losung: Es gilt F(x,y) = Czlsnxx. eey = Vo fir ¢(x,y) = cosx - €.

Der Start- und Endpunkt der Kurve C ist

r(0) = n(1 + cos0) = 2m — (xp, o) = (27,0)

r(m) = m(1 4+ cos 5) = = (x1.31) = (-1.0).
Nach dem Fundamentalsatz ist

/f dr = o(-1,0) — @(27,0) = cos(-n) - * — cos(2m) - ¥ = =1 -1 = -2,
c

12
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6. (10 Punkte)

Bestimmen Sie das Maximum und Minimum der Funktion f(x,y,z) = 4y—2z
eingeschrankt auf der Menge

F:{(xay’Z)GR?)WX—y—Z:Z und x2+y2:]_}_

Losung: Wir nennen die beiden Nebenbedingungen gi(x,y,z) := 2x —y —
z = 2 und go(x,y,2) := x> + y2 = 1. Wir wollen Lagrange-Multiplikatoren
verwenden. Dazu berechnen wir

Vf(x’ Y, Z) = (0’ 47_2)9
Vei(x,y,2) = (2,-1,-1),
Vgao(x,y,2) = (2x,2y,0).

Lokale Extrema von f auf I' miissen daher das Gleichungssystem

Vf(x,y,z) = 1Vgi(x,y,2) + 22Vga(x, y, 2),
g1(x,y,2) =2,
go(x,y,2) =1

erfillen. Dies ist dquivalent zu

0 =241 + 24924,
4=-21 + 2,
-2=-4,
2x-y-z=2,
x2+y?=1.

Aus der dritten Gleichung gilt 4y = 2 und unser Gleichungssystem wird
vereinfacht zu

/12x=—2,

A2y =3,
2x—-y—z=2,
x2+y2:1.

Aus der ersten Gleichung folgt, dass x # 0 und A2 # 0 sind. Aus der zweiten
Gleichung folgt, dass auch y # 0 sein muss. Somit diirfen wir durch x und
durch y dividieren. Die erste Gleichung dividiert durch x wird Ay = —%, die
zweite Gleichung dividiert durch y wird A9 = % Gleichsetzen gibt uns aus

13 Bitte wenden!



den ersten beiden Gleichungen die Bedingung —% =3 also x = —%y. Unser

]
Gleichungssystem vereinfacht sich also zu

2
X =-=y,
3)’

2x—y—z=2,

x2+y2:1.

Setzt man die erste Gleichung in die dritte ein, so erhélt man

4 13
1242 =2y2042=22 2’
X y 9)’ y 9y
also
4 9 N 3 q 2 N 2 2
Y2 == =xxr—— un X1 2=—z)Vi2=—"*— =F—.
13 Vi3 3 VI3 VI3

Mit der letzten noch nicht benutzten Gleichung des Gleichungssystems kann
man nun z berechnen:

4 3 7 —7-2v13
n=2x-y-2=-—-——-2=c—-2=—_“1°
13 V13 V13 Vi3
o ) 4 . 3 ) 7 ) 7-2V13
V13 V13 V13 V13

Wir erhalten die beiden Extremalstellen

1 1
(x1,y1,21) = \/—1_3(—2, 3,—7 — 2V13) und (x2, y2, 22) = \/—1_3(2, -3,7 - 2V13).

Einsetzen in die Funktion f(x,y,z) = 4y — 2z gibt

1
f(x,y1.21) = —13(12 + 14 + 4\/5) =2V13 +4

Vi3
f(x2,y2,22) = \%3(—12 — 14+ 4V13) = —2V13 + 4.

Somit ist das Maximum von f gleich 4 + 2V13 und das Minimum gleich
4 -2V13.

7. (10 Punkte)
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Bestimmen Sie das Volumen in R? begrenzt durch die beide Flichen x =
y2 +z2 und x = 16 — y? — 372

Losung: Die Schnittkurve der beiden Fléchen ist gegeben durch
2+ 72 =16 - y? - 372
& 2y +472 =16
ey +272=38.

Das Volumen begrenzt durch die gegebenen Fléchen ist somit

V://R(16—y2—3z2)—(y2+z2) dA://R(16—2y2—4z2) dA

mit

R={(02) eR*|y?+222 <8 ={(n2) eR* | -2 <7 <2,-V8-2z2 <y < V8-272}.

Variante 1: Wir bemerken, dass der Integrand symmetrisch in y <> —y und
in z &> —z ist. Somit erhalten wir

2 pV8-272 2 9 V8—272
V:4/ / (16—2y2—4z2)dydz:4/ [16y—§y3—4y12 dz
0 0 0

y=0
2
2
- 4/ V8 — 272 (16 - g(8 - 27%) - 412) dz.
0

Die Klammer berechnet sich zu

2 16 (4 32 8, 4
16-=(8-27%) -4z =16— — + |- —4| 7% = = - =z% = =(8 = 27%).
g8 -2~z 3 (3 )Z 3 3¢ =362

Somit ist das Volumen
16 [2
V= —/ (8 - 2797 dz.
3 Jo

Wir machen die Substitution z = 2cos6, dz = —2sin6df. Beachte, dass
8 — 272 =8 —8cos? 0 = 8(1 — cos? §) = 8sin?  gilt. Damit erhalten wir

16 arccos(1)

16 [°
v (8sin2 )2 (—2sin 0) d = 5 / 83 sin® 0(~2) sin 6 d
3

3 arccos(0)

325 [ 32 3 sin(20)  sin(46)
= =82 Y9do = =(2V2)? | =6 -
3 /0 i 3 (2V2) [8 FERED

32 3
== .22 = 3949
3 6\/_ 39 3\/_7r,

z
2

0
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wobeil wir den Hinweis benutzt haben.

Variante 2: Wir konnen eine Koordinatentransformation wie folgt machen:

y =rcosg
ro .
7= —sing
V2
r
dA = —drde.
V2

Dieses Volumenelement erhélt man von der Jacobideterminante

r 9 roo r
= —cos"p+—sin“p=—.

B TR

Da y? + 272 = (rcos@)? + 2(% sin @)? = r?, entspricht das Gebiet R den

cos@ —rsing

\/58111(,0 \/ECOS(,D

Grenzen 0 < < V8 und 0 < ¢ < 27, Somit ist das Volumen

) ) 2r \/§ 9 r
V://(16—2 —4z)dA:/ / (16 - 272 - —drd
R Y o Jo V2 i

on [V 1,1
= — 16r — 2r3 dr = V2r l8r2 - —r4] = V2r(64 — 32) = 32V27.
V2 Jo 2 o

. (10 Punkte)
Sei S ¢ R3 die Oberflache

S={(x,y,2) eR} | x®+z2 =2, -3 <y < 1}U{(x,y,2) e R? | x’+z2 < 2, y = 1}

mit nach aussen gerichtetem Normalenvektor und sei F : R > R3 das
Vektorfeld gegeben durch

ﬁ(x, v,2) = (2x3, 6yz2, yev).

Berechnen Sie das Oberflachenintegral ffS F - dS.
Losung: Der Zylinder

D:={(x,y0) eR*|x*+7 <2,-3<y <1}
hat als Rand

OD=SUSy mit Syp:={(x,y,2) eR®| x> +2z% <2,y =-3}.
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Wir wollen den Satz von Gauss anwenden. Dazu berechnen wir zuerst die
Divergenz von F, ndmlich
8F1 8F2 0F3

div(F) = ox oy T o = 6x2 + 622 + 0.

Der Satz von Gauss besagt

///DdiV(ﬁ)dV://aDﬁ'd§://sﬁ'd§+//Soﬁ'd§0'
//Sﬁ.dﬁzf//l)div(ﬁ)dv_//soﬁ,dgo_

Um das Volumenintegral zu berechnen, benutzen wir Zylinderkoordinaten

Also ist

X =rcose
y=y
z=rsing

mit -3<y<1,0<r<V2und 0 < ¢ <2m

///div(ﬁ)dv:///6x2+6z2 dvz6///x2+z2 av
D D D
1 p2nr V2 V2
:6// / rz'rdrdgody:6-4-27r/ r3dr
-3 J0 0 0

—48n || = 48x(1 - 0) = 487.

0

Fiir das Oberflachenintegral iiber Sy benutzen wir ebenfalls Zylinderkoordi-

naten, wobei y = —3 fix ist. Der Normalenvektor, der nach aussen zeigt, ist
(0,—r,0). Wir erhalten

o 2r? cos? 0
// F- dSO—/ / —18r2 sin? (p - drde
So e cos ¢ O
2r 2r V2
:/ / 18r3sin2g0drd¢p:9/ 251112(,0(190/ r’dr
0 0 0 0

1 V2
:9[90_31119000590](2)” [Z’A] =9-2r-1=18mx.
0
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Somit ist das gesuchte Oberflichenintegral

//ﬁ-dE:///div(ﬁ)dV+// F-dSy = 487 — 187 = 30n.
S D So

Alternativer Losungsweg: Man kann das Oberflachenintegral auch direkt
ohne Gauss berechnen. Seien

St :=A{(x,y,2) eR3 | +72=2-3< y<1}
S = {(x,y,2) eR* | x* + 2> < 2,y = 1}.

//ﬁ~d§://ﬁ-d§1+// P ds,.
S S1 So

Die Flédche S; parametrisieren wir als

Dann ist

=V2cos ¢
y=Jy
= \/ésingo
mit -3 <y < 1und 0 < ¢ < 27. Der Normalenvektor nach aussen ist
V2 cos ¢
0 . Somit erhalten wir
V2sin ©®
L o pl V2cos ¢
//F-d51=/ / F(V2 cos ¢, y, V25sin ¢) - 0 drde
51 0 -3 V25sin ©

2 pl 4‘/§COS (2 \/§COS(,D
/ / 12y81n wl- 0 drde
2(:051,0 \/ﬁsingo

2
= / / 8 cos® ¢ + V2ysin (peﬁcow drde
0 J-3
1
2r
2
= / [8;’ cos’ ©+ gyz sin (pe‘/icos‘p
0

de
2r
= / 32 cos* ¢ — 4V2sin tpe\/ﬁcos dy
0

-3

_ . . \/ﬁcosnp 2
= [12¢ + 8sin(2¢) + sin(4e) + 4e .
= 24m,
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Initialen: Legi (6 letzte Ziffern):

1
/ cost pdy = 3 (12¢ + 8sin(2¢) + sin(4¢)) + C

benutzt wurde. Die Flache Sy parametrisieren wir als

X =rcose
y=1
z=rsing
0
mit 0 < r < V2 und 0 < ¢ < 27. Der Normalenvektor gegen aussen ist | 7 |.
0

Somit erhalten wir

or av3 (213 cos® @\ (0
// F(rcose,1,rsing)-dSy = / / 6r2sin® ¢ |-|r|drde
So 0 0 ercosy 0

2r V2
= / / 6r3 sin? o dr de
0o Jo

2 \/5
:3/ QSin2¢dcp/ r3dr
0 0

1 12
=3[ — cos @ sin ¢] 3" [—r4]

4 g

=3-2r-1=06nm.

Somit ist

//ﬁ-d§:// ﬁ-d§1+// F-dS, = 24x + 61 = 30r.
S S1 So

9. (10 Punkte)
Losen Sie das folgende Anfangswertproblem
{ y + % = cos x, fiir allex > 0

v =2

Losung: Wir l6sen zuerst die homogene Gleichung

r_ Y
yo=-=.
x

19 Bitte wenden!



Wir bemerken, dass y(x) = 0 eine Losung ist. Fir y # 0 konnen wir die
Variable separieren und erhalten

1 1
/—dy:—/—dx

y X

In|y|=—-In|x| + C; mit C; e R

1
ly(x)| = e~ = Czﬁ mit Cy = ¢! € Ryg
X

y(x) = % mit C3 € R\{0}.

Da y(x) = 0 ebenfalls eine Losung der homogenen Gleichung ist, erhalten wir
als Losungen der homogenen Gleichung

yu(x) = ¢ mit C € R.
X

Wir benutzen die Methode der Variation der Konstanten um die Losungen
der inhomogenen Gleichung zu bestimmen. Wir nehmen also den Ansatz

y(x) = @ einsetzen in die Differentialgleichung gibt

O C)_Cw W1y, W,
- x2 T ox X2 x X2 '

y'(x)
Daraus folgt C’(x) = x cos x, also mit partieller Integration
C(x) = /xcosx dx = [xsinx] — /sinx dx = xsinx +cosx +c¢

fir eine konstante ¢ € R. Also ist

xsinx +cosx + ¢

y(x) = .

Wir bestimmen die Konstante ¢ durch einsetzen in die Anfangsbedingung:

% sin(%) + cos(g) +c 2

! T
2:y(§): Vi :1+_’
3 T

also ist ¢ = § und die Losung des Anfangswertproblems ist

xsinx+cosx+5
y(x) = =sinx +
X x

n
COS X + 5
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