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1. Funktionen: Welche Eigenschaften hat die Funktion f : R — R mit der
Abbildungsvorschrift « — cosh(z) + sinh(x)?

(a) f ist monoton fallend.
(b) f ist injektiv.
(¢) f ist beschrankt.
(d) f ist gerade.
Es ist

cosh(z) + sinh(x) = < +2€ +E° o

Aus dem bekannten Graph der Exponentialfunktion kann man direkt ablesen,
dass f(xz) = e injektiv ist, die anderen Aussagen hingegen falsch sind.

2. Funktionen: Sei f(z) = —4; und g(z) = 2z, so ist die Losungsmenge der

Gleichung f(g(x)) = g(f(x)) gegeben durch
(a) {3}

(b) {2}

(c) {3}

(d) R

Es ist

oo

w—1 z—1
& 4(z—1)=8(2z 1)
& 4x —4 =16 — 8

& 12z =4
N 1
r= -
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3. Funktionen: Gegeben ist die Funktion f : [-6,6] — [—6,6] mit Graph wie
in der Abbildung. Wie viele Losungen hat f(f(x)) = 0?

\ /
\ /
\ /1L I\ /
\ /

\
+6 No T4/3 +2 +1 0 [1 |2 4 J5 7

(a) 2
(b) 4
(¢) 6
(d) 8

Aus der Abbildung kann man ablesen, dass die Nullstellen von f bei z; = —5,
29 = =3, x3 = 3 und x4 = 5 sind. Also ist f(f(x)) = 0 genau dann, wenn
f(z) € {-5,-3,3,5} ist. Man kann wiederum in der Abbildung ablesen, dass
f(x) = —5 keine Losung hat, f(x) = —3 zwei Losungen hat, f(x) = 3 vier
Losungen hat und f(z) = 5 zwei Losungen hat. Somit haben wir insgesamt
0+ 244+ 2 = 8 Lésungen fiir f(f(z)) =0.



4. Komplexe Zahlen: Sei z € C eine komplexe Zahl mit positivem Ima-
ginarteil. Welche der folgenden Zahlen hat ebenfalls positiven Imaginarteil?

(a)

1/z

‘Wir schreiben z = x + iy mit y > 0.
1 1 T — 1y

z x4iy x24y?

hat Imaginérteil ﬁ < 0,day >0 ist.

-1/z

Wir schreiben z = x + 4y mit y > 0.
-1 1 z—dy  —z+iy
2z x4y 224y? a2 4y?

hat Imaginérteil ﬁ >0, day >0 ist.

z

Wir schreiben z = x + iy mit y > 0.

Z=zcz+iwy=x—1y
hat Imaginarteil —y < 0.
1)z

Wir schreiben z = x 4 iy mit y > 0.
—1 1 T+ 1y

2 z—iy a2+ y?

hat Imaginérteil ﬁ < 0,day >0 ist.

Alternativ kann man geometrisch iiberlegen.



5. Komplexe Zahlen: Gegeben sind zwei komplexe Zahlen deren Summe 6
ist und deren Produkt 10 ist. So ist eine dieser Zahlen gleich

(a)

-3 -1

Angenommen z = —3 — ¢ ist eine der beiden Zahlen. Dann ist die zweite Zahl w =
6 — z = 9+ 4. Dann ist aber |zw| = |z||w| = V10v/82 > 10, was ein Widerspruch zu

zw = 10 ist.
-3+

Angenommen z = —3 + ¢ ist eine der beiden Zahlen. Dann ist die zweite Zahl w =
6 — 2z = 9 — 4. Dann ist aber |zw| = |z||lw| = V10v/82 > 10, was ein Widerspruch zu

zw = 10 ist.

3+1

Mit z=34+iundw=6—2z=3—4ist zw=(3+4)(3—14) =9+ 1= 10 wie gefordert.
—6+1

Angenommen z = —6 + ¢ ist eine der beiden Zahlen. Dann ist die zweite Zahl w =
6 — z = 12 — ¢. Dann ist aber |zw| = |z||lw| = V37145 > 10, was ein Widerspruch zu

zw = 10 ist.

Wir schreiben in Polarkoordinaten z = r1e®* und w = r9e®? und iiberlegen

geometrisch. Damit das Produkt reell ist, muss ¢1 4+ ¢2 = 0 gelten. Damit die
Summe eine positive reelle Zahl sein kann, miissen die Realteile beider Zahlen
positiv sein. Dadurch kommt nur noch eine Antwort in Frage.

Des Weiteren wiisste man mit dieser Uberlegung auch, dass z = w ist. Also
folgt fiir z = x4 4y und w = x — iy, dass 6 = w+ 2z = 2z und 10 = 2w = 2% + 12
ist. Somit erhédlt man x = 3 und y = £1 als Losungen.

6. Komplexe Zahlen: Welche geometrische Form hat die folgende Region in
der komplexen Ebene

B={zeC|lz—i| <|z—2—3i|}?

Sie ist eine Kreisscheibe
Sie ist die Flache eines Rechtecks
Sie ist eine Halbebene

Sie ist eine Gerade

Die Menge enthalt alle komplexen Zahlen, die néher bei ¢ als bei 2+ 3¢ liegen.

Dies entspricht der Halbebenen auf der rechten Seite der Mittelsenkrechten zwis-
chen den beiden Punkten ¢ und 2 + 3:.



7. Komplexe Zahlen: Seien P, Q und R komplexe Polynome mit reellen
Koeffizienten, so dass P(z) = Q(z) - R(z) fur alle z € C gilt. P sei vom Grad 7
und @ vom Grad 4. Dann hat R mindestens eine reelle Nullstelle.

(a) Wahr
(b) Falsch

Da P vom Grad 7 und @Q vom Grad 4 ist, muss R vom Grad 3 sein. Die kom-
plexen Nullstellen treten immer in (komplex konjugierten) Paaren auf. Somit
kann ein Polynom nicht 3 komplexe Nullstellen haben. Es folgt, dass R entweder
eine oder drei reelle Nullstellen hat. Insbesondere hat R also mindestens eine
reelle Nullstelle.

8. Folgen: Eine reelle Folge, welche positiv und beschrankt ist, ist auch kon-
vergent.

(a) Wahr
(b) Falsch

Die Folge a,, = (1,2,1,2,1,2,1,2,...) ist positiv und beschréankt, aber nicht
konvergent.

9. Folgen: Ist (a,)nen eine Nullfolge, so ist auch (b,,)nen gegeben durch
by, = (—1)"sin(ay,)

eine Nullfolge.

(a) Wahr

(b) Falsch

Wenn (a,) eine Nullfolge ist, so gilt lim, . a, = 0. Da der Sinus eine
stetige Funktion ist, gilt

nh_)rréo |bn| = nh_}n;O sin(a,) = sm(nli}n;o ap) = sin(0) = 0.

Da (|by|) eine Nullfolge ist, ist auch (b,) eine Nullfolge.



10. Parametrisierte Kurven: Gegeben sei die Parabel p mittels der im-
pliziten Darstellung vy = 2. Welche Aussage iiber die Evolute von p ist richtig?

(a)

Die Evolute liegt in der oberen Halbebene, d.h. y > 0 fiir alle Punkte
(z,y) auf der Evolute.

Zeichnet man sich die Parabel auf und iiberlegt sich, wie die Kriimmungskreise ausse-

hen, sieht man sofort, dass die Mittelpunkte alle oberhalb der z-Achse liegen.
Die Evolute schneidet p in genau einem Punkt.

Da die Funktion y = 2 symmetrisch bzgl der y-Achse ist, und die Evolute die Kurve
sicher nicht im Ursprung schneidet, gibt es eine gerade Anzahl von Schnittpunkten von
der Evolute mit der Parabel p.

Die Evolute ist beschrankt.

Wir kénnen die Parabel p parametrisieren als v(t) = (z(t),y(t)) = (¢,t2). Die Evolute
ist

o #0210
A OHORITOED

1+ 4¢2

(—=9(t), &(t))

= (t,1%) +

(—2t,1) = (—8t%, 1 + 3t).

Diese Funktion ist nicht beschrankt.
Die Evolute ist rotationssymmetrisch beziiglich dem Koordinatenursprung.

Da die Parabel achsensymmetrisch beziiglich der y-Achse ist, ist auch die Evolute
achsensymmetrisch bzgl der y-Achse. Insbesondere ist sie nicht rotationssymmetrisch

geziiglich dem Koordinatenursprung.



11. Parametrisierte Kurven: Wie gross ist die Flache, die die Kurven mit
Polarkoordinatendarstellung p; (¢) = m und p2(¢) = ¢ in den ersten zwei Quad-
ranten einschliessen?

(a) A=3[f5 (7*—¢%) dp
(b) A=3[in?de+3 [g ¥*de
() A=3 [ (r—9)dp
(d) A:%ffﬂjd(p—%f;gﬁd(p
Die Formel fiir die Fliche unter einer Kurve ist

b
3 @2

Die gesuchte Fliche A ist die Flache unter der Kurve p; minus die Flache unter
der Kurve ps, also

A= [ @25 [ m@rao=g [ 0@ - (o
:%/O”ﬁ—qs?dcb.



12. Parametrisierte Kurven: Die parametrisierte Kurve definiert durch
tan(t .. C . .

r(t) = ( ar;( )) firt e (g, 37“) ist identisch zum Graphen der Funktion

(a) y=arctan(z) fir x € R

(b) y = arctan(x) fiir z € (7%

o[

)

(¢) y=arctan(z)+« fir z € R
(d) y=arctan(z) — 7 fir x € R

Die parametrisierte Kurve ist identisch zu x = tan(y) fir y € (5, %), Wir

sind hier im 2. Quadranten, wéhrend die Umkehrfunktion des Tangens fiir

T

Werte in (75, 5) definiert ist. Entsprechend muss man noch ein 7 addieren
und erhélt y = arctan(z) + 7 fiir alle € R.

13. Differentialrechnung: Sei f(x) = In(z?). Welche der folgenden Gleichun-
gen beschreibt eine Tangente an den Graphen von f7

(a) y=0
(b) y=z+m
(¢) y=2x—-2

(d) Keine der obigen 3 Gleichungen beschreibt eine Tangente an den Graphen
von f.
Die Tangente im Punkt (zq, f(x)) ist y = f'(zo)(xz — 20) + f(20), also
2 2 2 2
y=—(x —x) +In(z§) = —z + In(xf) — 2.
o o

Fiir zg = 1 erhélt man y = 2z — 2.



14. Differentialrechnung: Seien f und g differenzierbare Funktionen mit
f(l) =2 ) f/(]‘) =3 ) f/(2) :_47

gH=2 , J1)=-3 , J@2)=5
Sei h(z) = f(g(x)). Dann gilt A'(1) =

(a) -9
(b) —4
(c) 12
(d) 15

Mit der Kettenregel erhalten wir

15. Differentialrechnung: Seien g und & Umkehrfunktionen voneinander mit

x| g(x) | M=) | W(z)
4
3

-1 6 —10
6 20 -1

Wie lautet ¢’'(—10)?

() %
(b) 3
(¢) —1
(d) 5




Vv

16. Integrationstechnik: Welches der folgenden Integrale kann man mit Hilfe
einer Partialbruchzerlegung berechnen?

(a)

1
f 2 —4x+3 dx
Die Nullstellen von 22 — 4z + 3 = (z — 3)(z — 1) sind 1 und 3. Mit dem Ansatz
1 _ A n B 7A3:—3A+Bx—B
22 —4z+3 zz-1 =x-3  (z—1)(z—3)

erhélt man das Gleichungssystem

A+B=0
—-3A-B=1

mit der Losung A = —% und B = % Mit Hilfe der Partialbruchzerlegung
1 1 1 1 1

2 —4z+3  22—-1 2z-3

kann man das Integral berechnen:

1 1 1 1 1 1 1
 de=—- de+ - [ ——de=—-Inje—1|+ Iz —3| +C.
/1274x+3 v 2,/:)371 m+2/x73 o Qn\x |+2n\x |+

dzx

I

Das Polynom z2? — 4z + 4 = (z — 2)2 hat die doppelte Nullstelle zop = 2. Somit
bringt eine Partialbruchzerlegung nichts bzw die Partialbruchzerlegung lasst den Bruch
unverandert.

1
f 2 —4x+5 dx
Die Nullstellen von 22 — 42 + 5 sind T1,2 = 4£V16-20 V126720 = 2 + 4. Die Nullstellen sind
also komplex und nicht reell. Somit kann man den quadratischen Faktor z2 — 4z + 5
iiber R nicht faktorisieren, weswegen wir keine Partialbruchzerlegung machen kénnen
bzw die Partialbruchzerlegung lasst den Bruch unveréndert.

1
[ e de
Die Nullstellen von z2 — 42 + 6 sind T12 = 4£v16-24 V126724 = 24 v/2i. Die Nullstellen sind
also komplex und nicht reell. Somit kann man den quadratischen Faktor z2 — 4z + 6

iiber R nicht faktorisieren, weswegen wir keine Partialbruchzerlegung machen kénnen

bzw die Partialbruchzerlegung lasst den Bruch unverandert.

10



17. Integrationstechnik: Betrachten Sie die folgende Variablensubstitution:

/de:/udu.
zlnzx

Welche Substitution wurde hier gemacht?

(a)

(d)

Mit u = In(lnz) ist du =

u=Inx
Mit u = Inz ist du = %dz. Somit ware
/ ln(lnm / lnu
zlnx
Diese Substitution ist also sinnvoll, aber es ist nicht die gesuchte Substitution.

u=xlnzx

Mit w = zlnz ist du = (Inz + 1)dz. Somit wire

/ln(lnz)d 7/111(%) 7/ lnu—lnz
zlnz = v lnx+1 (Inz+1

Dies macht aber gar keinen Sinn, da sich die x-Terme nicht herausstreichen.

Substitution funktioniert also gar nicht.

Mitu:%istdu: ldz =

e e dx. Somit wére

1 _
z(lnx)2

/h;(llzi) dx:/ln%( z(Inxz) )du:/ln(u)% du.

u

Dies macht aber gar keinen Sinn, da sich die xz-Terme nicht herausstreichen.

Substitution funktioniert also gar nicht.

u=In(lnx)

dz. Somit gilt

1
zlnx

/de:/ln(lnx) de
zlnzx zlnzx

dx—/udu

11
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18. Integrationstechnik: Seien 0 < a < bund 0 < ¢ < d. Sei f : [a,b] — [c, d]
eine stetig differenzierbare, streng monoton wachsende und surjektive Funktion

mit Umkehrfunktion f=*. Dann gilt [ f~!(y) dy =
(a) [ f(z)da.
(b) bd—ac— [ f(z)da.
©  Frea
(d) bd—ac— fcd f(x)dx.
Mit der Substitution z = f~1(y) bzw y = f(z) und dy = f'(z)dz gilt

d )
/ F ) dy = / of'(z) d.
c f=%(e)

Mit partieller Integration erhalten wir weiter
. £71d) F1d)
= [ (@)]f-1() - f(a)de = {7 (d)d — £~ (e)e - f() de
F=1() i —1(e
I f=1(e)
b
=bd — ac—/ f(x)dx.

Im letzten Schritt haben wir f(a) = ¢ und f(b) = d verwendet, was gilt, da f
streng monoton wachsend und surjektiv ist.

12



19. Anwendungen der Integralrechnung: Das Gebiet begrenzt durch die

Kurve y = 22, die Gerade y = 4 und die y-Achse wird um die y-Achse rotiert.
Was ist das Volumen des so entstehenden Korpers?

(a) 8m

(b) %7
(c) %Zm
(d) 1927

Wir bemerken zuerst, dass die Rotation um die y-Achse ist, und nicht um
die z-Achse. Das Rotationsvolumen von dem Gebiet

Y

yszbzwx:\/@fﬁerO

um die y-Achse ist

4 4 ) 4 1 4
W/ g(y)2dy=7f/ \/?7dy=7r/ ydy:7r|:§y2} — 8.
0 0 0

0

Alternative: Man kann das Gebiet auch um 90° drehen und die Rotation um
die z-Achse betrachten:

Das Rotationsvolumen ist

4, 4 BRE
7r/ \/Edac:w/ QL'dLL':’lT|:—£L'2:| = 8.
0 0 2

0

13



20. Anwendungen der Integralrechnung: Ein Deltoid ist durch die Param-
eterdarstellung

x(t) = 6 cos(t) + 3 cos(2t)
y(t) = 6sin(t) — 3sin(2t)

gegeben, wobei 0 < ¢ < 27 gilt. Welcher Ausdruck entspricht der Bogenldnge
des Deltoids?

Hinweis: cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b) fur alle reellen Zahlen a
und b.

(a) 3 /77 \/8—8cos(3t)dt
(b) 327 /5 + 4cos(3t) dt
() 3Jy" /5~ dcos(30)dt
(d) 3 fy /5 dcos(3) dt

Die Bogenlange berechnet sich als

! V()2 +g(t)2dt = ' V/(=65sin(t) — 6sin(2t))2 + (6 cos(t) — 6 cos(2t))2 dt

0 0

2m
= / \/36(sin(t)2 + 2sin(t) sin(2t) + sin(2t)2 + cos(t)2 — 2 cos(t) cos(2t) + cos(2t)2 dt
0
2m

= V/36(2 + 2sin(t) sin(2t) — 2 cos(t) cos(2t)) dt
0

2

=3 ; /8 — 8(cos(t) cos(2t) — sin(t) sin(2t))) dt

2 2
=3 \/8 —8cos(t+ 2t)dt =3 \/8 — 8 cos(3t) dt.
0

0

14



21. Anwendungen der Integralrechnung: Gegeben seien zwei positive
stetige Funktionen fi,fo : [0,1] — (0,00). Es sei K; der Rotationskorper,
der durch Rotation von f; um die z-Achse entsteht und V; das Volumen von
K;. Wir nehmen an, dass fo fi(z)dz = fo fo(z) dz gilt. Dann ist Vi = Vs.

(a) Wahr
(b) Falsch
Es gilt

V; :7r/01 fi(ac)Qdac

Im Allgememen folgt aus fo fi(z)dx = fo f2(z) dz nicht, dass fo fi(z)?dr =
fo fa(x)? dx ist. Betrachten wir zum Beispiel fl( )=1und fo(z) = 25c. Dann

gilt
1 1
/fl(x)dx:/ ldz =1
0 0

1 1
_ — 221t =
/Ofg(:c)dw—/OQxdx [Jc}o 1

Die Volumen der Rotationskorper sind aber nicht gleich:

und auch

1 1
Vi=nm fl(I)Qd?E:ﬂ'/ ldx =,
0 0

aber
1 1 4 4
V2=7T/ f2($)2dx:7r/ 4x2dx:7r[x3] -
0 0 3 0 3

oo
1
22. Reihen: Die Reihe Z . konvergiert nach dem Quotientenkriterium.

N

(a) Wahr
(b) Falsch
Es ist
An+1 ni n 4 5
lim |— lim5<lim ) =17 =1.
n—oo | Qp n— 00 (n + 1)2 n—oon + 1

Somit kann man mit dem Quotientenkriterium nichts iiber die Konvergenz der
Reihe aussagen.

15



> (3n+6

23. Reihen: Die Reihe Z ) konvergiert nach dem Wurzelkriterium.

= an — 2
(a) Wahr
(b) Falsch
Es ist
T (3n+6>” _ gy P63
n—0co In — 2 n—soodn —2 4

Folglich konvergiert die Reihe nach dem Wurzelkriterium.

24. Potenzreihen: Sei P(z) = >.°° ja,z™ eine Potenzreihe und K ihr Kon-
vergenzbereich. Wenn 4 € K, so muss —3 € K sein.

(a) Wahr
(b) Falsch

Der Konvergenzbereich einer Potenzreihe ist immer von der Form (—p, p)
und enthélt allenfalls auch noch einen oder beide Randpunkte. Dabei ist p der
Konvergenzradius. Da 4 € K liegt, muss der Konvergenzradius p > 4 sein.
Somit liegt aber auch —3 € (—4,4) C (—p,p). Also ist -3 € K.

25. Potenzreihen: Gegeben sei die Potenzreihe Z;OZO apz®. Sie konvergiert
fiir = —3 und sie divergiert fiir z = 5. Mit diesen Informationen kann man
bestimmen, ob die Reihe Z;ozo ai3* konvergiert oder nicht.

(a) Wahr
(b) Falsch
Da die Potenzreihe fiir x = —3 konvergiert und fiir z = 5 divergiert, weiss

man, dass der Konvergenzradius p zwischen 3 und 5 liegen muss. Es ist also
moglich, dass der Konvergenzradius p = 3 ist. Uber den Randpunkt = = 3 kann
man in diesem Fall aber keine Aussage machen, d.h. es ist nicht bekannt, ob
> e ar3”® konvergiert oder nicht.
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