Loesungen SS 12

(a) Durch Erweitern findet man

4—8 4-8i 3—4i

= = : 1 Punkt
‘ 3+4i 3+4i 3—4i |1 Punk]
12160 —24i — 32 —20 — 40
B 9+ 16 25
4 8
= ———zt.
5 5
Somit folgt R(z) = —% und I(z) = —&.
[1 Punkt]
(b)
arg (1+1)?) < arg(z?) < arg(-7)
‘ 1+62i7\r/§z S (14:)2 S ‘3 + 42’
2.7 < arg(x?) < ™
< 2|
Vi+s < B < V/9+16
2.7 < 2arg(z) < 7 2.7 < 2arg(z) —27
4 4
< {6 < |4 < 10 Ode {6 < ¥
T < ag(z) < 3 0 < argz) < F
4 2 4 2
< {6 < || < 1o °der {6 < ]z < 10

[2 Punkt, -1 Punkt pro Fehler]

[2 Punkt, -1 Punkt pro Fehler]

ININ



2.

(a) Nach Bernoulli de 'Hospital gilt

[1 Punkt]

) Inz 2
lim — =
a—1 sin Ttz
1
= 1 1
a—1lmeosTx 7w (—1) T
[1 Punkt]

(b) Variante 1: Nach der Kettenregel und der Produktregel gilt

V

—~

f'(x) = —sin(sin(x)) - cos(z) ,
f"(z) = —cos(sin(z)) - cos(x)? + sin(sin(z)) - sin(z) ,
f"(x) = sin(sin(x)) - cos(z)® + cos(sin(z)) - 2 cos(x) sin(x)
+ cos(sin(x)) - cos(x) sin(x) + sin(sin(z)) - cos(x)
= sin(sin(z)) [cos(z)® + cos(z)] + 3 cos(sin(z)) - cos(z) sin(z) ,
" (x) = cos(sin(x)) - [cos(z)* + cos(x)?] —sm(sm(a:))[ cos(z)? sm( ) + sin(z)]
—3sin(sin(x)) - cos(z)? sin(x) + 3 cos(sin(z)) - [~ sin(z)? + cos(z)?]
= cos(sin(z)) - [cos(z Y4 + 4 cos(x)? — 3sin(z ]
—sin(sin(z)) - [6 cos(z)? sin(z) + sin(x )]
[3 Punkt, -1 Punkt pro Fehler]
Somit folgt
fFO)=1,f(0)=0,f"(z)=-1,f"(0)=0,f"(x)=1-[1+4]=5.
Das Taylorpolynom vierter Ordnung der Funktion f(x) = cos(sin(z))
um zg = 0 ist gegeben durch
I = 10+ £ E 0 L0 170
1 )
= 1- 3 z? + GY cat
[1 Punkt]

Variante 2: Die Potenzreihen von Sinus und Cosinus sind gegeben

durch
. 3 5
smxr = X — ? + g F 5
_ 1 x?  at
“ata T

COosT



[1 Punkt]

Daraus folgt

cos(sinz) = 51 + 1 T
[1 Punkt]
2 4 4
= 1= +2 E—i-ﬂ—FO(l‘G)
= lf%-$2+% 1 4 0(a%)
[1 Punkt]

Somit ist das Taylorpolynom vierter Ordnung der Funktion f(z) =
cos(sin(z)) um zp = 0 gegeben durch

1 )
AN 2 4
[1 Punkt]
3. Die Bogenlidnge L des Graphen von einer Funktion f(z) iiber das Intervall

[a, b] ist gegeben durch

b
L:/ VIt @) da .
[1 Punkt]

Betrachten wir die Funktion

f(x):/mvant—ldt.

——
g(t)

Nach dem Hauptsatz der Differential und Integralrechnung gilt
[1 Punkt, fir die Erwihnung vom Satz]

F@) = - (@) - Cle)) =

wobei G eine Stammfunktion von g ist.

G(x) = g(x) ,



[1 Punkt, fir richtige Anwendung]

Somit ist die Bogenléinge des Graphen von f iiber das Intervall [e, e?]

ben durch das Integral

gege-

e3
L = / \/1+(\/1n2x—1)2dac [1 Punkt|
663
= / V14+1n?z - 1dx
6‘3

= / Inzdz [1 Punkt]

= z(lnz — 1)\23

= 3(In(e?) — 1) =26 .

[1 Punkt]
(a) Zweimal partielle Integration liefert
6721
/e_zx sin(6z) de = — sin(6x) + 3/6_2”” cos(6z) dx
N~ — 2 \\{/H,_/
i i
—2x —2z
3
= sin(6x) — c cos(6z) — 9/6‘2’” sin(6x) dx .
2 M~ e —
LI
[1 Punkt]
Daraus folgt
6—227 36—233
10/6_2”” sin(6z) de = -— 5 sin(6x) — cos(6zx) + ¢
LI
—2z 3 —2x
/e_:z sin(6x) de = —620 sin(6x) — c cos(6x) + ¢ .
i

[1 Punkt]



_ 1

(b) Mit der Substitution vz —1=u dx = du folgt es

7 2/ —1
S| V3 9
——dr = d
/2$\/l’—1 v /1 u2+1u
= [2arctanu] |}/§
T o7 T
3 4 6

(c) Variante 1:

322 — T —2 322 — 2z — 2 5z
Ry M ey P R
3 — 22 - 22 3 — 22 - 22 3 —x2 -2z

1
= In(|ja® — 2? — 22]) — 5/

Die Partialbruchzerlegung %;1 + % =
system

T

A+B = 0,
—24+B = 1.

Daraus ergibt sich A = %1 und B = %

Somit folgt:

/31:2—71:—2dx _

3 —x2 - 22

2 —x—2

1 1
ln(|x3—x2—2x|)—5[3/x_2d$

[1 Punkt]

[1 Punkt]

dx

dr .

[1 Punkt]

%H liefert das Gleichungs-

[1 Punkt]

1 1

3 r+1

is]

= In(ja® — 2* — 22]) — gln(]a: —-2))+ gln(|x +1))+ec.

Variante 2: Direkt mit Partialbruchzerlegung:
322-7t—-2 A B C
- = _l’_ .
r—2 x+1
Ein Koeffizientenvergleich liefert das Gleichungssystem
A+B+C = 3,

-A+B-2C = -7,
—2A = -2.

-2 —-2r =z

[1 Punkt]



Aus der dritten Gleichung folgt sofort, dass A = 1. Das System redu-

i . B+C = 2,
ziert smhauf{ B-20 — —6.

folgt 2—C—-2C=-6 =C=3B=
[2 Punkt, -1 Punkt pro Fehler]

die B = 2 — C impliziert. Somit

Daraus folgt:

322 —Tx — 2 1 2 1 8 1
N de+ 2 d
/x3—x2—2xx /xw 3/3;—2 x+3/:€+1 o
2 8
= ln(|x\)—gln(|x—2|)—|—§ln(lw—|—1\)+c.

[1 Punkt]

Bemerkung: Variante 1 und 2 ergeben das gleiche Resultat, weil es gilt
In(|2® — 22 — 20]) — gln(]a: _o) + gln(|a¢ TT) pripa
= n(fe] [z~ 2/ -Ja + 1) = 2 (e~ 2]) + 2 Iz + 1)) +
= n(fe) + In(lz — 20) + In(lz + 1) — 2 n(le — 2) + 2 In(le + 1) + ¢

2 8
= In(|z|) — 3 In(|x — 2|) + 3 In(lz +1|) + ¢ .

5. Hom. Los.: Durch Separation erhalten wir

y(@)(@z+1)+y(@) = 0
y) _ -1
y(z) — z+1
d d
e —/ - [1 Punkt]
Y r+1
= Inlyl = —Injz+1|+c
K , .
= yhom(x) = m s mit K = +e° € R\ {0} .
[1 Punkt]
Part. Los.:

Variante 1: Ansatz: y,(z) = az® + bz? + cz + d.



Einsetzen liefert (3az? + 2bx + ¢)(x + 1) + az® + bz? + cx + d = z3. Durch
Koeffizientenvergleich folgt es

3a+a =
3a+2b+0
2b+c+c
c+d =

Il
co o~

Daraus folgta =c=1,b=d = = Yp(z) =L [23 —2® + 2 —1].

[2 Punkt, -1 Punkt pro Fehler]

Die Allgemeine Losung ist gegeben durch

K 1.5
x+1+1[ —zttr—1] .

Y(x) = Yhom () + yp(x) =

Die Anfangsbedingung 3(0) = v/5 sagt, dass K = /5 + i sein muss.

[1 Punkt]
Somit ist die einzige Losung des Anfangswertproblem
VE+1/4 15
[1 Punkt]

Variante 2: Mit Variation der Konstante Methode folgt y,(z) = % Ein-
setzen in die Differentialgleichung liefert

K'(z)  K(x) K@)
vl ey G ey x’ [ Punki]
K'(z) = 2°
1'4

4

Daraus folgt y,(z) = TrT)

[1 Punkt]



Die Allgemeine Losung ist gegeben durch

x4

1:+1+4(1‘+1)'

y(x) = yhom(x) + yp(x) =

Die Anfangsbedingung 3(0) = /5 sagt, dass K = /5 sein muss.

[1 Punkt]
Somit ist die einzige Losung des Anfangswertproblem
V5 at
y(z) = + :
r+1 4(z+1)
[1 Punkt]

Bemerkung: Variante 1 und 2 ergeben das gleiche Resultat, weil es gilt

V5 at VB at—1+1
w+1+4(ac+1) x+1+ 4(x +1)

\/5+1/4+ -1

x+1 4(x +1)
\/3+1/4+(x+1)(x3—:c2+x—1)
x+1 4z +1)

V5 +1/4
r+1

1

+ [ — 2 +2-1] .

6. Sei S die Fliche des Graph von f(z,y) = 10 — 22 — y? und sei T(x,y, 2) =
2%y + y%2 + 4o + 14y + z die Temperatur.

i) Die Gleichung der Tangentialebene ¥ zur Oberfliche S im Punkt
(0,0,10) ist gegeben durch

— £2(0,0,10)z — £,(0,0,10)y + 2 = 10
22)p—y=0,:=10 - T + 2Y|s=y=0.=10 -y +2 = 10
z = 10

[2 Punkt, -1 Punkt pro Fehler]



Bemerkung: der Graph von f(z,y) ist ein nach unten gedffneten Pa-
raboloid, der symmetrisch bzgl. der z—Achse liegt. Sein Maximum ist
der Punkt (0,0, 10), deshalb ist die Tangentialebene an dieser Stelle
horizontal.

ii) Der Gradient von der Temperatur im Punkt (0,0, 10)

22y +4 4
VT (2,y,2)|smy=0=10 = | 2? +2yz+14 | |lsmy=0.=10 = | 14
v +1 1
[1 Punkt]
Die maximale Richtungsableitung von T'(z,y,2) auf ¥ 16st die Glei-
chung
d 4 cost d
— 14 |- [ sint = —[4cost+ 14sint] =0
dt dt
1 0
—4sint+ 14cost = 0

7 7
t1 = arctan(— oder to = arctan(=) + 7 .
2 2

[1 Punkt, fir die Richtungsableitung]
[1 Punkt, fiir das Ableiten und gleich Null setzen|

Da die zweite Ableitung —4cost — 14sint ist und cos(t1),sin(t;) >
0, cos(ta),sin(te) < 0 , folgt es, dass ¢; ein Maximum (die zweite
Ableitung ist negativ) bzw. to ein Minimum (die zweite Ableitung ist
positiv) ist.

Die Richtung in ¥, in welcher die Anderung von T'(z,y,z) maximal
ist, ist somit (2,7,0).

[1 Punkt]

7. Zuerst suchen wir die kritischen Punkten im Inneren von ().

Vi(zy)=0
42 +y -1z = 0
42 +y> -1y = 0
Fall 1: x =0,y =0 ~ P, = (0,0).
Fall2: 2 =0=y=+1~ P, =(0,1).



Fall 3: y = 0= 2 = £1 ~» Eckpunkten P; = (—1,0) und P; = (1,0).
Fall 4: 22 + y? — 1 = 0. Obere Halbkreis K mit Zentrum (0, 0) und Radius
1.

[2 Punkt, -1 Punkt pro Fehler]

Variante 1: Parametrisierung von 0Q.

o y=2-212= f(r,2-22%) = (22 +4—8x2+42* —1)? = (4a* 722 +3)%
Daraus folgt:

Ouf(z,2 —22%) =0 = 2(4z* — 722 + 3)(162 — 142) =0 .

Somit gilt entweder 42* — 722 + 3 = 0, die zu x = +1 (Eckpunkten)
oder x = :l:\/é (v P = (£4/2,1 € K)) fithrt oder 162% — 14z = 0,

die zu @ = 0 (~ Pr = (0,2)) oder # = /T (= Pyg = (£/.1))

fithrt .
[2 Punkt, -1 Punkt pro Fehler]
4 2 4 2
o y= g’ % = f(wg2°—y) = @+ =g+ -1 = (7 +5—1)* =
- (z" + 222 — 3)%. Daraus folgt:
Lo 1 4 2 3
axf(:v,§:n —5) =0=8(z" +22*—3)(4x”° +4x) =0 .
Somit gilt entweder z* + 222 — 3 = 0, die zu # = +1 (Eckpunkten)
oder 22 = —3 (~ keine reelle Losung) fiihrt oder 423 + 42 = 0, die zu

z =0 (~ Py =(0,—3)) oder 2* = —1 (~ keine reelle Lésung) fiihrt .
[1 Punkt ]

Variante 2: Lagrangian Multiplikatoren:

o Auf gi(z,y) := 2 — 202 — y = 0 stellen wir das Gleichungssystem

{Vf(x,yi = )\VQI(xvy)

g1(z, = 0
4z (2 —l—y —-1) = A—4x)
& dy(x? + 2 —1) = A-1)

2-222 -y = 0



Fall 1: x = 0. Dann gilt y = 2 (~ P; = (0,2)).
Fall 2:  # 0. Dann entweder 22 + y?> — 1 = 0 (~ Eckpunkten P34 =
(£1,0) und Ps s = (£ %,% € K))oder 224+y?—~1#0,dann y = 1/4
(v Pso = (/5 1) )-

[2 Punkt, -1 Punkt pro Fehler]

o Auf go(z,y) =322 — 3 —y =

0 stellen wir das Gleichungssystem
{ Vf(z,y) = AVga(z,y)
92(z,y)

, =0
dr(z? +y2 1) = M)
& dy(2® +y? —1) = M-1)
1 1
§$2 — 35— =0

Fall 1: 2 = 0. Dann gilt y = —3 (~ Py = (0, —3)).
Fall 2: x # 0. Dann entweder y = —1 (ausserhalb vom Gebiet G) oder
22 +y? —1=0~ P34 = (£1,0) Eckpunkten).

[1 Punkt |
Eckpunkte Eckpunkten P3 = (—1,0) und Py = (1,0) iiberpriifen.
[1 Punkt |
Funktionswerte:
f(p) =1
f(PQ) = f(P374) = f(P5’6) = f(Kreis K) =0 5
f(P7) = 97
1
Pg) = ——
f(Ps) 256
9
Py = —
JPio 6
Minima ~~ K.
Maximum Pr
[1 Punkt]
8. Variante 1: Parametrisierung von S
sin f sin ¢ .
r(6,9) = | sinfcosp | , RS [O, 5} und ¢ € [0,27] .

2cosf



[1 Punkt]

Daraus folgt

sin 6 cos ¢ cos fsin ¢ 2 sin? f sin ¢
ro Xxrg= | —sinflsing | x | cosflcosp | = | 2 sin?  cos ¢
0 —2sin6 sin @ cos 0

ry, X Tg zeigt tatsSchlich nach aussen!

[2 Punkt]

Bemerkung: es ist nicht notwendig |r, x 79| = 4sin?@ + sin® 6 cos? 6 zu

rechnen.

Daraus ergibt sich

Lo X
//F-dS = //F e, x g df dep
s |7“s0 ro)
o 2sin @ sin ¢ 2sin? fsin @
= / / —sin 9 cosp |- [ 2sin?fcose | dfdy
sin 0 cos 0

[1 Punkt]

2T g
= / / (4sin® @sin? p — 2sin® § cos? ¢ — sin B cos §) dO dyp

27 z 2T
= / (4sin2go—20082<,0)/2sin@(l—cosQH)dOahp—/ /Qsin9c089d9dg0
0 0 o Jo

27 39 29 P
= /0 (6sin? ¢ — 2) [—cos@—i— ] g dp + 27 [COS } |5 de
2 [ 1
= 3/0 (6sin2<pf2)d<p727r§
i 8
_ 4[§_smcp2coscp} gﬂ_g_ﬂ
= 471'—8?7?—77

™

3



[2 Punkt, -1 Punkt pro Fehler]

Variante 2: Sei B = {(z,y,2)|2? +y?> <1,2z=0} (den Normalenvektor

zeigt nach unten).

[1 Punkt]

Nach dem Satz von Gauss, da divF=2—-1+0= 1, gilt

//ﬁ-d§+//ﬁ'd§
S B

Somit folgt

//ﬁ-d§ =
S

///V divF dV

= Volumen Halbellipsoid
4 27 1 4r
§.7_5.?.1.1.2

4 L.
P F.dB
37r //B d

A 2z 0

— - // -y |- 0 dx dy
3 B\ -1 —-1

4

g — Féche(B)

47 s

= a=L

3 3

[2 Punki]
[1 Punkt]

[2 Punkt, -1 Punkt pro Fehler]

9. Die Gesamtladung des Gebiets GG ist gegeben durch

//G(f(x,y)dxdy.

[1 Punkt |

Da fiir die Ladungsdichte gelten
o(-z,y) = —oz,

olx,—y) = —o(z,

O'(—.%',—y) - J({E,y),



[1 Punkt]

folgt es

//Go(x,y)dxdy = //GlU(x,y)dxdy—i-//GQa(m,y)dmdy+//Gsa(x,y)dxdy
o[ cteisi

[1 Punkt]



11
= 2/ / zy(z® + y?) dy dzx [1 Punkt]
0

—z+1
1 .2 4
3Y Yin
= 2/0 * 2‘1'954] [
_ 2/1_ac3+:c_x3(1—a:)2 (1 —z)? i
o 12 T4 2 4
17,3 3 5 5
T T T T 4 3T 9 T
SN B AT R e A
/02+4 g T T Tt Ty e
Lr
3 3
= 2/0 _—Z5+2x4 2x3+x2] dx
3 1 1 3 1 1
— 9|-2.249.2_2.C e
[ 176775 2 4+3]
7 7
pr— 207—7.
30 15

[2 Punkt, -1 Punkt pro Fehler]

10. Betrachten wir die Funktion

[ (z—m)? firx €0,27)
f@) = { f(x+2m) fir allex

Da f(z) gerade ist (d.h. f(z) = f(—=z) Vz), hat die Fourierreihe von
f auf das Intervall [—2m, 27] die Gestalt

f(z) = % + i ag, cos(kx) , [1 Punkt]
k=1



wobei

1 27
= % 0 f(l') dzx )
1 2m
ar = — f(z) cos(kx) dzx .

™ Jo

|8

[1 Punkt]

Rechnen wir die Koeffizienten a; explizit aus:

ao 1 2
1 27

= 5 ; (z —m)2dx

[1 Punkt]

und

2w
f(z) cos(kzx) dx

ap —

= 3

|

/02
/0 ! (z — m)% cos(kx) dz
)

3=

o

. 92 27
|:Sln(k'$) (ZL‘ . 7_‘_)2|(2)7r _% /0 (ZL‘ — 71‘) sin(k‘:l?) dx
=0 ‘ f

B 2 | —cos(kx) o, 1 [T
= — T(g;fTr)O +k/0 cos(kz) dz
=0
_ _2omom 4
kr k k2

[2 Punkt, -1 Punkt pro Fehler]



[2 Punkt, -1 Punkt pro Fehler]



