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Losung

1. [10 Punkte] Es sei das Gebiet
[
B = ze@‘Tgl—i—Im(z)

gegeben.

a) Skizzieren Sie das Gebiet B in der komplexen Ebene.

Fir z = x + 1y gilt
2

|%Sl—i—lm(z)
22 4 2

2
P <242y
2 +y? -2 <2
22+ (y—1)* < 3.

<l+y

t ¢ 0

Das Gebiet B ist also das Innere des Kreises mit Mittelpunkt (0,1) und
Radius v/3. Der Rand gehort dabei zur Menge.

1F 0,1)6

Bitte wenden!



b)

Bestimmen Sie (1 + i)e% und die Nullstellen des Polynoms 2% + z + 3 in
Normal- und Polarform.

Es gilt _ _ _

Dies ist die Darstellung in Polarform, die Darstellung in Normalform ist
—+/2. Die Nullstellen des Polynoms sind gegeben durch

—1+v1-2 1 1
Zp=—""F—"—=—;%,
’ 2 2 2
in Polarform ergibt das
1 i8m
212 = —=€ 4 .

V2

Welche dieser komplexen Zahlen befinden sich in B?

Fiir 2 gilt

2+ (y—12=2+1=3,
fiir z; gilt

x2+(y—1)2:i+i=§,
fiir zo gilt

Somit liegen alle drei Zahlen in B.

Siehe nichstes Blatt!



2. [10 Punkte] Berechnen Sie die folgenden Ausdriicke:

1
a) /x3—2x2—|—xdx

Wir fithren eine Partialbruchzerlegung durch:
Der Nenner ldsst sich faktorisieren durch
-2t =2 -20+1)=z(x—1)(z—1),
dies fithrt auf den Ansatz
1 A B C
P22 +x z  x—1 (z—1)2

& 1=A(x -1+ Bz(r— 1)+ Cx

S (A+B)2*+(2A-B+C)z+A—-1=0

S B=—-Aund C=Aund A=1

S A=1und B=—-1und C =1.

Alternativ kann man in die Gleichung
1=A(x—1?+Bx(z— 1)+ Cx

auch = 0 und z = 1 einsetzen um A = 1 und C = 1 zu erhalten,
beispielsweise mit x = 2 folgt dann auch B = —1. Daraus ergibt sich

1 1 -1 1
—————de= [ —d —d —d
/x3—2:p2—|—x v /:p x+/x—1 x+/(x—1)2 .

1
:1n|x|—1n|x—1|——1+0
x_

1

x
e

=1In

r—1 1—=x

2
b) / 23V + 1de
1

Wir erhalten mit der Substitution ¢t = 22 + 1, £ = 22

? dx
2 513/2 _ 41/2 5
t t 1 1
/ Va2 4+ 1da = / —dt = =t?? — 32
1 9 2 5 3 o
— 155/2 _ 153/2 _ 125/2 — 123/2
5 3 5 3
1 2 1
— 53/2 _ _53/2 _ _23/2 _23/2
3 5 * 3
2 1 2 1
= 2532 - 9232 = Z5\/5 - 22
3 15 3 Vo 15 V2

10 2
= —V5- V2
3f 15\/_

Bitte wenden!



Alternativ konnen wir auch partielle Integration verwenden:

2 2

/x3\/x2+1dx:/ 22 caxva2+1dx
1 Y

2

1 o1
:xQ-g(x2+1)3/2 —/ 2x-§(x2+1)3/2dx

1 1
4y 1., 2 2
I — 29 /2 <2 15/2
597 73 B DT

20 2 50 8

= —V5-V2— — —V?2
3f 3f 15\/5+15\F
10 2

= — — —V/2.
3 \/_ 15\/—

In(1+z)+In(l — x)

) }:12(1) tan(z?)
Im Schritt (x) wenden wir de L’Hopital an, weil der Ausdruck die Form “%”

hat:

In(1+2) +In(l —2) (v I T~ =
cosgfxz)
(a)-(1+2)
=)
2x
cos?(z2)
2z
z2—1
2z
cos?(x2)

cos®(z?)

lim

z—0 tan(gﬂ) z—0

= lim
x—0

= lim
x—0

= lim
x—0 ,172 —1

:—:—1

-1

Siehe nichstes Blatt!



3. [10 Punkte] Losen Sie das folgende Anfangswertproblem:
y'(x) - 2* = 3y(x) = 377, y(3) = 0.

Zuerst l6sen wir die homogene Differentialgleichung
Y'(z) - 2* = 3y(a) = 0.

Diese Gleichung ist separierbar, wir erhalten also

s | == =

3 ~
& Inlyl=——+C
o
o = e
& y(r) = Ce "

Fiir die inhomogene Losung verwenden wir Variation der Konstanten, also den
Ansatz

y(x) = Ca)e™".
Es folgt
3
Y () = C'(z)e /* + C(x)ﬁe_?’/x

und durch Einsetzen in die inhomogene Differentialgleichung ergibt sich
3

(C'(x)eg/x + C(:L‘)—2€3/x> c1? = 3C (x)e ¥ = 37"
x

& O'(x)z?e 3/ =3e7%
& C'(z)2* =3
& C'(r) =322

Integrieren liefert

Czr)=-3/z+C
und daraus ergibt sich die allgemeine inhomogene Losung
y(z) = (=3/x +C) - e,
Wir setzen den Anfangswert y(3) = 0 ein und erhalten
0= (-1+C)e,
also C' =1 und die Losung lautet

y(x) = (=3/z+1)- 7.

Bitte wenden!



4. [10 Punkte] Hinweise zur Bewertung: Jede Aussage ist entweder wahr oder
falsch; machen Sie ein Kreuzchen in das entsprechende Késtchen. Wenn Sie ein
Kreuzchen riickgéngig machen wollen, streichen Sie es klar erkennbar durch.

Jede Teilaufgabe a)-j) gibt einen Punkt, wenn Thre Antwort richtig ist, —1 falls
Ihre Antwort falsch ist und 0 falls die Frage unbeantwortet bleibt. Die erreichte
Gesamtpunktzahl wird aber nie negativ sein - wir runden auf 0 auf.

a) Gegeben ist die Funktion f : (z,y,2) — f(z,y,2) = y* — (z* + 2?). Die

Niveauflichen von f sind Paraboloiden mit Scheitel auf der y-Achse.

WAHR FALSCH
O X (Niveaufldche zum Niveau 0 ist ein Kegel)

b) Das Dreifachintegral einer Funktion f {iber dem Gebiet
D={(z,y,2) eR*|0<2<20<z<-2z+4, -3<y<0}

kann geschrieben werden als
—2z44 2 (0
/ / / f(z,y, z)dydzdz.
0 0o J-3

WAHR FALSCH
U X (Die dussersten Schranken miissen Konstanten sein)

c) Die Mengen {(7’, 0, 2)|r= ‘/ng} und {(r, ¢, ?) | ¥ = 7/4} stimmen iiberein.
Dabei ist die erste Menge in Zylinderkoordinaten notiert und die zweite
Menge in Kugelkoordinaten.

WAHR FALSCH
O X (Kegel mit Offnungswinkel 7/6 bzw. 7/4)

d) Das Vektorfeld F = (y,x) hat keine Zirkulation entlang und keinen Fluss
durch den Einheitskreis.

WAHR FALSCH
X O (divF =rot F =0)

Siehe nichstes Blatt!



e) Wenn ein Vektorfeld auf einem Gebiet (welches die Voraussetzungen des
Satzes von Green erfiillt) positive zwei-dimensionale Rotation hat, so ist die
Zirkulation (im Gegenuhrzeigersinn) entlang des Randes von diesem Gebiet
ebenfalls positiv.

WAHR FALSCH
X O (Der Satz von Green I besagt ¢, F -dr = [[,rot(F)dA > 0)

f) Ein Vektorfeld, welches aus parallelen Vektoren besteht, hat Rotation Null.

WAHR FALSCH
O X (F = (y,0) mit rot F = —1)

Die néchste Aufgabe bezieht sich auf die folgende Abbildung eines zwei-
dimensionalen Vektorfeldes F und die eingezeichneten Punkte P und Q:
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g) Es gilt fiir die zwei-dimensionale Rotation rot F|p > 0 und rot F|g < 0.

WAHR FALSCH
X O (P : y-Komponente wichst in z; z-Komponente konstant in y
@ : y-Komponente fiillt in z; z-Komponente konstant in y)

h) Fiir jedes zwei-dimensionale Vektorfeld F(x,y) gilt
div(F(2z,2y)) = 4 - div(F(x,y)).

WAHR FALSCH
O X (Gegenbeispiel: F(z,y) = (z,0))

Bitte wenden!



i) Wird die auf dem Intervall [—m, 7| durch f(x) = 23 definierte Funktion
periodisch auf ganz R fortgesetzt, so gilt fiir ihre Fourierreihe

ap + Z (an cosnx + b, sinnx),

n=1

dass a,, = 0, fiir alle n > 0.

WAHR FALSCH
X O (f ungerade = a,, =0, n > 0)

j) Seien u;(x,y) und us(z,y) zwei Losungen der Gleichung
Uy - Uy = 1.

Dann ist die Funktion u; - us im Allgemeinen auch eine Losung dieser Glei-
chung.

WAHR FALSCH
O X (Gegenbeispiel: ui(z,y) = us(z,y) =z + y)

Siehe nichstes Blatt!



5. [10 Punkte] Wir betrachten die Schnittkurve
S ={(z,y, 2) €R3|z:az2+y2}ﬂ{(3§,y,z) €R3\x+y—z:—1}.
Bestimmen Sie den hochsten Punkt auf S.

Loésung mit Lagrange-Multiplikatoren:
Wir maximieren die Funktion f(z,y,2) = z unter den Nebenbedingungen

gi(z,y,2)=z—2*—y*=0und gao(z,y,2) =2—1—2—y=0.

Zu 16sen ist das Gleichungssystem Vf = A\ Vg, + A2V g, unter den Nebenbedin-
gungen, also

0= —2>\1.§C—)\2
0= —2)\1y—)\2
1=+ X

z—2—y* =0

z—1—2x—y=0.
Die dritte Gleichung liefert A\; = 1— Ay, es ergibt sich fiir die anderen Gleichungen

0= —2(1 - )\2)[1) — )\2
-2’ —y* =0
z—1—2z—y=0.
Nun sieht man aus der ersten Gleichung, dass Ay # 1 gelten muss, die Gleichung
kann somit nach x aufgelost werden durch
21 =)y
Aus der zweiten Gleichung folgt analog z = y. Nun kénnen wir die beiden Ne-
benbedingungen nach z auflésen und fiir x und y einsetzen. Dies ergibt eine
Gleichung in \;:
%
21—X)2  ~ (1—-X9)
S A2 =2(1—X)% —2Xa(1 — Xg) = 4X2 — 6y + 2
& 3\ —6M+2=0.

Diese quadratische Gleichung hat die Losungen

_6EVBE-2

1
A —.
2 6 7

Bitte wenden!



Daraus ergibt sich

Ao 1+ %
=1-—L =1£V3+1=2+3
(1—=2X2) *5

Das Maximum wird also auf der Hohe z = 2 + /3 angenommen, dies entspricht

C+ﬁ1+ﬁ2+ﬁ)

dem Punkt

2 2

Direkt:
Die Schnittkurve S erfiillt die Gleichung

z= 4y =144y e P+ —ax—y=1

Quadratisches Ergénzen ergibt

Siehe nichstes Blatt!



Wir sehen, dass S, projiziert auf die x — y-Ebene, der Kreis mit Mittelpunkt
M = (4,3) und Radius r = % ist. Da insbesondere z = 2 + y? gilt, ist der
hochste Punkt auf S jener, welcher am weitesten vom Ursprung entfernt liegt.
Dieser liegt auf der Geraden, welche durch den Ursprung und M geht. Mit dem

Satz von Pythagoras berechnen wir nun die Lange a (sh. Skizze), also

Der hochste Punkt liegt also iiber der dem Punkt

<1+\/§ 1+x/§)

2 2

auf der Hohe z =z +y+1 =2+ /3.

y

15 ]

0.0 X

-0.5r b

100, ]
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Bitte wenden!



6. [10 Punkte] Wir betrachten den Teil Ky der Kugel K mit Zentrum (0, 0,0) und
o $2+y2

Radius R > 1, welcher iiber der Ebene z = 1 liegt mit Dichte o(z,y, z) = =

a) Leiten Sie eine Formel fiir die Masse von Kp her, welche keine Integrale

enthalt.
Hinweis: Verwenden Sie Zylinderkoordinaten.

2.0

15

1.0z

0.5

]

0.0

In der Skizze ist Kr das blaue Kugelsegment, Mittelpunkt der Kugel K ist
die Spitze des roten Kegels. Der Radius des griinen Kreises ist mit dem Satz

von Pythagoras gegeben durch v R? — 1.
In Zylinderkoordinaten gilt also

Ke={re.2)0<r< VR Z0<p<om1<:<R}.

Siehe nichstes Blatt!



Die Masse von Ky betragt also

R pVR2-22 2
MR:/ / / r-o(r,p,z)dedrdz
VRZ=22 ror 3
/ / / — dpdrdz

R pVR2-22
2
/ / mr drdz
0

1

VRZ_2Z
R 7T7" ?
22

R
7( )
——2d

1 222 :
/R TR* — 21 R?2% + w2t
dz

1

b) Berechnen Sie die Masse von Kp fiir R = 2.
Fiir R = 2 ergibt sich

A7 T
Mo == -16 — — - 4 =
2 = 2 6 3 8+7T 6

487r — 647 + 247 — 7
6

>]

T
=

Bitte wenden!



7. [10 Punkte] Seien a > 0 und b > 0. Bestimmen Sie unter allen rechteckigen
Gebieten
Gap={(z,y) ER*|0< 2 <a,0<y < b}

dasjenige, fiir welches der Fluss nach aussen von F(z,y) = (—2% —4xy, 6y) durch
den Rand von G, am grossten ist. Welchen Wert hat dieser grosste Fluss?

Nach dem Satz von Green II gilt fiir den gesuchten Fluss

/ F~dn:// div(F) dA
8Ga,b Ga,b

b a
= / (=22 — 4y +6) dzdy
0o Jo
b
= /0 [—x2 —dxy + 695} j::o dy

= /b(—a2 — 4day + 6a)dy
0
= [—aQy — 2ay* + 6ay} Z:O
= —a’b — 2ab” + 6ab.
Wir miissen nun das Maximum von
f(a,b) = —a*b — 2ab® + 6ab
fiir @ > 0 und b > 0 suchen. Wir bestimmen zunéchst die kritischen Punkte:
v = (23 m e )< (o)
Da b # 0 gilt, folgt aus der ersten Komponente
6 — 2a
2

Dies setzen wir in die zweite Komponente ein und beachten ebenfalls a # 0:

—2a—-20+6=0& b= =3 —a.

—a—4b+6=0& —a—-124+4a+6=0 & a=2.

Der kritische Punkt (2, 1) ist ein Maximum, wie sich {iberpriifen ldsst. Wir wen-
den das Kriterium aus der Vorlesung an:

faa(afv b) - _2b7 fbb(a‘7 b) - —4CL7 fab(a7 b) = —2a — 4b + 67

D = ffb — faaSfoo = (—2a — 4b + 6)2 — 8ab.
Es folgt fiir den Punkt (2,1):
D=-12<0, fu2,1)=-2<0 = Maximum.

Siehe nichstes Blatt!



8. [10 Punkte| Betrachten Sie die Funktion f(z) = x auf dem Intervall [0, 7].

a) Skizzieren Sie die gerade 2m-periodische Fortsetzung von f auf dem Intervall
[—3m, 37].

L ] X
-3 -2 - 0 T 2r 3

b) Bestimmen Sie die Fourierreihe der geraden 2m-periodischen Fortsetzung
von f(z).

Gesucht ist die Fourierreihe

f(z)=ao+ Z(an cosnx + by, sinnx)

n=1

I L[
aozﬁ/_ﬂf(x)dx’ n = — _Wf(q:)cosn:cdx,nZL

1 ™
bn:—/ f(z)sinnxdz,n > 1.
7T —T

Da wir die gerade Fortsetzung von f(z) betrachten, gilt b, = 0,n > 1.

Weiter rechnen wir
R S
0L0—27T B x x—ﬂ i T $—27T93 0= 3
und firn >1

1 ™
a, = — f(z) cosnx dx
™ —T

2 s
= — x cosnx dx
7 Jo YW_/

Y
2 ) A

= — zsinnz|j —— [ sinnzdz
nm nr Jo
—_——

—0

= —— cosnzl

n2m 0

0, n gerade

2
N %(COS nr— 1) = { ——, n ungerade.

Bitte wenden!



Die Fourierreihe der geraden Fortsetzung von f(z) ist damit

:5 20(2k+> cos(2k + 1).

f(x)

-3n -2r - bis 2n 3x

Die Partialsummen bis £ = 0, 1,2 und f(z)

c) Zeigen Sie, dass folgende Identitit gilt:

1+1+1+1+ :
320 52 T2 TR

>]

Es gilt f(0) = 0, also insbesondere

ﬂ' o0
0)=3- sz;+ =0

k=0

Daraus erhalten wir
s > 4
L Z —
2 = (2k+1)w

und nach Multiplikation von 7 schliesslich

=2k 1) 32 52 72 '

Siehe nichstes Blatt!



9. [10 Punkte] Bestimmen Sie eine Losung u(x,y) des folgenden Randwertpro-
blems mit Hilfe eines Separationsansatzes u(x,y) = X (z) - Y (y).

Upy + 2Uyy = Uy, fir0<z<lundO<y<1
u(0,y) = 0, firo<y<1
u(l,y) = 0, fir0<y<1
u(z,0) = 0, fir0 <z <1
u(z,1) = sin(mz), fir0 <z <1.

Wir machen den Separationsansatz

u(z,y) = X(2)Y (y)
und setzen dies in die Differentialgleichung ein:

X"(2)Y (y) + 2X (2)Y"(y) = X (2)Y'(y)
& X'(@)Y(y) = —2X(2)Y"(y) + X (2)Y'(y)
X"x)  =2Y"(y) +Y'(y) 1

® X - v rEkR

wobei wir oben wie iiblich wegen der Unabhéngigkeit von x und y beide Sei-
ten konstant annehmen. Wir betrachten die Differentialgleichung fiir X. Aus
u(0,y) = 0 und u(1,y) = 0 folgt, dass es nur interessante Losungen fiir X (0) =0
und X (1) = 0 geben kann.

k=0:

Wir erhalten X (x) = Az + B und aus den Randbedingungen X = 0, dieser Fall
ist also uninteressant.

k=0>>0:
Wir erhalten X (z) = Ae?” + Be 9" und aus den Randbedingungen X = 0, dieser
Fall ist also uninteressant.

k=-X\<0:
Wir erhalten X (z) = Acos Az + Bsin Az.

Aus der Randbedingung X (0) = 0 ergibt sich A = 0 und mit X (1) = 0 ergibt
das interessante Losungen fiir

0=X(1)=Bsin(\) = A=nmnecl.
Das ergibt die Fundamentallosungen

Xy(z) =sinnrz, n € N, n > 1.

Bitte wenden!



Fir Y miissen wir also

—2Y,"(y) + Y, (y) I
Ya(y)

16sen, das ist dquivalent zur homogenen linearen Differentialgleichung mit kon-
stanten Koeffizienten der Form

2Y,'(y) — Y, (y) — n*7°Ya(y) = 0.

n

Diese hat das charakteristische Polynom
202 —t —n’n* =0

mit den Nullstellen
14+ V1 4+ 8n2n2

t =
4

Dies ergibt die Losungen

Y, (y) = CheiHVIFsnmy o cp oi(-VItsn?n2)y

Aus u(z,0) = 0 folgt, dass es nur interessante Losungen fiir Y,,(0) = 0 geben
kann. Daraus erhalten wir

0=Y, () Cl‘l—CQ—O = 022—01

und somit
2.2
Tl = C1€iy ( B G_Wy) = 2C,e1¥ sinh (@y) .

Fiir die Eigenfunktionen ergibt sich damit

V1T 8n2r2
un(z,y) = X, (2)Y,(y) = A,ei¥sinh <#y) sin nwx

und der Ansatz fiir die Losung lautet

0 /1 SN 272
T,y) = Zun(x Y) ZA 1Y sinh ( +4 il y> sinnrmz.
n=1

Betrachte nun die noch verbleibende Anfangsbedingung:

(\/1—1—87127(2) . |
ZA e sinh

1 sinnmx. = sin .

Siehe nichstes Blatt!



Es folgt mit einem Koeffizientenvergleich




