Losung
Analysis I/II BAUG
Winter 2012
Dr. M. Akveld

@ @ . . . o
2431 2431 1+1 2+3i+21—-3 1_{_5,
= . = - — = —1
1—1 1—1 141 12 — 12 2 2

(ii)
=128 - % =128 (cos %7? + isin %ﬂ')
28 (=L — 1) = —64- (V3 +1i)

z—2
=2& =2
fRl=2e |2
&z —2| =2z — 1|
&z -2 = 4|z —i]%, z=x+1iy

S|z +iy — 22 = 4|z + iy — if]?

& (r -2 +y* =4[2" + (y — 1)?]

oo —dr+4+yP =4 + 47 — 8y +4

& 30° +4r +3y* -8y =0

@x2+§x+y2—§y:

Sty - =g+ =2 = (2
D.h., die gesuchte Menge aller z mit |f(2)

| = 2 ist ein Kreis mit Radius 22° um
den Mlttelpunkt( 2,3), siehe Abbildung 1.

(a) Um den Konvergenzradius zu bestimmen, verwenden wir das Quotientenkriterium:

oy (D2 1+ 1
= 11 - < =

n—oo
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(b) Da eine Potenzreihe innerhalb ihres Konvergenzradius absolut konvergiert, konnen
wir f gliedweise integrieren, um an eine Stammfunktion zu gelangen. Das ergibt

/f d$_/zn+1 "dx—Z/n+1"




3.

Figure 1: Menge aller z mit |f(z)| = 2.

Aus der Forderung F'(0) = 0, erhalten wir C' = 0. Es giltalso F(z) = Y ZaF.

k=1
Mit Hilfe der geometrischen Reihe, konnen wir F'(z) als elementare Funktion
schreiben:
= z"t! NN 1 2z
F et = <—> = . = .
@)= Fr=22(3) =v 72=5;
n=0 n=0 2
(c) Da F eine Stammfunktion von f darstellt, gilt
d 2z 22—1z)+ 22 4
fry F, = — e e .
/(@) () dz2 —x (2 —x)? (2 —x)?

(a) Fir Q = (,y) gilt

dg(Q) = ly — 1], dp(Q) = Va* + (y + 1)

Damit erhalten wir

de(Q) = dp(Q)

& ly — 1] = a2 + (y + 1)2
< (y—1)? =2+ (y+ 1)
& v -2y +1l=a 4y +2y+1
& y=—3a°.

D.h., die gesuchte Menge lautet
{(z,—12%) : z € R}.
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Figure 2: Die gesuchte Kurve mit Kriimmungskreis bei z = 0.

(b) Die Menge aus Teilaufgabe (a) ist der Graph der Funktion f(z) = —}le. Mit
f'(z) = =3z und f”(z) = —1 ergibt sich daher fiir die Kriimmung
k?(l’) — f//(gj) = _% _— — 4 .
(1 +f’2(x))3/2 (1 + %)3/2 /(4—|—x2)3
(¢) Konkret fiir z = 0 erhalten wir die Kriimmung k(0) = —3. Der Radius des

Kriimmungskreises an die Kurve bei x = 0 betriigt daher r(0) = [k(0)~!| = 2.
Der Tangentenvektor der Kurve bei x = 0 ist gegeben durch

()~ ()

Daraus ergibt sich der Normalenvektor 7(0) = (0, 1). Der Mittelpunkt des Kriim-
mungskreises liegt demzufolge bei

0 0 0
()= ()=(%)
Somit bekommen wir die Darstellung in Abbildung 2.

(a) Zweimalige partielle Integration liefert

I::/ 3 coslx dr = [3"sinz] — (In3) - [ 3 s1n,x dz

= [3"sinz] + (In3) - [3* cosx] — (In3)? - /3”5 coszdx.
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Auflosen nach I ergibt schliesslich

3 (sinz 4 (In3) - cos z)

I = .
14 (In3)? e

(b) Wir substituieren ¢” =: u. Dann gilt dr = e™* du und die Grenzen x = b, x = a
werden zu u = e°, u = e®. Damit erhalten wir

/ e"vVa — be* dx :/
b e

b

2 ((a — beb)?’/2 — (a— bea)3/2).
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(a — bu)1/2 du = [_%(a _ bu)3/2]

e a

e

eb

(¢) Wir fiihren zunichst eine Partialbruchzerlegung des Integranden durch. Dazu
finden wir durch Raten, dass 1 = 1 eine Nullstelle des Nennerpolynoms ist. Poly-
nomdivision liefert dann

¥ — 72 + 187 — 12 = (z — 1)(2* — 62 + 12).

Das Restpolynom 2% — 6z + 12 kann nicht weiter zerlegt werden, da seine Diskri-
minante negativ ist. Daher machen wir den Ansatz

2246 A Bz +C

(x —1)(2? — 62 + 12) x—1+x2—6x+12'

Nach Multiplikation mit dem Hauptnennner

22+ 6= A(2? — 62+ 12) + (Bx + C)(z — 1)
= (A+ B)x* + (—=6A — B+ )z + (124 - C)

finden wir durch Koeffizientenvergleich

1:A+B, Azla
0=—6A—B+C, =  B=0,
6=124—C, C=6

Damit gilt

/ 22+ 6 d / 1 d +/ 6 d
T = x —  dx
3 — Tx2 + 182 — 12 xz—1 2 — 6z + 12

2
:lnx—1+/—dx
| | s(x—3)2+1

Das verbleibende Integral auf der rechten Seite 16sen wir mittels der Substitution
L(z — 3)? = w2 Dann gilt dz = v/3 du und

3
2 2
/—d:p:/ v3 du = 23 arctanu + C

sz —3)2+1 u? +1

z—3

V3

— 2v/3 arctan + C.



Somit erhalten wir insgesamt

22 +6 .3
do=1In |z — 1] +2v3arct .
/I3_7x2+181’—12 z =In|z — 1] + 2v/3arctan 7 +

5. Die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung lédsst sich bekanntlich
schreiben als Summe

y(x) = ypart(x) + yhom(aj)
aus einer partikuldren Losung der inhomogenen Differentialgleichung und der allge-
meinen Losung der zugehorigen homogenen Gleichung. Das charakteristische Poly-

nom des Problems lautet ch(\) = A\* + 2\ = A(\ + 2) mit den Nullstellen A\; = 0 und
A2 = —2. Die allgemeine Losung der homogenen Gleichung ist daher gegeben durch

Yhom(T) = A+ Be 2%,

Um eine partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung zu finden, machen wir den
Ansatz Yy () = (ax + B)e”. Dann gilt

Ypur(7) = a€” + (ax + e’ = (ax + a + B)e”,
Ypurt () = a€” + (ax + a + B)e” = (ax + 2o + [)e”.

Einsetzen in die Differentialgleichung liefert

3re® = yl’)’art(x) + 23/;l>an($) = (Bax + 4a + 358)e”
und ein Koeffizientenvergleich ergibt
3 = 3aq, a=1,
0 =4a+ 38, - B=—%
Damit erhalten wir

y@) = (- 3"+ A+ Be™™ = y(2)=(x— 3" —2Be ™.

Nun miissen wir noch die Konstanten A und B so bestimmen, dass die gegebenen An-
fangsbedingungen erfiillt sind. D.h., es muss gelten

=y(0)=—-3+A+B, A=1

_ 1 = 0
_y/<()) = —= —2B, B = %

4
3
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Damit erhalten wir insgesamt als Losung des gstellten Anfangswertproblems
y(@) = (o — B + I — e,

Alternative Losung:

Zunichst reduzieren wir das gegebene Anfangswertproblem mit Hilfe der Substitution
y' =: z auf das Problem

2 (z) + 2z(x) = 3ze®, 2(0)=0 (1)



erster Ordnung. Anschliessend 16sen wir das zugehdrige homogene Problem
2 (x) 4+ 22(x) = 0.

Dessen charakteristische Gleichung lautet A + 2 = 0 = A\ = —2 und somit erhalten wir
die allgemeine Losung z(x) = Ce™*. Fiir die Losung des inhomogenen Problems (1)
machen wir daher den Ansatz z(z) = C(z)e™* (Variation der Konstanten). Einsetzen
dieses Ansatzes in die Gleichung (1) liefert

3re® = 2 (x) +2z2(z) = C'(x)e™® — 20(x)e ** + 2C(x)e > = C'(x)e >
= ('(x) = 3ze™.

Daraus erhalten wir C'(x) durch (partielle) Integration:

C(x):/\?)z/ e dx:xe%—/e?’xdx:xe?’m—%egx+C’.

Aus der Anfangsbedingung z(0) = 0 folgt schliesslich

0=20=C0)=-1+C = C =

1
3

und damit z(x) = ze® 4+ %(6721

durch (partielle) Integration

y(x) = /xeﬂc + 3™ —¢")dz = / z_ e dr—te ¥ — Le”
u v’

= re’ — /em de — e ™ — %e‘” =ge’ —e” —Lle™ _ Lot 4 O

—e”). Wegen z(z) = y(x) erhalten wir daraus y(z)

6 6 3

Die Konstante C' bestimmen wir aus der Anfangsbedingung y(0) =

[SSIFN

~

=y(0)=-3+C = (=1

ol

Insgesamt erhalten wir also als Losung des gegebenen Anfangswertproblems

_ r 4, 1 -2z 17
y(z) = we” — ze" — ze T 4 3

. In Abhingigkeit von a, b, ¢ schneidet die Ebene vom ersten Oktanten das Volumen
V(a,b,c) = gabc

ab. Die Nebenbedingung, dass der Punkt (2, 1, 2) in der Ebene liegen soll, formulieren
wir als
gla,bc)=2+14+2-1=0.

C



Die Lagrangefunktion des gegebenen Problems lautet also
L(a,b,c,\) = gabc+ A (2 + 1+ 2—1)

mit dem Lagrange-Multiplikator A. Die notwendigen Minimalititsbedingungen lauten
somit

_ 0oL __ 1 2)
= %a = 60— &
_ 9L _ 1 A
o — 6% T
=% -la-3,
__ 0L __ 2 1 2
0—m—a+g+z—1.
Aus den ersten drei Bedingungen folgt
=== o 2ojet
Zusammen mit der letzten Bedingung muss also gelten
2 1 _2_ 1 _ _ —
e b ¢ 3 = a—6,b—3,c—6
Die gesuchte Ebene besitzt demnach die Gleichung
EHig=1
7. Fiir die Funktion y = y(z) muss gelten
(z 4+ zy(z) + y(z)) cos(zy(z)) = 2. (2)

Wenn wir x = 0 einsetzen, ergibt das
2=(0+0+y(0)) cos0 = y(0).

Um die Steigung y/(0) der Kurve im Punkt P = (0,y(0)) zu erhalten, differenzieren
wir die Gleichung (2) nach z. Mit Hilfe der Produktregel erhalten wir

0= %(Jf + zy(z) + y(z)) cos(zy(z)) = (1 + y(z) + zy/(z) + y'(2)) cos(zy(z))
— (2 + zy(z) + y(2)) sin(zy(z)) (y(z) + zy/(z)).
Konkret fiir © = 0 ergibt sich unter Beriicksichtigung, dass y(0) = 2:

0=3+1(0) = y'(0) = —3.

8. Wir berechnen zunéchst das Volumen des Korpers /. Anstelle der kartesischen Koordi-
naten = und y benutzen wir dafiir die Polarkoordinaten r und ¢. Zu gegebenem r und ¢



(bzw. x und y) lauft dann die z-Koordinate zwischen 0 und 2 + x = 2 4 r cos . Damit
ergibt sich

2 2 247 cos ¢
VOI(K)—///Kldxdde—/O /0 /0 1dzrdedr

2 27 2 2m
:// (2+Tcosgp)rdgpdr:// (2r +r*cos ) dpdr
o Jo o Jo
2

2
= /0 [2r¢p + r?sin )] (Z)W dr = /0 4drrdr = [27?7“2}3 = 8.

Nach der gleichen Vorgehensweise kénnen wir nun auch vol(K) - T' berechnen:

2 21 241 cos @
/// T(z,y,z)dedydz :/ / / 2r cos pdzrdepdr
K o Jo Jo

2 2
:/ / (247 cos @) - 2r? cos p dp dr
02 0271'

:/ / (477 cos p + 2r° cos® ) dp dr
02 02 . 3/ . 2T
:/0 [4r®sing +r (Smgocosgojtgo)}o dr
? 3 1,472
:/0 2nredr = [im’}oz&r.

Dabei haben wir verwendet, dass [ cos? pdy = 1(singcosp + ¢) + C. Insgesamt
erhalten wir fiir die Durchschnittstemperatur

_ 1 8 o
T:vol(K) ///I(T(ac,y,z)dxdydz:§:1 °C).

9. Nach dem Satz von Stokes ist die Arbeit des Vektorfeldes entlang des Randes des
Kartoffelchip gleich dem Integral der Rotation

y—x
rot F(z,y,z) = x
z+1

des Vektorfeldes iiber den Kartoffelchip K. Wir berechnen also im Folgenden

I= // rot F(z,y, z)dA.
K

Wegen dA = 7idA benotigen wir noch den Normalenvektor des Kartoffelchips im
Punkt (z,y, z). Hierbei miissen wir darauf achten, dass die Richtung des Normalen-
vektors auch der vorgegebenen Orientierung des Kartoffelchips entspricht. In unserem



Falle gilt
-y
n(x,y,z)= | —x
1

Damit erhalten wir, indem wir von den kartesischen Koordinaten x, y zu den Polarko-
ordinaten r, ¢ iibergehen:

Yy— -y
I:// x | —x dA://(—y2+a:y—:1:2—|—:cy—|—1)d:cdy
K 1 K

ry +1

27 1
= // (1 — 72+ r?sin(2p))rdrde = / / (r — 73 +r¥sin(2¢p)) dr dep
K o Jo
2w

2 4 . 1 °n :
=[5 e do- [T G+ denee) 0

= [i(p - écos(Zcp)]?r = %7?.

10. Wir machen den Ansatz u(x,t) = X (z) - T'(t). Eingesetzt in die Differentialgleichung
ergibt das
() X"(x)

PX(x) T'(t) = X"(z)-T(t) & =« 0 = X =

Daraus folgt weiter

T'(1) =~ 5T,

X" (x) = =2X(x).

Wir untersuchen zunichst die erste Gleichung. Ihre Losung lautet

At

T(t)=c-e =",

Da wir konstante Faktoren zwischen 7'(¢) und X (z) austauschen konnen, setzen wir
ohne Einschrinkung ¢ = 1. Nun wenden wir uns der zweiten Gleichung zu. Thre
Losung besitzt die Form

X(z) = asin(VX- z) + Beos(VA - z)

mit noch zu bestimmenden Konstanten o und 5. Aufgrund der Randbedingungen muss
gelten

0=X(0) =5,
0=X@3)=asin(3vV)) =  3VA=kr = X=E7 ke



Die Losung des Anfangsrandwertproblems erhalten wir anschliessend als Superposition

der Losungen fiir jedes )\, = ’“—927r2, d.h.

[o.@] k2
u(z,t) = Z cwe” 9 'sin(£mz).
k=1

Die Koeffizienten c;, miissen wir so bestimmen, dass die Anfangsbedingung u(z,0) =
sin(2mx) erfiillt ist, d.h., wir erhalten ¢ = 1 und ¢, = 0 fiir alle k£ # 6. Damit lautet die
endgiiltige Losung des gestellten Anfangsrandwertproblems

4

u(x,t) = e *sin(27x).

10



