D-BAUG Analysis I/11 Winter 2014
Meike Akveld Theo Biihler

Musterlosung Priifung

1. (a) Bestimmen Sie die reellen Koeffizienten p und ¢, so dass z; = 2 — 3i
eine Losung der Gleichung

2 —3224+pz4+qg=0

ist. Bestimmen Sie ebenfalls die weiteren Losungen zo und z3 dieser
Gleichung.

(b) Bestimmen Sie die beiden komplexen Zahlen z # 0, welche die folgen-
den zwei Bedingungen erfiillen, und zeichnen Sie sie in die komplexe
Zahlenebene ein:

i. arg(.zg) = arg (W)

141

ii.

| 2
V2 — 4il

Lésung:

Teil a): Wenn z; eine Losung ist, dann auch die komplex Konjugierte

29 =71 =2+ 31.

Durch Polynomdivision durch
(z—21)(z—22) = (2—243i) (2 —2—3i) =2 — 42+ 13
spalten wir diese beiden Loesungen von der Gleichung ab:

pz—92+qg—13
22 —4z+13

(23—3z2+pz+q):(z2—4z+13):z+1—|—

22—|—pz—13z—|—q
pz—9z2+q—13

und lesen ab



Alternative: Wenn 27 eine Losung ist, dann auch die komplex Konjugierte

29 =721 =2+ 3i.

Nun machen wir den unbestimmten Ansatz
(z—21)(z—2)(z—23) = (22 — 42+ 13)(z — 23) = 2> = 322+ pz 4 ¢
& B (—zm—4)22+ (43 +13)2 - 1323 =23 - 322 +pz 4+ ¢
und bekommen durch Koeffizientenvergleich

zz3+4=3 = zz3=-1
4234+ 13=p = p=9
—1323=q = g¢q=13.

Teil b): Wir betrachten zuerst das Argument:

3
arg(z®) = arg (W) mod(2)
& 3arg(z) = arg(z) + arg(v/3 4+ 1) — arg(i) mod(2n)
T w T
& 2 =T =_Z 2
arg(z) ) 3 mod(27)
& arg(z) = —— mod(n),
und bekommen
s
arg(z) =
o
arg(z) = 6
Als néchstes der Betrag:
ze B ‘ 22
L+il 12— 4i
. Al e
1+id |vV2 -4
- ERES



Also gibt es die zwei Losungen
z=3e7 5!
z = 365?”,

im Koordinatensystem eingezeichnet:

22

/6 3

21

2. Betrachten Sie die reelle Funktion

inh
f(z) = tanhz = i

coshx’
(a) Bestimmen Sie den Definitionsbereich von f.

(b) Zeigen Sie, dass die Funktion f streng monoton steigend ist und be-
stimmen Sie ihren Wertebereich.

(c) Bestimmen Sie eine explizite Formel fiir die Umkehrfunktion f~!(x).

(d) Erstellen Sie eine Skizze der Graphen von f und f~! im gleichen Ko-
ordinatensystem. Geben Sie die Asymptoten von f an und zeichnen
Sie diese ein.

Lésung:

Teil a): Der Wert f(x) ist fiir reelle = genau dann reell, wenn
cosh(z) # 0,

was fiir alle z € R erfiillt ist. Also ist der Definitionsbereich ganz R.

Teil b): Wir leiten ab:

() = cosh(z)? — sinh(z)? _ 1 >0,

cosh(z)? cosh(z)




also ist f streng monoton steigend.
Fiir den Wertebereich beobachten wir, dass
i e?x —1 -
xlﬁnolo e2r 1
] e2x -1
hm or 11 =
z——00 4T 4+ 1
also werden wegen der Stetigkeit und der strengen Monotonie von f alle
Werte im Intervall (—1,1) angenommen.

Teil ¢): Wir rechnen fir -1 <y <1

-1,

e2x_1_
62$+1_y
= H(l—y)=y+1
& e2x:71+y
1-y
1
& 2mzln<+y>
1-y
1 1 1
s Tz =—In ﬂ =1In ﬂ .
2 1—y 1—y

Teil d): Die Asymptoten sind die Geraden
y=1 und y=-1.

Somit sieht die Skizze folgendermassen aus:

y |
Itanh ™' 2




3. Berechnen Sie:

rz—1
(2) / (22 — 2z + 3)2 dz.
.',U3
(b) / _T2 g

22—z -6
(c) /ln(:r2 +1)dz.

Lésung:
Teil a): Wir verwenden die Substitution

d
y=a2>-2x+3 = d—y:2x—2
x

und bekommen

/Hdm_/ldx__1+c__1+c
(2 -22+3)2 " ) 22" 2y 2@2—-22+3)

Teil b): Zuerst machen wir eine Polynomdivision:

Tr+ 8
3 2
2 : —x—6) = 1
(m—l— ) (x x ) T+ +:c271:—67
2 + 6242
Tx+8
und machen eine Partialbruchzerlegung
r+38 A n B _(A+B):1;—3A+QB
2—x—6 x+2 x—3 22 —x—6
= A+B="7
-3A+2B =38
2
= 5B=29 = Bzgg = A:g

Nun integrieren wir separat

2
/x—i—ldx:—i—x—i—c

2
6 1 6
- de = =1 2
5/x+2 T 5n|x—|— |+ ¢
29 1

2
E x_gda::;ln|x—3|+c



und setzen zusammen

319 2 1
/ngii_ﬁdngmm(fﬂnlx3!+291n|“2|)“'

Teil ¢): Mit einem kleinen Trick integrieren wir partiell

/ln(x2+1)d:c:/1-1n(a:2+1)d3:

2z
=zln(z?+1) — : d
xln(z® + 1) /xm2+1x
2z 42— 2
:xln(aj2+1)—/%dm

2
_ 2
=zln(z +1)—/2dx+/$2+1d:v

= zIn(z? 4 1) — 2z + 2arctan(z) + c.

4. Bestimmen Sie die Funktion, fiir die gilt: An jeder Stelle des Definitionsbe-
reichs ist die Steigung des Graphen der Funktion proportional zur dritten
Wurzel des Funktionswerts an dieser Stelle. Zudem soll der Graph dieser
Funktion durch die Punkte (0,8) und (1,27) gehen.

Lésung: Zu l16sen ist die Differentialgleichung

Y'(x) = av/y(x)
y(0) =8
y(1) =27.
Wir rechnen
dy 5
dx Yy
d
4 _ adx



und setzen ein

r=0 = d
r=1 = (b+4)

Njw Nlw

|
\) co
J
QU
|
W

Die Funktion ist also ,
y(@) = (5w +4)3.

. Beachten Sie: In den folgenden Multiple Choice Fragen ist jeweils genau
eine Antwort richtig. Bitte kreuzen Sie die Antworten auf dem Aufgaben-
blatt an. Falsche Antworten geben einen Punktabzug.

(a) Der Koeffizient von (z — %)3 in der Taylorreihe um o = 7§ der Funktion

f(x) = cosx ist

o .

O %

O 1

O %

o -%

b) Tim 4—2V22 -1 _
23 522 — 9v/a3 — 7w + 19

o O O O O
|
o~

Dieser Grenzwert existiert nicht.



1)!
(n ) " ist

oo
(c) Der Konvergenzradius der Reihe Z

nn
n=1

o =

O O O O O

0 1\n
(d) Die Potenzreihe Z (=3)

n=1

(x + 1)" konvergiert
n

fiir alle z € R.
fiir alle z € [-2,2).
fir alle x € (—2,2].

fiir alle z € [-3,1).

O O O O O

fir alle x € (—3,1].

o 2k+1
(e) Welche der folgenden Funktionen stellt die Potenzreihe Z i I

k=0

in

ihrem Konvergenzbereich dar?

O =z~

O er”.

O =z v’

O z-(1-2?)"
O ~In(1 - z?)



6. Die Ebene = + y + 2z = 2 schneidet das Paraboloid z = x? + y? in einer
Ellipse. Finden Sie die Punkte auf dieser Ellipse, welche den grossten und
den kleinsten Abstand zum Ursprung haben.

Lésung: Wir benutzen Lagrangemultiplikatoren. Zu minimieren ist die Funk-
tion
f(@) =a® +y° +2°
unter den Nebenbedingungen
gx)y=z+y+22-2=0
h(z) =2 +9? —2=0.

Wir machen den Ansatz

2z 1 2z
Vfi(x)+AVg(z)+puVh(z)= 2y | +A 1| +p |2y ] =0
2z 2 -1

und bekommen daraus das Gleichungssystem

#-1 A
21+ pz+r=0 "= =——C
(1+ )z ©= 50T
#-1 A
2(1 + +A=0 "& =——
(1+p)y T i

224+ 2XA—pu=0.
Falls p = —1, folgt A = 0 und die letzte Gleichung wird zu
224+1=0 = 2z<0,
was der Bedingung h(xz) = 0 widerspricht. Also folgt wegen u # —1
x=y.
Nun werden die Nebenbedingungen zu

c+y+2z2—-2=22+22—-2=0

x2+y2—z:21‘2—z:0
1
= 422 +22—2=0 = zx=-1 oder xzi

= z=2 oder z=



Wegen
f (_17 _172) =0
111 3
/ (2’ o} 2) =1
ist der gesuchte ursprungsnichste Punkt (1/2,1/2,1/2) und der gesuchte
ursprungsfernste Punkt (-1, —1,2).

. Betrachten Sie die Fldche S, die durch z = z(1 —z)y(l —y) mit 0 <z <1
und 0 < y < 1 gegeben ist. Sei K(z,y,z) = (0,0, z). Berechnen Sie das

Integral
/ K -ndo,
S

wobei n der nach oben zeigende Normalenvektor der Linge 1 von S ist.

Losung mit Gauss: Da der Rand von S das leere Einheitsquadrat in der
xy-Ebene ist, schliessen S und das volle Einheitsquadrat ¢ = [0, 1] x [0, 1]
einen Korper V ein.

Der nach aussen zeigende Normalenvektor auf @ ist (0,0,—1). Dann gilt
mit dem Satz von Gauss

/K-ndOZ/dideV—/K-ndo
S \%4
/OdV /K ndo
=0- //—a;dxdy—

Losung mit Stokes: Wir beobachten, dass fiir
L(z,y,z) = (0,2%/2,0)
gilt
K(.’I), Y, %z, ) = rot L(l’, Y, Z)
Den Rand von S parametrisieren wir fiir ¢ € [0, 1] mit
m(t) = (£,0,0)
72(75) = (17 t 0)
v3(t) = (1—1,1,0)
v4(t) = (0,1 —¢,0).



Somit ist das Integral mit dem Satz von Stokes

/K-ndo:/ Ldr
S oS

1
= /0 L(mi(1)) - 31(t) + L(v2(t)) - Y2(t) + L(vs(t)) - ¥3(t) + L(va(t)) - va(t) dt

1 /0 1 0 0 0 -1 0 0
:t/‘ 2110 +13 L+ 92 ) (o |+{o]) - (-1]a
o \o 0 0 0 0 0 0 0

1

1 1
= | Zdt==:.
/022

Direkte Lisung: Der nach oben zeigende Normalenvektor der durch

(I)(aj’y) = (ﬂfayan(l - [L‘)y(]. - y)) = (:U,y,xy - x2y - fL'y2 +l‘2y2)

parametrisierten Fliche ist gegeben durch

1 0
n==o,xo, = 0 X 1
y — 2zy — y? + 2zy°? x — 2% — 2zy + 22y

—y + 22y + y? — 221>
= [ -z + 2% + 22y — 229? | ,
1

also ist das Integral gleich

1 1 1 1
1
/K-ndOZ//K(@(m,y))'ndmdy://xdxdy:.
s o Jo 0 Jo 2

. Berechnen Sie die Fliache des Gebiets, welches vom z-Achsenabschnitt mit
—7 < 2 <0 und der Kurve

_932+y2

y2
V2 + y2 — arccos 1 =0, y >0,

eingeschlossen ist.



Lésung:

Wir sehen, dass der Wurzelausdruck umgeformt

y2

x
2242 /22 + 42

ist und daher wird die Kurve in Polarkoordinaten wegen y > 0 beschrieben
durch

1

r=

und mit der Leibnizschen Sektorformel bekommen wir fiir den Flidcheninhalt
1 T ) 7.[.3
— dp = —.
2 /0 LA AT

. Bestimmen Sie mit Hilfe des Separationsansatzes u(z,y) = X (z)Y (y) die
FEigenwerte \p; und Eigenfunktionen uy; des Eigenwertproblems

2Uxxy + uyy + Au=0 in G
gz _ 0 auf {0, 27} x [0, 7]
u=0 auf [0,27] x {0, 7}

auf dem Gebiet G = [0, 27] x [0, 7].

Losung: Mit dem Separationsansatz wird die Differentialgleichung zu

2X"(2)Y'(y) + X (2)Y"(y) + AX (2)Y (y) = 0

& X(@)(Y'(y) + AY (y)) = —2X"(2)Y'(y)
- _X2) _Y'(y) +AY(y) &
X(x) 2Y"(y) ’

wobei wir im letzten Schritt beide Seiten konstant setzen konnten, da sie
von verschiedenen unabhéngigen Variablen abhéngen. Damit bekommen
wir die zwei Differentialgleichungen

X"(z) +wX(z) =0
Y"(y) — 2wY (y) + \Y (y) = 0.



Mit Methoden der Analysis I bestimmen wir die allgemeinen Losungen fiir

X und Y:
X(z) = AeV—wT | Be~V-wr
Y(y) = e (C’ev WA 4 DemV “’27/\3/) .

Aus den Randbedingungen berechnen wir

ggo,y) —0 = (AV=w— BV=w)Y(y) =0

8Z 2my)=0 = A (em% + e—m%) Y(y) =0
wz,0)=0 = X(z)(C+D)=0
uwz,m) =0 = X(z)Ce“T (emn B e“/m“> —0

fur k,1 € Z. Damit bekommen wir die Eigenwerte
k4
Nt = — + 12
T +

und die dazugehorigen Eigenfunktionen

2 k
U = e'TV sin <2a?> sin (ly) .

A=B

kQ
CUZZ
C=-D
W= A= —1I?



10. Beachten Sie: In den folgenden Multiple Choice Fragen ist jeweils genau
eine Antwort richtig. Bitte kreuzen Sie die Antworten auf dem Aufgaben-
blatt an. Falsche Antworten geben einen Punktabzug.

(a) Ein Gebiet G in der Ebene habe die Fliche |G| = 3. Sei T: R? — R? die

Abbildung gegeben durch T'(z,y) = (x — 2y, 3z + 4y). Was ist die Fliche
des Gebiets T'(G)?

O |T(G)]|=0.3.
O IT(G)=1/3.
O |T(G)] = 10.
O T(G)] =27
v O |T(G)] = 30.
322
(b) Eine Funktion f: R® — R habe den Gradienten Vf(z,y,2) = | 4y
82

Was folgt fiir f7
v O Af(ny,2) =6z+12.
6x

O Af(z,y,2)=| 4
8

O flz,y,2) =a® +2y* + 422

6x O
O Af(z,y,2)=[ 0 4
0 0

o O O

O Af(x,y,2) =322 + 4y + 8z.



(c) Sei G der Kreisring {(z,y) : 1 < 2? + y? < 4}. Ein Vektorfeld K (z,y)
auf G erfiille rot K = 0.

(O Es gibt immer eine Funktion f: G = R, so dass Vf = K.
(O Es gibt nie eine Funktion f: G - R mit Vf = K.

(O Die gegebenen Informationen reichen nicht aus, um zu entscheiden, ob
es eine Funktion f: G — R gibt, so dass Vf = K.

(d) Der Rotationskorper, den man erhilt, wenn man die Parabel y = 2241
mit —1 <z <1 um die x-Achse rotiert, hat folgendes Volumen:

51
16
3.

2w
15

4.

s
15

o O O O

(e) Welches ist die préziseste Beschreibung der durch
®(z,¢) = (422, 3sin¢,2cos¢), 0<x<1,0<¢<2n
parametrisierten Fliche?

(O Mantel eines geraden Kreiszylinders.
Mantel eines echt schiefen Kreiszylinders.
Mantel eines geraden elliptischen Zylinders.

Parabolisches Ellipsoid.

o O O O

Elliptisches Paraboloid.



