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Einfuhrung

In den Natur- und den Ingenieurwissenschaften sind viele Phdnomene mit Unsicherheit verbunden.
Einfache Beispiele sind die jahrliche maximale Wasserhohe bei einem Fluss oder das kumulierte tégli-
che Verkehrsaufkommen bei einer Briicke. Auch wenn man die Zugfestigkeit von Stahl experimentell
ermittelt, ist dies mit Unsicherheit verbunden. Auf der einen Seite wegen der Messungenauigkeit, auf
der anderen Seite, weil es eine natiirliche Variabilitit zwischen Priifkorpern gibt (keine zwei Priifkorper
sind exakt identisch). Die Unsicherheit kann auch durch fehlendes Wissen auftreten, z.B. weil wir ein
Phanomen nicht geniigend genau mit deterministischen Modellen beschreiben kénnen.

Wir bendtigen also Methoden, um unsichere Phéanomene addquat zu modellieren, aber auch um Daten
entsprechend auszuwerten. Aus unseren Daten wollen wir namlich (korrekte) Riickschliisse ziehen und
basierend auf diesen Entscheidungen treffen. Um dies zu kénnen, benétigen wir die Wahrscheinlich-
keitsrechnung und die Statistik.

In der Wahrscheinlichkeitsrechnung geht man aus von einem Modell (man beschreibt sozusagen
einen datengenerierenden Prozess) und leitet davon entsprechende Eigenschaften ab. Wie in Abbil-
dung 1 dargestellt, kann man sich unter einem Modell symbolisch eine Urne vorstellen, aus der man
Kugeln (Daten) zieht. Wenn wir ein Modell haben fiir den jéhrlichen maximalen Wasserstand eines
Flusses, so interessiert es uns zum Beispiel, was die Wahrscheinlichkeit ist, dass in einer 100-Jahr
Periode der maximale Wasserstand gewisse Hohen iiberschreitet. Damit kénnen wir versuchen, eine
“gute” Dammhohe zu ermitteln. “Gut” im Sinne, dass der Damm geniigend Sicherheit bietet, aber
gleichzeitig auch noch finanzierbar ist. Hierzu miissen wir diese Unsicherheit quantifizieren kénnen
(z.B. in einer 100-Jahr Periode), wozu wir uns auf die Wahrscheinlichkeitsrechnung stiitzen.

In der Statistik geht es darum, aus vorhandenen Daten auf den datengenerierenden Mechanismus
(das Modell) zu schliessen. Wir denken also gerade “in die andere Richtung”. Wir sehen ein paar
(wenige) Datenpunkte (z.B. Wasserstandsmessungen) und versuchen mit diesem beschrénkten Wissen
herauszufinden, was wohl ein gutes Modell dafiir ist. Abbildung 1 illustriert diese unterschiedlichen
“Denkrichtungen”. In der Statistik kénnen wir zusétzlich auch Angaben dariiber machen, wie sicher
wir {iber unsere Riickschliisse sind (was auf den ersten Blick erstaunlich erscheint).

Auch wenn wir Experimente durchfiihren, erhalten wir Daten, die entsprechend adaquat ausgewertet
werden miissen. Wenn Sie also einen Fachartikel beurteilen sollen, dann kommt darin wohl fast immer
auch eine Datenanalyse vor. Um entsprechende Fehlschliisse zu durchschauen (was auch einen Grund
fiir den schlechten Ruf der Statistik ist) benotigen Sie das notige Riistzeug. Dieses Skript gibt eine
Einfihrung in die beiden Gebiete.

Organisatorisches

Wir beginnen mit der Wahrscheinlichkeitsrechnung, da die Statistik danach auf den entsprechenden
Grundlagen aufbaut. In der Mittelschule haben Sie vermutlich Wahrscheinlichkeitsrechnung kennen
gelernt durch die Kombinatorik. Das heisst es ging darum, die Anzahl “giinstiger Félle” und die Anzahl
“moglicher Félle” zu bestimmen. Dabei lag die Hauptschwierigkeit oft in der Bestimmung dieser
Anzahlen (was hat man z.B. doppelt gezahlt etc.). Dies hat wohl vielen unter ihnen Schwierigkeiten
bereitet. Die gute Nachricht vorweg: Wir werden dies hier nur am Rande wieder antreffen.

Vielleicht auf den ersten Blick etwas exotisch in der Wahrscheinlichkeitsrechnung “eingeschoben” ist
die deskriptive (beschreibende) Statistik. Dies ist einerseits wegen der Koordination mit der Analysis so
(mehrdimensionale Integrale), andererseits, weil es sich auch anbietet als Ubergang vom eindimensio-
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Gegeben die Informationen Uber die Urne: Gegeben die Informationen in unserer Hand:

Was und mit welcher W’keit werden wir in Was ist in der Urne enthalten und wie sicher
den Handen haben? i sind wir dartiber?

Abbildung 1: Darstellung der Konzepte der Wahrscheinlichkeitsrechnung und der Statistik. Das Modell wird
hier durch eine Urne symbolisiert.

nalen zum mehrdimensionalen Fall. Im zweiten Teil folgt dann die schliessende Statistik, wo es darum
geht, mit (wenigen) Daten auf den zugrundeliegenden datengenerierenden Prozess zu schliessen.

Wichtige Sachverhalte sind zur besseren Ubersichtlichkeit blau hinterlegt. Beispiele sind jeweils ent-
sprechend markiert und kursiv geschrieben. Zudem ist das Ende eines Beispiels zusétzlich mit dem
Symbol “<1” hervorgehoben. Lernziele findet man vielleicht etwas uniiblich am Ende der entsprechen-
den Kapitel. Der Grund liegt darin, dass Sie nicht zu Beginn mit den entsprechenden Fachbegriffen
“erschlagen” werden sollen. Im Anhang befinden sich diverse Zusammenfassungen und Tabellen sowie
einige Herleitungen.

Falls Sie Fehler entdecken oder bei gewissen Kapiteln oder Abschnitten Verstidndnisschwierigkeiten
haben, melden Sie dies unbedingt unter http://goo.gl/RMv7D (anonym) bzw. normal per E-Mail an
meier@stat.math.ethz.ch. Vielen Dank!
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1 Grundlagen der
Wahrscheinlichkeitsrechnung

1.1 Grundbegriffe

Die Wahrscheinlichkeitsrechnung befasst sich mit Zufallsexperimenten. Bei einem Zufallsexperi-
ment ist der Ausgang nicht (exakt) vorhersagbar. Zudem erhalten wir unter “gleichen Versuchsbedin-
gungen” jeweils verschiedene Ergebnisse.

Fiir einfache Beispiele greift man oft auf Gliicksspiele wie z.B. Wiirfel oder Roulette zuriick. Es ist
uns bewusst, dass diese nichts mit ihrem Fachgebiet zu tun haben. Oft eignen sie sich aber fiir kurze
Illustrationen, insbesondere jetzt am Anfang. Daher erlauben wir uns, diese ab und zu zu verwenden.

Wenn man z.B. die Druckfestigkeit von Beton misst, ist dies auch ein Zufallsexperiment. Die Messung
enthélt einen Messfehler und zudem gibt es sicher eine (kleine) Variation von Priifkérper zu Priifkorper.
Von einer Serie von 10 Priifkérpern aus der gleichen Produktion werden wir also fiir jeden Prifkérper
einen (leicht) anderen Wert erhalten.

Um richtig loslegen zu koénnen, miissen wir am Anfang viele Begriffe neu einfithren. Wir werden
versuchen, so wenig wie moglich “abstrakt” zu behandeln (aber so viel wie notig) und hoffen, dass
diese Durststrecke ertriaglich kurz bleibt.

Fiir ein Zufallsexperiment fithren wir folgende Begriffe ein:
e Elementarereignis w: Ein moglicher Ausgang des Zufallsexperiments.

e Grundraum 2: Die Menge aller Elementarereignisse, d.h. die Menge aller méglichen Ausgénge
des Zufallsexperiments.

e Ereignis: Eine Kollektion von gewissen Elementarereignissen, also eine Teilmenge A C €. “Er-
eignis A tritt ein” heisst: Der Ausgang w des Zufallsexperiments liegt in A. Oft beschreiben wir
ein Ereignis auch einfach nur in Worten, siehe auch die Beispiele unten.

Wie sieht das an einem konkreten Beispiel aus?
Beispiel. Fine Miinze 2 Mal werfen
Mit K bezeichnen wir “Kopf” und mit Z “Zahl”.

Ein Elementarereignis ist zum Beispiel w = ZK: Im ersten Wurf erscheint “Zahl” und im zweiten
“Kopf”.

Esist Q={KK,KZ,ZK,ZZ}, Q hat also 4 Elemente. Wir schreiben auch |Q)| = 4.
Das Ereignis “Es erscheint genau 1 Mal Kopf” ist gegeben durch die Menge A ={KZ,ZK}. <
Beispiel. Messung der Druckfestigkeit von Beton [MPa, Megapascal]

Das Resultat ist hier eine Messgrosse. Ein Elementarereignis ist einfach eine positive reelle Zahl, z.B.
w = 31.2 MPa.

Es ist also Q@ =Ry (die Menge der positiven reellen Zahlen,).
Das FEreignis “Die Druckfestigkeit liegt zwischen 10 und 20 MPa” ist gegeben durch das Intervall
A =110, 20] MPa. <

Oft betrachtet man mehrere Ereignisse zusammen, z.B. ein Ereignis A und ein Ereignis B. Man
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interessiert sich z.B. dafiir, wie wahrscheinlich es ist, dass A und B gemeinsam eintreten oder man
interessiert sich fiir die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens eines der beiden Ereignisse eintritt.

Fiir solche Félle ist es niitzlich, sich die Operationen der Mengenlehre und deren Bedeutung in Erin-
nerung zu rufen.

Name Symbol Bedeutung

Durchschnitt ANB “Aund B”

Vereinigung AUB “A oder B” (“oder” zu verstehen als “und/oder”)
Komplement Ac “nicht A”

Differenz A\B=ANB° “Aohne B”

Tabelle 1.1: Operationen der Mengenlehre und ihre Bedeutung.

Statt dem Wort “Durchschnitt” verwendet man manchmal auch den Begriff “Schnittmenge”.

A und B heissen disjunkt (d.h. A und B schliessen sich gegenseitig aus und konnen daher nicht
zusammen eintreten), falls A N B = (), wobei wir mit () die leere Menge (d.h. das unmégliche
Ereignis) bezeichnen.

Ferner gelten die sogenannten De Morgan’sche Regeln
e (ANB)¢ = A°UB°
e (AUB)® = A°N Be.
Alle diese Begriffe, Operationen und Regeln lassen sich einfach mit sogenannten Venn-Diagrammen

illustrieren, siehe Abbildung 1.1.

Q0

Abbildung 1.1: Tllustration der Operationen der Mengenlehre an Venn-Diagrammen: A N B, AU B, A° und
A\ B jeweils entsprechend markiert (von links nach rechts).

Beispiel. Sei A das Ereignis “Stahltrager 1 hat strukturelle Mdngel” und B das entsprechende Er-
eignis bei Stahltrdger 2. Das Ereignis AU B bedeutet dann: “Mindestens einer der beiden Stahltriger
hat strukturelle Mingel” (dies beinhaltet die Moglichkeit, dass beide Mangel haben). Die Schnittmenge
AN B ist das Ereignis “Beide Stahltrager haben strukturelle Mdngel”, A¢ bedeutet, dass Stahltrager 1
keine Mdangel aufweist, etc. <

Bis jetzt haben wir zwar teilweise schon den Begriff “Wahrscheinlichkeit” verwendet, diesen aber noch
nicht spezifiziert.

Wir kennen also den Grundraum () bestehend aus Elementarereignissen w und mogliche Ereignisse
A, B,C,... Jetzt wollen wir einem Ereignis aber noch eine Wahrscheinlichkeit zuordnen und schauen,
wie man mit Wahrscheinlichkeiten rechnen muss.

Fiir ein Ereignis A bezeichnen wir mit P (4) die Wahrscheinlichkeit, dass das Ereignis A eintritt
(d.h. dass der Ausgang w des Zufallsexperiments in der Menge A liegt). Bei einem Wurf mit einer
fairen Miinze wire fiilr A=“Miinze zeigt Kopf” also P (A) = 0.5.
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Es miissen die folgenden Rechenregeln (die sogenannten Axiome der Wahrscheinlichkeitsrechnung von
Kolmogorov) erfiillt sein.

Axiome der Wahrscheinlichkeitsrechnung (Kolmogorov)
(A1) 0<P(A)<1
(A2) P(Q)=1

(A3) P(AUB)=P(A) +P(B) fiir alle Ereignisse A, B die sich gegenseitig ausschliessen
(d.h. AN B = 0).
Bzw. allgemeiner:

P(AjUAU--) =) P(A;) fiir AinA =0, k#L

i>1

(A1) bedeutet, dass Wahrscheinlichkeiten immer zwischen 0 und 1 liegen und (A2) besagt, dass das
sichere Ereignis 2 Wahrscheinlichkeit 1 hat.

Weitere Rechenregeln werden daraus abgeleitet, z.B.

P(A)=1—-P(A) fiir jedes Ereignis A (1.1)
P(AuB)=P(A)+P(B)-P(ANB) fiir je zwei Ereignisse A und B (1.2)
P(AiU...UA,) <P(A;)+...+P(4,) fiir je n Ereignisse A1,..., 4, (1.3)
P(B) <P(A) fiir je zwei Ereignisse A und B mit BC A (1.4)
P(A\B)=P(A) —P(B) fir je zwei Ereignisse A und B mit BC A (1.5)

Wenn man sich Wahrscheinlichkeiten als Flichen im Venn-Diagramm vorstellt (die Totalfléiiche von €
ist 1), so erscheinen diese Rechenregeln ganz natiirlich. Verifizieren Sie dies als Ubung fiir alle obigen
Regeln.

Interpretation von Wahrscheinlichkeiten

Wir haben gesehen, welche Rechenregeln Wahrscheinlichkeiten erfiillen miissen. Doch wie interpretiert
man eine Wahrscheinlichkeit iiberhaupt? Die beiden wichtigsten Interpretationen sind die “Idealisie-
rung der relativen Haufigkeit bei vielen unabhéngigen Wiederholungen” (die sogenannte frequenti-
stische Interpretation) und das (subjektive) “Mass fiir den Glauben, dass ein Ereignis eintreten
wird” (die sogenannte bayes’sche Interpretation).

Zur frequentistischen Interpretation:

Wenn ein Ereignis A eines Zufallsexperiments Wahrscheinlichkeit 1/2 hat, so werden wir bei vielen
unabhéngigen Wiederholungen des Experiments bei ca. der Hélfte der Fille sehen, dass das Ereignis
eingetreten ist (eine mathematische Definition fiir Unabhéngigkeit werden wir spiter sehen). Fiir eine
unendliche Anzahl Wiederholungen wiirden wir exakt 1/2 erreichen. Man denke z.B. an den Wurf mit
einer Miinze. Wenn man die Miinze sehr oft wirft, so wird die relative Haufigkeit von “Kopf” nahe bei
1/2 liegen, siehe Abbildung 1.2. Die frequentistische Interpretation geht also insbesondere von einer
Wiederholbarkeit des Zufallsexperiments aus.

Etwas formeller: Sei f,,(A) die relative Hiufigkeit des Auftretens des Ereignisses A in n unabhéngigen
Experimenten. Dieses Mass f,(-) basiert auf Daten oder Beobachtungen. Falls n gross wird, so gilt

fn(A) =P (A).

Man beachte, dass P (A) also ein theoretisches Mass in einem Modell ist (wo keine Experimente oder
Daten vorliegen).
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Abbildung 1.2: Relative Hiufigkeiten f,(A) fir das Ereignis A=“Miinze zeigt Kopf” beim Wurf mit einer
Miinze in Abhéngigkeit der Anzahl Wiirfe n.

Zur bayes’schen Interpretation:

Hier ist P (A) ein Mass fiir den Glauben, dass ein Ereignis eintreten wird. Sie vermuten zum Beispiel,
dass mit Wahrscheinlichkeit 15% auf ihrem Grundstiick Olvorriite vorhanden sind. Dies heisst nicht,
dass wenn Sie auf ihrem Grundstiick viele Bohrungen machen, im Schnitt in 15% der Bohrlécher Ol
vorliegen wird. Denn: entweder ist das Ol da oder es ist nicht da.

Je nach Problemstellung eignet sich die eine oder die andere Interpretation.

1.2 Diskrete Wahrscheinlichkeitsmodelle

Fiir den Moment nehmen wir an, dass Q entweder endlich viele Elemente enthélt (d.h. |Q] < co) oder
dass Q abzéhlbar ist (d.h. wir kénnen die Elemente durchnummerieren). Wir kénnen € also schreiben
als

Q= {whwg, . }

Man spricht in diesem Fall auch von einem sogenannten diskreten Wahrscheinlichkeitsmodell.
Das Beispiel mit dem Miinzwurf passt in dieses Schema, wéhrend dies beim Beispiel mit der Druck-
festigkeit des Betons nicht der Fall ist, da man die reellen Zahlen nicht durchnummerieren kann. Wie
man mit diesem Fall umgeht, werden wir im néchsten Kapitel sehen.

Da Elementarereignisse per Definition disjunkt sind, kénnen wir wegen (A3) die Wahrscheinlichkeit
P (A) schreiben als

P(A)= Y P({wl),

k:wp€A

wobei wir mit {k : wy € A} einfach alle Elementarereignisse “sammeln”, die in A liegen (A ist ja eine
Menge von Elementarereignissen). Wenn wir also die Wahrscheinlichkeiten der Elementarereignisse
kennen, kénnen wir die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A berechnen, indem wir die entsprechen-
den Wahrscheinlichkeiten der passenden Elementarereignisse ganz simpel aufsummieren. Wir schreiben
hier bewusst {wy} in geschweiften Klammern, um zu unterstreichen, dass wir eine Menge (d.h. ein
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Ereignis) meinen mit einem Element wy. Ferner gilt
(A2)

12 ) S P{w)).

k>1

Die Summe der Wahrscheinlichkeiten aller Elementarereignisse muss also immer 1 ergeben.

Also: Wenn uns jemand eine “Liste” gibt mit allen Elementarereignissen und deren Wahrscheinlich-
keiten, dann muss zwangsldufig die Summe von diesen Wahrscheinlichkeiten 1 ergeben und zudem
dient uns diese “Liste” als Werkzeug, um die Wahrscheinlichkeit P (A) eines beliebigen Ereignisses A
zu berechnen.

Woher kriegen wir diese “Liste” im Alltag? Falls 2 endlich ist, ist das einfachste Modell das Modell
von Laplace. Dieses nimmt an, dass alle Elementarereignisse gleich wahrscheinlich sind. Beim Beispiel
mit dem Minzwurf ist dies sicher eine sinnvolle Annahme. Bei einer fairen Miinze haben wir keine
Préiferenz, dass ein moglicher Ausgang des Experiments (ein Elementarereignis) wahrscheinlicher ist
als ein anderer.

Damit sich die Wahrscheinlichkeiten aller Elementarereignisse zu 1 addieren (siehe oben), haben wir

hier 1

Fir ein Ereignis A gilt also im Laplace-Modell

1 |A]  Anzahl giinstige Fille
P(A) = P = — = = .
(4) Z ({wr}) Z 2] |92  Anzahl mogliche Falle
k:wr€A k:wp€A

Dies kennen Sie vermutlich aus der Mittelschule. Dort bestand dann die Wahrscheinlichkeitsrechnung
in der Regel darin, durch (miihsames) Abzihlen die Anzahl giinstiger Fille zu bestimmen.

Beispiel. Minzwurf
Fiir die Elementarereignisse haben wir also

P((KK)) = B({KZ)) = P ({(ZK}) = B ({2Z}) = 1.
Fiir das Ereignis A ={KZ,ZK} (genau 1 Mal Kopf) gilt demnach

P(A)=P({KZ}) +P({ZK}) = == q

| =
= =
(V)

Wie wir aber sehen werden, geht die Wahrscheinlichkeitsrechnung weit {iber das Laplace-Modell hin-
aus. Insbesondere ist das Laplace-Modell fiir viele Anwendungen ungeeignet.

1.3 Unabhangigkeit von Ereignissen

Wenn man die Wahrscheinlichkeiten P (A) und P (B) kennt, so kénnen wir nur aus diesen Angaben
allein die Wahrscheinlichkeit P (A N B) im Allgemeinen nicht berechnen (sieche Venn-Diagramm!). Es
kann z.B. sein, dass die Schnittmenge die leere Menge ist oder dass B ganz in A liegt bzw. umgekehrt.
Wir sehen anhand der einzelnen Wahrscheinlichkeiten P (4) und IP (B) also nicht, was fiir eine Situation
vorliegt und kénnen damit P (A N B) nicht berechnen.

Eine Ausnahme bildet der Fall, wenn folgende Produktformel gilt

P(ANB)=P(A)P(B).
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Man nennt dann A und B (stochastisch) unabhéngig.

Man multipliziert in diesem Fall einfach die Wahrscheinlichkeiten. Wenn also A mit Wahrscheinlichkeit
1/3 eintritt und B mit Wahrscheinlichkeit 1/6, dann sehen wir sowohl A wie auch B (also AN B) mit
Wahrscheinlichkeit 1/18, wenn die Ereignisse unabhéngig sind. Bei einer grossen Population (n gross)
“sammeln” wir also zuerst alle Fille, bei denen A eintritt (ca. 1/3) und davon nochmals diejenigen,
bei denen B eintritt (ca. 1/6) und haben am Schluss so noch ca. 1/18 der urspriinglichen Félle. Das
Ereignis B “kiimmert es also nicht”, ob A schon eingetroffen ist oder nicht, die Wahrscheinlichkeit
1/6 bleibt. Dies muss nicht immer der Fall sein, siehe auch das Beispiel unten.

Typischerweise wird die Unabhéngigkeit basierend auf physikalischen und technischen Uberlegungen
postuliert, d.h. man nimmt an, dass obige Produktformel gilt.

Achtung. Unabhdngige Ereignisse sind nicht disjunkt und disjunkte Ereignisse sind nicht unabhdngig
(ausser wenn ein Ereignis Wahrscheinlichkeit 0 hat). Unabhdngigkeit hingt ab von den Wahrschein-
lichkeiten, wahrend Disjunktheit nur ein mengentheoretischer Begriff ist.

Beispiel. Fin Gerdt bestehe aus zwei Bauteilen und funktioniere, solange mindestens eines der bei-
den Bauteile noch in Ordnung ist. A1 und Ay seien die Ereignisse, dass Bauteil 1 bzw. Bauteil 2 defekt
sind mit entsprechenden Wahrscheinlichkeiten P (A1) = 1/100 und P (A3) = 1/100. Wir wollen zudem
davon ausgehen, dass die beiden Ereignisse Ay und As unabhdngig voneinander sind.

Die Ausfallwahrscheinlichkeit fiir das Gerdat ist also wegen der Unabhdngigkeit gegeben durch

1 1 10-4

P (41 N Az) = P(A)P(A2) = 7o+ 100 =

Wir sehen also, dass durch die Annahme der Unabhdingigkeit eine kleine Ausfallwahrscheinlichkeit
resultiert. Wenn in Tat und Wahrheit aufgrund eines Ausfalls des einen Bauteils das andere Bauteil
auch gerade ausfallt (wodurch die Unabhdngigkeit nicht mehr gegeben ist), dann steigt die Ausfallwahr-
scheinlichkeit des Gerdts auf 1/100 an (da in diesem Fall A1 = Ay und somit AyNAs = A1 = A)! <

Wenn man also Wahrscheinlichkeiten unter der Annahme von Unabhéngigkeit berechnet, diese aber
in der Realitdt nicht erfiillt ist, so kann das Resultat um einige Grossenordnungen falsch sein!

Der Begriff der Unabhéngigkeit kann auch auf mehrere Ereignisse erweitert werden: Die n Ereignisse
Aq,... A, heissen unabhingig, wenn fiir jedes k <nund alle 1 < i < ... < i <n gilt

P(A;, N...NA;) =P (4;) - P(A,).

Dies bedeutet nichts anderes, als dass die entsprechende Produktformel fiir alle k-Tupel von Ereignis-
sen gelten muss.

1.4 Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Wenn zwei Ereignisse nicht unabhéngig sind, kénnen wir also durch das (Nicht-) Eintreten des einen
Ereignisses etwas tiber das andere aussagen (oder “lernen”).

Beispiel. Fine Konstruktion besteht aus zwei Stahltragern. A priori nehmen wir an, dass ein Trdager
mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit Korrosionsschiden aufweist. Wenn wir jetzt aber wissen, dass
der erste Stahltrdger Korrosionsschiden hat, werden wir vermutlich annehmen, dass in diesem Fal-
le der zweite Trager eher auch betroffen ist (da sie z.B. aus der selben Produktion stammen und den
gleichen Witterungsbedingungen ausgesetzt waren etc.). Die Wahrscheinlichkeit fiir Korrosionsschiden
beim zweiten Trager (dessen Zustand wir noch nicht kennen) wirden wir also nach Erhalt der Infor-
mation tber den ersten Trager héher einschdtzen als urspringlich. <
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Dies fithrt zum Konzept der bedingten Wahrscheinlichkeiten. Diese treten zum Beispiel dann auf,
wenn ein Zufallsexperiment aus verschiedenen Stufen besteht und man sukzessive das Resultat der
entsprechenden Stufen erfahrt. Oder salopper: “Die Karten (die Unsicherheit) werden sukzessive auf-
gedeckt”.

Die bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B ist definiert als

P (AN B)

P(4|B)=—p 5

Die Interpretation ist folgendermassen: “PP (A | B) ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis A, wenn
wir wissen, dass das Ereignis B schon eingetroffen ist”.

Wie kann man die Formel verstehen? Da wir wissen, dass B schon eingetreten ist (wir haben also
einen neuen Grundraum Q' = B), miissen wir von A nur noch denjenigen Teil anschauen, der sich in B
abspielt (daher AN B). Dies missen wir jetzt noch in Relation zur Wahrscheinlichkeit von B bringen:
die Normierung mit P (B) sorgt gerade dafiir, dass P (') = P(B) = 1. Dies ist auch in Abbildung 1.3
illustriert. Wenn man wieder mit Flachen denkt, dann ist die bedingte Wahrscheinlichkeit P (A | B)
der Anteil der schraffierten Fléche an der Fliche von B.

Bemerkung: In der Definition sind wir stillschweigend davon ausgegangen, dass P (B) > 0 gilt.

Q

Abbildung 1.3: Hilfsillustration fir bedingte Wahrscheinlichkeiten.

Beispiel. Wiirfel
Was ist die Wahrscheinlichkeit, eine 6 zu wiirfeln? Offensichtlich 1/6! Was ist die Wahrscheinlichkeit,
eine 6 zu haben, wenn wir wissen, dass eine gerade Zahl gewiirfelt wurde?

Wir haben hier
O={1,...,6}, A= {6} und B ={2,4,6}.
Also ist AN B = {6}. Weiter ist P(B) = 3/6 = 1/2. Dies liefert
_PANB) 1/6 1
PAIB =—FE ~1a " 3

Durch die zusdtzliche Information (gerade Augenzahl) hat sich die Wahrscheinlichkeit fiir eine 6 also
gedndert. <

Bedingte Wahrscheinlichkeiten sind nichts anderes als Wahrscheinlichkeiten fiir spezielle Situationen.
Es gelten daher wieder die von frither bekannten Rechenregeln.
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Rechenregeln
0<PA|B)<1 fiir jedes Ereignis A
P(B|B) =1
P(A1UAy | B)=P(A; | B)+P (A | B) fiir Ay, Ay disjunkt (d.h. A3 N Ay = 0)
P(A°|B)=1—-P(A| B) fiir jedes Ereignis A

So lange man am “bedingenden Ereignis” B nichts &ndert, kann man also mit bedingten Wahrschein-
lichkeiten wie gewohnt rechnen. Sobald man aber das bedingende Ereignis dndert, muss man sehr
vorsichtig sein (siehe unten).

Weiter gilt fiir zwei Ereignisse A, B mit P(A) > 0 und P (B) > 0:
P(ANB)=P(A|B)P(B)=P(B|A)P(A) (1.6)
Deshalb koénnen wir die Unabhéngigkeit auch folgendermassen definieren:

A, B unabhingig = P(A|B)=P(A4) =& P(B|A) =P(B) (1.7)

Unabhéngigkeit von A und B bedeutet also, dass sich die Wahrscheinlichkeiten nicht d&ndern, wenn
wir wissen, dass das andere Ereignis schon eingetreten ist. Oder nochmals: “Wir kénnen nichts von A
iiber B lernen” (bzw. umgekehrt).

Achtung
Oft werden im Zusammenhang mit bedingten Wahrscheinlichkeiten falsche Rechenregeln verwendet
und damit falsche Schlussfolgerungen gezogen. Man beachte, dass im Allgemeinfall

P(A|B)#P(B]| A)
P(A|B%)#1-P(A|B).

Man kann also bedingte Wahrscheinlichkeiten in der Regel nicht einfach “umkehren” (erste Gleichung).
Dies ist auch gut in Abbildung 1.3 ersichtlich. P (A | B) ist dort viel grosser als P (B | A).

1.4.1 Satz der totalen Wahrscheinlichkeit und Satz von Bayes

Wie wir in (1.6) gesehen haben, kann man
P(AnB)=P(A| B)P(B)

schreiben, d.h. P (AN B) ist bestimmt durch P(A | B) und P (B). In vielen Anwendungen wird die-
ser Weg beschritten. Man legt die Wahrscheinlichkeiten fiir die erste Stufe P(B) und die bedingten
Wahrscheinlichkeiten P (A | B) und P (A | B¢) fir die zweite Stufe gegeben die erste fest (aufgrund
von Daten, Plausibilitdt und subjektiven Einschitzungen). Dann lassen sich die iibrigen Wahrschein-
lichkeiten berechnen.

Beispiel. FEs sei z.B. A = “Ein Unfall passiert” und B = “Strasse ist nass”. Wir nehmen an, dass
wir folgendes kennen

P(A|B)=0.01
P (A | B¢) = 0.001
P(B) =0.2.
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Mit den Rechenregeln fiir Wahrscheinlichkeiten erhalten wir P(B¢) = 1 — P (B) = 0.8. Konnen wir
damit die Wahrscheinlichkeit fir A bestimmen? Wir kénnen A schreiben als disjunkte Vereinigung
(siehe Venn-Diagramm,)

A=(ANB)U (AN B°).
Daher haben wir

P(A)=P(ANB)+P(AN B°
=P(A|B)P(B)+P(A| B°)P(B)
=0.01-0.2+0.001-0.8.

Dies ergibt P (A) = 0.0028. Mit der Wahrscheinlichkeit von B und den bedingten Wahrscheinlichkeiten
von A gegeben B bzw. B¢ konnen wir also die Wahrscheinlichkeit von A berechnen. <

Wir schauen also in den einzelnen Situationen (B bzw. B€), was die bedingte Wahrscheinlichkeit fiir
A ist und gewichten diese mit den entsprechenden Wahrscheinlichkeiten P (B) bzw. P (B°).

Dieses Vorgehen wird besonders anschaulich, wenn man das Zufallsexperiment als sogenannten Wahr-
scheinlichkeitsbaum darstellt, siche Abbildung 1.4. In jeder Verzweigung ist die Summe der (be-
dingten) Wahrscheinlichkeiten jeweils 1. Um die Wahrscheinlichkeit fiir eine spezifische “Kombination”
(z.B. A°N B) zu erhalten, muss man einfach dem entsprechenden Pfad entlang “durchmultiplizieren”.
Um die Wahrscheinlichkeit von A zu erhalten, muss man alle Pfade betrachten, die A enthalten und
die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten aufsummieren.

P(ANB)=02-0.01

a\B
o0

P(A°N B)=0.2-0.99

P(AN B =0.8-0.001

P(A°N B°) =0.8-0.999
Abbildung 1.4: Wahrscheinlichkeitsbaum.

Diese Aufteilung in verschiedene sich gegenseitig ausschliessende Situationen (B, B€) funktioniert
noch viel allgemeiner und fiithrt zum Satz der totalen Wahrscheinlichkeit.

Satz der totalen Wahrscheinlichkeit

Wir nehmen an, dass wir k disjunkte Ereignisse Bj, ..., By haben mit
BiU...UB, = (“alle moglichen Félle sind abgedeckt”)

Dann gilt
k k

P(4) @3 PanB) LY P(A| BIP(B).

i=1 =1
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Dies ist genau gleich wie beim einfiihrenden Beispiel mit der Strasse und den Unféllen (dort hatten
wir By = B und By = B¢). Wir haben jetzt einfach k verschiedene “Verzweigungen”. Wenn wir also
die (bedingte) Wahrscheinlichkeit von A in jeder Situation B; wissen, dann ist die Wahrscheinlichkeit
von A einfach deren gewichtete Summe, wobei die Gewichte durch P (B;) gegeben sind.

Bi, ..., By heisst auch Partition von Q. Sie deckt alle moglichen Félle ab und zwei Ereignisse B; und
B; konnen nicht zusammen eintreten. Ein Illustration einer Partition findet man in Abbildung 1.5.

Q0

B3

Abbildung 1.5: Illustration einer Partition von Q (B, ..., Bs).

Manchmal will man die bedingten Wahrscheinlichkeiten auch “umkehren”. Sie haben z.B. ein tech-
nisches Verfahren entwickelt, um Haarrisse in Oberflichen zu detektieren. Wir betrachten folgende
Ereignisse

A = “Technisches Verfahren indiziert, dass Risse da sind”
B; = “Oberflache weist in der Tat Haarrisse auf”
By = Bf = “Oberfliche weist in der Tat keine Haarrisse auf”

Das Verfahren arbeitet nicht ganz fehlerfrei, die Fehlerquote ist aber (auf den ersten Blick) relativ tief
(fiktive Zahlen):

P(A| B;) =0.99
P(A| By) = 0.03

Zudem nehmen wir an, dass gilt
P (B;) = 0.001.

Wenn die Oberflache also tatsidchlich Risse hat, so weisen wir das mit Wahrscheinlichkeit 0.99 nach.
Wenn keine Risse da sind, dann schlagen wir “nur” mit Wahrscheinlichkeit 0.03 félschlicherweise
Alarm. Zudem gehen wir davon aus, dass mit Wahrscheinlichkeit 0.001 iiberhaupt Risse vorhanden
sind (a-priori, ohne einen Test gemacht zu haben).

Die Frage ist nun: Gegeben, dass das technische Verfahren Haarrisse nachweist, was ist die Wahrschein-
lichkeit, dass in Tat und Wahrheit wirklich Risse da sind? Oder ausgedriickt in bedingten Wahrschein-
lichkeiten: Wie gross ist P (B; | A)? Dies konnen wir mit dem Satz von Bayes beantworten.
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Satz von Bayes
Fiir zwei Ereignisse A und B mit P (A),P(B) > 0 gilt
P(AnB) P(A|B)P(B)

PEIA="3m = »@

In der Situation des Satzes der totalen Wahrscheinlichkeit haben wir
P(A| B;)P(B;)
P(A)
__ P(A|B)P(B)
S P(A| B)P(B)

P(B;|A) =

Oft ist das Resultat einer solchen Berechnung stark verschieden von dem, was man intuitiv erwartet.

Beispiel. In obigem Beispiel haben wir also

P(A| By)P(B)
(A| B1)P(B1) +P(A| Bz) P (Bs)
_ 0.99-0.001
~0.99-0.001 + 0.03 - 0.999

]P(Bl lA):IP’

= 0.032.

Obwohl die Spezifikationen von unserem Test auf den ersten Blick gut ausgesehen haben, sagt hier
ein positives Testresultat nicht sehr viel aus! Oder haben wir uns nur verrechnet oder etwas falsch
angewendet? Schauen wir uns die Geschichte einmal mit konkreten Anzahlen an. Wir nehmen an,
dass wir n = 100’000 Untersuchungen machen. Davon sind im Schnitt 99’900 in der Tat in Ordnung.
In der folgenden Tabelle sehen wir, wie sich die Falle im Schnitt gemdss den Fehlerquoten des Tests
aufteilen.

B; B Summe
A 99  2'997 3'096
A€ 1 96’903 | 96’904

Summe | 100 99’900 | 100’000

Wir interessieren uns nun fir die Subgruppe, die ein positives Testresultat haben (Zeile A). Es sind
dies 3'096 Fdlle, 99 davon sind wirklich defekt. Also ist der Anteil 99/3'096 = 0.032. Fir die Kommu-
nikation an fachfremde Personen eignet sich eine solche Tabelle in der Regel gut. Die Anzahlen kann
jeder selber rasch nachrechnen bzw. uberpriifen. <
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1.5 Review / Lernziele

&

O Sie kennen die Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung sowie die Operationen der
Mengenlehre und deren Bedeutung. Sie wissen, dass man Wahrscheinlichkeiten auf verschie-
dene Arten interpretieren kann.

O Sie kennen die Axiome der Wahrscheinlichkeitsrechnung und die resultierenden Rechenre-
geln.

O Sie kénnen in diskreten Wahrscheinlichkeitsmodellen entsprechende Berechnungen durch-
fihren und kennen das Laplace-Modell als Spezialfall.

O Sie wissen, was unabhéngige Ereignisse sind und wie man mit ihnen rechnen kann.

OO Sie verstehen das Konzept und die Rechenregeln der bedingten Wahrscheinlichkeiten. Sie
konnen Unabhéngigkeit auch mit bedingten Wahrscheinlichkeiten ausdriicken.

O Sie konnen mit Hilfe des Satzes der totalen Wahrscheinlichkeit sowie des Satzes von Bayes
entsprechende Aufgaben losen.




2 Wabhrscheinlichkeitsverteilungen

Bis jetzt haben wir ganz allgemein Zufallsexperimente angeschaut. Deren Ausgang waren entweder
Zahlen (Druckfestigkeit, Augenzahl Wiirfel etc.) oder “abstraktere” Dinge wie eine Kombination von
K und Z beim Beispiel mit dem zweimaligen Wurf mit einer Miinze.

In der Praxis sind Messungen, z.B. von einem physikalischen Versuch (ein Zufallsexperiment), in der
Regel Zahlen. Man fithrt fiir diesen Spezialfall den Begriff der Zufallsvariable ein. Oft weist man
den verschiedenen “abstrakten” Ausgédngen eines Zufallsexperiments einfach auch Zahlen zu, z.B.
entsprechende Gewinne bei einem Gliicksspiel. In beiden Féllen haben wir schlussendlich zufillige
Zahlen als Ausgénge.

2.1 Der Begriff der Zufallsvariable

Eine Zufallsvariable X ist ein Zufallsexperiment mit méglichen Werten in R, bzw. in einer Teilmenge
von R, z.B. Ny = {0,1,...}. Wir haben also die gleiche Situation wie vorher, d.h. @ = R, bzw.
Q = Ny etc.; jetzt aber angereichert mit einem neuen Begriff und neuer Notation. Der Wert einer
Zufallsvariablen ist insbesondere im Voraus also nicht bekannt. Oft schreiben wir fiir den Wertebereich
auch W statt 2.

Wir verwenden Grossbuchstaben X fiir die Zufallsvariable und Kleinbuchstaben z fir die realisierten
Werte. Wenn wir {X = z} schreiben ist dies also das Ereignis, dass die Zufallsvariable X den Wert
x annimmt, d.h. dass das Elementarereignis x eintritt. Unter dem Grossbuchstaben kénnen Sie sich
einfach den “Wortschwall” vorstellen (z.B. “Messung der Druckfestigkeit”). Beim Kleinbuchstaben
setzt man einen konkreten Wert ein, z.B. z = 30.

Wenn X die Druckfestigkeit ist, dann bezeichnen wir mit {X < 30} das Ereignis “Druckfestigkeit ist
kleiner gleich 30”. Dazu dquivalent schreiben wir manchmal auch {X € (—o0, 30]}.

Der Begriff der Unabhiingigkeit ist analog wie frither definiert: Zwei Zufallsvariablen X und Y
heissen unabhéngig, falls fiir alle Mengen A, B C R gilt, dass

P(Xe€AYeB)=P(XcAP(Y €B),

wobei wir hier mit {X € A, Y € B} das Ereignis {X € A} N {Y € B} meinen. Die Erweiterung auf
den Fall mit mehr als zwei Zufallsvariablen ist entsprechend wie friiher.

Bemerkung:

Wie in der Einleitung bereits angedeutet, konnen wir eine Zufallsvariable mathematisch auch inter-
pretieren als eine Funktion X :  — R, die jedem zufilligen w € Q eine reelle Zahl X (w) € R zuweist.
Ein einfaches Beispiel ist die Augensumme von zwei Wiirfeln. Die Funktion ist natiirlich nicht zuféllig,
sehr wohl aber ihr Argument und der resultierende Funktionswert! Fiir unsere Betrachtungen reicht
aber die “weniger mathematische” Definition oben. Wir vergessen dann sozusagen das urspriingliche

Q.

2.1.1 Wahrscheinlichkeitsverteilungen
Von Interesse ist die Frage, mit welchen Wahrscheinlichkeiten eine Zufallsvariable in welchen Berei-

chen liegt. Man spricht von der sogenannten Wahrscheinlichkeitsverteilung bzw. kurz von der
Verteilung von X.

15
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Was ist z.B. die Wahrscheinlichkeit, dass die Druckfestigkeit kleiner gleich 30 MPa ist oder im Intervall
[25,30] MPa liegt? Oder was ist die Wahrscheinlichkeit, dass wir in einer Lieferung von 100 Bauteilen
weniger als 5 defekte Teile vorfinden?

Wenn wir die Verteilung einer Zufallsvariablen X kennen, konnen wir auf jede beliebige solche Frage die
entsprechende Antwort geben. Wir unterscheiden dabei zwischen diskreten und stetigen Verteilungen
(bzw. Zufallsvariablen).

Wie wir spéater sehen werden, gibt es fir die Modellierung von gewissen unsicheren Phédnomenen
bestimmte Verteilungen, die sich speziell gut dafiir eignen. Wenn man also einmal die wichtigsten Ver-
teilungen kennt, so kann man diese Sammlung als “Toolbox” brauchen. Man muss fiir die Modellierung
von einem Phénomen dann einfach diejenige heraus suchen, die am besten passt.

2.2 Diskrete Verteilungen

Eine Zufallsvariable X (bzw. deren Verteilung) heisst diskret, falls die Menge W der moglichen Werte
von X (der Wertebereich) endlich oder abzidhlbar ist. Mogliche Wertebereiche W sind zum Beispiel
W =1{0,1,2,...,100}, W =Ny = {0,1,2,...} oder ganz allgemein W = {x;,z2,...}.

Die Augenzahl bei einem Wiirfel ist ein Beispiel fiir eine diskrete Zufallsvariable mit Wertebereich
W = {1,2,...,6}. Die Anzahl defekter Teile in einer Lieferung von 100 Bauteilen ist eine diskrete
Zufallsvariable mit Wertebereich {0,1,...,100}.

Wie frither kénnen wir hier eine Liste von Wahrscheinlichkeiten erstellen. Damit ist die Verteilung
einer diskreten Zufallsvariablen festgelegt, da wir dann alle moglichen Wahrscheinlichkeiten berechnen
koénnen.

Die Liste ist gegeben durch die sogenannte Wahrscheinlichkeitsfunktion p(zy), wobei
plag) =P(X =a), k> 1.

Dies ist genau gleich wie friither. Ein Elementarereignis ist hier einfach ein Element x; des Wertebe-
reichs W. Die Summe aller Wahrscheinlichkeiten muss insbesondere wieder 1 ergeben, d.h.

Zp(zk) =1.

k>1

Zudem gilt fiir ein Ereignis A ¢ W

P(Xed)= 3 plon):

k:xp€A

Auch das ist nichts Neues, sondern einfach die alte Erkenntnis in leicht anderer Notation verpackt.

Die Verteilung einer Zufallsvariablen X kann man auch mit der kumulativen Verteilungsfunktion
F' charakterisieren. Diese ist definiert als

Fz)=P(X <x)

fiir z € R. Die kumulative Verteilungsfunktion enthélt alle Information der Verteilung von X und ist
gleichzeitig einfach darstellbar.

Beispiel. Bei einem fairen Wiirfel haben wir

k|1 2 3 4 5 6
T i 2 3 7 5 6
plze) | 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6
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FEs ist 2.B.

F(3) = P(X<3)=P{X =1}U{X =2} U{X =3})

= P(X=1)+P(X=2)+P(X =3)
1,110
6 6 6 6

Wir konnen die Verteilungsfunktion an beliebigen Stellen evaluieren, z.B.

F(35) = P(X <3.5)=P({X <3}U{3<X <35}

D p(Xx<3)+P(3 <X <35)
3 3
= - 0 = —.
6 * 6
Die ganze Funktion ist in Abbildung 2.1 dargestellt. <
3 -
o
i @ ’
o
] - R
o ©
= = °
£ T o —
g - S R
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i S R
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O- T T T T T © T T T T T
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
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Abbildung 2.1: Wahrscheinlichkeitsfunktion (links) und kumulative Verteilungsfunktion (rechts) beim Beispiel
mit dem Wiirfel.

Die kumulative Verteilungsfunktion ist also bei einer diskreten Zufallsvariable eine Treppenfunktion
mit Spriingen an den Stellen x; € W mit Sprunghdhen p(zy), also insbesondere nicht stetig.
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2.2.1 Kennzahlen

Wir haben gesehen, dass die Verteilung einer diskreten Zufallsvariable durch eine (unendlich) lange
Liste von Wahrscheinlichkeiten gegeben ist. Es stellt sich oft die Frage, ob man diese Liste durch ein
paar wenige Kennzahlen zusammenfassen kann, um die Verteilung (grob) zu charakterisieren.

Es zeigt sich, dass hierzu Kennzahlen fiir die mittlere Lage (~ Erwartungswert) und fiir die Streu-
ung (~» Varianz, Standardabweichung) geeignet sind.

Der Erwartungswert px oder E [X] einer diskreten Zufallsvariable X ist definiert als

px =E[X] = Zxkp(xk)-
k>1

Merkregel: Man summiert iiber “was passiert” (zj) X “mit welcher Wahrscheinlichkeit passiert es”
(p(zk)).

Der Erwartungswert ist ein Mass fiir die mittlere Lage der Verteilung, ein sogenannter Lage-
parameter. Er wird interpretiert als das “Mittel der Werte von X bei (unendlich) vielen Wiederho-
lungen”. D.h. er ist eine Idealisierung des arithmetischen Mittels der Werte einer Zufallsvariablen bei
unendlich vielen Wiederholungen. Also: E [X] ist eine Kennzahl im wahrscheinlichkeitstheoretischen
Modell.

Physikalisch gesehen ist der Erwartungswert nichts anderes als der Schwerpunkt, wenn wir auf dem
Zahlenstrahl an den Positionen xj, die entsprechenden Massen p(xy) platzieren (der Zahlenstrahl selber
hat hier keine Masse).

Beispiel. Bei einem fairen Wiirfel haben wir

k|1 2 3 4 5 6
x, | 1 2 8 4 5 6

plze) | 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

Der Erwartungswert ist demnach gegeben durch

1
E[X] = k- - =3.5,
[X] k; 5

siehe auch der Schwerpunkt in Abbildung 2.1. Wenn wir also oft Wiirfeln und mitteln, dann werden
wir ungefdhr 3.5 erhalten. An diesem Beispiel sehen wir auch, dass der Erwartungswert gar nicht
einmal im Wertebereich der Zufallsvariable liegen muss.

Was passiert, wenn wir einen “gezinkten” Wiirfel, der eine erhéhte Wahrscheinlichkeit fir die 6 hat,
verwenden?

k|1 2 3 4 5 6
x, | 1 2 3 4 5 6

pley) | 1/7 1/7 1/7 1/7 1/7 2/7
FE's ist dann

1 2
E|X]|= k-—+6--=3.386.
[X] ; S 46
Der Erwartungswert wird also grosser; der Schwerpunkt hat sich etwas nach rechts verschoben. <

Manchmal betrachtet man statt der Zufallsvariablen X eine Transformation g(X), wobei g : R — R
eine Funktion ist. Fiir den Erwartungswert einer transformierten diskreten Zufallsvariable Y = g(X)
gilt

E[Y]=E[g(X)] =Y glaw)p(zs). (2.1)

k>1
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Wieder wie vorher summiert man iiber “was passiert” (g(zx)) x “mit welcher Wahrscheinlichkeit
passiert es” (p(xg)).

Die Varianz Var (X) oder 0% einer diskreten Zufallsvariable X ist definiert als

2.1
Var(X) =ox =E[(X —~E[X ( )Zl"k*llx p(zg).
k>1

Die Varianz ist also die mittlere quadratische Abweichung der Zufallsvariablen von ihrem Erwartungs-
wert und somit ein Mass fiir die Streuung um die mittlere Lage, ein sogenannter Streuungspa-
rameter.

Physikalisch gesehen ist die Varianz das Tragheitsmoment, wenn wir obigen Koérper um die Achse
drehen, die senkrecht zum Zahlenstrahl steht und durch den Schwerpunkt (Erwartungswert) geht.
Je mehr Masse (Wahrscheinlichkeit) also weit weg vom Schwerpunkt (Erwartungswert) liegt, desto
grosser wird die Varianz.

Fiir viele Berechnungen werden wir die Standardabweichung ox brauchen. Diese ist definiert als
die Wurzel aus der Varianz, d.h.
ox =/ Var (X).

Wie der Erwartungswert hat die Standardabweichung die gleichen Einheiten wie die Zufallsvariable
X (z.B. m). Dies im Gegensatz zur Varianz, die die quadrierten Einheiten hat (z.B. m?).

Die folgenden Rechenregeln werden immer wieder gebraucht:

Rechenregeln fiir Erwartungswert und Varianz
Es gilt (egal ob X diskret ist oder nicht)

Ela+bX]=a+b-E[X], a,beR

Var (X) =E [X?] - E[X]?
Var (a + bX) = b*> Var (X), a,b € R
Var (a) =0, a € R.

Falls man noch eine zweite Zufallsvariable Y hat, so gilt immer
Ela+bX +cY]=a+b-E[X]+c-E[Y], a,b,ceR.

Fiir die Varianz sieht es nicht mehr so einfach aus, mehr davon spéter (siehe Kapitel 4.3).

Wir wollen nun die wichtigsten diskreten Verteilungen betrachten, die wir immer wieder antreffen
werden.

2.2.2 Bernoulliverteilung [Bernoulli (p)]
Die Bernoulliverteilung mit Parameter p € (0, 1) ist die “einfachste” diskrete Verteilung. Hier kann
X nur die Werte 0 oder 1 annehmen, d.h.

Y- 1 Wabhrscheinlichkeit p
1 0 Wahrscheinlichkeit 1 — p

Es gilt (nachrechnen!)
EX]=
Var (X) =p- (1 -p).
Wir schreiben auch X ~ Bernoulli (p), wobei das Symbol “~” (Tilde) tibersetzt wird als “ist verteilt

wie”.
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2.2.3 Binomialverteilung [Bin (n,p)]

Die Binomialverteilung mit den Parametern n € N und p € (0, 1), ist die Verteilung der Anzahl
“Erfolge” bei n (unabhingigen) Wiederholungen eines “Experiments” mit “Erfolgswahrscheinlichkeit”
p. Hier ist also W = {0,1,...,n}. Die Binomialverteilung kann also insbesondere aufgefasst werden
als eine Summe von n unabhéngigen Bernoulliverteilungen mit Parameter p.

Die Begriffe Erfolg und Experiment kénnen hier vieles bedeuten. Die Anzahl defekter Bauteile bei
einer Lieferung von n = 10 Bauteilen folgt einer Binomialverteilung mit Parametern n = 10 und p,
wobei p die Wahrscheinlichkeit ist, dass ein einzelnes Bauteil defekt ist, z.B. p = 0.05. Hier ist ein
Experiment die Uberpriifung eines Bauteils und Erfolg bedeutet, dass das Bauteil defekt ist.

Man kann zeigen, dass gilt

wobei (2) (sprich: “n tief 2”) der sogenannte Binomialkoeffizient ist, d.h.

()= sy

Eine Herleitung fiir die Wahrscheinlichkeitsfunktion findet man in Kapitel C.1. In Abbildung 2.2 sind
einige Félle mit verschiedenen Parametern dargestellt. Fiir grosses n hat man schon ein ziemlich
“glockenférmiges” Bild, mehr dazu spiter (siehe Kapitel 5.3).

Den Parameter n kennt man in der Regel aus dem Kontext. Die Erfolgswahrscheinlichkeit p nehmen
wir bis auf Weiteres als gegeben an. Spéter werden wir dann sehen, wie wir p aus Daten schitzen
konnen.

Wenn wir erkannt haben, dass etwas binomial-verteilt ist, dann ist das Rechnen damit nicht kom-
pliziert. Was ist z.B. die Wahrscheinlichkeit, dass von 10 Bauteilen genau 3 mangelhaft sind? Diese
Wahrscheinlichkeit ist gegeben durch

10!

T -0.05% - 0.957 = 0.0105.

P(X = 3) = p(3) = (130)0.053 0,957 =

Oder was ist die Wahrscheinlichkeit, dass von 10 Bauteilen mindestens eines defekt ist? Fast immer
wenn wir das Wort “mindestens” horen, lohnt es sich, mit dem komplementéren Ereignis zu arbeiten.
Statt

PX>1) P PX=1)+P(X=2)+- +P(X =10)

mithsam zu bestimmen, erhalten wir direkt mit dem komplementéren Ereignis
{(X=0={Xx=>1}°

dass

PX>1) "2 1 P(X=0)=1-p0)=1—095" = 0.401.

Also: Wenn wir einmal erkannt haben, dass etwas mit einer Binomialverteilung modelliert werden
kann, dann kénnen wir damit bequem alle Wahrscheinlichkeiten bestimmen. Die mithsame Abzéhlerei
miissen wir nicht machen, alle Information steht in der Formel fir p(x).

2.2.4 Geometrische Verteilung [Geom (p)]

Die geometrische Verteilung mit Parameter p € (0,1) tritt auf, wenn wir die Anzahl Wieder-
holungen von unabhéngigen Bernoulli(p) Experimenten bis zum ersten Erfolg betrachten. Man
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Abbildung 2.2: Wahrscheinlichkeitsfunktion der Binomialverteilung fiir n = 10 (links) und n = 50 (rechts) fiir

jeweils p = 0.3,0.5,0.8 (oben nach unten).
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wirft z.B. eine Miinze so lange, bis das erste Mal Kopf fillt und notiert sich die Anzahl bendétigter
Wiirfe.

Hier ist W = {1,2,...} (unbeschriankt!) und

—1
px)=p- (1 -p)*
1
E[X]:,
p
1—
Var (X) = 2p.
p
© © ©
o ] o ] =3
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Abbildung 2.3: Wahrscheinlichkeitsfunktion (oben) und kumulative Verteilungsfunktion (unten) der geome-
trischen Verteilung fiir p = 0.3,0.5,0.8 (links nach rechts), jeweils abgeschnitten bei z = 10.

Wenn ein einzelner Versuch mit Wahrscheinlichkeit p = 1/10 erfolgreich ist, dann brauchen wir im
Schnitt E [X] = 10 Versuche, bis wir den ersten Erfolg sehen. Der Erwartungswert entspricht hier der
mittleren Wartezeit bis zum ersten Erfolg, was auch als Wiederkehrperiode bezeichnet wird.

Die Verteilungsfunktion wollen wir hier einmal konkret aufschreiben. Es ist
a i—1 (geom.Reihe)
F(z)=Y p-(1—p) == 1 (1-p)"
i=1

fiir x € W. Dazwischen ist F' konstant, siche auch Abbildung 2.3.

Beispiel. Man kann sich z.B. die Frage stellen, wie oft man einen Versuch mindestens durchfiihren
muss, damit man eine 50% Chance hat, in dieser Versuchsreihe (mindestens) einmal Erfolg zu haben.
Die gesuchte Anzahl Versuche wollen wir n nennen (n € W ). Ubersetzt heisst dies nichts anderes,
als dass das erste Auftreten des Erfolgs (bezeichnet mit X ) mit Wahrscheinlichkeit mindestens 50%
Kleiner gleich n sein muss, d.h. dass gilt P(X <n) > 0.5. Dies wiederum heisst nichts anderes, als
dass wir das kleinste n suchen, so dass F(n) > 0.5 gilt, oder eingesetzt
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fiir n minimal. Aufgeldst erhdlt man
log(0.5)

n = 1 /1 N\
log(1 —p)
wobei wir mit log den natirlichen Logarithmus bezeichnen. Fir kleine p gilt log(1 — p) = —p. Dies
fiihrt zu approximativen Losung
n > g
p

Wir betrachten nun ein Erdbeben mit einer solchen Stirke, dass die Fintrittswahrscheinlichkeit pro
Jahr p = 1/1000 ist. Ferner nehmen wir an, dass pro Jahr nur ein Beben vorkommen kann, und dass
die Ereignisse in verschiedenen Jahren unabhdngig sind. Im Schnitt warten wir also 1000 Jahre bis
zum ersten Erdbeben.

Mit obiger Formel erhalten wir

n> 20 700,
p

Wenn man also eine 700-Jahr-Periode betrachtet, so hat man eine 50% Chance, dass (mindestens)
ein Erdbeben eintritt. Insbesondere ist die Wahrscheinlichkeit in einer 500-Jahr-Periode kleiner als
50%! Wenn man nur die Hailfte der Wiederkehrperiode betrachtet, bedeutet dies also nicht, dass man
eine Wahrscheinlichkeit von 50% hat, dass das Ereignis eintritt. <

2.2.5 Poissonverteilung [Pois (\)]

Bei der Binomialverteilung ging es um die Anzahl Erfolge in n Experimenten. Der Wertebereich war
insbesondere beschrankt (ndmlich durch n). Was ist, wenn man allgemein (potentiell unbeschrankte)
Anzahlen betrachtet? Es zeigt sich, dass sich hierzu die sogenannte Poissonverteilung gut eignet.

Die Poissonverteilung mit Parameter A > 0 ist gegeben durch

x

A
p(x) = 6_/\?’ reW

A
Var (X) = \.

Hier ist W = {0,1,...} (unbeschrankt). Die Poissonverteilung ist sozusagen die Standardverteilung
flir unbeschrénkte Zahldaten.
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Abbildung 2.4: Wahrscheinlichkeitsfunktion der Poissonverteilung fiir A = 0.3,2,6 (links nach rechts), jeweils
abgeschnitten bei z = 15.

Beispiel. In einem Callcenter erwarten wir im Schnitt pro Minute 5 Anrufe. Wir modellieren die
Anzahl Anrufe pro Minute (X ) mit einer Poissonverteilung mit Parameter A\ =5, d.h. X ~ Pois (\),
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A =5, denn so stimmt gerade der Erwartungswert. Damit kénnen wir nun “alle” Wahrscheinlichkeiten
berechnen, z.B. die Wahrscheinlichkeit, dass in einer Minute niemand anruft:

0
P(X =0) = e_)‘% =75 = 0.00674. N

Poissonapproximation der Binomialverteilung

Man kann zeigen, dass die Poissonverteilung eine Approximation der Binomialverteilung ist fiir grosses
n und kleines p mit np = A. D.h. falls X ~ Bin (n, p), dann gilt in diesen Situationen (n gross, p klein)

fir A = np. Dies ist insbesondere niitzlich, da die Berechnung der Binomialkoeffizienten fiir grosse
n aufwendig wird. Damit kann man aber auch die Poissonverteilung interpretieren: Wir zéhlen die
Anzahl seltener Ereignisse (Erfolge) bei vielen unabhéngigen Versuchen. Betrachten wir z.B. nochmals
die Anzahl Anrufe in einem Callcenter: Viele Leute kénnen potentiell anrufen, aber die Wahrschein-
lichkeit fiir eine einzelne Person ist sehr klein. Hier ist also n die Anzahl Personen (potentielle Anrufer)
und p die Wahrscheinlichkeit, dass eine Person anruft. Also macht eine Modellierung mit einer Pois-
sonverteilung so betrachtet durchaus Sinn.

Beispiel. FEine Fluggesellschaft iiberbucht einen Flug mit 200 Plitzen um 4 Pldtze. Wie gross ist die
Wahrscheinlichkeit, dass gentigend Sitzplatze vorhanden sind, wenn ein einzelner Passagier unabhdngig
von den anderen mit 5% Wahrscheinlichkeit nicht erscheint?

Wir haben Total 204 verkaufte Tickets. Jedes Ticket wird mit Wahrscheinlichkeit 5% nicht “ein-
gelost” (d.h. der Passagier erscheint nicht). Die Anzahl Passagiere X, die nicht erscheinen, wdre
unter obigen idealisierten Annahmen Bin (204, 0.05)-verteilt. Diese Verteilung approximieren wir mit
einer Poissonverteilung, d.h. wir verwenden

X ~ Pois(A\),A=204-0.05 =10.2.

Damit der Flug nicht tiberbucht ist, muss gelten X > 4, die entsprechende Wahrscheinlichkeit ist

3
/\lc
—_ —_ A _
P(X>4)=1-P(X<3)=1-) e 7 = 0991,
k=0
Wenn man mit der Binomialverteilung rechnen wirde, erhielte man P (X > 4) = 0.992. <

Summen von unabhadngigen Poissonverteilungen
Wenn X ~ Pois (A1) und Y ~ Pois (A2) mit X und Y unabhéngig, dann gilt
X+YNPOiS(/\1 —l—)\g)

Wenn wir also unabhéngige Poissonverteilungen addieren, so haben wir immer noch eine Poissonver-
teilung. Die Parameter miissen sich dann zwangslaufig gerade addieren wegen den Rechenregeln fiir
den Erwartungswert.

Wenn wir aber 3 (X +Y) betrachten, so liegt keine Poissonverteilung vor mit Parameter £ (A1 + Az).

Der Grund ist ganz einfach: Nur schon der Wertebereich stimmt nicht fiir eine Poissonverteilung! Der
Erwartungswert ist aber %()\1 + A2).
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2.3 Stetige Verteilungen

Eine Zufallsvariable X (bzw. deren Verteilung) heisst stetig, falls die Menge der méglichen Werte W
aus einem oder mehreren Intervallen besteht, z.B. W = [0,1] oder W = R. Im Gegensatz zu frither
haben wir hier keine “Liste” mehr von moéglichen Werten. Dies fiihrt dazu, dass wir neue Konzepte
einfithren miissen, vieles konnen wir aber von frither wiederverwenden.

Betrachten wir zuerst ein einfaches Beispiel. Wir nehmen an, dass wir eine Zufallsvariable X haben,
die Werte im Intervall [0,1] annehmen kann und die keine Regionen “bevorzugt” (eine sogenannte
Uniform- oder Gleichverteilung). D.h. es soll z.B. gelten P (0.2 < X <0.4) = P(0.6 < X <0.8), da
die Intervalle gleich breit sind. Natiirlich gilt in diesem Fall P (0 < X < 1) = 1. Die Wahrscheinlichkeit
muss also gleich der Intervallbreite sein, d.h. es gilt

Plz<X <zxz+h)=h

Wenn wir jetzt h klein werden lassen (h — 0), dann wird auch die Wahrscheinlichkeit immer kleiner,
d.h. P(z < X <z +h) — 0. D.h. fiir einen einzelnen Punkt x ist die Wahrscheinlichkeit P (X = z) =
0. Dies gilt allgemein fiir stetige Zufallsvariablen. Wir miissen daher den neuen Begriff der Wahr-
scheinlichkeitsdichte einfiihren.

2.3.1 Wahrscheinlichkeitsdichte

Die Wahrscheinlichkeitsdichte (oder oft kurz einfach nur Dichte) einer stetigen Verteilung ist
definiert als

(@) = 1im EE<X e+l Flath) - Fa)

= F'(z).
h—0 h h—0 h (@)

Dabei sind wir stillschweigend davon ausgegangen, dass die Ableitung der kumulativen Verteilungs-
funktion existiert.
Es gilt daher die folgende Interpretation

Pz <X <z+h)=~hf(x)

fiir kleines h. Wenn also in einer Region die Dichte gross ist, dann ist die Wahrscheinlichkeit, in diese
Region zu fallen, erhéht verglichen mit anderen Regionen. Im einfithrenden Beispiel wére die Dichte
konstant.

Zwischen der Dichte f und der kumulativen Verteilungsfunktion F' bestehen geméss Definition ferner
folgende Beziehungen:

f(@) = F'(z) Fa)= [ " .

Hat man also eine Dichte, so erhdlt man durch integrieren die kumulative Verteilungsfunktion. Um-
gekehrt erhdlt man durch Ableiten der kumulativen Verteilungsfunktion immer die Dichte.

Insbesondere gilt
b
Pla< X <b)=F(b) — F(a) :/ f(x)da.
Um Wahrscheinlichkeiten zu erhalten, miissen wir also einfach die Dichte tiber das entsprechende

Gebiet integrieren. Oder anders ausgedriickt: “Die Flache unter der Dichte entspricht der Wahrschein-
lichkeit”, siehe Abbildung 2.5. Frither hatten wir statt Integrale einfach Summen.

Damit eine Funktion f als Dichte verwendet werden kann, muss gelten f(x) > 0 fiir alle z, sowie

/_O:Of(x)dwzl.
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Fliche =P(a < X <)

0 a b

Abbildung 2.5: Illustration einer Dichte einer Zufallsvariablen und der Wahrscheinlichkeit, in das Intervall
(a,b] zu fallen (graue Fliche).

Dies folgt aus den urspriinglichen Axiomen. Man beachte insbesondere, dass es durchaus (kleine)
Intervalle geben kann, in denen f(z) > 1 gilt, siche z.B. Abbildung 2.10. Dies im Gegensatz zum
diskreten Fall, wo jeweils immer 0 < p(zx) < 1 gilt.

Im stetigen Fall spielt es jeweils keine Rolle, ob wir Intervalle offen — wie (a,b) — oder geschlossen —
wie [a,b] — schreiben, da sich die Wahrscheinlichkeiten nicht dndern, weil die einzelnen Punkte a und
b Wahrscheinlichkeit 0 haben. Achtung: Im diskreten Fall spielt dies sehr wohl eine Rolle.

2.3.2 Kennzahlen von stetigen Verteilungen
Erwartungswert und Varianz

Der Erwartungswert berechnet sich im stetigen Fall als

oo

IE[X]:,uX:/ zf(x)da.

—o0
Fir eine Transformation g(X) gilt analog zu frither

oo

E[g(X)] = / o(2) () dz.

Fiir die Varianz haben wir entsprechend
Var (X) = 0% =E[(X —px?] = [ (0= (@)

Alle diese Formeln sind genau gleich wie frither: Man ersetzt die Summe durch das Integral und
die Wahrscheinlichkeit p(x) durch f(z)dz. Es gelten insbesondere die gleichen Rechenregeln wie im
diskreten Fall. Auch die Interpretationen bleiben unverdndert, sowohl die statistische wie auch die
physikalische (Schwerpunkt, Tragheitsmoment).

Quantile

Das (a x 100)%-Quantil ¢, fiir & € (0,1) ist definiert als der Wert, der mit Wahrscheinlichkeit
(ar x 100)% unterschritten wird, d.h. fiir ¢, muss gelten

a:P(XSQQ):F(qa>'

Es ist also
o = F_l(a)a
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Abbildung 2.6: Tllustration des Quantils g, anhand der Verteilungsfunktion (links) und der Dichte (rechts) fiir
a = 0.75.

was auch in Abbildung 2.6 dargestellt ist.

Der Median ist das 50%-Quantil. Er teilt die Dichte in zwei flachenméssig gleich grosse Teile auf. Bei
symmetrischen Dichten gilt zudem, dass der Median dem Erwartungswert und dem Symmetriepunkt
entspricht, denn der Erwartungswert ist ja gerade der Schwerpunkt.

Quantile kann man auch fiir diskrete Verteilungen definieren. Dort “trifft” man « aber in der Regel
nicht exakt, da die Verteilungsfunktion ja eine Stufenfunktion ist (dies haben wir nicht betrachtet).

Wie im diskreten Fall gibt es auch im stetigen Fall gewisse Verteilungen, die immer wieder gebraucht
werden. Wir wollen nun die wichtigsten davon betrachten.

2.3.3 Uniforme Verteilung [Uni (a, b)]

Die uniforme Verteilung mit den Parametern a,b € R tritt z.B. auf bei Rundungsfehlern und

als Formalisierung der volligen “Ignoranz”. Sie ist die stetige Version des Laplace-Modells. Hier ist
W = [a,b] und

f(x)z{ﬁ cerst

0 sonst

0 r<a
Flr)=q#2 a<z<b

1 x > b.

Die Dichte ist also konstant und die kumulative Verteilungsfunktion eine lineare Funktion auf dem
Definitionsbereich [a, b], siche Abbildung 2.7.

Fiir Erwartungswert und Varianz gilt

E[X] = a—2&—b
—q)?
Var (X) = (b 12)

Beispiel. Fin Computer liefert Zufallszahlen X, die uniform-verteilt auf [0,5] sind. Was ist die
Wahrscheinlichkeit, dass wir eine Zahl beobachten, die im Intervall [2,4] liegt? Es ist

2

denn das Integral entspricht hier gerade der Rechtecksfliche. <
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Abbildung 2.7: Dichte (links) und Verteilungsfunktion (rechts) der uniformen Verteilung.

2.3.4 Normalverteilung [N (1, 0?)]

Die Normal- oder Gauss-Verteilung mit den Parametern ¢ € R und o > 0 ist die haufigste
Verteilung fiir Messwerte. Hier ist W = R sowie

flz) = wj?m exp{—; ("“’;“)2} seR

E[X]=pn
Var (X) = o°.

mit

Dies bedeutet, dass die Parameter gerade der Erwartungswert bzw. die Varianz (oder Standardabwei-
chung) sind.

<
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2
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Abbildung 2.8: Dichte und Verteilungsfunktion der Normalverteilung fir g = 0, 0 = 1 (schwarz, durchgezo-
gen), p = 0, 0 = 2 (rot, gestrichelt), u = 0, 0 = 0.75 (blau, gepunktet) und p = 3, 0 = 1 (griin, strich-
punktiert).

Die Dichte der Normalverteilung ist symmetrisch um den Erwartungswert u. Je grosser o, desto flacher
oder breiter wird die Dichte. Fiir kleine o gibt es einen “schmalen und hohen” Gipfel. Mit p verschieben
wir einfach die Dichte nach links bzw. rechts, siche auch Abbildung 2.8.

Die Fliche iiber dem Intervall [ — o, 4 o] ist ca. 2/3. Die Fliche iiber dem Intervall [y — 20, 4 20]
ist ca. 0.95, siehe auch Abbildung 2.9. Oder ausgedriickt in Wahrscheinlichkeiten: Die Wahrscheinlich-
keit, weniger als eine Standardabweichung vom Erwartungswert entfernt zu liegen, betrigt ca. 66%.
Bei zwei Standardabweichungen sind es ca. 95%. Das heisst, das nur 5% der Werte mehr als zwei
Standardabweichungen vom Erwartungswert entfernt liegen.
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Abbildung 2.9: Dichte der Normalverteilung. Ca. 66% der Fliche befindet sich im Intervall [u — o, 1 + o], ca.
95% der Fliche im Intervall [ — 20, p + 207].

Standardnormalverteilung

Die NV (0, 1)-Verteilung, auch als Standardnormalverteilung bezeichnet, ist ein wichtiger Sonderfall,
weshalb es fiir deren Dichte und Verteilungsfunktion sogar eigene Symbole gibt. Es sind dies

¢<x>:¢12?exp{_f}
B(z) = /_ 1 () du.

Die Funktion ® ist leider micht geschlossen darstellbar. Eine Tabelle findet man in Anhang A.3.

Die entsprechenden Quantile kiirzen wir hier ab mit
2o = @ 1), ac(0,1).

Die Verteilungsfunktion F' einer N'(u,o?)-verteilten Zufallsvariable kann man aus der Verteilungs-
funktion ® der Standardnormalverteilung berechnen mittels der Formel

F(z)_q><$0“>

fir x € R, mehr dazu in Kirze.

2.3.5 Exponentialverteilung [Exp (\)]

Die Exponentialverteilung mit Parameter A > 0 ist das einfachste Modell fiir Wartezeiten auf
Ausfiille und eine stetige Version der geometrischen Verteilung. Hier ist W = [0, 00),

f(x):{o <0

Ae ™ x>0

F(m):{o <0

l—e ™ >0

Das fithrt zu
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Abbildung 2.10: Dichte und Verteilungsfunktion der Exponentialverteilung fiir A = 1 (schwarz, durchgezogen),
A = 2 (blau, gepunktet) und A = 1/2 (rot, gestrichelt).

Der Parameter A > 0 wird als Ausfallrate interpretiert.

Beispiel. Die Lebensdauer T eines Bauteils (in Wochen) sei exponential-verteilt mit erwarteter
Lebensdauer 15 Wochen. Es ist also T ~ Exp (X) mit A = 1/15. Die Wahrscheinlichkeit, dass das
Bauteil in den ersten 10 Wochen ausfdllt, ist in diesem Falle gegeben durch

P(T <10) = F(10) =1 — e 10 =1 — ¢710/15 — 0. 487.

Die Wahrscheinlichkeit, dass das Bauteil mindestens 20 Wochen hdlt, ist

P(T > 20) =1— F(20) = e »20 = ¢720/15 — (.264. <

2.3.6 Transformationen

Bei stetigen Verteilungen spielen Transformationen eine wichtige Rolle. Transformationen treten be-
reits auf bei “simplen” Dingen wie der Anderung von Masseinheiten (z.B. Fahrenheit statt Celsius).
Es kann auch sein, dass Sie die Verteilung der Dauer X einer typischen Baustelle kennen, aber sich
fiir die Verteilung der mit der Dauer verbundenen Kosten Y = g(X) interessieren, wobei die Kosten
eine spezielle (monotone) Funktion der Dauer sind.

Wir betrachten also hier jeweils die neue Zufallsvariable Y = g(X), wobei wir davon ausgehen, dass
wir sowohl die Verteilung von X wie auch die Funktion g kennen. Das Ziel ist es, aus diesen Angaben
die Verteilung von Y zu ermitteln.

Um Missverstdndnisse zu vermeiden, schreiben wir hier jeweils im Index der Verteilungsfunktion, des
Erwartungswertes etc., um was flir Zufallsvariablen es sich handelt.

Linearer Fall
Falls g linear ist mit g(z) = a + bz fiir b > 0, dann gilt

Fy(y) =P <y)=P(a+bX <y)

-r(xet)
_Fx(y;a).
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Wir brauchen die Bedingung b > 0, damit das Zeichen “<” nicht umkehrt. Fiir den Fall b6 < 0 haben
wir

Durch Ableiten erhdlt man dann die Dichte und damit das folgende Resultat.

Fiir b # 0 ist die Dichte von Y = a 4+ bX gegeben durch

friy) = |%|fx (y;ba> .

Beispiel. Wenn X ~ N (u, 02), dann gilt fiir Y = a +bX, dass Y ~ N (a + b, b202), denn nach
obiger Transformationsformel haben wir

—a 2 ,
)= oo d -3 () b= e ) (L) L
V2molb) 2\ o V2rolb) 2\ oy

was die Dichte einer Normalverteilung mit Erwartungswert a + by und Varianz b2c? ist. Wir “ver-
lassen” also die Normalverteilung nicht, wenn wir lineare Transformationen anwenden (bei der Pois-
sonverteilung geht dies z.B. nicht). Durch Skalendnderungen (d.h. a = 0,b > 0) kann man auch alle
Exponentialverteilungen ineinander tberfihren. Auch uniforme Verteilungen kann man durch lineare
Transformation ineinander tberfiihren. <

Mit den Rechenregeln von frither haben wir zudem

E[Y] =a+ bE[X]
Var (Y) = b* Var (X)

oy = |b|Ux.

Diese Kennzahlen miissen wir also nicht via Umweg {iber die transformierte Dichte berechnen.

Standardisierung

Wir kénnen eine Zufallsvariable X immer so linear transformieren, dass sie Erwartungswert 0 und
Varianz 1 hat, indem wir die Transformation

_ T HEx
g(z) = ox

anwenden. Fir Z = g(X) gilt (nachrechnen!)
E[Z]=0
Var (Z) = 1.

Wir sprechen in diesem Zusammenhang von Standardisierung. Typischerweise verwenden wir den
Buchstaben Z fiir standardisierte Zufallsvariablen.
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Standardisierung ist z.B. bei der Normalverteilung niitzlich. Sei X ~ A (u, 02). Wie gross ist dann
P (X < 3)? Wir haben

<
o o

r(z<)
o)

denn Z ~ N (0,1). Falls 4 = 2 und o = 4 haben wir

P(Xg:a):IP(X_” 3_“)

P(X <3)=P(Z<0.25 =®(0.25).
In der Tabelle in A.3 lesen wir ab, dass ® (0.25) = 0.5987 (Zeile “.2” und Spalte “.05").

Wir kénnen also mit diesem Trick alle Normalverteilungen zuriickfithren auf die Standardnormalver-
teilung. Dies ist auch der Grund, wieso nur diese tabelliert ist.

Allgemeiner monotoner Fall

Ist g eine (beliebige) differenzierbare, streng monotone Funktion, so hat ¥ = g(X) die Dichte

1 -1
m‘ fx(97'(), y e Wy.

fr(y) =
Falls Wx der Wertebereich von X ist, so ist der Wertebereich von Y gegeben durch
Wy =g(Wx) ={g(z), = € Wx}.
Die Herleitung der Transformationsformel geht genau gleich wie im linearen Fall.
Beispiel. Wenn X ~ ./V'(,u,ch) normalverteilt ist, dann folgt die transformierte Zufallsvariable
Y = eX einer sogenannten Lognormalverteilung . Eine Zufallsvariable Y > 0 heisst also lognormal-

verteilt, wenn der Logarithmus davon normalverteilt ist. Die Dichte ist gemdss obiger Transformati-
onsformel gegeben durch

0 y <0
fY (y) = og(y)—p 2
\/%Uy exp —% (71 g(g) . ) y >0,
denn wir haben hier g(x) = e, ¢'(z) = €%, g (y) = log(y) und damit g’ (g’l(y)) =y. N

Wie wir schon frither gesehen haben, gilt fiir beliebiges g immer
B =Elg(0)] = [ g(@)fx(o)d
Wir brauchen fiir den Erwartungswert von Y die transformierte Dichte fy also nicht.

Achtung: Der Erwartungswert transformiert nicht einfach mit. Falls g konvex ist (d.h. g” > 0), so gilt
die Jensen’sche Ungleichung
Elg(X)] = g(E[X]).
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Beispiel. Ist Y lognormal-verteilt, so gilt
E[V] = et t7/2 > et = g(u),
wobei wir die linke Seite ohne Herleitung einfach hinschreiben. <

Die Quantile transformieren bei monoton wachsenden Funktionen mit, d.h. das (a x 100)%-Quantil
G von X wird zum (a x 100)%-Quantil g(g,) bei Y, denn

a=P(X <qga) =P (9(X) <9(ga)) =P (Y < g(ga)) -

Beispiel. Der Median der Lognormalverteilung ist e* = g(u). Im Gegensatz zum Erwartungswert
transformiert der Median also einfach mit. <

2.3.7 Simulation von Zufallsvariablen

Wenn U uniform auf [0, 1] verteilt ist und F' eine beliebige kumulative Verteilungsfunktion ist, dann
ist die Verteilungsfunktion von X = F~1(U) gleich F, denn

P(X <) =P (F (V) <) = P(U < F(2) = Fy(F(x)) = F(a),

wobei wir hier ausgenutzt haben, dass die Verteilungsfunktion (streng) monoton wachsend ist und
dass Fy(z) =  bei der uniformen Verteilung auf [0, 1], siehe Kapitel 2.3.3.

Was bringt uns dieses Resultat? Es ist sehr niitzlich, um Zufallsvariablen zu simulieren. So lange
wir eine Implementierung der Uni (0, 1)-Verteilung haben, kénnen wir mit diesem Trick “beliebige”
Verteilungen simulieren. Man geht dabei folgendermassen vor

1. Erzeuge eine Realisation u von einer uniform-verteilten Zufallsvariable U ~ Uni (0, 1). Dies wird
mittels einem “Standard-Paket” gemacht.

2. Berechne x = F~!(u). Gemiiss obiger Herleitung ist dann x eine Realisation einer Zufallsvaria-
blen X mit kumulativer Verteilungsfunktion F'.

2.4 Ausblick: Poissonprozesse

Eine Verallgemeinerung der Poissonverteilung sind sogenannte Poissonprozesse. Ein Poissonprozess
kommt zum Zug, wenn man z.B. die Anzahl Ereignisse in einem Zeitintervall zahlt, wie z.B. die Anzahl
Skiunfélle in einer Woche. Wenn wir das Zeitintervall verdoppeln, dann erwarten wir auch doppelt so
grosse Anzahlen. Man muss also eine Rate oder Intensitét A spezifizieren (pro Zeiteinheit). Die Anzahl
in einem Intervall der Lange ¢t modelliert man dann mit einer Poissonverteilung mit Parameter At.
Dabei nimmt man zusétzlich an, dass Anzahlen aus disjunkten (nicht iiberlappenden) Zeitintervallen
unabhingig sind.

Es sei also N(t) die Anzahl Ereignisse im Zeitintervall [0, ¢], ¢ € R. Fiir einen sogenannten homogenen
Poissonprozess gilt
N(t) ~ Pois (At) .

Sei jetzt T1 der Zeitpunkt des ersten Ereignisses. Es gilt
{T1 > t} = {Kein Ereignis in [0,¢]} = {N(¢) = 0}.

Also haben wir
P(T) >t)=P(N(t)=0)=e ™,
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bzw.
P(T) <t)=1—e.

Die Zeit bis zum ersten Ereignis ist also exponential-verteilt mit Parameter A, d.h. T3 ~ Exp (A).
Wegen der Annahme der Unabhéngigkeit gilt allgemein, dass bei homogenen Poissonprozessen die
Zeiten zwischen zwei aufeinanderfolgenden Ereignissen exponential-verteilt sind.

2.5 Vergleich der Konzepte: Diskrete vs. stetige Verteilungen

Die wichtigsten Konzepte der stetigen und diskreten Verteilungen sind in Tabelle 2.1 einander ge-
geniiber gestellt.

2.6 Review / Lernziele

&

O Sie kennen den Begriff der Zufallsvariable und der dazugehérigen Verteilung.

O Sie kennen den Unterschied zwischen diskreten und stetigen Verteilungen und kénnen die
entsprechenden Konzepte einander gegeniiber stellen.

O Sie kénnen die kumulative Verteilungsfunktion einer Zufallsvariable berechnen und kennen
deren Eigenschaften.

O Sie kennen die wichtigsten Kennzahlen (Erwartungswert, Varianz, ... ) einer Verteilung und
ihre Bedeutung. Zudem wissen sie, wie sich lineare Transformationen auf die Kennzahlen
auswirken.

O Sie kennen die wichtigsten diskreten und stetigen Verteilungen, die Bedeutung deren Para-
meter, und Sie wissen, fiir welche Situationen welche Verteilungen in der Regel verwendet
werden.

O Sie wissen, wie sich bei stetigen Zufallsvariablen Transformationen auf die Dichte auswirken.
Sie wissen zudem, wie man eine Zufallsvariable standardisieren kann und wieso dies bei der
Normalverteilung niitzlich ist.

O Sie kennen den Begriff des Poissonprozesses und seine Eigenschaften.
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diskret stetig
Wahrscheinlichkeitsfunktion Dichte

| L.

x
P(X =ux) =play) € [0,1], zp € W P(X=x2)=0,zeW
Kumulative Verteilungsfunktion Kumulative Verteilungsfunktion
F(z) F(x)
14 — . 14
-—
x x

F(x)= ) plax)

k:zp<x

Erwartungswert

E[X] = Z ()

k>1

etc.

Tabelle 2.1: Vergleich der Konzepte der diskreten und der stetigen Verteilungen.






3 Deskriptive Statistik

3.1 Einfiihrung

In der schliessenden Statistik wird es spater darum gehen, aus beobachteten Daten Schliisse tiber den
dahinterliegenden datengenerierenden Mechanismus zu ziehen. Man nimmt dabei jeweils an, dass die
Daten Realisierungen von Zufallsvariablen sind, deren Verteilung man aufgrund der Daten bestim-
men mochte. Hier bei der deskriptiven (oder beschreibenden) Statistik geht es in einem ersten Schritt
hingegen zunéchst einmal darum, die vorhandenen Daten iibersichtlich darzustellen und zusammen-
zufassen.

Mit Grafiken kénnen wir sehr schnell erkennen, ob unsere Daten unerwartete Strukturen und Beson-
derheiten aufweisen. Wenn immer man also Daten sammelt, ist es sozusagen eine Pflicht, die Daten
als erstes mit geeigneten Grafiken darzustellen. Man muss sich aber auch bewusst sein, dass wenn
immer man Daten zusammenfasst — sei dies durch Kennzahlen oder Grafiken — zwangslaufig auch
Information verloren geht!

Unsere Daten interpretieren wir als Stichprobe einer (grossen) Grundgesamtheit. Wir kénnen
z.B. eine Stichprobe von 50 Studenten von allen an der ETH eingeschriebenen Studenten ziehen
und von diesen gewisse Eigenschaften analyiseren. Damit eine Stichprobe die Grundgesamtheit gut
reprisentiert, muss sie idealerweise zufillig aus der Grundgesamtheit entnommen werden (d.h. jedes
Element der Grundgesamtheit hat die gleiche Wahrscheinlichkeit, ausgewéhlt zu werden). Man spricht
dann von einer sogenannten (einfachen) Zufallsstichprobe.

Es ist schwierig und aufwéndig, eine gute Stichprobe zu ziehen. In der Praxis wird leider oft der Weg
des kleinsten Aufwands gewéhlt. Man sollte daher bei Stichproben generell skeptisch sein und den
Mechanismus, mit dem die Daten gewonnen wurden, kritisch hinterfragen. In dem Sinne gilt: Eine gut
gewahlte kleine Stichprobe ist viel aussagekriftiger als eine schlecht gewéhlte grosse Stichprobe!

3.2 Kennzahlen

Wir betrachten also einen Datensatz mit n Beobachtungen: zi,zs,...,z,. Wenn wir z.B. n = 15
Priifkérper beziiglich ihrer Druckfestigkeit ausmessen, dann ist z; die Druckfestigkeit des i-ten Priifkor-
pers, 1 =1,...,15.

Fiir die numerische Zusammenfassung von Daten gibt es diverse Kennzahlen. Das arithmetische
Mittel (Durchschnitt, Mittelwert, Stichprobenmittel)

_ 1
x—g(xl—i-...—i—xn)

ist eine Kennzahl fiir die Lage der Daten und entspricht gerade dem Schwerpunkt der Datenpunkte,
wenn wir jeder Beobachtung das gleiche Gewicht geben. Das arithmetische Mittel ist also gerade das
empirische Pendant des Erwartungswertes (empirisch bedeutet: experimentell beobachtet bzw. aus
Daten ermittelt).

37
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Die empirische Standardabweichung s ist die Wurzel aus der empirischen Varianz

1 n
2 _ 2
s° = — ;:1(:101 T)

und eine Kennzahl fiir die Streuung der Daten. Der auf den ersten Blick gewohnungsbediirftige Nenner
n—1 ist mathematisch begriindet und sorgt dafiir, dass man keinen systematischen Fehler macht (siehe
spater). Auf der Modellseite entspricht der empirischen Varianz natiirlich die Varianz.

Je grosser also die empirische Standardabweichung (Varianz), desto “breiter” streuen unsere Beobach-
tungen um das arithmetische Mittel.

Um weitere Kennzahlen zu definieren, fithren wir zuerst die geordneten Werte

T(1) S T2) S0 S T
ein. Dies ist nichts anderes als unsere in aufsteigender Reihenfolge geordnete Stichprobe. Also: Wenn
immer wir den Index einer Beobachtung in Klammern setzen, gehen wir davon aus, dass die Beobach-
tungen der Grosse nach aufsteigend geordnet sind.

Das empirische (o x 100)%-Quantil ¢, (0 < a < 1) ist die Beobachtung x(;), die die geordneten
Daten (in etwa) im Verhéltnis « : (1 — ) aufteilt. D.h. ca. (a x 100)% der Beobachtungen sind kleiner
als z(x) und (1 —a) x 100% sind grosser. Genauer: Das empirische (a x 100)%-Quantil g, ist definiert
als
o = % (x(a.") + x(a,n_H)) falls « - n eine ganze Zahl ist
Z(Tan]) sonst

Die Notation [« - n] bedeutet, dass man auf die néchste grossere ganze Zahl aufrundet: k = [« - n]
ist die kleinste ganze Zahl, die grosser als a - n ist. Wenn « - n eine ganze Zahl ist, mittelt man also
iiber zwei Beobachtungen aus, sonst nimmt man die nédchste grossere ganze Zahl und betrachtet diese
Beobachtung. Es gibt noch (viele) alternative Definitionen des empirischen Quantils; fiir grosse n wird
der Unterschied zwischen den Definitionen vernachlissigbar.

Ein spezielles Quantil ist der empirische Median (oder Zentralwert). Er ist definiert als das 50%-
Quantil und steht “in der Mitte” der geordneten Stichprobe. Also haben wir entsprechend obiger
Definition

% (l’(g) + x(ﬂ+1)) falls n gerade
qo.5 = 2 2
T(ng1) falls n ungerade

Der empirische Median ist wie das arithmetische Mittel eine Kennzahl fir die Lage der Datenpunkte.
Im Gegensatz zum arithmetischen Mittel ist der Median “robust”: Wenn wir z.B. den grossten Wert
in unserem Datensatz nochmals stark erhéhen (wenn wir z.B. bei der Datenaufnahme einen Fehler
machen und eine Null zu viel schreiben), so dndert sich der Median nicht. Anschaulich interpretiert:
Der Median schaut nur, ob links und rechts gleich viele Beobachtungen liegen, die aktuelle Lage
der Beobachtungen spielt keine Rolle. Das arithmetische Mittel hingegen kann sich bei einer solchen
Datendnderung drastisch verandern und ist demnach nicht robust.

Neben dem Median werden oft auch noch die Quartile verwendet: Das untere Quartil ist das
empirische 25%-Quantil, das obere Quartil entsprechend das empirische 75%-Quantil.

Die Quartilsdifferenz (engl. interquartile range, IQR) ist die Differenz zwischen dem oberen und
dem unteren Quartil. Sie ist eine (robuste) Kennzahl fiir die Streuung der Daten.

Beispiel. 0ld Fuaithful Geysir
Wir betrachten einen Auszug aus Daten des Geysirs “Old Faithful” im Yellowstone Nationalpark
(USA). Notiert wurde die Dauer (in Minuten) von 10 Eruptionen.
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Ty T2 3 T4 Ts5 Tg 7 xg Zg Z10
3.600 | 1.800 | 3.333 | 2.283 | 4.583 | 2.883 | 4.700 | 3.600 | 1.950 | 4.350

Die geordneten Beobachtungen sind also demnach

) 22 Z(3) Z() Z(5) Z(6) Z(1) Z(8) Z(9) | *(10)
1.800 | 1.950 | 2.283 | 2.883 | 3.333 | 3.600 | 3.600 | 4.350 | 4.533 | 4.700

Wir haben
Tz = 3.3032
% =1.11605
s = 1.056433.

Der empirische Median ist gegeben durch
1
do.5 = 5(3.333 + 3.600) = 3.4665.

Das empirische 15%-Quantil ist gegeben durch die zweitkleinste Beobachtung, denn 10-0.15 = 1.5 und
demnach [10-0.15] = 2, also
do.15 = T(2) = 1.950. <

3.3 Grafische Darstellungen

Typische grafische Darstellungen eines eindimensionalen Datensatzes sind das Histogramm, der Box-
plot und die empirische kumulative Verteilungsfunktion. Wenn man Daten paarweise beobachtet kom-
men noch andere Grafiken dazu.

3.3.1 Histogramm

Beim Histogramm teilen wir den Wertebereich der Beobachtungen auf, d.h. wir bilden Klassen (In-
tervalle) (cg—1, cx|. Ferner ermitteln wir die Anzahl Beobachtungen in den entsprechenden Intervallen.
Diese Anzahlen bezeichnen wir mit hy.

Grafisch trdgt man tiber den Intervallen Balken auf, deren Héhe proportional ist zu

by

Ck — Ck—1

Dies fiihrt dazu, dass die Fldche der Balken dann proportional zu der Anzahl Beobachtungen im
entsprechenden Intervall ist. Wenn man iiberall die gleiche Klassenbreite ¢ — cx_1 wahlt, so kann
man auch direkt die Anzahlen auftragen. Eine schematische Darstellung findet man in Abbildung
3.1. Im rechten Histogramm sind zwei Klassen zusammengefasst worden. Das Histogramm ist die
empirische Version der Dichte und liefert einen guten Uberblick iiber die empirische Verteilung: Man
sieht z.B. sehr einfach, wie (un)symmetrisch eine Verteilung ist, ob sie mehrere Gipfel hat etc.

Die Wahl der Anzahl Klassen ist subjektiv. Je nach Wahl der Intervalle kann es sein, dass Strukturen
verschwinden. Wenn wir z.B. die Klassenbreite sehr gross wéhlen, kann es sein, dass mehrere Gipfel
“verschmolzen” werden zu einem einzelnen Gipfel. Wenn man die Klassenbreite grosser macht, findet
“Erosion” statt: Gipfel werden abgetragen und Téler werden aufgefiillt.

Eine mogliche Faustregel fiir die Anzahl Klassen ist die sogenannte “Sturges Rule”: Diese teilt die
Spannbreite der Daten auf in [1 + logy(n)] gleich breite Intervalle. Zur Erinnerung: das Symbol [-]
bedeutet, dass man auf die néchst grossere ganze Zahl aufrundet.
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Abbildung 3.1: Schematische Darstellung von zwei Histogrammen vom gleichen Datensatz. Zur Illustration
sind die einzelnen Beobachtungen mit kleinen Strichen eingezeichnet. Das rechte Histogramm ist so normiert,
dass die Totalflache 1 ergibt.

3.3.2 Boxplot

Wenn man sehr viele Verteilungen miteinander vergleichen will (z.B. wenn man eine Grosse bei ver-
schiedenen Versuchsbedingungen oder an verschiedenen Orten misst), wird es oft schwierig Histogram-
me zu verwenden. Eine geeignetere Wahl sind sogenannte Boxplots.

Der Boxplot (siche Abbildung 3.2) besteht aus einem Rechteck, das vom unteren und vom oberen
Quartil begrenzt ist. Innerhalb des Rechtecks markieren wir den Median mit einem Strich. Hinzu
kommen Linien, die von diesem Rechteck bis zum kleinsten- bzw. grossten “normalen” Wert gehen.
Per Definition ist ein normaler Wert hochstens 1.5 mal die Quartilsdifferenz von einem der beiden
Quartile entfernt. Beobachtungen, die weiter entfernt sind (sogenannte Ausreisser) werden zusétzlich
durch Punkte eingezeichnet.

3.3.3 Empirische kumulative Verteilungsfunktion

Die empirische kumulative Verteilungsfunktion F,, ist die empirische Version der kumulativen
Verteilungsfunktion. Sie ist definiert als

1
F,(z) = EAnzahl{i | z; <z} e[0,1].

Der Wert F),(2) gibt einem also an, wie gross im Datensatz der Anteil der Beobachtungen ist, die kleiner
gleich 2 sind. Insbesondere ist also F,, eine Treppenfunktion, die an den Datenpunkten einen Sprung
der Hohe 1/n hat (bzw. ein Vielfaches davon, wenn ein Wert mehrmals vorkommt). Links von der
kleinsten Beobachtung ist die Funktion 0 und rechts von der grossten Beobachtung ist die Funktion
1. In Regionen wo viele Punkte liegen (das Histogramm hat dort einen Peak), ist die empirische
kumulative Verteilungsfunktion also steil.

In Abbildung 3.3 sind Histogramme, Boxplots und empirische kumulative Verteilungsfunktionen von
vier (fiktiven) Datensdtzen der Grosse n = 100 dargestellt. Man sieht z.B., dass beim dritten Datensatz
im Boxplot nicht ersichtlich ist, dass die Verteilung zwei Gipfel hat. Man spricht in diesem Fall von
einer sogenannten bimodalen Verteilung.
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Abbildung 3.2: Schematische Darstellung eines Boxplots.

3.4 Mehrere Messgrossen

Oft liegen die Daten paarweise vor. Wir haben in diesem Fall n Datenpaare (z1,y1),..., (Zn,Yn)-
So kann z.B. z; das Verkehrsaufkommen beim Gubrist-Tunnel und y; das Verkehrsautkommen beim
Baregg-Tunnel sein am gleichen Tag i. In der Regel interessiert man sich fiir die Zusammenhénge
(Abhéngigkeiten) zwischen den beiden Grossen x; und y;.

Die einfachste Form der Abhéngigkeit ist die lineare Abhéngigkeit. Diese wird numerisch durch die
empirische Korrelation r erfasst:

r= " e 1,1],
SzSy

wobei
1 < B _
Say = > (@i —®)(yi —7)
i=1

n—1

die empirische Kovarianz zwischen x; und y; ist. Mit s, und s, bezeichnen wir die empirische
Standardabweichungen der z; bzw. y;.

Die empirische Korrelation r ist eine dimensionslose Grosse. Es gilt

r =41 genau dann, wenn y; = a + bx; fiir ein @ € R und ein b > 0.
r = —1 genau dann, wenn y; = a + bx; fiir ein @ € R und ein b < 0.

D.h. das Vorzeichen von r gibt die Richtung und der Betrag von r die Stdrke der linearen Abhéangigkeit
an. Einige Beispiele findet man in Abbildung 3.4.

Man sollte nie die Korrelation r einfach “blind” aus den Daten berechnen, ohne auch das Streudia-
gramm betrachtet zu haben! Ganz verschiedene Strukturen kénnen zum gleichen Wert von r fiihren,
siehe Abbildung 3.4 bzw. 3.5.
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Abbildung 3.3: Histogramm (links), Boxplot (mitte) und empirische kumulative Verteilungsfunktion (rechts)
von 4 Datenséatzen der Grosse n = 100.
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Abbildung 3.4: Empirische Korrelation bei verschiedenen Datensitzen (Quelle: Wikipedia).
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3.5 Modell vs. Daten

Wir haben jetzt also “beide Welten” kennen gelernt. Auf der einen Seite die Modelle (Verteilungen),
auf der anderen Seite die konkret vorliegenden Daten, die wir als Realisierungen von Zufallsvariablen
der entsprechenden Verteilung auffassen.

Die Kennzahlen und Funktionen bei den Modellen sind theoretische Grossen. Wenn wir (unendlich)
viele Beobachtungen von einer Verteilung haben, dann entsprechen die empirischen Grossen gerade
den korrespondierenden theoretischen Grossen. Oder anders herum: Fiir einen konkreten Datensatz
kann man die empirischen Grossen auch als Schatzungen fiir die theoretischen Grossen betrachten.
Dies werden wir in der schliessenden Statistik dann genauer betrachten. In Tabelle 3.1 sind die ent-
sprechenden “Gegenstiicke” nochmals aufgelistet, vorerst aber nur fiir den eindimensionalen Fall. Die
Theorie fiir den zweidimensionalen (oder mehrdimensionalen) Fall betrachten wir im néchsten Kapitel.
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Tabelle 3.1: Modell vs. Daten.
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3.6 Review / Lernziele

&

O Sie kennen die wichtigsten empirischen Kennzahlen, deren Bedeutung (inkl. Gefahren) und
deren Zusammenhang mit den entsprechenden Modellgrossen.

[0 Sie kennen die wichtigsten graphischen Darstellungsméoglichkeiten, deren Interpretation und
sofern geeignet den Zusammenhang mit den entsprechenden Modellgrossen.




4 Mehrdimensionale Verteilungen

Wie wir in der deskriptiven Statistik schon kurz gesehen haben, misst man oft mehrere Grossen
gleichzeitig, z.B. den Wasserstand an zwei verschiedenen Positionen A und B eines Flusses oder das
Verkehrsaufkommen an verschiedenen Stellen einer Strasse. Oft kann man nicht von Unabhéngig-
keit zwischen den Messgrossen ausgehen. Wenn an Position A der Wasserstand hoch ist, dann wird
dies wohl mit grosser Wahrscheinlichkeit auch an Position B der Fall sein (und umgekehrt). Fiir die
Modellierung solcher Fille greift man auf sogenannte gemeinsame Verteilungen zuriick.

4.1 Gemeinsame, Rand- und bedingte Verteilungen

4.1.1 Diskreter Fall

Die gemeinsame Verteilung zweier diskreter Zufallsvariablen X mit Werten in Wx und Y mit
Werten in Wy ist gegeben durch die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsfunktion von X und Y,
d.h. die Werte

P(X:I7Y2y)7x€WXay€WY

In diesem “gemeinsamen” Zusammenhang nennt man dann die “einzelnen” Verteilungen P (X = x)
von X und P(Y = y) von Y die Randverteilungen der gemeinsamen Zufallsvariable (X,Y").

Die Randverteilungen lassen sich aus der gemeinsamen Verteilung berechnen durch
P(X=x)= Y PX=uzY=y),zcWx,
yeWy
und analog fiir Y. Dies ist nichts anderes als der Satz der totalen Wahrscheinlichkeit.

Aus den Randverteilungen auf die gemeinsame Verteilung zu schliessen, geht aber nur im Falle der
Unabhéngigkeit von X und Y, denn dann gilt

PX=xzY=y)=PX=2)PY =y),zeWx,yec Wy.
In diesem Fall ist die gemeinsame Verteilung durch die Randverteilungen vollstdndig bestimmt und
man erhélt sie einfach durch Multiplikation.
Weiter definiert man die bedingte Verteilung von X gegeben Y = y durch die Werte

P(X =2,Y =y)

PX=2|Y=y) = PY =3)

Die Randverteilung lésst sich dann schreiben als
P(X=z)= Y PX=z|Y=y)PY=y),zcWx
yeWy

Diese Form kommt immer dann zum Einsatz, wenn man die Verteilung von X berechnen will, aber
nur dessen bedingte Verteilung gegeben Y und die Verteilung von Y kennt.

Der bedingte Erwartungswert von Y gegeben X = x ist gegeben durch

EY | X=a]= Y yP(Y=y|X=ux).
yeEWy

47
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Ausser den neuen Begriffen haben wir soweit eigentlich alles schon einmal in leicht anderer Form
gesehen, siehe bedingte Wahrscheinlichkeiten in Kapitel 1.

Beispiel. Zwei Wetterstationen X und Y messen die Bewolkung auf einer Skala von 1 bis 4. Die
Wahrscheinlichkeiten fir alle Kombinationen befinden sich in Tabelle 4.1. Es ist z.B.

X\Y | 1 2 3 4 |
1 | 0.080 0.015 0.003 0.002 | 0.1
2 10050 0350 0.050 0.050 | 0.5
310030 0060 0.180 0.030 | 0.3
4 10001 0.002 0.007 0.090 | 0.1
> [ 0.161 0427 0240 0.172 | 1

Tabelle 4.1: Gemeinsame diskrete Verteilung von (X,Y’) im Beispiel mit den Wetterstationen.

P(X =2,Y =3) =0.05.

Die Randverteilung von X befindet sich in der letzten Spalte. Es sind dies einfach die zeilenweise
summierten Wahrscheinlichkeiten. Entsprechend findet man die Randverteilung von Y in der letzten
Zeile. Die bedingte Verteilung von'Y gegeben X =1 ist gegeben durch die Wahrscheinlichkeiten

y |1 2 3
PY=y[X=1) |08 015 003 002

Dies ist die erste Zeile aus Tabelle 4.1 dividiert durch P (X = 1) = 0.1. Wir konnen auch die Wahr-
scheinlichkeit berechnen, dass beide Stationen den gleichen Wert messen. Es ist dies die Summe der
Wahrscheinlichkeiten auf der Diagonalen, d.h.

4
P(X=Y)=) P(X=jY =j)=008+0.35+0.18 +0.09 = 0.7.
j=1

Wenn die beiden Zufallsvariablen unabhdingig wdren, dann wdren die Fintrdge in der Tabelle jeweils
das Produkt der entsprechenden Wahrscheinlichkeiten der Randverteilungen. Wir sehen schnell, dass
das hier nicht der Fall ist. Also liegt keine Unabhdngigkeit vor. <

4.1.2 Stetiger Fall

Bei zwei oder mehreren stetigen Zufallsvariablen muss man das Konzept der Dichte auf mehrere
Dimensionen erweitern.

Gemeinsame Dichte

Die gemeinsame Dichte fx y(-,-) von zwei stetigen Zufallsvariablen X und Y ist in “Ingenieurno-
tation” gegeben durch

Ple<X<aztdr, y<VY <y+dy) = fxy(zy)dedy.
Die Interpretation der Dichte ist also genau gleich wie frither. Die Darstellung als Ableitung einer

geeigneten kumulativen Verteilungsfunktion ist nicht sehr instruktiv.

Die Wahrscheinlichkeit, dass der Zufallsvektor (X,Y) in A C R? liegt, kann man dann wie im eindi-
mensionalen Fall durch Integration der Dichte iiber den entsprechenden Bereich berechnen

P(X,Y) €)= [[ fry(opdody.
A
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Ferner sind X und Y genau dann unabhingig , wenn

fxy(@y) = fx@)fy(y), z,y €R. (4.1)

In diesem Fall gentigt das Konzept von eindimensionalen Dichten: die gemeinsame Dichte kann dann
sehr einfach mittels Multiplikation berechnet werden.

Beispiel. Wir betrachten zwei Maschinen mit exponential-verteilten Lebensdauern X ~ Exp (A1)
und Y ~ Exp (A2), wobei X und Y unabhdingig seien. Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass Maschine
1 linger lauft als Maschine 2?9 Die gemeinsame Dichte ist hier wegen der Unabhdngigkeit gegeben
durch

fX,Y (.’17, y) _ )\167)\1m>\267)\2y

fiir x,y > 0 (sonst ist die Dichte 0). Wir missen das Gebiet
A={(z,y): 0<y <z}

betrachten. Es sind dies alle Punkte unterhalb der Winkelhalbierenden, siehe Abbildung 4.1. Also haben

wir
PY<X)= / (/ e M\ e A2y dy) dz
0 0
— / Ae M® (1- e*)‘”) dx
0

:/ /\16_>\1md1‘—/ e~ (Pitr2)z qg
0 0

Mk
- /\1—|—)\2_)\1+>\2.

Das erste Integral in der zweitletzten Gleichung ist 1, weil wir iber die Dichte der Exp (A1)- Verteilung
integrieren. <

x

Abbildung 4.1: Integrationsbereich im Beispiel mit zwei Lebensdauern.

Randdichte und bedingte Dichte

Wie im diskreten Fall bezeichnen wir mit der Randverteilung die Verteilung der einzelnen Kompo-
nenten. Wir tun also so, als ob wir nur eine Komponente X bzw. Y “sehen wiirden”.
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Aus der gemeinsamen Dichte erhdlt man die Randdichte von X bzw. Y durch “herausintegrieren”
der anderen Komponente

fx(z)= /_00 Ifxy(z,y)dy fy(y) = /_OO fxy(z,y)dr.

Dies ist genau gleich wie im diskreten Fall, dort haben wir einfach mit Hilfe des Satzes der totalen
Wabhrscheinlichkeiten summiert statt integriert. Eine Illustration findet man in Abbildung 4.2.

Fiir die bedingte Verteilung von Y gegeben X = z wird die bedingte Dichte beniitzt, definiert
durch

Frix=e() = fy(y| X =) = JW

Dies ist ein Quer- bzw. Langsschnitt der gemeinsamen Dichte. Wir halten z fest und variieren nur
noch y. Der Nenner sorgt dafiir, dass sich die Dichte zu 1 integriert. Im diskreten Fall haben wir
einfach die entsprechende Zeile oder Spalte in der Tabelle festgehalten und umskaliert, so dass die
Summe 1 ergab.

Der bedingte Erwartungswert von Y gegeben X = z ist im stetigen Fall

o0

EY | X =a] = / U Fy xme () d.

Die Berechnung ist also wie beim “gewohnlichen” Erwartungswert, man verwendet einfach die ent-
sprechende bedingte Dichte.

Insbesondere folgt aus der Definition der bedingten Dichte, dass X und Y genau dann unabhingig
sind, wenn gilt

fyix==(y) = fr(y) bzw. fxjy=y(z) = fx(2)

fiir alle z,y. Das bedeutet also, dass im Falle von Unabhéngigkeit das Wissen von X keinen Einfluss
auf die Verteilung von Y hat (bzw. umgekehrt).

Ferner konnen wir die gemeinsame Dichte immer schreiben als

Ixy(@,y) = fyix=4)fx () = fxjy=y(2) fr (y).

Dies ist insbesondere dann niitzlich, wenn man ein Modell “stufenweise” definiert.

Aus den obigen Definitionen folgt, dass alle wahrscheinlichkeitstheoretischen Aspekte von zwei stetigen
Zufallsvariablen X und Y durch deren gemeinsame Dichte fx y(-,-) vollstdndig bestimmt sind.

4.2 Erwartungswert bei mehreren Zufallsvariablen

Den Erwartungswert einer transformierten Zufallsvariable Z = g(X,Y) mit g : R? — R kénnen wir
berechnen als

Blo(xv) = [ h / " gy oy (o y) dady.

Im diskreten Fall lautet die entsprechende Formel

EgX, V)= Y > gayP(X=zY=y).

reWx yeWy
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3 fX,Y(x7y)

0.4

0.2

Abbildung 4.2: Tllustration einer zweidimensionalen Dichte, deren Randverteilungen und der bedingten Ver-
teilung gegeben X = 1. (tikZ Code von http://tex.stackexchange.com/questions/31708/draw-a-bivariate-normal-
distribution-in-tikz).
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Insbesondere gilt fiir eine Linearkombination
Ela+bX+cY]|=a+b-E[X]|+c-E[Y], a,b,c eR.

Dies gilt immer, egal ob die Zufallsvariablen unabhéngig sind oder nicht. Wenn man mehr als zwei
Zufallsvariablen betrachtet, geht alles analog, d.h.

n n
E |ao + ZaiXi] =ao+ ) aE[X],
=1 =1

wobei ag, ay,...,a, € R.

4.3 Kovarianz und Korrelation

Da die gemeinsame Verteilung von abhéngigen Zufallsvariablen im Allgemeinen kompliziert ist, be-
gniigt man sich oft mit einer vereinfachenden Kennzahl zur Beschreibung der Abhéngigkeit.

Man verwendet hierzu die Kovarianz bzw. die Korrelation zwischen X und Y. Diese sind folgen-
dermassen definiert:

Cov (X,Y) = E[(X — ux)(Y — )], Corr (X, Y) = pxy = %

Die Korrelation ist nichts anderes als eine standardisierte Version der Kovarianz. Im Gegensatz zur
Kovarianz ist die Korrelation also eine dimensionslose Grosse.

Es gilt immer
—1 < Corr (X,Y) < 1.

Die Korrelation ist ein Mass fiir die Stdrke und Richtung der linearen Abhdngigkeit zwischen X und

Y. Es gilt

Corr (X,Y) = +1 genau dann, wenn Y = a + bX fiir ein @ € R und ein b > 0.
Corr (X,Y) = —1 genau dann, wenn Y = a + bX fiir ein @ € R und ein b < 0.

Falls also | Corr (X,Y) | = 1, so hat man einen perfekten linearen Zusammenhang zwischen X und Y.
Falls Corr (X,Y) = 0 gilt, sagt man, dass X und Y unkorreliert sind. Es gibt dann keinen linearen
Zusammenhang (es kann aber durchaus ein nichtlinearer Zusammenhang vorhanden sein).

Ferner gilt

‘ X und Y unabhingig = Corr(X,Y)=0 (und damit auch Cov (X,Y) =0) ‘ (4.2)

Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht, d.h. aus Unkorreliertheit folgt nicht Unabhéngigkeit, siehe
Abbildung 4.3. Ein Spezialfall, wo auch die Umkehrung gilt, wird in Kapitel 4.4 diskutiert.

In Abbildung 4.4 sind die Konturlinien (Hohenlinien) von zweidimensionalen Dichten fiir verschiedene
Werte von p dargestellt. Wir sehen, dass wenn p betragsméssig gross wird, die Dichte immer kon-
zentrierter “um eine Gerade herum” liegt. Das heisst, dass wir mit hoher Wahrscheinlichkeit Punkte
sehen, die nahe bei dieser Geraden liegen.

Die Kovarianz kénnen wir insbesondere zur Berechnung der Varianz von Summen von Zufallsvariablen
verwenden (siehe unten).
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unkorreliert

unabhéngig

Abbildung 4.3: Zusammenhang zwischen Unkorreliertheit und Unabhéngigkeit illustriert mit einem Venn-
Diagramm.

pxy =-0.5 pxy =0 pxy =0.5

3
-3
-3

Abbildung 4.4: Konturlinien von zweidimensionalen Dichten fiir verschiedene Werte von pxy. In der Tat
handelt es sich hier um zweidimensionale Normalverteilungen, siehe Kapitel 4.4.
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Unmittelbar aus der Definition der Kovarianz folgt sofort
Var (X) = Cov (X, X),

sowie die wichtige Formel
Cov(X,Y)=E[XY]-E[X]|E[Y] (4.3)

zur praktischen Berechnung der Kovarianz. Insbesondere gilt im Falle von Unabhéngigkeit (bzw. all-
gemeiner Unkorreliertheit), dass

E[XY]|=E[X]E[Y], (X,Y unabhingig).

Dies folgt sofort aus (4.3).

Ferner ist die Kovarianz bilinear, d.h. es gilt

n m

Cov iaiXi,iij} = > a:b;j Cov(X,,Y;), ai,b; €R.
i=1 j=1

i=1 j=1
und symmetrisch, d.h. Cov (X,Y) = Cov (Y, X).
Weitere Rechenregeln sind

Cov (a+bX,c+dY) =bdCov (X,Y)

Corr (a + bX,c+ dY') = sign(b) sign(d) Corr (X,Y),

wobei sign(-) die Vorzeichenfunktion ist.

Fur die Varianz der Summe erhalten wir also
Var (Z XZ-> =Y Var(X;)+2)» _ Cov(X;,X;),
=il i=1 i<j
bzw. im Falle von nur zwei Zufallsvariablen
Var (X +Y) = Var (X) + Var (Y) +2Cov (X,Y).

Falls die X; unabhéngig (oder noch allgemeiner unkorreliert) sind, ist die Varianz der Summe gleich
der Summe der Varianzen

Var (X7 +---+ X,,) = Var (X3) +---+ Var (X,,) (Xy,...,X, unabhingig).

4.4 Zweidimensionale Normalverteilung

Die wichtigste zweidimensionale Verteilung ist die zweidimensionale Normalverteilung. Diese ist
vollstéandig spezifiziert durch

e die Erwartungswerte und Varianzen der Randverteilungen: pux, 0% und py, 0%,
e sowie der Kovarianz zwischen X und Y: Cov (X,Y).

Die gemeinsame Dichte ist gegeben durch die Funktion

1

P —1 — U — B v
fx,y(x,y)—%me p{ 2(1‘ B,y — Hy) % 1<y—/w )}7
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wobei in ¥ die Information iiber die Varianzen und Kovarianzen in einer Matrix “verpackt” ist. Man
spricht von der sogenannten Kovarianzmatrix. Sie ist gegeben durch

_( Cov(X,X) Cov(X,Y) \ _ o Cov (X,Y)
E_(Ccc))v(Y,X) czv(xy))—(cov(§(,y) Oog/ >

In Abbildung 4.4 sind die Konturlinien fiir den Fall pux = py = 0, 0x = oy = 1 und verschiedene
Werte von Cov (X,Y") dargestellt. Mit ux # 0 und py # 0 wiirde man die Verteilung “herumschieben”.

Man kann zeigen, dass die Randverteilungen wieder normalverteilt sind: X ~ N (/L X, O'g() und Y ~

N (My,d%/).

Wenn Cov (X, Y) = 0 gilt, so ist ¥ eine Diagonalmatrix. Man kann nachrechnen, dass dann die Bedin-
gung (4.1) gilt. Das heisst: im Falle der zweidimensionalen Normalverteilung gilt auch die Umkehrung
von (4.2). Aus Unkorreliertheit folgt hier Unabhéngigkeit. Im Allgemeinen gilt dies aber nicht, siehe
Abbildung 4.3!

4.5 Dichte einer Summe von zwei Zufallsvariablen

Seien X, Y Zufallsvariablen mit gemeinsamer Dichte fx y. Dann hat die neue Zufallsvariable S =
X +Y die Dichte (ohne Herleitung)

fs(s) = /_oo fxy(z,s—x)de.

Falls X und Y unabhingig sind, zerfillt die gemeinsame Dichte in das Produkt der Randdichten und
wir haben

fs(s) = /jc fx(@)fy(s—z)dx.

Man spricht auch von der Faltung der beiden Funktionen fx und fy.

Wenn wir nur am Erwartungswert (oder an der Varianz) von S interessiert sind, brauchen wir natiirlich
den Umweg iiber die Dichte nicht zu machen und kénnen direkt wie in Kapitel 4.2 bzw. 4.3 vorgehen.

Beispiel. Schauen wir einmal einen auf den ersten Blick “einfachen” Fall an. Wir betrachten zwei
unabhdngige Arbeitsprozesse. Der erste dauert zwischen 8 und 5 Minuten, der zweite zwischen 6 und
10 Minuten. Wir wollen jeweils uniforme Verteilungen annehmen. Die Frage ist, wie die totale Zeit
verteilt ist.

Es ist also X ~ Uni(3,5) und Y ~ Uni(6,10), wobei X und Y unabhingig sind. Die Dichten der
beiden uniformen Verteilungen kénnen wir auch schreiben als

Fx(@) = 3l (@),

Fr ) = 1l )

wobei 1, p)(x) die sogenannte Indikatorfunktion ist, fir die gilt

1 a<x<b
La (z) = 0 sonst

Wir haben daher gemdss obiger Formel

1 oo
fs(s) = g/ 13,5 () - Ljg,10) (s — 7) dz.
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Das Integral ist nichts anderes als die Fliche des Bereichs, wo sich die beiden Indikatorfunktionen
iiberlappen. Die zweite Indikatorfunktion kénnen wir auch schreiben als 1js_19 —¢)(2), da 6 < s—x <
10 dquivalent ist zu s — 10 < x < s — 6. Wenn wir also s gréosser werden lassen, wandert diese nach
rechts. Fiir s < 9 gibt es keine Uberlappung. Zwischen 9 und 11 hat man eine teilweise und zwischen
11 und 18 eine volle Uberlappung mit der Indikatorfunktion li3,5(x), die an Ort und Stelle stehen
bleibt. Danach nimmt die Uberlappung wieder ab und hért schlussendlich fir s > 15 ganz auf. Diese
Sttuationen sind in Abbildung 4.5 dargestellt. Dies fihrt zu

0 <9
(s —9) 9<s<11
fs(s) =141 11<s5<13
1—2(s—13) 13<s<15
0 s> 15
Die entsprechende Funktion ist in Abbildung 4.6 dargestellt. <
f(z)
|r _____________ ': 1 T
| .
; ; .
10 —6 3 5
f(z)
| —
: z
3 5
f(x)
1+ - -
| —
3 5

Abbildung 4.5: Illustration der beiden Indikatorfunktionen 1js_10,s—¢](x) (gestrichelt) und 13 5(z) (durchge-
zogen) fiir s = 0 (oben), s = 9.5 (mitte) und s = 12 (unten). Markiert ist die entsprechende Uberlappung.
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fs(s)

0.25 1

9 11 13 15
Abbildung 4.6: Dichte der Summe von zwei uniformen Verteilungen (Faltung).

Man kann so auch zeigen, dass wenn man zwei unabhéngige Normalverteilungen addiert, wieder eine
Normalverteilung resultiert. Das Resultat gilt auch, wenn die beiden Normalverteilungen korreliert
sind, so lange sie noch zweidimensional normalverteilt sind. Man “verldsst” also in diesen Situationen
die Normalverteilung nicht. Die Parameter miissen natiirlich den iiblichen Rechenregeln fiir Erwar-
tungswert und Varianz folgen.

4.6 Mehr als zwei Zufallsvariablen

Alle diese Begriffe und Definitionen lassen sich natiirlich auf mehr als zwei Zufallsvariablen verallge-
meinern. Die Formeln sehen im Wesentlichen gleich aus, vor allem wenn man die Sprache der Linearen
Algebra verwendet. Ausblick: Wenn man eine dynamische Grosse wahrend eines Zeitintervalls misst,
erhilt man einen stochastischen Prozess {X(¢); ¢ € [a, b]}. Die linearen Abhéngigkeiten zwischen
den Werten zu verschiedenen Zeitpunkten werden dann durch die sogenannte Autokovarianzfunk-
tion beschrieben.

4.7 Vergleich der Konzepte: Diskrete vs. stetige mehrdimensionale
Verteilungen

Die wichtigsten Konzepte der stetigen und diskreten mehrdimensionalen Verteilungen sind in Tabelle
4.2 nochmals einander gegeniiber gestellt.

4.8 Review / Lernziele

&

O Sie verstehen das Konzept der mehrdimensionalen Verteilungen, sowohl im diskreten wie
auch im stetigen Fall.

[0 Sie konnen aus der gemeinsamen Verteilung die bedingten und die Randverteilungen ermit-
teln (inkl. entsprechende Kennzahlen).

O Sie kennen die Korrelation als Mass fiir die lineare Abhéngigkeit zwischen zwei Zufallsva-
riablen.

O Sie konnen die Varianz und den Erwartungswert einer Linearkombination von (abhéngigen)
Zufallsvariablen berechnen.
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diskret

stetig

Wahrscheinlichkeitsfunktion

P(X=zY =y)
Kann in Form einer Tabelle angegeben werden.

Randverteilungen: W’keitsfunktionen

P(X=x)= Y P(X=zY=y)
yeWy
P(Y=y = > PX=uxY=y)

zeWx
(Satz der totalen Wahrscheinlichkeit)

Bedingte Verteilungen: W’keitsfunktionen

PX=zY=y)

P(X=2|Y=y) =

Pt ot
P(Y=y|X=2z)= (P(—Xx,x)—y)

Fixierung einer Zeile bzw. Spalte in der Tabel-
le und Normierung der Wahrscheinlichkeiten auf
Summe 1.

Erwartungswert von g(X,Y) (g: R? — R)

Efg(X,Y)] =
reWx ,ycWy

Bedingter Erwartungswert

EX|Y=yl= > aP(X=z|Y=y)
zeWx

EY |[X=a2]= > yP(Y=y|X=2x)
yeEWy

Unabhingigkeit zwischen X und YV <

PX=zY=y)=PX=2)P(Y =y)

PX=2|Y=y)=PX=2x)

PY =y|X=2z)=P(Y =y)

(jeweils fir alle x € Wx,y € Wy)

Alle drei Aussagen sind dquivalent.

Dichte

fX,Y(x7 y)
fx y ist eine Funktion: R? — R.

Randverteilungen: Dichten

fx(z) = /_00 fxy(z,y)dy
fy(y) = /_OO Ixy(z,y)dx

(Andere Komponente herausintegrieren)

Bedingte Verteilungen: Dichten

_ _fX,Y(l“,Z/)
) = IXY T,y
PIX =0 ="

Léngs- bzw. Querschnitt der zweidimensionalen
Dichte und Normierung auf Integral 1.

Erwartungswert von g(X,Y) (g:R? — R)

Elg(X,Y)] = //RZ 9(z,y) fxy(z,y)dzdy

Bedingter Erwartungswert

oo

E[X\Y:y]:[ zfx(x|Y =y)dx
BY X =sl= [ ufrly X =2)ay

Unabhingigkeit zwischen X und Y <=
fxy(@y) = fx(@)fv(y)

[x@|Y =y) = fx(2)

fry| X =z)=fr(y)

(jewells fur alle z € Wx,y € Wy)

Alle drei Aussagen sind dquivalent.

Tabelle 4.2: Konzepte der diskreten (links) und der stetigen (rechts) mehrdimensionalen Verteilungen.



5 Grenzwertsatze

Wie wir schon ganz am Anfang gesehen haben, ist der Erwartungswert eine Idealisierung des arith-
metischen Mittels bei unendlich vielen Wiederholungen. Dies bedeutet insbesondere, dass wir bei
unendlich vielen Wiederholungen keine Varianz mehr haben, wenn wir das arithmetische Mittel be-
trachten. In diesem Kapitel wollen wir nun etwas genauer untersuchen, wie schnell die Varianz abfallt,
und ob wir eine Aussage iiber die Verteilung des arithmetischen Mittels machen kénnen (statt nur
iiber Kennzahlen).

5.1 Die i.i.d. Annahme

Wir betrachten also n Zufallsvariablen X1, ..., X,, wobei X; die i-te Wiederholung von unserem
Zufallsexperiment ist. Wir nehmen an, dass alle Zufallsvariablen die gleiche Verteilung haben und
dass sie unabhdngig voneinander sind, es gibt also keine Wechselwirkungen zwischen den verschiedenen
Messungen. Man sagt in diesem Fall, dass die Xy, ..., X, i.i.d. sind. Die Abkiirzung “i.i.d.” kommt
vom Englischen: independent and identically distributed.

Die i.i.d. Annahme ist ein “Postulat”, welches in der Praxis in vielen Féllen verniinftig erscheint. Die
Annahme bringt erhebliche Vereinfachungen, um mit mehreren Zufallsvariablen zu rechnen.

5.2 Summen und arithmetische Mittel von Zufallsvariablen

Ausgehend von X7, ..., X,, kann man neue Zufallsvariablen Y = g(Xy, ..., X,,) bilden. Hier betrachten
wir die wichtigen Spezialfidlle Summe

und arithmetisches Mittel .
— 1 1
i

Wir nehmen stets an, dass die X1,... X, i.i.d. sind.

Wenn X; = 1, falls ein bestimmtes Ereignis bei der i-ten Wiederholung eintritt und X; = 0 sonst,
dann ist X, nichts anderes als die relative Haufigkeit dieses Ereignisses.

Im Allgemeinen ist es schwierig, die Verteilung von S,, exakt zu bestimmen. Es gibt aber folgende
Ausnahmen:

1. Wenn X; € {0, 1} wie oben, dann ist S, ~ Bin (n,p) mit p =P (X; =1).
2. Wenn X; ~ Pois (A\), dann ist S,, ~ Pois (n)\).
3. Wenn X; ~ N (p,0?), dann ist S,, ~ N (ng, no?) und X,, ~ N (,u, %2)

Einfacher sind die Berechnungen von Erwartungswert, Varianz und Standardabweichung.

E[S,] = nE[X;] Var (S,,) = n Var (X;) os, =\V/nox,
E[X,] =E[X]] Var (X,,) = %Var (Xi) 0%, = %O’Xi.

59
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Dies folgt aus den Rechenregeln von frither. Fiir die Varianz und die Standardabweichung ist die
Unabhéngigkeitsannahme zentral.

Die Standardabweichung der Summe wdchst also, aber langsamer als die Anzahl Beobachtungen. D.h.
auf einer relativen Skala haben wir eine kleinere Streuung fiir wachsendes n.

Die Standardabweichung des arithmetischen Mittels nimmt ab mit dem Faktor 1//n, da

1
O’Yn = %O'Xi.

Um die Standardabweichung zu halbieren, braucht man also viermal so viele Beobachtungen. Dies
nennt man auch das /n-Gesetz.

5.3 Das Gesetz der Grossen Zahlen und der Zentrale
Grenzwertsatz

Von den obigen Formeln {iber Erwartungswert und Varianz wissen wir, dass:
o E (X n] = E[X;]: das heisst X,, hat den gleichen Erwartungswert wie ein einzelnes X;.
e Var (Y,L) — 0 (n — o0): das heisst, X,, besitzt keine Variabilitit mehr im Limes.

Diese beiden Punkte implizieren den folgenden Satz.

Gesetz der Grossen Zahlen (GGZ)
Seien X7y, ..., X, i.i.d. mit Erwartungswert p. Dann gilt

X N—X

X, — u
Ein Spezialfall davon ist
Fa(4) =T P(4),
wobei f,,(A) die relative Haufigkeit des Eintretens des Ereignisses A in n unabhéngigen Experimenten
ist (siehe Kapitel 1.1).

Korrekterweise miisste man den Begriff der Konvergenz fiir Zufallsvariablen zuerst mathematisch
geeignet definieren.

Dies haben wir schon einmal gesehen, nédmlich bei der Interpretation des Erwartungswertes als das
Mittel bei unendlich vielen Beobachtungen, bzw. bei der Interpretation der Wahrscheinlichkeit als
relative Haufigkeit bei unendlich vielen Versuchen. In Abbildung 1.2 sehen wir auch, dass die Streuung
der relativen Haufigkeit mit zunehmendem n abnimmt.

Wir kennen also das Verhalten der Varianz _von S, und X,,. Offen ist aber noch, ob wir Aussagen
iiber die (gendherte) Verteilung von S, und X,, machen konnen (dies wére eine viel stiarkere Aussage
als das GGZ). Dabei stiitzt man sich auf den folgenden berithmten Satz.

Zentraler Grenzwertsatz (ZGWS)

Seien X1,..., X, ii.d. mit Erwartungswert u und Varianz 2, dann ist

Sn &~ N (np,no?)

— 0'2
Xn = N (,va W)



5.3 Das Gesetz der Grossen Zahlen und der Zentrale Grenzwertsatz 61

fiir grosse n. Approximativ liegen also Normalverteilungen vor. Wie gut diese Approximationen fiir ein
gegebenes n sind, hiangt von der Verteilung der X;’s ab. Fiir grosses n werden die Approximationen
natiirlich besser.

Selbst wenn wir die Verteilung der X; nicht kennen, so haben wir eine Ahnung tiber die approximative
Verteilung von S,, und X,,! Der Zentrale Grenzwertsatz ist mitunter ein Grund fiir die Wichtigkeit
der Normalverteilung.

In Abbildung 5.1 sieht man den Zentralen Grenzwertsatz an einem empirischen Beispiel. Wir betrach-
ten X1,...,Xg ii.d. ~ Uni(—1/2,1/2). Von jeder Zufallsvariablen simulieren wir 5’000 Realisierungen.
Wir betrachten die Histogramme fiir Uy, Uy + Us, ... etc. und sehen, dass schon bei wenigen Sum-
manden eine glockenférmige Struktur vorliegt.

U, U; +U,

0.8
|

Normierte Haufigkeiten

00 02 04 06 08 1.0

Normierte Haufigkeiten
0.4

N
| o_|
T T T T T T 1 o T T T T T 1
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3
Uy +Up+Us+U, 0 Up+Up+--+Ug
c - c o] —
L o Q L
s © —] ‘o Y - I
g g s
2 2
s o g o
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T o g
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2 o 2 o
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Abbildung 5.1: Histogramme der Summen von simulierten uniform-verteilten Zufallsvariablen. Die Stichpro-
bengrosse betrégt jeweils 5°000.

Wenn wir die entsprechenden Dichten aufzeichnen wiirden, hétten wir qualitativ genau das gleiche
Bild.

Die X;’s kénnen natiirlich auch diskret sein. Wir haben schon bei der Binomialverteilung in Abbildung
2.2 gesehen, dass diese fiir n gross “glockenférmig” aussieht. Dasselbe gilt fiir die Poissonverteilung in
Abbildung 2.4 fiir grosser werdendes A.

Man kann daher die Normalverteilung verwenden, um die Binomialverteilung mit grossem n zu appro-
ximieren (denn die Binomialverteilung ist eine i.i.d. Summe von Bernoulliverteilungen). Man spricht
dann von der sogenannten Normalapproximation der Binomialverteilung.

Wenn X ~ Bin (n,p), dann haben wir E[X] = np und Var (X) = np(l — p). Fiir n gross konnen
wir also X gemiss dem ZGWS approximativ als Normalverteilung mit Erwartungswert p = np und
Varianz 02 = np(1 — p) behandeln. D.h. es gilt dann

P(ng)z<b<w>.

np(1 —p)
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Manchmal verwendet man im Zéhler noch Korrekturfaktoren (sogenannte Stetigkeitskorrekturen).
Dies wollen wir hier nicht néher betrachten.

Beispiel. Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass bei 1000 Wiirfen mit einer Miinze mazximal 530
Mal Kopf erscheint?

Die Anzahl Wiirfe X, bei denen Kopf erscheint, ist Bin (1000, 0.5)-verteilt. Diese Verteilung approxi-
mieren wir mit einer Normalverteilung, d.h.

X ~ N (p,0%)

mit 1 = 1000 - 0.5 = 500 und 2 = 1000 - 0.5 - (1 — 0.5) = 250.

Von Interesse ist
530 — 500

]P’(X§530):<I>< N

) = @ (1.897) ~ 0.97. <

Analog gilt fiir X ~ Pois(A) mit A gross (was aufgefasst werden kann als i.i.d. Summe von vielen
unabhéingigen Poissonverteilungen mit kleinem \)

P(Xg@x@(?),

wobei wir genau gleich wie vorher vorgegangen sind.

Immer wenn also eine Zufallsvariable als eine Summe von vielen (unabhéngigen) Effekten aufgefasst
werden kann, ist sie wegen des Zentralen Grenzwertsatzes in erster Naherung normalverteilt. Das
wichtigste Beispiel dafiir sind Messfehler. Wenn sich die Effekte eher multiplizieren als addieren,
kommt man entsprechend zur Lognormal-Verteilung.

5.4 Review / Lernziele

&

[0 Sie wissen, was unter der i.i.d. Annahme gemeint ist und wieso diese Annahme zentral fiir
viele Berechnungen ist.

O Sie kennen das Gesetz der grossen Zahlen und wissen, dass die Standardabweichung des
arithmetischen Mittels im i.i.d. Fall mit dem Faktor y/n abnimmt (y/n-Gesetz).

O Sie kennen den Zentralen Grenzwertsatz und koénnen ihn auf passende Situationen anwen-
den.
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6 Parameterschatzungen

6.1 Einfiihrung in die schliessende Statistik

6.1.1 Daten als Realisierungen von Zufallsvariablen

In der schliessenden Statistik wollen wir anhand von konkreten Daten (Beobachtungen) Aussagen tiber
ein Wahrscheinlichkeitsmodell machen. Oder anders ausgedriickt: Wir haben ein paar wenige Beob-
achtungen und wollen Riickschliisse iiber den zugrunde liegenden datengenerierenden Prozess ziehen.
Dass man dies tun kann, scheint auf den ersten Blick erstaunlich. Man benutzt die induktive Logik, um
probabilistische Aussagen (d.h. Aussagen, welche mit typischerweise hoher Wahrscheinlichkeit gelten)
zu machen.

Grundlegend fiir die schliessende Statistik ist die Annahme, dass Daten Realisierungen von Zufallsva-
riablen sind. Das heisst: eine Beobachtung (oder “Messung”) x ist entstanden, indem eine Zufallsvaria-
ble “realisiert” wurde. Bei mehreren Daten geht alles analog: n Beobachtungen z, ..., z, werden auf-
gefasst als i.i.d. Realisierungen von Zufallsvariablen X1, ..., X,,, welche die Werte X; = z;, i =1,...,n
angenommen haben.

6.1.2 Uberblick iiber die Konzepte

Wir betrachten folgendes kleines Beispiel. Bei einer Stichprobe von 20 (unabhéngigen) Bauteilen finden
wir 5 mit einem Defekt. Dies konnen wir abstrakt als eine Realisierung einer Bin (n, p)-verteilten Zu-
fallsvariablen X mit n = 20 auffassen. Wir mochten basierend auf unserer Beobachtung Riickschliisse
iiber den unbekannten Parameter p zichen. Genauer geht es um folgende drei Fragestellungen:

e Welches ist der plausibelste Wert des unbekannten Parameters p? (~~ Parameterschitzung)

e Ist ein bestimmter vorgegebener Parameterwert py (z.B. ein Sollwert) mit der Beobachtung
vertriglich? (~ statistischer Test)

e Was ist der Bereich von plausiblen Parameterwerten? (~» Vertrauensintervall)

Fiir einen Parameterschétzer erscheint in diesem Beispiel intuitiv die beobachtete Ausfallhdufigkeit
p = X/n sinnvoll zu sein. So lange die Daten nicht “realisiert” sind, sind die Schétzer also wiederum
Zufallsvariablen. Die realisierte Schitzung ist dann p = x/n, d.h. man ersetzt X durch dessen Rea-
lisierung x und erhélt somit als (realisierten) Parameterschétzer p = 5/20. Da wir nur wenige Daten
haben, ist die realisierte Schiatzung natiirlich in der Regel nicht gleich dem unbekannten (“wahren”)
Wert p, aber hoffentlich nahe daran.

Wenn wir allgemein einem Parameter “einen Hut aufsetzen”, bezeichnen wir damit den Schétzer fiir
den entsprechenden Modellparameter (z.B. p als Schétzer fiir p). Die Notation p unterscheidet leider
nicht zwischen dem Schétzer als Zufallsvariable und seinem realisierten Wert, welcher eine numerische
Zahl ist.

Bei obigem Beispiel mit den Ausfillen der Bauteile war die Wahl der Verteilungsfamilie (Binomial-
verteilung) “klar” durch die Problemstellung. Insbesondere bei stetigen Zufallsvariablen ist dies in der
Praxis nicht mehr so. Wir wollen uns darum jetzt zuerst der Frage widmen, wie man eine gute Vertei-
lung fiir Messdaten finden bzw. verifizieren kann. Denn dies ist die Grundlage fiir alle weiterfithrenden
Schritte.
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6.2 Wahl der Verteilungsfamilie

Bis jetzt sind wir jeweils davon ausgegangen, dass wir die Verteilung (z.B. A (3, 2)-Verteilung) bzw.
die Verteilungsfamilie (z.B. Normalverteilung) einer Zufallsvariable kennen. Damit haben wir dann
diverse Wahrscheinlichkeiten und Kennzahlen etc. berechnet. In der Praxis ist dies leider nicht so.
Basierend auf (wenigen) Daten miissen wir uns fiir eine Verteilung entscheiden, mit der wir etwas
modellieren wollen. Nehmen wir also an, dass wir einen Datensatz x1,...,z, mit n Beobachtungen
haben (“unsere n Messungen”).

Die Wahl einer Verteilungsfamilie kann einerseits durch Erfahrung (“was sich bisher bewéhrt hat”)
oder aber auch durch physikalische Argumente (Summe von vielen Effekten sind z.B. geméss ZGWS
normalverteilt) geschehen. Ob eine Verteilungsfamilie zu einem konkreten Datensatz passt, kann man
qualitativ gut mit grafischen Methoden iiberpriifen. Konzeptionell kénnten wir z.B. schauen, wie gut
das (normierte) Histogramm der Daten zur Dichte unserer Modellverteilung passt (z.B. eine bestimmte
Normalverteilung). Es zeigt sich aber, dass man Abweichungen besser durch den Vergleich der Quantile
erkennen kann.

Die Grundidee bei den QQ-Plots (Quantile-Quantile-Plots) besteht darin, dass wenn die Daten wirklich
Realisierungen von einer entsprechenden Verteilung sind, die empirischen (d.h. aus unseren Daten
berechneten) Quantile dann ungefdhr den (theoretischen) Quantilen entsprechen sollten. Oder: “Was
wir in den Daten sehen, soll ungefihr dem entsprechen, was wir vom Modell erwarten”.

Wir betrachten hierzu fir

die entsprechenden empirischen (o x 100)%-Quantile.

Es gilt ay -n = k — 0.5. Also ist die Beobachtung z(;) gerade das entsprechende empirische Quan-
til. Dies ist auch der Grund fiir die auf den ersten Blick spezielle Wahl von «ayj. Das entsprechende
(theoretische) (ag x 100)%-Quantil ist gegeben durch F~*(ay), wobei F' die kumulative Verteilungs-
funktion unserer Modellverteilung ist. Fiir diverse ay’s haben wir also die dazugehérigen empirischen
und theoretischen Quantile. Falls die Daten wirklich von unserer Modellverteilung generiert wurden,
sollten die empirischen Quantile ungefihr den theoretischen Quantilen entsprechen.

Der QQ-Plot besteht nun darin, dass wir die n Punkte
{F_l(ak), x(k)}, k=1,...,n

in einem Streudiagramm aufzeichnen (manchmal werden auch die Achsen vertauscht). Die Punkte
sollten “in etwa” auf der Winkelhalbierenden liegen, falls das Modell stimmt. Beispiele wo dies der
Fall ist, sieht man in Abbildung 6.1. Man kann also mit einem QQ-Plot Abweichungen der Daten von
einer gewahlten Modellverteilung grafisch iiberpriifen.
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Abbildung 6.1: QQ-Plots von drei verschiedenen Datensétzen der Grosse n = 50.
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Dieses Vorgehen hat den Nachteil, dass wir die Parameter der Modellverteilung eigentlich schon kennen
miissen, sonst kénnen wir die (theoretischen) Quantile ja gar nicht berechnen! Uns interessiert aber in
der Regel zuerst die Frage, ob die Daten normalverteilt sind, und nicht, ob sie einer Normalverteilung
mit spezifischen Parametern (u,0?) folgen. Die Parameter miissen wir ndmlich spéter noch schitzen.

Bei der Normalverteilung (und vielen anderen Verteilungen) konnen wir trotzdem das gleiche Vorgehen
wie oben anwenden. Man verwendet hierzu einen sogenannten Normalplot. Dieser ist nichts anderes
als ein QQ-Plot, bei dem die Modellverteilung F' die Standardnormalverteilung A (0, 1) ist. Wenn die
wahre Modellverteilung eine Normalverteilung A (,u,az) ist, so liefert der Normalplot approximativ
eine Gerade, welche jedoch im Allgemeinen nicht durch den Nullpunkt geht und nicht Steigung 45
Grad hat. Fiir X ~ N (u,0?) gilt nédmlich, dass

Ga = P+ 02q.

Falls die Daten tatsdchlich von einer Normalverteilung stammen, liegen die empirischen Quantile also
in etwa auf einer Geraden mit Achsenabschnitt ;4 und Steigung o. Die ersten beiden Normalplots in
Abbildung 6.2 zeigen in etwa eine Gerade, wihrend dies fiir den letzten Plot nicht mehr zutrifft.
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Abbildung 6.2: Normalplots von drei verschiedenen Datensétzen der Grosse n = 50.

Mit einem Normalplot kénnen wir also iberpriifen, ob eine Normalverteilung zur Modellierung unserer
Daten geeignet ist, ohne uns um die Parameter p und o kiimmern zu miissen. Es reicht, wenn man als
Modellverteilung die Standardnormalverteilung verwendet. Die Punkte sollten dann in etwa auf einer
(beliebigen) Gerade liegen.

Selbst wenn unser Modell stimmt, liegen die Punkte nicht exakt auf einer Geraden. Die Frage stellt
sich, wie viel Abweichung noch “tolerierbar” ist, bzw. was wir mit dem Begriff “in etwa auf einer
Geraden” meinen. Wir haben hierzu Datensétze von einer Standardnormalverteilung simuliert und
die jeweiligen Normalplots gezeichnet, siche Abbildung 6.3. In diesem Fall wissen wir, dass die Daten
von einer Normalverteilung stammen (wir haben ja davon simuliert). Mit einer solchen Simulation
konnen wir ein Gefiihl dafiir bekommen, wie gross die Abweichung von einer Geraden bei entspre-
chender Stichprobengrosse ist, wenn tatséchlich eine Normalverteilung vorliegt. Passt ein Normalplot
nicht in das “Bild” der entsprechenden Stichprobengrosse, so miissen wir davon ausgehen, dass die
Normalverteilung keine geeignete Verteilung ist.

Falls der Normalplot keine schéne Gerade zeigt, kann man trotzdem etwas iiber die zugrunde liegende
Verteilung lernen. Verschiedene Situationen sind in Abbildung 6.4 dargestellt. Falls die empirischen
Quantile in einem Bereich zwar auf einer Geraden liegen, dann im oberen Bereich nach oben und im
unteren Bereich nach unten “davon wandern”, spricht man von einer sogenannten langschwinzigen
Verteilung (verglichen mit einer Normalverteilung). Der QQ-Plot sieht dann aus wie ein “inver-
tiertes” S. Das bedeutet, dass dann z.B. das empirische 99% Quantil viel grosser ist als man von
der Normalverteilung erwarten wiirde. Oder anders ausgedriickt: die 1% grossten Werte der (empiri-
schen) Verteilung sind grosser als von der Normalverteilung erwartet. Analog sieht es bei ganz kleinen
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Quantilen aus. Die Normalverteilung scheint nur fir den mittleren Bereich passend zu sein und die
empirische Verteilung hat die Tendenz, eher extreme Werte anzunehmen. Gerade umgekehrt ist es
bei einer sogenannten kurzschwinzigen Verteilung. Der QQ-Plot zeigt dann eine “S-Form”. Schiefe
Verteilungen zeigen sich durch “durchgebogene” Kurven.
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Abbildung 6.4: Beispiele fiir QQ-Plots von langschwénzigen (oben links), kurzschwénzigen (oben rechts) und
schiefen Verteilungen (unten).

Hier sieht man auch den Vorteil von einem QQ-Plot: Die Abweichungen am Rand der Verteilung
sind einfacher zu erkennen als z.B. bei einem Histogramm. Die entsprechenden Histogramme sind in
Abbildung 6.5 ersichtlich.

6.3 Methoden zur Parameterschatzung

Wir gehen nun davon aus, dass wir basierend auf unseren n i.i.d. Beobachtungen x4, . .., x, die Vertei-
lungsfamilie (z.B. Normalverteilung) gewéhlt haben. Nun miissen wir aber noch geeignete Parameter
(bei der Normalverteilung p und o?) finden.

Damit wir nicht fiir jede Verteilungsfamilie die Notation dndern miissen, schreiben wir ganz allge-
mein 6 fiir den unbekannten Parameter, bzw. Parametervektor bei mehreren Parametern. Bei der
Normalverteilung ist @ = (11, 02), bei der Poissonverteilung ist 8 = A, etc.



70 6 Parameterschatzungen

o _
™ — n _ —
-
o _]
™
m— f———
N
o
> ] > -
o o _| [3) —
cC N c
Q Q
> >
o 0 _| o — —
O - [0
S S
LL LL
o _| il
—
0o -
O_|—|—|_|_|_ — ] o
[ T T 1 [ T T T T 1
-5 0 5 10 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
o _
15}
o _
< 0 _| —
N
3 87 3 8
c c
() ()
2 = 8- -
9 8_ e
L L o _|
—
o _|
—
0 -
o -~ o -
[ T T T 1 [ T T T 1
0 1 2 3 4 1 2 3 4 5

Abbildung 6.5: Histogramme der gleichen Datensétze wie in Abbildung 6.4.

Wir wollen also mit unseren Daten den unbekannten (fixen) Parameter 6 schétzen. Ein Schétzer
0 nimmt unsere Daten und konstruiert damit einen moglichst “guten” Wert fiir den unbekannten
Parameter 6. Oder formaler: Ein Schitzer fiir 6 (zur Stichprobengrésse n) ist eine Funktion

§:R" >R,

d.h.

bzw. als Zufallsvariable interpretiert

~

6=0(X1,...,X,).

Man beachte, dass bei der Verwendung von griechischen Buchstaben keine Unterscheidung mehr zwi-
schen Realisierung (Kleinbuchstaben) und Zufallsvariable (Grossbuchstaben) gemacht wird.

Schon jetzt wichtig zu wissen: Der geméss unseren Daten berechnete Wert des Schétzers aentspricht
in der Regel nicht exakt dem wahren Parameterwert 6. Wir werden aber spéter sehen, wie wir die
Schitzungenauigkeit quantifizieren kénnen.
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Es stellt sich nattrlich die Frage, wie man den Schétzer (eine Funktion) wéhlen soll. Hierzu gibt
es verschiedene Ansatze. Die bekanntesten sind die Momentenmethode und die Mazimum-Likelihood
Methode.

6.3.1 Momentenmethode

Die Idee der Momentenmethode besteht darin, die Parameter so zu schitzen, dass gewisse Grossen
aus dem (geschétzten) Modell mit den entsprechenden empirischen Grossen aus den Daten tiberein-
stimmen. Die dabei verwendeten Grossen sind die sogenannten Momente.

Das k-te Moment von X ist definiert als
we = E[X*],

wéhrend das k-te empirische Moment von x4, ..., x, gegeben ist durch

Lyt
mp = — x;.
B i
i=1
Das erste Moment ist also gerade der Erwartungswert und das empirische Gegenstiick ist das arith-
metische Mittel.

Wir interessieren uns nun aber fiir die Parameterschéitzer. Diese wiahlen wir so, dass die empirischen
und die theoretischen Momente (geméss unserem geschétzten Modell) iibereinstimmen. Schauen wir
uns dies einmal beispielhaft bei der Normalverteilung an. Dort haben wir

p=E[X]=p
/,Lg:E[XQ] =%+t

Wir sehen also insbesondere, dass wir die (theoretischen) Momente durch die Parameter ausdriicken
koénnen. Fiir eine Stichprobe mit m; = 3.3 und mo = 11.9 haben wir also das Gleichungssystem

~

myp = 3.3 = w
me = 11.9 = 52 + 12,
Aufgeldst nach i und 2 erhalten wir als (realisierte) Parameterschiitzer
=33
62 =119 — (3.3) = 1.01.

Als Zufallsvariablen geschrieben haben wir
o
=
1O I ’
52 D NP, = N ¢ I

m

~

Etwas allgemeiner formuliert ist der Momentenschéitzer § = (517 ...,0,) fir den Parameter(vektor)
0 = (61,...,0,) definiert als die Losung des Gleichungssystems
)

@
0

M1 =m
p2(0) = mo

~

~

pr(0) = .

Dabei schreiben wir gy, (é\), um zu verdeutlichen, dass das k-te Moment von 0 abhéingt.
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Beispiel. Poissonverteilung
Wir haben beobachtete Daten x1,...,x5 : 3, 6,4, 2,3 mit T = 3.6, die wir als i.i.d. Realisierungen
einer Poissonverteilung X ~ Pois (\) mit unbekanntem Parameter \ auffassen. Das erste Moment
von X ist

p =E[X] = A
Dies setzen wir mit dem ersten empirischen Moment mq gleich, was uns direkt schon die Lésung
liefert

R 1 n
A= = — i = 3.6.
mia n;l‘

Als Zufallsvariable geschrieben erhdlt man einen Momentenschdatzer fiir A durch
n i=1 )

Der Momentenschétzer ist einfach, aber nicht immer die optimale Methode (im Sinne einer zu de-
finierenden Genauigkeit fiir den unbekannten Parameter). Uberdies ist der Momentenschétzer nicht
unbedingt eindeutig und kann manchmal auch unsinnige Resultate liefern (falls z.B. der Parame-
terschétzer nicht mehr im Definitionsbereich liegt).

6.3.2 Maximum-Likelihood Methode

Die Idee der Maximum-Likelihood Methode besteht darin, die Parameter so zu schéitzen, dass das
beobachtete Ereignis (unsere Daten) moglichst plausibel erscheint. Oder anders herum: Wéiren Sie
von ihrer Wahl der Parameter tiberzeugt, wenn jemand anderes eine Alternative vorschligt, unter der
die Daten wahrscheinlicher (und damit plausibler) sind?

Sei zunédchst X diskret. Um die Abhdngigkeit vom unbekannten Parameter # zu betonen, bezeich-
nen wir die Wahrscheinlichkeitsfunktion px(z) von X mit px(z | ). Die Wahrscheinlichkeit, dass
tatsichlich das Ereignis {X; = 21,...,X,, = x,} (das wir beobachtet haben) eintritt, ist wegen der
Unabhéngigkeit gegeben durch

L(0) = px,...x, (@1, 20 | 0) = [ [ px(2i | 0) = px (21 ] 0) - px (2 | 0),
=1

wenn wir annehmen, dass tatséchlich der Parameter 6 gilt. Die Funktion L(6) ist die sogenannte Like-
lihoodfunktion zur gegebenen Stichprobe x1,...,z,. Die Likelihoodfunktion ist also bei gegebenen
Daten eine Funktion des Parameters 6. Das Wort Likelihood kann man z.B. mit Wahrscheinlichkeit
oder aber auch mit “Mutmasslichkeit” {ibersetzen.

Die Maximum-Likelihood Methode besteht nun darin, diese Wahrscheinlichkeit zu maximieren, al-
so jenen Parameter 6 zu finden, fiir den die Wahrscheinlichkeit, dass die gegebene Stichprobe z1, ..., z,
eintritt, am grossten (maximal) ist. D.h. wir mochten 6 so wihlen, dass die Likelihood L(f#) maximal
wird. Daher der Name “Maximum-Likelihood Methode”.

Da der Logarithmus monoton wachsend ist, kann man &quivalent zu obiger Maximierungsaufga-
be auch den Logarithmus der Likelihoodfunktion maximieren, was meist einfacher ist. Die log-
Likelihoodfunktion ist definiert durch

1(6) = log(L(0)) = Zlog(p(xi |0)) = log (px (1] 0)) + - -+ log (px (2n | 0)) ,

wobei mit log der natiirliche Logarithmus gemeint ist. Die Maximierungsaufgabe 16st man (in der
Regel) wie aus der Analysis bekannt durch Ableiten nach dem Parameter 6§ und Nullsetzen. Um die
zuséatzliche Abhéngigkeit von der Stichprobe x4, ..., x, zu betonen, schreibt man auch

W0;21,...,2,) =log (px(x1]0)) + - +1log (px (x| 9)) .
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Man muss dann die Gleichung
%Z(Q;xl, ceyZy) =0

nach 6 auflésen und erhélt das Ergebnis
5: 0($1, s 7'TTL)7

bzw. als Zufallsvariable ausgedriickt L
0=0(X1,...,Xn)

als allgemeinen Maximum-Likelihood Schétzer von 6 zum Stichprobenumfang n.

Bemerkung:

Zusétzlich miissen wir (wie in der Analysis gelernt) noch die zweite Ableitung iiberpriifen, um sicher-
zustellen, dass wirklich ein Maximum und nicht ein Minimum vorliegt. Aus Platzgriinden werden wir
dies in der Regel weglassen, da es bei den verwendeteten Funktionen oft intuitiv klar ist, dass es sich
um ein Maximum handeln muss.

Beispiel. Sei X ~ Pois (\) mit unbekanntem Parameter A, welchen wir mit der Maximum-Likelihood
Methode schitzen wollen. Die zugehérige i.i.d. Stichprobe bezeichnen wir wie vorher mit x1,...,x,.
Die Wahrscheinlichkeitsfunktion ist bei der Poissonverteilung gegeben durch

AN

E, .IENO.

px(z|A)=e"

Dies fiihrt zur Likelihoodfunktion

Ly =12

n 3 )\wz
I(A) =) log (e A — )
i=1 v

- Z(m log(\)) — nA — Z log(z;!).

Leitet man l(X\) nach X ab und setzt I'(\) = 0, so erhdlt man die Gleichung

n
g z; —n=0.
i=1

Dies fiithrt zum Mazimum-Likelihood Schdtzer

> =

~ = 1
)\:Xn:EZXi.

Dies ist derselbe Schdtzer wie bei der Momentenmethode. Die Mazimum-Likelihood Methode liefert
aber nicht zwangsldufig bei allen Verteilungen das gleiche Resultat wie die Momentenmethode. <

Im stetigen Fall geht im Wesentlichen alles analog und man braucht nur den Buchstaben p durch
f und “Wahrscheinlichkeitsfunktion” durch “Wahrscheinlichkeitsdichte” zu ersetzen. Es wird dann
jener Parameter 0 gesucht, fiir den die gemeinsame Dichte der X1, ..., X,, an der Stelle z1,...,x, am
grossten ist.
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Beispiel. Wir beobachten die Lebensdauern Ty,Ts,...,T5 (in Wochen) von n = 5 Systemkom-
ponenten. Als Modell verwenden wir eine Exponentialverteilung mit Parameter A, d.h. T; i.i.d. ~
Exp (\),i=1,...,n. Der Parameter \ ist unbekannt. Die beobachteten Daten seien

il 1 2 3 4 5
t; | 1.2 34 106 58 0.9

Die Dichte der Fxponentialverteilung ist gegeben durch

0 t<0
Ae M >0

fr(t]A) = {
Die gemeinsame Dichte ist deshalb wegen der Unabhdngigkeit gegeben durch

{)\”6_)‘2?1 b alle t; >0

Iy (st [ A) = ot [ A) - fr, (tn | A) =
sonst

Dies ergibt die log-Likelihoodfunktion (die t;’s sind hier per Definition grésser gleich Null)

n

I(A) =nlog(\) =AYt

i=1

Ableiten nach A und Nullsetzen fiihrt zur Gleichung

1 n
—-SN"t=o0.
ny ;

Der Maximum-Likelihood Schdtzer als Zufallsvariable geschrieben ist also

-1
~ 1 &
-(ixn)

Der realisierte Wert ist dann hier

~ 1
= — =10.228.
A 4.38 0.228
Auch hier wirde die Momentenmethode das gleiche Resultat ergeben. <

Gegeniiber der Momentenmethode hat die Maximum-Likelihood Methode den Vorteil, dass sie im
Allgemeinen effizienter ist (genauere Schitzungen liefert) und zusétzlich mit weiteren theoretischen
Uberlegungen die Genauigkeit der Schitzer angegeben werden kann (Stichwort: Fisher-Information,
was wir hier aber nicht behandeln).

6.3.3 Allgemeine Schatzer fiir Erwartungswert und Varianz

Wir kénnen uns auch iiberlegen, ganz allgemein den Erwartungswert px, bzw. die Varianz 0% (oder
andere Kennzahlen) von einer Zufallsvariablen X basierend auf i.i.d. Beobachtungen z1,...,z, zu
schitzen. Bei der Normalverteilung waren Erwartungswert und Varianz gerade die Parameter der
Verteilung; bei anderen Verteilungen muss das nicht so sein (siche z.B. die Exponentialverteilung).
Hier wollen wir aber keine konkrete Verteilungsfamilie annehmen.

Bei der deskriptiven Statistik haben wir schon die empirischen Gegenstiicke von Erwartungswert und
Varianz kennengelernt. Es waren dies das arithmetische Mittel und die empirische Varianz. Diese
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wollen wir gerade als Schétzer verwenden. Geschrieben als Zufallsvariablen haben wir

wobei die X; i.i.d. sind mit der gleichen Verteilung wie X. Wir schreiben hier S? fiir die Streuung,
obwohl wir S, schon in Kapitel 5 angetroffen haben als die Variable fiir die Summe. Aus historischen
Griinden hat man also den gleichen Buchstaben fiir verschiedene Dinge. Die Bedeutung sollte aber
jeweils aus dem Kontext und durch das Quadrat klar sein.

Was haben diese Schéitzer fiir Eigenschaften? Fiir den Schétzer des Erwartungswertes haben wir

(nachrechnen!)

E[fix] = E[X] = ux

- 1
Var (fix) = goﬁ.

Beim Schétzer fir die Varianz ist es etwas komplizierter. Man kann zeigen, dass gilt
~2 2
E [O'X] =0%.

Im Erwartungswert ergeben unsere Schétzer also genau das Gewiinschte, ndmlich unsere gesuchten
Kennzahlen. Man sagt auch, dass die Schiatzer erwartungstreu seien. Dies ist auch der Grund fiir den
Nenner n — 1 bei der empirischen Varianz. Er sorgt gerade dafiir, dass der Schitzer erwartungstreu
wird fiir die Schiitzung von o%. Im Mittel machen wir also so keinen Fehler. Dies gilt unabhdngig
davon, was die zugrundeliegende Verteilung ist.

6.3.4 Genauigkeit von Schatzern — Ein erster Ansatz

Unsere Parameterschétzer liefern uns hoffentlich moglichst genaue Werte (d.h. Werte, die moglichst
nahe bei den wahren aber unbekannten Parametern liegen).

Wenn wir aber ein Experiment wiederholen wiirden, dann wiirden wir (leicht) andere Daten und somit
auch leicht andere Werte fiir die Parameterschétzer erhalten. Oder nach einem Zitat von John Tukey:

“The data could have been different”.

Wir sollten also nicht allzuviel Gewicht auf den konkreten Schétzwert (eine einzelne Zahl) legen,
sondern versuchen zu quantifizieren, wie genau unsere Schitzung ist.

Hier kommen wieder unsere Modellannahmen zum Zuge. Wir betrachten dies hier kurz illustrativ an
der Normalverteilung. Wir nehmen einmal an, dass unsere Daten z1, ..., z, i.i.d. Realisierungen einer
N (u, 02)—Vertei1ten Zufallsvariablen sind. Als Schétzer fiir den Erwartungswert betrachten wir hier

_ 1 &
M:XIL:E;XL

Die Verteilung von unserem Schétzer (auch eine Zufallsvariable!) ist demnach

2
ﬁ~N<u,Un>~
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Der Schétzer fluktuiert also um den wahren Wert u. Die Varianz wird mit grosser werdendem n kleiner
und unsere Schétzung damit genauer. Die Standardabweichung des Schétzers wird allgemein auch als
Standardfehler bezeichnet. Hier wire also der Standardfehler von i gegeben durch o/+/n.

Wir nehmen hier vereinfachend einmal an, dass wir o kennen. Mit Wahrscheinlichkeit 0.95 gilt dann,
dass unser Schitzer i im Intervall

o
+ 2z —
o 0.975 \/ﬁ

liegt (nachrechnen!), wobei zg 975 das 97.5%-Quantil der Standardnormalverteilung ist. Oder anders
ausgedriickt: Mit Wahrscheinlichkeit 0.95 liegt unser Schitzer i weniger als zg 975 - 0/+/n vom wahren
Wert p entfernt. Oder nochmals anders ausgedriickt: Mit Wahrscheinlichkeit 0.95 fangen wir den
wahren Wert p ein, wenn wir das (zuféllige) Intervall

Vn

konstruieren (da der wahre Wert p nicht zu weit von fi entfernt sein kann). Dieses Intervall liefert
uns also die moglichen “plausiblen” Werte fiir 4. Wenn das Intervall schmal ist, dann sind wir unserer
Sache sicherer. Die Breite ist daher eine Angabe fiir die Genauigkeit unserer Schéitzung. Man nennt
ein solches Intervall auch ein 95%-Vertrauensintervall fiir den wahren Parameter pu. Wir werden
spater Techniken kennen lernen, wie man ein solches Intervall im Allgemeinen konstruieren kann.

I=p=200975

Es ist zg.975 = 1.96 =~ 2. Dies fiihrt zu
o

N

als 95%-Vertrauensintervall fiir u. Die Merkregel ist: “Schiatzung + 2 x Standardfehler”.

I~p+2

Erst dank unseren Modellannahmen kénnen wir ein solches Vertrauensintervall konstruieren. Mit
rein “numerischen Methoden” erhalten wir nur die Schétzung (eine einzelne Zahl) und kénnen nicht
angeben, wie genau diese ist. Mit den statistischen Methoden kénnen wir also viel gewinnen! Alles
steht und f&llt natiirlich mit den Modellannahmen (hier: Normalverteilung, bekannte Varianz). Diese
muss man natiirlich iiberpriifen, z.B. mit einem Normalplot.

6.4 Review / Lernziele

&

O Sie verstehen, wie ein QQ-Plot (bzw. Normalplot) aufgebaut ist und Sie wissen, wie man
damit qualitativ abschétzen kann, wie gute eine Verteilung (bzw. Verteilungsfamilie) zu
einem Datensatz passt.

O Sie kénnen mit der Momenten- und der Maximum-Likelihood-Methode entsprechende Pa-
rameterschétzer herleiten (sowohl fiir stetige, wie auch fiir diskrete Verteilungen).

[0 Sie kennen die allgemeinen Schétzer fiir Erwartungswert und Varianz und deren Eigenschaf-
ten.

O Sie kennen die Begriffe Standardfehler und Vertrauensintervall.
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fiir eine Stichprobe

Wir haben gesehen, wie man einen Parameter eines Modells aus Daten schitzen kann. Dies ist sozu-
sagen der plausibelste Wert des Parameters. Oft muss man aber entscheiden, ob die Daten von einer
Verteilung mit einem bestimmten Parameterwert generiert wurden oder nicht. Ist z.B. ein Sollwert
oder ein Grenzwert bei einer Schadstoffkonzentration eingehalten? Oder handelt es sich wirklich um
eine faire Miinze?

Da der Parameterschitzer eine Ungenauigkeit aufweist (“the data could have been different”) kénnen
wir nicht einfach die Punktschdtzung mit dem Sollwert vergleichen. Wenn wir die Ungenauigkeit aber
quantifizieren koénnen (siehe kurzes Beispiel mit Vertrauensintervallen in Kapitel 6.3.4), dann hilft uns
dies schon weiter. Wir konnten z.B. schauen, ob der Sollwert in diesem Intervall enthalten ist oder
nicht. Wie wir spater sehen werden, ist dies genau der richtige Ansatz.

Wir wollen das Problem jetzt aber mit dem Konzept des statistischen Tests angehen. Spéter werden
wir dann sehen, dass der Ansatz mit dem Vertrauensintervall genau dquivalent dazu ist.

7.1 lllustration der Konzepte mit der Binomialverteilung:
Binomialtest

Beim Testproblem konzentrieren wir uns zuerst einmal auf die Binomialverteilung. Wir nehmen an,
dass wir eine Beobachtung z € {0,...,n} haben, die wir als Realisierung einer Bin (n, p)-verteilten
Zufallsvariable X interpretieren, wobei n fix und bekannt ist, und p der unbekannte Parameter ist.

Diesen unbekannten Parameter wollen wir mit einem (von der Problemstellung abhéingigen) Wert pg
vergleichen (testen). Genauer gesagt wollen wir je nach Fragestellung tiberpriifen, ob sich entweder
p # po, p < po oder p > pg statistisch (aufgrund der gegebenen Beobachtung x) bestitigen l4sst.

Man kann sich z.B. vorstellen, dass py die von einem Hersteller angegebene Wahrscheinlichkeit ist,
dass ein Bauteil Ausschussware ist, z.B. pg = 0.1. Sie vermuten aber, dass die Wahrscheinlichkeit
grosser ist, d.h. dass gilt p > pg. Sie wollen den Hersteller davon {iberzeugen, dass er zu schlechte
Qualitét liefert. Dieser ist natiirlich gegentiber ihrer Behauptung sehr skeptisch.

Dazu nehmen wir zuerst an, es sei p = py (d.h. wir nehmen die Position des Herstellers ein) und
iiberpriifen, ob die Beobachtung x damit vertriglich ist.

Die Annahme p = py wird Nullhypothese genannt und man schreibt

Hy: p=po.

Man spricht von einer Nullhypothese, weil man keine Abweichung vom Normal- oder Sollzustand hat.

Die entsprechende Vermutung (was wir personlich zeigen wollen) wird Alternativhypothese genannt
und mit H4 bezeichnet. Allgemein moglich sind

Hy:p#po (“zweiseitig”)
p > po (“einseitig nach oben”)

p < po (“einseitig nach unten”).

77
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Wir beschrianken uns nun auf den Fall Hy : p > pg, d.h. wir sind nur an Abweichungen nach oben
interessiert (wir wollen ja zeigen, dass die Qualitdt zu schlecht ist). Wir wollen den Hersteller davon
iiberzeugen, dass seine Annahme nicht mit den beobachteten Daten vertrdglich ist. Qualitativ be-
trachtet scheint es plausibel, dass wir die Nullhypothese Hy : p = po verwerfen, wenn wir allzu viele
defekte Bauteile finden. Falls die Beobachtung x also zu gross ist, d.h. x > ¢ fiir ein bestimmtes c,
dann glauben wir der Nullhypothese nicht mehr. Wiirden Sie dem Hersteller z.B. noch glauben, wenn
Sie in einer Stichprobe von 20 Bauteilen 5 mit einem Defekt finden? Bemerkung: Selbst wenn der
Hersteller recht hat, kann es durchaus sein, dass wir in einer Stichprobe von 20 Bauteilen mehr als
10% defekte Teile finden. Die Frage ist nun, wieviele defekte Bauteile noch tolerierbar sind.

Da wir eine Entscheidung unter Unsicherheit treffen miissen, kann es sein, dass wir Fehlentscheide
treffen. Der Zufall kann uns in die Quere kommen und dafiir sorgen, dass obwohl Hy stimmt, wir einen
sehr grossen Wert fiir « beobachten (dies kommt vor, aber nur selten). In diesem Fall wiirden wir uns
geméss obigem Vorgehen aber gegen Hj entscheiden. Man spricht von einem sogenannten Fehler 1.
Art. Andererseits kann es sein, dass obwohl H 4 stimmt, wir einen nicht allzu extremen Wert von
x beobachten und wir uns nicht gegen H, entscheiden. Dann spricht man von einem sogenannten
Fehler 2. Art. Die Fehlerarten bei einem statistischen Test sind in Tabelle 7.1 dargestellt.

FEntscheidung

H, Hy

H, Kein Fehler | Fehler 1. Art

Wahrheit
H, | Fehler 2. Art | Kein Fehler

Tabelle 7.1: Verschiedene Fehlerarten bei einem statistischen Test.

Wie findet man nun einen guten Wert fiir ¢? Wir nehmen hierzu einmal an, dass die Nullhypothese
stimmt; wir nehmen also die Position des Herstellers ein, der natiirlich gegeniiber unserer Behauptung
immer noch skeptisch ist. Unter Hy ist die Wahrscheinlichkeit, die Nullhypothese filschlicherweise
abzulehnen (d.h. die Wahrscheinlichkeit, einen Fehler 1. Art zu begehen) gegeben durch

Py, (X > ¢) = Zn: (Z)p’é(l —po)" ",

k=c

wobei wir mit dem Index pg bei P, (X > ¢) nochmals betonen, dass wir die Wahrscheinlichkeit unter
der Nullhypothese berechnen. Wir sollten also ¢ nicht zu klein wéhlen, damit die Wahrscheinlichkeit
fiir einen Fehler 1. Art nicht zu gross wird. Auf der anderen Seite mochten wir aber auch ¢ nicht allzu
gross wihlen, weil wir sonst zu haufig einen Fehler 2. Art begehen: kein Verwerfen der Nullhypothese
Hj, obwohl sie falsch ist. Man schliesst einen Kompromiss, indem man das kleinste ¢ = ¢(«) nimmt,
so dass gilt

Py, (X > ¢) < a.

Dabei ist « eine im Voraus festgelegte (kleine) Zahl, das sogenannte Signifikanzniveau (oft kurz
auch nur Niveau); typischerweise wihlt man « = 0.05 oder a = 0.01. Obige Ungleichung besagt, dass
die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 1. Art mit dem Signifikanzniveau a kontrolliert wird. Die unserer
Behauptung gegeniiber skeptisch eingestellte Person (hier: der Hersteller) kann also die “Spielregeln”
definieren. Aus ihrer Perspektive wird nur mit Wahrscheinlichkeit « falsch entschieden.

Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler 2. Art ist nicht explizit kontrolliert, weil man nur einen Fehler
direkt kontrollieren kann. Da man mit dem Test Skeptiker (bzgl. unserer Behauptung) iiberzeugen
will, ist es wichtiger, den Fehler 1. Art zu kontrollieren (man versetzt sich sozusagen in ihre Lage,
bzw. sie diirfen die “Spielregeln” definieren).

Nach obigen Uberlegungen kommt man zum Rezept, dass Hy verworfen wird, falls z > c(a). Wenn
dies zutrifft, sagt man, dass man die Alternativhypothese statistisch nachgewiesen hat, und dass man
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die Nullhypothese verwirft. Man sagt auch, dass die Abweichung von der Nullhypothese signifikant
ist. Die Menge K aller Ausgénge, bei denen man Hy zugunsten von H,4 verwirft, wird Verwerfungs-
bereich genannt. Hier ist der Verwerfungsbereich K gegeben durch

K ={c,c+1,...,n}.

Entsprechend nennt man die Werte, bei denen Hy nicht verworfen wird, den Annahmebereich.

Falls wir die Nullhypothese nicht verwerfen konnen, ist das (leider) kein Nachweis fiir die Nullhypo-
these. Nehmen wir an, dass pp = 0.1 und wir Hy : p = pg nicht verwerfen kénnen. Dann bleibt p = 0.1
zwar ein plausibler Wert fiir den Parameter, aber z.B. p = 0.11 wére wohl auch noch plausibel. Oder
anders ausgedriickt: Nur weil wir keine Abweichung von py nachweisen konnen, heisst dies leider noch
lange nicht, dass keine Abweichung vorhanden ist! Oder besser in Englisch:

“Absence of evidence is not evidence of absence.”

Wir rechnen jetzt das kleine Beispiel einmal ganz durch.

Beispiel. Fin Hersteller von Bauteilen behauptet, dass (maximal) 10% der Teile Ausschussware
sind. Sie sind aufgrund alten Beobachtungen skeptisch und vermuten, dass es mehr als 10% sind. Wir
haben also

Hy:p=po=0.1

und
Hy:p>0.1.

In einer neuen Stichprobe von n = 20 Bauteilen finden wir x = 5 mit einem Defekt. Wir modellieren
die Anzahl Bauteile X mit Defekt mit einer Binomialverteilung, d.h.

X ~ Bin(n,p), n = 20.

Unter der Nullhypothese Hy : p = pg = 0.1 haben wir folgende Wahrscheinlichkeiten:

0 1 2 3 7 5 6
—2) | 0.12 027 029 019 0.09 0.03 0.0
0 (X <) | 012 0.39 068 0.87 0.96 0.99 1.00

FEs ist also

P, (X >4)=1-P,, (X <3)=1-0.87=0.13
Pp, (X >5)=1—P,, (X <4)=1—0.96 = 0.04.

Der Verwerfungsbereich K ist also auf dem 5%-Niveau gegeben durch
K ={5,6,7,...,20}.

Unsere Beobachtung x = 5 liegt gerade knapp noch im Verwerfungsbereich. Also verwerfen wir Hy und
haben statistisch nachgewiesen, dass p > 0.1 gilt. Wir haben also eine signifikante Abweichung von
der Nullhypothese nachweisen konnen. <

Falls man nach Abweichungen nach unten interessiert ist, also Hy : p < pg, geht alles analog. D.h.
man sucht das grosste ¢, so dass gilt
Py (X <c¢) <a.

Der Verwerfungsbereich ist dann
K ={0,1,2,...,c}.
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Bei zweiseitiger Alternative H 4 : p # po verwerfen wir die Nullhypothese Hy : p = pg, wenn z < ¢
oder x > cy. Hier wahlt man ¢; moglichst gross und co moglichst klein, so dass gilt

C1 n . i n n . -
Py (X <e)=) (k)p’au Cpo) <2 wnd By (X2a) =Y (k)pgu po)F < a2
k=0 k=ca
Der Verwerfungsbereich ist dann gegeben durch die Vereinigung
K= {0,1,2,...,61}U{02702 + 1,...,77,}.

Wir schneiden also bei der Verteilung links und rechts (ca.) «/2 ab, damit der Fehler 1. Art kontrolliert
wird. Der Verwerfungsbereich hat also ganz allgemein nach Konstruktion die gleiche “Form” wie die
Alternativhypothese H 4.

Der hier vorgestellte Test bei der Binomialverteilung wird auch als Binomialtest bezeichnet.

Zusammenfassung eines statistischen Tests
Die Durchfiithrung eines statistischen Tests kann — zumindest teilweise — “rezeptartig” erfolgen.
1. Wahle ein geeignetes Modell fiir die Daten.

2. Lege die Nullhypothese Hy : 0 = 6 fest. 6 bezeichnet hier allgemein einen Parameter in einem
Modell.

3. Anhand der Problemstellung, spezifiziere die Alternative
Hy : 0 +#£0y (“zweiseitig”)
0 > 0y (“einseitig nach oben”)

0 < 6y (“einseitig nach unten”).

4. Waéhle das Signifikanzniveau a, typischerweise o = 0.05 oder 0.01.

5. Konstruiere den Verwerfungsbereich K fiir Hy, so dass gilt
Py, (Fehler 1. Art) < .

Die Form des Verwerfungsbereichs héngt ab von der Alternative H 4.

6. Erst jetzt: Betrachte, ob die Beobachtung x (oder eine Funktion von mehreren Beobachtungen)
in den Verwerfungsbereich féllt. Falls ja, so verwerfe Hy zugunsten von H 4. Man sagt dann auch,
dass ein statistisch signifikantes Resultat vorliegt. Falls « nicht in den Verwerfungsbereich fallt,
so belassen wir Hy, was aber noch lange nicht heisst, dass deswegen Hj statistisch nachgewiesen
wurde (“absence of evidence is not evidence of absence”).

7.2 Tests fiir eine Stichprobe bei normalverteilten Daten

Wir betrachten hier die Situation, in der wir n voneinander unabhéngige Beobachtungen z1,...,z,
einer Zufallsvariable X ~ A (u,02) haben. Als Beispiel kann man sich 10 Messungen einer Schad-
stoffkonzentration vorstellen.

Als Schétzer fiir die unbekannten Parameter der Normalverteilung betrachten wir die erwartungstreu-
en Schétzer

ﬁ:

iX" (7.1)
i=1

1
2 =52= — 3 (X, ). (72)

S|
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Wir fixieren je nach Problemstellung ein po € R und wollen die Nullhypothese
Ho : pp= po
gegen eine der moglichen Alternativen

Hy:p# po (“zweiseitig”)
> o (“einseitig nach oben”)

< po (“einseitig nach unten”)

testen. Wir interessieren uns hier also fiir Tests bzgl. dem Erwartungswert und nicht beziiglich der
Varianz. Dabei unterscheiden wir zwei Félle: Bekannte Streuung o, dann verwenden wir den soge-
nannten Z-Test, oder unbekannte Streuung o (dann muss sie aus den beobachteten Daten geschétzt
werden), in diesem Fall ergibt sich der sogenannte ¢-Test.

7.2.1 Z-Test (0 bekannt)

Wir nehmen hier an, dass ¢ bekannt ist. Von frither wissen wir, dass fiir die Verteilung des arithme-
tischen Mittels gilt o
X, ~N (p,0%/n).

Wenn wir die Daten mitteln, dann haben wir also immer noch den gleichen Erwartungswert wie eine
einzelne Messung, aber eine kleinere Varianz. Falls die Nullhypothese Hy : pt = pg stimmt, dann haben
wir

Yn NN(,LL(),(T2/TL) .
Wenn der realisierte Wert 7, also “allzu weit” von pg entfernt ist, sollten wir die Nullhypothese ver-
werfen. Wir kénnten jetzt wieder so vorgehen wie beim einfiihrenden Beispiel, d.h. wir kénnten die
Quantile der N/ (uo, a?/ n)—Verteilung berechnen und damit je nach Alternative H 4 den Verwerfungs-
bereich bestimmen.

Typischerweise geht man aber iiber zu der standardisierten Teststatistik

X, - to _ beobachtet — erwartet

Z = =
o/v/n Standardfehler

Unter der Nullhypothese ist Z also A/ (0, 1) verteilt, denn wir verwenden hier gerade eine Standardi-
sierung. Bemerkung: Eine Teststatistik ist nichts anders als eine (spezielle) Zufallsvariable, die dazu
verwendet wird, die Testentscheidung zu treffen.

Fiir eine gegebene Realisierung
_ TnHo
a//n

von Z lehnen wir je nach Alternative H,4 die Nullhypothese Hy : i = pg ab, falls

z

|z| > Z1-g — ze K = (—oo,—zl_%] U [zl_%,oo) fir Hy :p # po (7.3)
Z>21-q <~ z€ K = [z1_q,0) fir Hy:p> po
2 E By = —F-g — z€ K =(-00,2,] = (—00,—21_4] fir Hp:p < po (7.5)

Das Symbol K bezeichnet wieder den Verwerfungsbereich und z, ist das (a x 100)%-Quantil der
Standardnormalverteilung.

Die Begriindung fiir (7.3) ist wie folgt. Die Teststatistik Z ist unter der Nullhypothese N (0, 1)-verteilt,
woraus sich die Wahrscheinlichkeit fir einen Fehler 1. Art, wie man aus Abbildung 7.1 erkennen kann,
als

Py, (12] > z1-2) =«
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Abbildung 7.1: Dichtefunktion der Teststatistik Z mit Verwerfungsbereich (blau) des zweiseitigen Z-Tests zum
Niveau «. Beachte zZg = —z1-g.

ergibt. Also genau so wie es sein sollte: Unter Hy fallen wir nur mit Wahrscheinlichkeit o in den
Verwerfungsbereich. Fiir (7.4) und (7.5) gehen die Uberlegungen genau gleich.

Mit dem urspriinglichen Ansatz wiirden wir iibrigens genau das Gleiche (d.h. den gleichen Testent-
scheid) erhalten, einfach auf der Skala von X,,. D.h. wir verwerfen Hy zugunsten von H 4, falls (nach-
rechnen!)

| X0 — po| > \/5’217% fir Ha :p# po
Ynz,qur%mzl_a fir Ha:p> po
_ o o
Xn<po+—7- fir Ha:p < po-

7.2.2 t-Test (0 unbekannt)

Die Annahme, dass man die Standardabweichung o kennt, ist in der Praxis meist unrealistisch. Wenn
wir o nicht kennen, ersetzen wir es durch den Schétzer S,, aus (7.2). Die Teststatistik ist dann

T X, — 1o _ beobachtet — erwartet
~ S,/\/n  geschitzter Standardfehler’

Da wir durch die Schitzung von o eine zusétzliche “Variationsquelle” ins Spiel gebracht haben, wird
die Streuung von T grosser sein als die Streuung von Z. Es liegt also daher unter der Nullhypothese
sicher keine Standardnormalverteilung mehr vor fir 7'

Man kann zeigen, dass T unter Hj einer sogenannten t-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden folgt.
Wir schreiben
T~t, 1.

Die t-Verteilung ist wie die Standardnormalverteilung symmetrisch um 0, hat aber eher die Tendenz,
(betragsmaéssig) grosse Werte anzunehmen. Man sagt auch, sie sei langschwénziger. Dies sieht man
auch schon in Abbildung 7.2 im Vergleich mit der Standardnormalverteilung. Fiir n — oo liegt eine
Standardnormalverteilung vor. Die konkrete Dichte wollen wir hier nicht aufschreiben. Den Freiheits-
grad kann man sich als einen Parameter mit speziellem Namen vorstellen. Die Merkregel ist: Pro
Beobachtung erhalten wir einen Freiheitsgrad, pro Parameter der uns interessiert, miissen wir einen
bezahlen. Es verbleiben also hier n — 1 Freiheitsgrade, da wir n Beobachtungen haben und uns p
interessiert.
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Abbildung 7.2: Dichten der t-Verteilung mit 1 (rot, gestrichelt), 2 (blau, gepunktet) und 5 (griin, strich-
punktiert) Freiheitsgraden. Die schwarze durchgezogene Kurve ist die Dichte der Standardnormalverteilung.

Das (a x 100)%-Quantil der ¢t-Verteilung mit n Freiheitsgraden bezeichnen wir mit ¢, o. Die Quantile
sind tabelliert fiir kleine bis mittlere n und hiufig gebrauchte Werte von « (siehe Anhang A.4), oder
sie konnen mittels Computer numerisch berechnet werden. Fiir grosses n kénnen wir auch auf die
Quantile der Standardnormalverteilung zuriickgreifen.

Analog wie beim Z-Test lehnen wir fiir eine gegebene Realisierung

_ Tn— o

von T je nach Alternative H4 die Nullhypothese Hy : 4 = pg ab, falls

t

|t| > tnfl,lf% — teK= (—OO, —tn,Ll,%] U [tnfl’lfg,oo) fir Ha:p# po
t>th_11-a ~— te K= [tn—Ll—on OO) fir Ha:p > po
t < tnfl,a = _tnfl,lfoc — teK-= (—OO,tn,La] = (_OO’ _tnfl,lfa] fiir Hy : < o

Beispiel. Der Sollwert einer Abfillmaschine von Paketen betrdgt 1000g. Sie haben die Vermutung,
dass die Maschine falsch kalibriert ist. Als Modell fir das Gewicht eines Paketes verwenden wir eine
Normalverteilung. Zusdtzlich nehmen wir an, dass die Gewichte der verschiedenen Pakete unabhdngig
voneinander sind. Wir betrachten in einer Stichprobe das Gewicht von 10 Paketen. D.h. wir haben
Realisierungen x1,...,x10 von Xi,..., X1 i.i.d. ~ N (u, 02).
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Die gemessenen Werte (nicht dargestellt) liefern T1o = 1002.63 und s19 = 1.23.

Gemdss Fragestellung ist
H() U= Mo = 10007

Hy @ #1000.
Unter Hy folgt die Teststatistik T einer to-Verteilung, da n = 10.

Auf dem 5%-Niveau ist der Verwerfungsbereich K gegeben durch die links- und rechisseitigen 2.5%
extremsten Werte der Verteilung von T unter Hy, d.h.

K = (—00, —2.262] U [2.262, c0),

da tg,0.975 = 2.262, siehe Tabelle in Anhang A.4.
Der realisierte Wert der Teststatistik ist
~1002.63 — 1000
1.23/4/10

Der realisierte Wert liegt also im Verwerfungsbereich, daher verwerfen wir die Nullhypothese. Wir
haben somit statistisch nachgewiesen, dass die Maschine falsch kalibriert ist.

= 6.76.

Wenn wir o = 1.23 als bekannt vorausgesetzt hétten, dann wdre hier ein Z-Test angesagt gewesen.
Der einzige Unterschied im Vorgehen wdre die Berechnung des Verwerfungsbereichs, der in diesem
Fall dann gegeben wdre durch

K = (—o00,—1.96] U [1.96, 0),

da 20.975 — 1.96. <
Man kann zeigen, dass der t-Test der optimale Test (bzgl. der Macht, siche néchstes Kapitel) unter

allen moglichen Tests ist, falls die Beobachtungen normalverteilt sind. Bei nicht normalverteilten
Beobachtungen kénnen andere Tests (siche Kapitel 7.5) sehr viel besser sein als der ¢-Test!

Wir haben nun sowohl im diskreten wie auch im stetigen Fall gesehen, wie man statistische Tests
durchfithren kann. Bevor wir noch weitere stetige Situationen anschauen, wollen wir uns in den
néchsten Kapiteln allgemein mit den Eigenschaften und Besonderheiten von statistischen Tests befas-
sen.

7.3 Aligemeine Eigenschaften von statistischen Tests

7.3.1 Macht

Ein statistischer Test kontrolliert per Konstruktion direkt die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 1. Art
durch das Signifikanzniveau a:

P (Fehler 1. Art) = P (Test verwirft Hy, obwohl Hy stimmt) < c.

Bei stetigen Verteilungen ist obige Ungleichung eine Gleichung, da wir das Niveau ezakt kontrollieren
koénnen.

Die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 2. Art ist hingegen eine Funktion des Parameterwerts 6 € Hy,
wir bezeichnen sie mit 5(6), d.h.

B(0) = P (Test akzeptiert Hy, obwohl § € H,4 stimmt) .
Die Macht (englisch “power”) eines Tests ist definiert als

1 — B(0) = P (Test verwirft richtigerweise Hy fir 6 € Hy) .
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Die Macht kénnen wir also nur unter einer entsprechenden Annahme fiir § € H4 berechnen.

Die Macht liefert uns die Antwort auf die Frage, wie wahrscheinlich es ist, die Alternative H4 nach-
zuweisen, wenn wir einen gewissen Parameterwert § € H, annehmen. Wéahrend wir frither beim
Signifikanzniveau den Standpunkt der Nullhypothese eingenommen haben, geht man bei der Macht
sozusagen nun vom eigenen Standpunkt aus (denken Sie z.B. an das Beispiel mit den kaputten Bautei-
len, dort war die Nullhypothese der Standpunkt des Herstellers). Die “Spielregeln” fiir den statistischen
Test (d.h. der Verwerfungsbereich) werden unter Hy bestimmt. Sie persénlich nehmen aber auch Teil
am Spiel, glauben aber an ein spezifisches § € H 4. Fiir Sie ist es natiirlich von Interesse, wie wahr-
scheinlich es ist, dass Sie “gewinnen”, d.h. mit welcher Wahrscheinlichkeit die Nullhypothese verworfen
wird.

Intuitiv scheint klar, dass je weiter weg das wahre 6 von Hy : § = 0y in Richtung der Alternative liegt,

desto wahrscheinlicher wird es sein, dass die Nullhypothese verworfen wird.

Beispiel. Wir betrachten 10 Wiirfe mit einer Miinze. Die Wahrscheinlichkeit fiir Kopf sei p. Bei
einer fairen Miinze hdatten wir p = 0.5. Wir vermuten, dass p > 0.5 ist. Also haben wir

Hy:p=po=05,

Hy:p>0.5.

Wenn wir mit X die Anzahl Wiirfe mit Ausgang Kopf bezeichnen, so haben wir unter Hy, dass X ~
Bin (10, 0.5) verteilt ist. Dies ergibt folgende Wahrscheinlichkeiten:

T 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
P (X =2x) | 0.001 0.010 0.044 0.117 0.205 0.246 0.205 0.117 0.044 0.010 0.001

Der Verwerfungsbereich K ist also auf dem 5%-Niveau gegeben durch
K = {9,10}.

Wir wollen nun die Macht des Tests berechnen fir das Szenario p = 0.75. Dies ist die Wahrschein-
lichkeit, dass wir Hy verwerfen, wenn in der Tat p = 0.75 gilt. Unter der Annahme p = 0.75 ist
X ~ Bin (10,0.75)-verteilt. Dies resultiert in folgenden Wahrscheinlichkeiten:

T 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Pp—o.75 (X =) | 0.000 0.000 0.000 0.003 0.016 0.058 0.146 0.250 0.282 0.188 0.056

Die Macht entspricht nun der Wahrscheinlichkeit, in diesem Szenario in den Verwerfungsbereich K
zu fallen. Der Verwerfungsbereich dndert sich nicht, denn dieser wird ja immer nur unter der Null-
hypothese bestimmt! Also haben wir

Pp=0_75 (X (S K) = Pp=0_75 (X > 9) = 0.188 + 0.056 = 0.244.

Unser “Gedankenezxperiment” liefert also folgendes Resultat: Wenn in Tat und Wahrheit p = 0.75 gilt,
so werden wir (nur) mit Wahrscheinlichkeit 0.244 ein signifikantes Testresultat erhalten. Die Macht
des Tests ist also 0.244 bei der Alternative p = 0.75. <

Beim einseitigen Z-Test kann man die Macht schon illustrieren, sieche Abbildung 7.3. Man muss hier-
zu zwei Verteilungen betrachten. Auf der einen Seite die Verteilung unter der Nullhypothese; diese
ist zentriert um pg (z.B. ein Sollwert) und mit ihr wird der Verwerfungsbereich bestimmt. Auf der
anderen Seite hat man die Verteilung unter einer Alternative p (z.B. eine gewisse Uberschreitung
des Sollwertes). Die Frage ist dann, mit welcher Wahrscheinlichkeit wir in diesem Szenario die Uber-
schreitung nachweisen kénnen. Diese Wahrscheinlichkeit ist gegeben durch die entsprechend markierte
Fliache unter der Dichte. Dies ist ganz analog zu obigem Beispiel. Dort hatte man Summen von Wahr-
scheinlichkeiten im entsprechenden Bereich. Je weiter weg wir u von pg platzieren, desto grosser wird
die Macht.
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Dichte von X,, unter Alternative p;
Dichte von X,, unter Hy

N

Mo M1 Mo +c¢

Dichte von X,, unter Alternative 12

Dichte von X,, unter Alternative 3

T
(LT

Ho M3

Abbildung 7.3: Tllustration der Macht bei einem einseitigen Z-Test (Ho : g = po, Ha @ p > po) fir drei
verschiedene Szenarien. Die blaue Linie markiert den Verwerfungsbereich (bestimmt durch die Dichte von
X,, unter Ho; es ist ¢ = z1-a - 0/ \/ﬁ) Die griin markierte Fléche ist die Macht unter den entsprechenden
Alternativen p1 bis us.

Die Berechnung der Macht ist also eine “theoretische” Angelegenheit, fiir die man keine Daten braucht,
dafiir eine Ahnung iiber mogliche Parameterwerte 0 € H 4. Oft wird vor einem Experiment mittels
obigen Uberlegungen ermittelt, wie wahrscheinlich es ist, dass man mit dem Experiment einen gewissen
Effekt nachweisen kann, d.h. wie gross die Macht fiir ein bestimmtes Szenario ist. Diese muss natiirlich
gentigend gross sein, damit man ein Experiment durchfithren wird (man will ja einen Erfolg sehen). Da
die Macht mit zunehmender Stichprobengrosse grosser wird, kann man so auch ermitteln, wie gross
die Stichprobe sein muss, dass z.B. die Macht mindestens 80% ist.
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7.3.2 P-Wert

Bis jetzt haben wir jeweils basierend auf dem Signifikanzniveau o den Verwerfungsbereich ermittelt
und dann geschaut, ob der realisierte Wert der Teststatistik in diesem Bereich liegt oder nicht. Den
Verwerfungsbereich haben wir so konstruiert, dass er die (« x 100)% “extremsten” Werte der Test-
statistik enthélt (bzgl. der Verteilung unter der Nullhypothese). Beachten Sie: Das Signifikanzniveau
und der Verwerfungsbereich hdngen nicht von den beobachteten Daten ab, aber der realisierte Wert
der Teststatistik sehr wohl.

Alternativ konnen wir auch versuchen, direkt zu schauen, wie “extrem” der beobachtete Wert der
Teststatistik liegt (bzgl. der Verteilung unter der Nullhypothese). D.h. wir miissen dann den Umweg
iiber den Verwerfungsbereich nicht machen. Dies fiihrt uns zum sogenannten p-Wert.

Der p-Wert ist die Wahrscheinlichkeit, unter der Nullhypothese einen mindestens so extremen Wert
der Teststatistik zu beobachten, wie der aktuell beobachtete. Dabei bestimmt die Alternativhypothese,
was als extremer gilt (genau gleich wie bei der Form des Verwerfungsbereichs). Schauen wir uns dies
an einem Beispiel an.

Beispiel. Bei einer Binomialverteilung mit n = 10 wollen wir die Nullhypothese
H() Pp=Dpo = 0.5
gegen die Alternative
Hy:p>05

testen (p ist z.B. die Wahrscheinlichkeit fir Kopf bei einer Minze). Wir haben also unter Hy die
Zufallsvariable
X ~ Bin (10,0.5)

(X ist dann die Anzahl Wiirfe mit Kopf bei insgesamt 10 Wiirfen). Die Verteilung von X unter Hy
ist in Abbildung 7.4 dargestellt. Beobachtet wurde
z="1.

Da Hy :p > 0.5 gilt, sind grosse Werte von X extrem im Sinne von H 4. Der p-Wert ist hier also die
Summe aller Wahrscheinlichkeiten fir X grésser gleich 7, d.h.

p-Wert =P, (X >7) =0.17.

Wenn wir zweiseitig testen wirden (Ha : p # 0.5), wdren sowohl sehr grosse als auch sehr kleine
Werte von X extrem im Sinne von Ha. Dann missten wir also die Wahrscheinlichkeiten “auf der
anderen Seite” auch noch dazu addieren, d.h. wir hdtten dann

p-Wert =Pp, (X <3)+Pp, (X >7) =0.34. <

Wir kénnen am p-Wert direkt den Testentscheid ablesen. Wenn der p-Wert kleiner als das Signifikanz-
niveau « ist, dann verwerfen wir die Nullhypothese, ansonsten nicht. Denn falls der p-Wert kleiner als
« ist, dann liegt der beobachtete Wert der Teststatistik sicher im Verwerfungsbereich (zur Ermittlung
des Verwerfungsbereichs verwendet man ja das gleiche “Schema” wie bei der Berechnung des p-Werts).

Bei obigem Beispiel mit der einseitigen Alternative wiirden wir also die Nullhypothese auf dem 5%
Niveau nicht verwerfen, da 0.17 > 0.05 gilt.

Schauen wir noch ein anderes Beispiel an.

Beispiel. Bei einem t-Test mit
Ho:p=po

und
Ha:p# o
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geht es konzeptionell genau gleich. Die Verteilung unter Hy ist in Abbildung 7.5 dargestellt. Betrachten
wir nun ein Beispiel, wo wir
t=1.7

beobachtet haben (Daten nicht dargestellt). Statt Wahrscheinlichkeiten haben wir hier eine Dichte, die
wir integrieren missen. Der p-Wert ist gerade das Integral der Dichte tiber Werte kleiner als —1.7
bzw. grésser als 1.7, d.h.

p-Wert="P,, (T < -1.7)+P,, (T >1.7) =P, (|T| > 1.7).
Wenn wir einseitig testen wiirden, dann miisste man nur die Wahrscheinlichkeit betrachten, die “in
Richtung der Alternative” liegt. <

]PPO (X = :C)

p-Wert = Summe der Wkeiten

Abbildung 7.4: Tllustration des p-Werts anhand einer Bin (10, 0.5)-Verteilung unter Hy : p = 0.5 und der
Alternative Hy : p > 0.5. Beobachtet wurde = 7. Der p-Wert ist die Summe der Wahrscheinlichkeiten fiir
z>1T.

tn,1 (LE)

p-Wert = Fldche unter der Dichte

t t €T

—-1.7 0 1.7

Abbildung 7.5: Illustration des p-Werts anhand eines zweiseitigen t-Tests. Beobachtet wurde t = 1.7. Der p-
Wert ist die Flache unter der Dichte bei “extremeren” Féllen (d.h. Beobachtungen, die betragsméssig grosser
als 1.7 sind).

Bei einer diskreten Verteilung ist der p-Wert also einfach die Summe der Wahrscheinlichkeiten (un-
ter Hp) derjenigen Ausginge, die mindestens so extrem sind (in Richtung der Alternative) wie der
beobachtete Wert. Bei stetigen Verteilungen hat man einfach die entsprechenden Fliachen unter der
Dichte.

Der Vollstiandigkeit halber alles nochmals zusammengefasst.
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Der p-Wert ist die Wahrscheinlichkeit, unter der Nullhypothese einen mindestens so extremen Wert
der Teststatistik zu beobachten (in Richtung der Alternative), wie der aktuell beobachtete.

Man kann anhand des p-Werts direkt den Testentscheid ablesen: Wenn der p-Wert kleiner als das
Signifikanzniveau « ist, so verwirft man Hy, ansonsten nicht.

Verglichen mit dem reinen Testentscheid enthélt der p-Wert aber mehr Information, da man direkt
sieht, “wie stark” die Nullhypothese verworfen wird. Viele Computer-Pakete liefern den Testentscheid
nur indirekt, indem der p-Wert ausgegeben wird. Man kann sich den p-Wert auch als “vollstandardi-
sierte” Teststatistik vorstellen. Man kann alle Information ablesen und braucht keine Verteilungsta-
bellen etc. mehr.

Bemerkung:
Da der p-Wert schlussendlich von den Daten abhéngt, ist dieser auch zuféllig. In der Tat kann einfach
gezeigt werden, dass unter der Nullhypothese der p-Wert Uni (0, 1)-verteilt ist.

Fehlinterpretationen und Gefahren des p-Werts

Der p-Wert wird oft falsch interpretiert. Der p-Wert ist insbesondere nicht die Wahrscheinlichkeit, dass
die Nullhypothese stimmt (dartiber konnen wir hier gar keine Aussagen machen, da die Parameter fix
und nicht zufillig sind). Bei der Berechnung des p-Werts geht man davon aus, dass Hy stimmt und
schaut, wie extrem dann das beobachtete Ereignis liegt.

Zusitzlich bedeutet ein (sehr) kleiner p-Wert nicht zwangsliufig, dass ein fachlich relevantes Resul-
tat gefunden wurde, da der p-Wert nichts iiber eine Effektgrosse aussagt. Hierzu werden wir spéter
Vertrauensintervalle anschauen.

7.3.3 Multiples Testen

In der Praxis trifft man oft die Situation an, dass man nicht nur einen statistischen Test durchfiihrt,
sondern mehrere. Wir schreiben Hy ; fiir die j-te Nullhypothese, j = 1,...,m. Mit m bezeichnen wir
also die Anzahl Tests. Wenn wir annehmen, dass alle Nullhypothesen stimmen, und wir auf dem Signi-
fikanzniveau « testen, dann erwarten wir in (« x 100)% der m Félle, dass die Nullhypothese verworfen
wird (oder dquivalent dazu: dass der p-Wert kleiner als « ist). Wenn wir geniigend viele statistische
Tests durchfithren, werden wir also signifikante Resultate erhalten, selbst wenn alle Nullhypothesen
stimmen.

Etwas genauer: Wenn wir annehmen, dass alle Nullhypothesen stimmen und alle Tests unabhingig
voneinander sind, dann haben wir

P (Mindestens ein Hy ; wird verworfen) = 1 — P (Kein Hy ; wird verworfen)

m
=1-P ﬂ {Ho,; wird nicht verworfen}

j=1

=1- H P (Hy,; wird nicht verworfen)
j=1

=1-(1-a)™

Fir o = 0.05 und m = 50 ist dies schon 0.92!
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Fir den allgemeineren Fall, wo wir keine Unabhéngigkeit annehmen, haben wir die (grobe) Abschitzung

m
P (Mindestens ein Hy ; wird verworfen) =P U {Hy,; wird verworfen}
j=1

(13) &
< Z P (Hy,; wird verworfen)
j=1

= a-m.

Wenn wir also fiir jeden einzelnen Test das striktere Niveau a* = & verwenden, dann haben wir

o
m
P (Mindestens ein Hy ; wird verworfen) < a.

Diese Korrektur nennt man auch Bonferroni-Korrektur. Sie ist sehr einfach und universell giiltig.
Der Nachteil ist, dass man ein sehr striktes Niveau verwenden muss und daher Macht verliert im
Gegensatz zu anderen Korrektur-Methoden (die wir hier nicht anschauen).

In der Praxis sollte man also nur einen im Voraus definierten Test durchfiihren, oder falls man wirklich
an mehreren Tests interessiert ist, eine entsprechende Korrektur-Methode anwenden.

7.4 Vertrauensintervalle

Wir haben bis jetzt gesehen, wie wir mit Parameterschétzern basierend auf Daten den plausibelsten
Parameterwert berechnen konnen. Zusétzlich kénnen wir mit statistischen Tests entscheiden, welche
Parameterwerte sicher nicht mit den Daten vertriglich sind (ndmlich diejenigen, bei denen die Null-
hypothese verworfen wird). Jetzt geht es noch darum, die Menge der plausiblen Parameterwerte zu
ermitteln.

Ein Vertrauensintervall I fiir den Parameter 6 zum Niveau 1 — « (oft auch Konfidenzintervall
genannt) besteht aus allen Parameterwerten, die im Sinne eines statistischen Tests zum Signifikanz-
niveau « mit der Beobachtung vertréiglich sind (iiblicherweise nimmt man den zweiseitigen Test).
Mathematisch heisst das:

I = {6y : Nullhypothese Hy : 6 = 6y wird nicht verworfen}.

Das bedeutet also, dass wir sozusagen alle 6y “durchtesten” und diejenigen “sammeln”; bei denen die
entsprechende Nullhypothese nicht verworfen wird (unsere Daten bleiben dabei natiirlich fiz).

Diese Beziehung stellt eine Dualitét zwischen Tests und Vertrauensintervall dar. Wenn ein
Wert 6y im Vertrauensintervall enthalten ist, so wissen wir, dass die entsprechende Nullhypothese nicht
verworfen wird (sonst wére ja der Wert nicht im Vertrauensintervall enthalten). Wir erhalten so also
direkt den Testentscheid. Auf der anderen Seite kann mit Hilfe des Tests direkt das Vertrauensintervall
konstruiert werden (geméss Definition oben).

Das Vertrauensintervall ist zufdllig, denn es hdngt indirekt von unseren Beobachtungen ab, die wir als
Realisierungen von Zufallsvariablen betrachten. Fiir andere Realisierungen werden wir also ein (leicht)
anderes Vertrauensintervall erhalten!

Diese Uberlegung fiihrt zu einer alternativen Interpretation: Man kann zeigen, dass das Vertrau-
ensintervall I den unbekannten wahren Parameter § mit Wahrscheinlichkeit 1 — « “einfangt”, d.h.

PI30)=1-a.

Hier ist I zufdllig und 6 fix, daher auch die etwas speziellere Schreibweise mit dem Symbol “37,
das wir mit “enthélt” iibersetzen. Damit haben wir auch in Kapitel 6.3.4 die Herleitung bestritten.
Das heisst, wenn wir ein Experiment (oder eine Simulation) viele Male wiederholen, dann fingt das
Vertrauensintervall den wahren (unbekannten) Parameter im Schnitt in (1 — ) x 100% der Fille
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ein. Dies ist in Abbildung 7.6 illustriert. Dort hat man den wahren Parameter in 3 von 100 Féllen
“verpasst”.

Beide Sichtweisen fithren dazu, dass wir das Vertrauensintervall fiir 6 als denjenigen Wertebereich
fir unseren Modellparameter 6 interpretieren, den wir aufgrund der vorliegenden Daten als plausibel
betrachten.

100
I

80
l

Simulation

40

20

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Abbildung 7.6: Tllustration der Uberdeckungswahrscheinlichkeit des 95%-Vertrauensintervalls fiir den Para-
meter i einer Normalverteilung mit unbekannter Varianz. Es wurden 100 Datensétze simuliert mit wahrem
Parameter = 0. Fiir jede Simulation ist das Vertrauensintervall mit einem horizontalen Strich dargestellt.
Darin zusétzlich markiert ist der jeweilige Parameterschétzer. In 3 von 100 Féllen enthélt das Vertrauensin-
tervall fiir g den wahren Wert p = 0 nicht (rot markiert).

Beispiel. Wir betrachten nochmals das Beispiel mit der Abfillmaschine von Paketen. Wir hatten
dort fiir n = 10 Beobachtungen die Kennzahlen T19 = 1002.63 und s19 = 1.23. Jetzt wollen wir damit
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ein 95%- Vertrauensintervall fiir p bestimmen. Wir miissen also alle Nullhypothesen “sammeln”, die
nicht verworfen werden. Diese sind gegeben durch die Menge

< 2.262}

S

- { 2262 < po— X, < — ~2~262}

3
3

- S,

02,262 < pp < X, + Sn -2.262}

n n

3

Ganz genau genommen misste man “<” statt “<” verwenden in obigen Ungleichungen. Bei stetigen
Verteilungen spielt dies aber keine Rolle und wir schreiben das Vertrauensintervall typischerweise als
geschlossenes Intervall.

Wenn wir die beobachteten Werte einsetzen, so erhalten wir

1.23
1002.63 + — - 2.262 = [1001.75, 1003.51].

V10
Plausible Parameterwerte fiir den Parameter u liegen also zwischen 1001.75 und 1003.51. Wir sehen

insbesondere auch, dass 1000 nicht im Vertrauensintervall enthalten ist. Das heisst, wir wiirden die
entsprechende Nullhypothese verwerfen (wie wir das friher auch gemacht haben).

Wenn wir das Ganze mit einem Z-Test durchrechnen wirden, dann wirden wir genau das gleiche
Resultat wie in Kapitel 6.3.4 erhalten (nachrechnen!). <

Wie wir an obigem Beispiel sehen, ist in der Situation des ¢-Tests das (zweiseitige) (1 — a)%-
Vertrauensintervall fiir p gegeben durch

Sn

I — i = ﬁtn_l,l_%.

Beim Z-Test erhilt man entsprechend

= o
I:Xn:t %21_%.

Die Form ist also genau gleich. Man verwendet einfach andere Quantile.

Ein Vertrauensintervall enthélt sehr viel Information. Auf der einen Seite sehen wir automatisch,
welche Nullhypothesen verworfen werden und welche nicht, auf der anderen Seite erhalten wir mit dem
Vertrauensintervall auch eine Angabe iiber die Genauigkeit der Parameterschitzung (je schmaler,
desto genauer).

Beziiglich Informationsgehalt kénnen wir die Begriffe “Vertrauensintervall”, “P-Wert” und “Testent-
scheid” also “ordnen”:

Testentscheid < P-Wert < Vertrauensintervall

wobei sich die Relation “<” auf den Informationsgehalt bezieht.

Bemerkung:
Oft wird das Vertrauensintervall mit dem Annahmebereich eines Tests verwechselt. Beim Vertrauens-
intervall macht man basierend auf den vorliegenden Daten eine Aussage dariiber, was plausible Werte
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fiir einen Modellparameter sind. Beim Annahmebereich hingegen geht man von einer konkreten Null-
hypothese aus und iiberlegt sich, in welchem Bereich dann die Teststatistik liegt (wozu man keine
konkreten Daten braucht).

7.4.1 Statistische Signifikanz und fachliche Relevanz

Der Begriff der statistischen Signifikanz wird oft missbraucht, um gleichzeitig auch die entsprechende
fachliche Relevanz zu untermauern. Diese beiden Begriffe miissen aber nicht unbedingt miteinander
einhergehen. Wenn man geniigend viele Beobachtungen sammelt, dann wird man jede Nullhypothese
verwerfen konnen (denn diese stimmt in der Praxis nie exakt). Bedeutet dies nun, dass die vorgestellten
Konzepte in der Praxis alle nutzlos sind? Die Antwort ist natiirlich nein, aber man muss sie richtig
verwenden.

Hierzu miissen wir das beste aus “beiden Welten” miteinander kombinieren: Entsprechendes Fach-
wissen und der statistische Output. Wir miissen zuerst basierend auf Fachwissen definieren, was ein
relevanter Effekt oder Unterschied ist (die Statistik kann uns hier nicht helfen). Wenn wir dies
gemacht haben, kénnen wir die Statistik ins Spiel bringen.

Am Beispiel der Abfiillmaschine: Nehmen wir an, dass Abweichungen bis 5g vom Sollgewicht keine
Rolle spielen, also nicht relevant sind. Wir haben also einen “irrelevanten Bereich”, der von 995 bis
1005g geht. Ausserhalb sprechen wir vom Relevanzbereich. Die Idee besteht nun darin, zu schauen,
wie das Vertrauensintervall fiir u liegt. Dieses war [1001.75,1003.51], was vollstdndig im irrelevanten
Bereich liegt. Wir wiirden daher die Abweichung als statistisch signifikant, aber als nicht relevant
taxieren. Andere mogliche Félle und deren Interpretation sind in Abbildung 7.7 dargestellt.

—_— Signifikant, nicht relevant

—t Signifikant, relevant

_ Signifikant, ev. relevant

Nicht signifikant, nicht relevant

ONCHONONG

f Nicht signifikant, ev. relevant

I
o — 0 Ho to + 6

Abbildung 7.7: Verschiedene Fille (1 bis 5) von statistischer Signifikanz und fachlicher Relevanz. Die Vertrau-
ensintervalle fiir p sind durch Striche dargestellt ( , ). Der “irrelevante Bereich” geht von po — ¢ bis
zu o + 0 (griin), wobei das § durch entsprechendes Fachwissen definiert wurde.

7.5 Tests fiir eine Stichprobe bei nicht normalverteilten Daten

In der Praxis sind unsere Messdaten nicht immer normalverteilt. Auch fiir diese Situationen gibt es
entsprechende Tests mit weniger starken Annahmen.

7.5.1 Vorzeichen-Test

Wir gehen hier nicht mehr von einer Normalverteilung aus, sondern betrachten allgemeiner Beob-
achtungen x1,...,x, von iid. Zufallsvariablen Xy,..., X, ~ F(u), wobei F eine beliebige stetige
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Verteilung mit Median p ist.

Wie vorher kénnen wir wieder Null- und Alternativhypothesen aufstellen, jetzt aber bzgl. dem Median,
z.B.

Ho : p= po

und
Ha:p# po.

Bei symmetrischen Verteilungen entspricht der Median dem Erwartungswert und wir sind wieder in
der Situation wie friiher.

Wenn i = g tatsachlich stimmt, dann beobachten wir mit 50% Wahrscheinlichkeit einen Wert grosser
als po (geméss der Definition des Medians). Wenn wir also allzu viele (oder zu wenige) Werte haben,
die grosser als g sind, dann spricht dies gegen die Nullhypothese und fiir die Alternative. Wir kénnen
also durch reines Ermitteln der Anzahl Werte, die grosser als pi sind, einen Testentscheid fillen. Dies
ist die Idee des sogenannten Vorzeichen-Tests.

Beim Vorzeichen-Test betrachtet man die Anzahl positiver X; — po (man zahlt also die Anzahl
positiver Vorzeichen, daher auch der Name). Analog kann man natiirlich einfach die Anzahl Werte
grosser als pg zédhlen. Die Anzahl positiver Vorzeichen, die wir fortan mit @) bezeichen, folgt unter
H, geméss obigen Ausfiihrungen einer Bin (n, 0.5)-Verteilung. Damit kann man genau gleich wie beim
einfithrenden Beispiel mit dem Binomialtest einen entsprechenden Test durchfiihren, siehe Kapitel 7.1.

Beispiel. Wir betrachten nochmals das Beispiel mit der Abfillmaschine. Um den Vorzeichen-Test
durchfiihren zu kénnen, reichen die beiden Kennzahlen T1g bzw. s1g9 micht, wir brauchen die Original-
daten. Diese sind in Tabelle 7.2 dargestellt.

£ Z2 Z3 Ly Ts Zg T7 xg L9 Z10

1003.04 | 1004.10 | 1002.60 | 1002.50 | 1003.98 | 1003.01 | 1002.94 | 1001.89 | 999.69 | 1002.46

Tabelle 7.2: Originaldaten im Beispiel der Abftullmaschine.

Wir sehen, dass wir 9 positive und 1 negatives Vorzeichen haben (9 Werte sind grésser als 1000
und nur 1 Wert ist kleiner). Wir wollen den Testentscheid nun mittels p- Wert bestimmen. Wenn wir
zweiseitig testen, dann ist hier der p-Wert gegeben durch (nochmals zur Erinnerung: beim p- Wert des
zweiseitigen Tests miissen wir die Wahrscheinlichkeiten von mindestens so extremen Ereignissen “auf
beiden Seiten” berechnen)

D- Wert = Pp:(),g) (Q = O) =+ Pp:0,5 (Q = 1) + Pp:0'5 (Q = 9) + Pp:0'5 (Q = 10)
=2 (Pp=0,5(Q =9) + Pp—o.5 (@ = 10))
=2(10- 0.5 +0.5'%)
= 0.0215,
wobei wir ausgenutzt haben, dass die Verteilung von @Q unter Hy symmetrisch ist, da Q ~ Bin (10,0.5).

Da der p-Wert kleiner als 5% ist, verwerfen wir also mit dem Vorzeichen-Test die Nullhypothese auf
dem 5%-Niveau (wie wir das beim t-Test auch gemacht haben,). <

Bemerkung:

Falls es in der Praxis Beobachtungen gibt, die exakt mit p iibereinstimmen, so lisst man diese weg
und reduziert die Stichprobengrésse n entsprechend.

7.5.2 Wilcoxon-Test

Der Wilcoxon-Test ist ein Kompromiss, der weniger voraussetzt als der ¢-Test, aber die Information
der Daten besser ausniitzt als der Vorzeichen-Test.
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Wir fassen hier unsere Beobachtungen 1, ..., z, auf als i.i.d. Realisierungen von X1, ..., X, ~ F(u),
wobei F (1) eine symmetrische, stetige Verteilung mit Erwartungswert (bzw. Median) pu ist.

Wie frither haben wir also die Nullhypothese
Ho:p=po

und z.B. die zweiseitige Alternative
Hy :p # po.

Zur Konstruktion einer Teststatistik ermitteln wir zuerst, wie stark die Daten betragsméssig von
o abweichen. Wir betrachten also die Gréossen |X; — pg|. Diese Werte ersetzen wir nun durch die
entsprechenden Rénge. Zur Erinnerung: Dabei bedeutet

Rang(|X; — pol) = &,

dass | X; — po| den k-ten kleinsten Wert hat unter allen | X7 — pio], . . ., | Xy — po|. Wenn einzelne Werte
zusammenfallen, erhalten die entsprechenden Beobachtungen den mittleren zugehorigen Rang.

Ferner sei V; der Indikator dafiir, ob X; — ug positiv ist, d.h. V; = 1 falls X; > pg ist und V; = 0 sonst.
Schlussendlich verwenden wir als Teststatistik

W = Rang(|X; — o)) Vi,

i=1

d.h. wir betrachten nur die Rédnge auf einer “Seite” von . Unter Hy erwarten wir “eine gute Mischung”
von Réngen auf beiden Seiten von pg. Wir verwerfen also Hy, falls W allzu gross oder allzu klein ist
(je nach Form der Alternative). Die konkreten Schranken fiir zu gross oder zu klein entnimmt man aus
Tabellen, siehe z.B. Tabelle 7.4. In der Tat ist die Verteilung unter Hy nichts anderes als dass wir die
(fixen) Zahlen 1,...,n durchgehen (die Ringe) und jeweils eine Miinze werfen, ob der entsprechende
Rang “links” oder “rechts” von pg liegt. Alternativ und einfacher liest man den Testentscheid direkt
am p-Werts des Computer-Outputs ab.

Man kann zeigen, dass dieser Test das Niveau exakt einhélt (d.h. die Wahrscheinlichkeit fiir einen
Fehler 1. Art ist gleich ), wenn die X i.i.d. sind und eine um pg symmetrische Dichte haben. Beim ¢-
Test wird zwar das Niveau auch ungefiahr eingehalten, falls die Daten nicht normalverteilt sind (wegen
dem zentralen Grenzwertsatz), aber die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 2. Art ist in solchen Féllen
unter Umstédnden beim ¢-Test wviel grisser als beim Wilcoxon-Test.

In der Praxis ist der Wilcoxon-Test allermeist dem ¢- oder Vorzeichen-Test vorzuziehen. Nur falls die
Daten sehr gut mit einer Normalverteilung beschrieben werden, ist der t-Test fiir eine gute Daten-
analyse “vollumfanglich tauglich”: diese Annahme kann man z.B. mit dem Normalplot (siche Kapitel
6.2) grafisch tiberpriifen.

Beispiel. Wir wollen zur Illustration die Teststatistik des Wilcoxon-Tests im Beispiel der Daten aus
Tabelle 7.2 berechnen. Hierzu erstellen wir zuerst einmal ein “Inventar” iber die bendtigten Grossen,
siehe Tabelle 7.3.

Der realisierte Wert der Teststatistik W ist also
W=8+10+54+4+94+7+6+2+3=054.

Dieser liegt im Verwerfungsbereich, wenn wir zweiseitig auf dem 5%-Niveau testen. Ein Computer-
Programm wiirde einen p- Wert von 0.004 liefern, was natirlich zum gleichen Testentscheid fihrt. <

Bemerkung:
Auch beim Wilcoxon-Test gilt: Falls es in der Praxis Beobachtungen gibt, die exakt mit pg tiberein-
stimmen, so ldsst man diese weg und reduziert die Stichprobengrosse n entsprechend.
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k T |2k — po] | Rang(|zx — pio) | Vi
1 | 1003.04 3.04 8 1
2 | 1004.10 4.10 10 1
3 | 1002.60 2.60 5 1
4 | 1002.50 2.50 4 1
5 | 1003.98 3.98 9 1
6 | 1003.01 3.01 7 1
7 | 1002.94 2.94 6 1
8 | 1001.89 1.89 2 1
9 999.69 0.31 1 0
10 | 1002.46 2.46 3 1

Tabelle 7.3: Daten und entsprechende Rénge im Beispiel der Abfiillmaschine.

zweiseitig | einseitig

n l u l U
6 0 21 2 19
7 2 26 3 25
8 3 33 5 31
9 5 40 8 37

10 8 47 10 45
11 10 56 13 33
12 13 65 17 61
13 17 74| 21 70
14| 21 84| 25 80
151 25 95| 30 90
16 | 29 107 | 35 101
17| 34 119 | 41 112
18 | 40 131 | 47 124
19 | 46 144 | 53 137
20 | 52 158 | 60 150
21 58 173 | 67 164
22| 65 188 75 178
23 73 203 | 8 193
241 81 219 | 91 209
25| 89 236 | 100 225
26 | 98 253 | 110 241
27 | 107 271 | 119 259
28 | 116 290 | 130 276
29 | 126 309 | 140 295
30 | 137 328 | 1561 314

Tabelle 7.4: Kritische Grenzen beim Wilcoxon-Test fiir das 5%-Niveau. Fiir den zweiseitigen Test ist der
Verwerfungsbereich gegeben durch K = {W < [} U{W > u}. Bei einem einseitigen Test verwendet man die
entsprechenden Werte in der Spalte “einseitig”.
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7.6 Riickblickender Uberblick iiber Konzepte

7.6.1 Vorgehen und Fragen bei statistischen Tests

Das Vorgehen bei einem statistischen Test und die wichtigsten Fragen sind in Abbildung 7.8 und
Tabelle 7.5 nochmals dargestellt. Ferner findet man in Abbildung 7.9 und 7.10 nochmals eine Ubersicht
iiber die wichtigsten Tests.

(Statistischer Test)

A,
[Speziﬁziere Modell]

Spezifiziere
Nullhypothese Hy

Spezifiziere
Alternative H 4

A,
Spezifiziere
Signifikanzniveau a

N

[Verwerfungsbereich K ] p-Wert dizco

4 A,

Testentscheid: Testentscheid:
Liegt T € K? Gilt p-Wert < a?

Vertrauensintervall

(meist zweiseitig)
Alle Nullhypothesen, die beim entsprechenden Test nicht verworfen werden kénnen.

Abbildung 7.8: Vorgehen bei statistischen Tests und Zusammenhang mit dem Vertrauensintervall.
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Frage

Stichwort

Berechnung / Antwort

Welche Werte sind aufgrund der vorliegenden Daten
plausibel fir den Modellparameter 62

Liegt ein signifikantes Testresultat vor? D.h. konnen
wir die Nullhypothese verwerfen?

Wie wahrscheinlich ist es, dass wir ein signifikantes
Testresultat erhalten, wenn Hy stimmt?

Wie wahrscheinlich ist es, dass wir kein signifikantes
Testresultat erhalten, wenn Hy nicht stimmt?

Wie wahrscheinlich ist es, dass wir ein signifikantes
Testresultat erhalten, wenn Hy nicht stimmit?

Ist ein signifikanter Effekt auch relevant?

Vertrauensintervall fir 0

Testentscheid

Fehler 1. Art

Fehler 2. Art

Macht

=1 — P (Fehler 2. Art)

Relevanzbereich

Alle Nullhypothesen, die nicht verworfen werden koénnen.

Verwerfe die Nullhypothese, falls
o Teststatistik liegt im Verwerfungsbereich
o p-Wert ist kleiner als Signifikanzniveau
e Vertrauensintervall enthélt Nullhypothese nicht

(alle quivalent)
Automatisch kontrolliert durch die Wahl des Signifikanzni-
veaus.

Berechne Py, (T' ¢ K) fiir ein 4 € H 4. Der Parameter 64
muss gewéhlt werden.

Berechne Py, (T € K) fiir ein 04 € H4. Der Parameter 64
muss gewahlt werden.

Betrachte, wie das Vertrauensintervall bzgl. dem Relevanz-
bereich liegt. Der Relevanzbereich wird durch Fachwissen
festgelegt.

Tabelle 7.5: Typische Fragen im Zusammenhang mit statistischen Tests.
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Zahldaten

s

Anzahl bei fester (unbeschriankte) Anzahl,
Anzahl Wiederholungen z.B. in Zeitintervall oder Raumelement etc.
Binomialverteilung] [Poissonverteilung]

[Binomialtest Test mit Normal-
(

Summe
exakter Test) approximation o Mehrere Beob.

Exakter Test Normal-
mit Poissonvert. | | approximation

Abbildung 7.9: Statistische Tests bei Zahldaten.

(stetige Verteilungen)

{Messdaten}

Y
Erwartungswert
von i.i.d. Zufallsvariablen

Annahme Normal- Keine Vert.-
verteilung annahme

o bekannt o unbekannt

J l Wilcoxon- oder

Abbildung 7.10: Statistische Tests bei Messdaten mit einer Stichprobe.
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7.7 Review / Lernziele

&

Sie verstehen das Konzept und die beiden Fehlerarten eines statistischen Tests.

Sie konnen entscheiden, ob ein- oder zweiseitig getestet werden muss.

Sie konnen auch fiir neue Situationen den Verwerfungsbereich eines Tests herleiten.

O 0Oo0ood

Sie konnen den ¢- und den Z-Test durchfiihren (ein- und zweiseitig) und wissen, wann diese
angebracht sind.

O

Sie kennen Alternativen zum t-Test, falls die Normalverteilungsannahme nicht erfillt ist.

O

Sie kennen die Bedeutung der Begriffe Macht und p-Wert.

O Sie wissen, wie ein Vertrauensintervall aus einem Test hergeleitet werden kann (bzw. um-
gekehrt).

O Sie wissen, wie ein Vertrauensintervall interpretiert wird.

O Sie konnen mit Hilfe eines Vertrauensintervalls und Fachwissen die Relevanz eines Effektes
untersuchen.




8 Vergleich zweier Stichproben

Héufige und wichtige Anwendungen der Statistik liegen im Vergleich verschiedener Verfahren oder
Versuchsbedingungen. Hat z.B. Legierung A im Mittel eine hohere Zugfestigkeit als Legierung B (wie
dies der Hersteller behauptet)? Oder fiihrt ein neues technisches Verfahren zu weniger Ausschussware?
Wenn Sie an ihre eigene Gesundheit denken, dann wiinschen Sie wohl, dass ein neues Medikament
wirksamer als das alte ist. Als einfachsten Fall behandeln wir hier den Vergleich zweier Methoden
(Verfahren, Gruppen, Versuchsbedingungen, Behandlungen) beziiglich dem Erwartungswert.

8.1 Gepaarte und ungepaarte Stichproben

Wir sprechen von gepaarten Stichproben, wenn beide Versuchsbedingungen an derselben Versuchs-
einheit eingesetzt werden. Wir haben dann folgende Datenlage

z1,..., T, unter Versuchsbedingung 1,

Y1, - -+, Yn unter Versuchsbedingung 2,

wobei (z;,y;) die Messungen an Versuchseinheit i sind. Notwendigerweise gilt dann: die Stichproben-
grosse ist fiir beide Versuchsbedingungen dieselbe. Zwei Stichproben sind also gepaart, wenn man jede
Versuchseinheit in der einen Gruppe genau einer Versuchseinheit in der anderen Gruppe zuordnen
kann. Dies ist auch in Abbildung 8.1 illustriert. Man sagt auch, dass eine Versuchseinheit hier ein

Block ist, bei dem wir beide Versuchsbedingungen anwenden.

Beispiel. FEinige Fille fir gepaarte Stichproben:
e Vergleich zweier Reifentypen bzgl. Bremsweg, wobei jedes Testfahrzeug einmal mit Reifenart A
und einmal mit Reifenart B ausgeristet wurde. Die Versuchsbedingungen sind gegeben durch die

Reifentypen, die Versuchseinheiten durch die Testfahrzeuge.

o Zwei Labors messen 15 Prifkérper aus (nicht destruktiv). Jeder Prifkérper wird von beiden
Labors ausgemessen. Konnen wir einen Unterschied zwischen den Labors nachweisen? Hier ist
ein Prifkorper eine Versuchseinheit. Die beiden Labors sind die Versuchsbedingungen. <

4 @ @ @ @ @
\ ’ ] 1 !/
’ 1
’

! 1
U 1

1
1

1

1

1

\ | 1 ,

1

1

1

1

1

1 — @@ 0@ O

Abbildung 8.1: Tllustration einer gepaarten Stichprobe. Zwei Messungen (zu Versuchsbedingung A und B)
einer Versuchseinheit sind jeweils durch eine gestrichelte Linie verbunden. Die beiden Linien illustrieren die

Zahlenstrahle und die Kreise die entsprechenden Messwerte.

Im Gegensatz dazu sprechen wir von ungepaarten oder unabhingigen Stichproben, wenn die
Versuchseinheiten in der einen Gruppe nichts mit den Versuchseinheiten in der anderen Gruppe zu

101
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tun haben. Wir haben dann Beobachtungen

T1,%2,...,T, unter Versuchsbedingung 1,

Y1, Y2, - - -, Ym unter Versuchsbedingung 2.

Im Allgemeinen ist m # n, aber nicht notwendigerweise.

Beispiel. Finige Beispiele fiir unabhdngige Stichproben:

o Vergleich der Zugfestigkeit von Stahldrdhten aus zwei verschiedenen Werken. Aus jedem Werk
wurden aus der Produktion zufdllig 15 Drdahte entnommen und entsprechend ausgemessen. Hier
ist ein Draht eine Versuchseinheit und die Werke sind die verschiedenen Versuchsbedingungen.

o Zufillige Zuordnung von 100 Testpatienten zu Gruppe der Grésse 50 mit Medikamenten-Behand-
lung und zu anderer Gruppe der Grisse 50 mit Placebo-Behandlung. Hier ist ein Patient eine
Versuchseinheit und die verschiedenen Behandlungen (mit Medikament bzw. Placebo) sind die
Versuchsbedingungen. <

8.2 Grundlegende Gedanken zur Versuchsplanung

Fast wichtiger als die korrekte Auswertung ist die Versuchsplanung. Man muss sicherstellen, dass
allfallige Unterschiede zwischen den beiden Gruppen tatsédchlich durch die verschiedenen Versuchsbe-
dingungen und nicht durch eine andere Storgrosse verursacht werden. Hierzu miissen wir sicherstellen,
dass der einzige systematische Unterschied zwischen den Messgrossen der beiden Gruppen die Ver-
suchsbedingungen sind. Als universelles “Rezept” gelingt dies mit Randomisierung. Bei unabhingi-
gen Stichproben bedeutet dies, dass man die Zuordnung von Versuchseinheit zu Versuchsbedingung
zufdllig wahlt und auch in zufélliger Reihenfolge ausmisst. Bei gepaarten Stichproben kann man auch
randomisieren, z.B. die “Reihenfolge” oder die “Platzierung” der beiden Versuchsbedingungen bei den
einzelnen Versuchseinheiten wie auch die Reihenfolge der Ausmessung. Falls man dies so durchfiihrt
und die eine Versuchsbedingung als Kontrollgruppe dient, spricht man von einer sogenannten rando-
misierten kontrollierten Studie (randomized controlled trial).

Beispiel. Bei den vorhergehenden gepaarten Stichproben bedeutet dies Folgendes:

e Bremsweg: Werfe eine Miinze, ob ein Fahrzeug zuerst mit Reifenart A oder B ausgeristet wird.
Falls wir zuerst alle mit Reifenart A ausriisten und testen, kann dies problematisch sein, falls
es zeitliche Effekte gibt (z.B. verursacht durch das Wetter).

e Labors: Wie oben kinnen wir durch den Zufall entscheiden lassen, zu welchem Labor ein Priif-
kérper zuerst geht. <

Beispiel. Bei den vorhergehenden unabhdngigen Stichproben haben wir:

o Zugfestigkeit: Die Drdhte wurden schon zufillig den einzelnen Werken entnommen. Idealerweise
werden diese nun auch in zufdlliger Reihenfolge ausgemessen. Schlecht wdre es, wenn wir zuerst
alle aus dem einen Werk ausmessen und dann alle aus dem anderen Werk. Sollte sich etwas
mit der Messmethode tber die Zeit hinweg dndern (Eichung, Lerneffekt des Bedieners etc.),
so wiirden wir dies der unterschiedlichen Qualitit der Werken zuordnen, was nicht korrekt ist!
Schlecht wdre auch, wenn wir Drahte von Werk A von Mitarbeiter 1 ausmessen lassen wiirden
und Drdahte von Werk B von Mitarbeiter 2. Allfallige Unterschiede zwischen den Mitarbeitern
wiirden wir auch dann den Werken zuordnen.

e Medikament: Wie oben. <
Wieso ist Randomisierung so méchtig, dass sie immer funktioniert? Wir schauen dies anhand des

Beispiels mit dem Medikamententest an (unabhéngige Stichproben). Unter den 100 Patienten gibt es
sicher solche, die gesiinder (oder krinker) sind als andere. Wir wollen aber zwei Gruppen bilden, die
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moglichst identische Figenschaften haben! Erschwerend kommt hinzu, dass wir nicht alle moglichen
Details iiber die Patienten kennen. Durch die Randomisierung hat jeder “Patiententyp” die gleiche
Wahrscheinlichkeit, in die Behandlungsgruppe zu fallen. Die Randomisierung sorgt also dafiir, dass
wir schlussendlich in beiden Gruppen “die gleiche Mischung” von allen “Patiententypen” haben. Dies
gilt fiir alle moglichen Eigenschaften, insbesondere auch fiir solche, die wir gar nicht kennen. Es
gibt also keinen systematischen Unterschied zwischen den beiden Gruppen, denn wir haben sie ja
zufillig gebildet! Falls wir nach Durchfithrung des Experiments (Einnahme des Medikamentes) einen
systematischen Unterschied zwischen den beiden Gruppen feststellen konnen, dann kénnen wir daraus
schliessen, dass dies durch das Medikament verursacht wurde. Wir kénnen also eine Aussage iiber eine
Ursache-Wirkung Beziehung (kausaler Zusammenhang) treffen!

Bekannte Eigenschaften, von denen man im Voraus weiss (oder ahnt), dass sie einen Einfluss auf die
entsprechende Messgrosse haben (z.B. Geschlecht, Spital, .. .) sollen natiirlich ausgenutzt werden, um
homogene Gruppen zu bilden (man spricht wieder von Blockbildung). Innerhalb dieser homogenen
Gruppen wird dann entsprechend in zwei Gruppen randomisiert.

Die Merkregel lautet (nach George Box):
“Block what you can, randomize what you cannot.”

In dem Sinne sind also gepaarte Stichproben (falls realisierbar) unabhéngigen Stichproben vorzuziehen.

Sobald Menschen involviert sind, ist es ausserdem wichtig, dass ein Experiment wenn méoglich dop-
pelblind durchgefiihrt wird. Das heisst, dass weder die Person, welche die Behandlung durchfiihrt oder
deren Erfolg beurteilt, noch die Versuchsperson die Gruppenzugehorigkeit kennen. Dies ist wichtig,
um den Effekt von Voreingenommenheit bei der Beurteilung auszuschalten.

Aus ethischen Griinden ist es nicht immer moéglich, eine randomisierte kontrollierte Studie durch-
zufithren. Das bekannteste Beispiel ist wohl der Zusammenhang zwischen Rauchen und Lungen-
krebs. Wir konnen nicht Leute zum Rauchen zwingen. In solchen Féllen kann man kein Experiment
durchfiihren, sondern man muss die vorhandenen Daten moglichst gut ausnutzen. Man spricht von
sogenannten Beobachtungsstudien. Wahrend wir beim Beispiel mit dem Medikament selber ent-
scheiden kénnen, wer das Medikament erhélt und wer das Placebo, ist dies bei Beobachtungsstudien
nicht der Fall. Wir hétten z.B. auch bei einem Spital nachfragen kénnen, wie sich 50 Patienten mit
dem Medikament entwickelt haben und diese dann vergleichen kénnen mit 50 Patienten ohne das
entsprechende Medikament. Wahrscheinlich hétten wir dann gesehen, dass es den Patienten mit Me-
dikament sehr viel schlechter geht! Daraus konnen wir aber nicht auf den kausalen Zusammenhang
schliessen, dass das Medikament schédlich ist. Es kann neben dem Medikament durchaus einen an-
deren systematischen Unterschied zwischen den Gruppen geben, den wir nicht kennen und der einen
Einfluss auf die Messgrosse (z.B. Uberlebenszeit) hat. Hier ist es naheliegend, dass die Patienten oh-
ne Medikament einfach gesiinder sind als die anderen (sonst hétten sie wohl auch das Medikament
erhalten). Gesilindere Patienten leben aber auch langer. Der Gesundheitszustand ist in diesem Fall
ein sogenannter confounder (to confound: vermengen, durcheinander bringen). Der Zusammenhang
zwischen den einzelnen Variablen ist in Abbildung 8.2 dargestellt.

(vor Medikamenteneinnahme)

[ Gesundheitszustand }

? -
[Medikament ja / neinj—» Uberlebenszeit

Abbildung 8.2: Zusammenhang zwischen den einzelnen Variablen. Ein Pfeil bedeutet einen kausalen Zusam-
menhang (Ursache-Wirkung Prinzip).
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Was wir in den Daten sehen, ist eine Vermengung des Effektes des Medikaments und des Gesundheits-
zustandes. Wir sind aber nur am Effekt des Medikaments interessiert, der leider nicht mehr einfach
rekonstruierbar ist. In der Praxis versucht man in solchen Féllen, die kausal relevanten Storgrossen
mittels Regressionsmethoden “herauszurechnen” bzw. “dafiir zu kontrollieren” (was wir hier nicht wei-
ter besprechen). Schlussendlich kann man sich aber nie sicher sein, an alles gedacht zu haben und man
kann bei Beobachtungsstudien nicht einfach auf einen kausalen Zusammenhang schliessen. Der sprin-
gende Punkt ist, dass nicht randomisiert wurde. Wenn man randomisiert, eliminiert man automatisch
alle moglichen confounder.

Eine randomisierte kontrollierte Studie ist also nicht nur viel einfacher zum Auswerten, sondern
sie erlaubt auch viel stidrkere Schlussfolgerungen (kausale Zusammenhénge!). Der “Preis”, den
man zahlt, ist eine typischerweise aufwandige kostspielige Durchfithrung, da man nicht einfach Daten
sammelt sondern aktiv Experimente durchfiihrt.

8.3 Gepaarte Vergleiche

Bei der Analyse von gepaarten Stichproben arbeitet man stets mit den Differenzen innerhalb der
Paare,

U =x; — Yi, 1=1,...,n,

welche wir als Realisierungen von i.i.d. Zufallsvariablen Uy, ..., U, auffassen. Kein Unterschied zwi-
schen den beiden Versuchsbedingungen heisst dann einfach E [U;] = 0. Dies kann man formal testen
mit der Nullhypothese Hy : E[U;] = 0 und mit der zweiseitigen (oder auch einseitigen) Alternative
H, : E[U;] # 0. Die folgenden Tests bieten sich dazu an:

1. der t-Test, sieche Kapitel 7.2.2.
2. der Vorzeichen-Test, falls die Normalverteilung nicht gerechtfertigt scheint, siehe Kapitel 7.5.1.
3. der Wilcozon-Test, siche Kapitel 7.5.2.

Da wir innerhalb eines “Blockes” (Versuchseinheit) Differenzen bilden, verschwindet die Variabilitéit
zwischen den Blécken und man hat ein “klareres” Bild (d.h. eine kleinere Varianz). Wenn wir z.B. zwei
Grossen an jeder Person (=Versuchseinheit) messen, so haben wir pro Person die Differenz der Mess-
grossen. Das Problem, dass die Messgrossen zwischen verschiedenen Personen stark unterschiedlich
sein kénnen (viel starker als innerhalb einer Person), haben wir so elegant eliminiert. Diese Unter-
schiede “verschwinden” in den Differenzen. Denn: Pro Person sehen wir nur noch die Differenz, das
personenspezifische “Niveau” kiirzt sich automatisch weg.

8.4 Zwei-Stichproben Tests

Bei unabhéngigen Stichproben kann man keine Paare bilden (da es keine Zuordnung zwischen Ver-
suchseinheiten gibt). Man hat dann i.i.d. Zufallsvariablen

X1, Xn

fiir die eine Versuchsbedingung und
Yi,..., Y,

fiir die andere. Ferner nimmt man an, dass alle Zufallsvariablen unabhéngig sind (d.h. insbesondere
X, und Yj). Die effektiv gemachten Beobachtungen sind wie tiblich als Realisierungen von diesen
Zufallsvariablen zu interpretieren. Das einfachste Problem lésst sich unter folgender Annahme l6sen:

X1,..., X, iid. NN(MX,UQ) sowie Yi,...,Y,, iid. NN(/J,y,O'Z),
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und X;,Y; unabhéingig. Wir nehmen also insbesondere an, dass die Varianz o2 in beiden Gruppen
gleich gross ist.

Wir interessieren uns fiir die beiden Erwartungswerte px und py. Wenn wir zweiseitig testen, haben
wir die Nullhypothese

Hy:px = py (“Erwartungswerte der beiden Gruppen unterscheiden sich nicht”)
und die Alternative
Hy:px # py  (“Erwartungswerte der beiden Gruppen sind unterschiedlich”)
Durch Standardisierung kénnen wir wieder eine Teststatistik herleiten. Wir definieren

7 — (Yn_?m)_(/iX_MY)'

o +

3|~

1
n

Da Var (X, —Y,,) = o*(1 + L) gilt, dass Z ~ N (0,1). In der Praxis kennen wir o nicht. Wir
ersetzen es durch die Schétzung Speo1, wobei

1 n . m .
2 L 2 . 2
Spool - n+m—2 (Z(X'L Xn) +Z(}/z Ym) )

=1 =1
1

n+m—2(

(n—1)S% + (m—1)S%).

Dies heisst nichts anderes, als dass Sgool ein gewichtetes Mittel der Schiatzungen der Varianzen in den
beiden Gruppen ist. Die Gewichte sind gegeben durch (n —1)/(n+m —2) bzw. (m—1)/(n+m — 2).

Dies fiithrt zur Teststatistik

T = (Yn - ?m) — (MX — ;UY). (81)

1
Spool n +

1

m

Man kann zeigen, dass T einer t-Verteilung mit n + m — 2 Freiheitsgraden folgt, d.h. dass
T~ tntm—2

gilt. Wir miissen hier 2 Freiheitsgrade abziehen, weil wir 2 Parameter px und py geschétzt haben.

Wenn wir Hy : px = py testen wollen, dann verwerfen wir fiir eine gegebene Realisierung

Tn — ym
/1 1
Spool n + m

von T je nach Alternative H4 die Nullhypothese, falls

t=

[t] > thm-21-2 — teK=(-00,~tnym-21-2]| U [tngm—21-g,00) Ha:pux # py
t 2 thitm—21-a — teK= [tn+m—2,1—aa OO) Ha:px > py
t < tn+mf2,a — _tn+mf2,1foc — teK= (_Ooutn+m72,a] = (_007 _tn+m72,17a] HA Tux < py

Dies ist der sogenannte Zwei-Stichproben t-Test fiir unabhéngige Stichproben.

Analog wie frither kann man damit auch ein Vertrauensintervall fiir die Differenz d = ux — py
konstruieren, indem man alle Differenzen “durchtestet”, und diejenigen sammelt, die nicht verworfen



106 8 Vergleich zweier Stichproben

werden konnen. Dies fihrt zu

X, —-Y,)—d
I = d : % < tn+m72717%
Spool n + ooy
_ 1 1
= X,-Y,x Spool E + E : tn+m—2,l—%-

Beispiel. Wir vergleichen zwei Produktionslinien (A und B) einer Aluminiumlegierung. Die Frage
ist, ob entsprechende Priifkérper im Mittel verschiedene Zugfestigkeiten aufweisen oder nicht.

Hierzu haben wir folgende Daten:

e FEine Stichprobe von n = 10 Prifkorpern (z1,...,x10) von Produktionslinie A mit T1op = 398.9
und sx = 15.9 N/mm?.

e Die entsprechenden Daten B (y, ..., ys) fir eine Stichprobe der Grésse m = 8 liefern g = 380.8
und sy = 19.0 N/mm?.
Es handelt sich um ungepaarte Stichproben, weil die Priifkorper nichts miteinander zu tun haben.
Unser Modell fir die Daten ist X1, ..., X9 iid. ~N (px,0%),Y1,...,Ys iid ~ N (uy,0?) und
X;,Y; unabhdngig.
Fiir die Null- und die Alternativhypothese haben wir hier

Ho: px =py
Hy: px # py.

Wir fiihren nun einen Zwei-Stichproben t-Test durch.

FEs ist
9 1

S =
pool 10 48 — 2
Dies fiihrt zum realisierten Wert der Teststatistik

. 398.9 — 380.8 _99

V300.14 /15 + &

Der Verwerfungsbereich ist hier auf dem 5%-Niveau gegeben durch

(9-15.9% + 7-19.0%) = 300.14.

K = {|t| > t16,0.975} = (—00, —2.12] U [2.12, 00).
Wir kénnen also die Nullhypothese auf dem 5%-Niveau verwerfen.

Das 95%- Vertrauensintervall fiir die Differenz ux — py ist gegeben durch

1 1
I= 9 —380.8% sp0014/ =+ 5t
398.9 — 380.8 & 55001 0 + g 116,0.975

1 1
=18.1++/300.14 0 + 3 2.12

= [0.68,35.5] N/mm?.

Wie wir schon vom Testresultat her wissen, enthdlt das Vertrauensintervall die Null nicht (sonst
hétten wir nicht verworfen). Wir sehen aber, dass das Vertrauensintervall sehr nahe bei 0 liegt. Die
Relevanz des Unterschieds zwischen den Produktionslinien ist also micht gesichert! <

Eine Erweiterung des Zwei-Stichproben ¢-Tests behandelt den Fall, bei dem die Varianzen in den
beiden Gruppen nicht gleich gross sind. Man spricht vom sogenannten Welch-Test. Zudem gibt
es auch eine Erweiterung des Wilcoxon-Tests fiir unabhéngige Stichproben, der sogenannte Mann-
Whitney U-Test.
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8.5 Vergleich der Konzepte

Die wichtigsten Konzepte sind in Abbildung 8.3 nochmals illustriert.

{ Messdaten}

(stetige Verteilungen)

Erwartungswert Vergleich der Erwartungswerte
von i.i.d. ZV. von zwei Gruppen
D.
16%11‘ 6112611 / \

Annahme Normal- Keine Vert.- Gepaarte Ungepaarte (unabhéngige)
verteilung annahme Stichproben Stichproben

o bekannt o unbekannt /

‘ Annahme Normal- ’ Keine Vert.-

annahme

Y verteilung

J J Wilcoxon- oder

Y Y
Zwei-Stichproben ’ Mann-Whitney
t-Test U-Test

[gleiche Var.] [ungleiche Var.]

Abbildung 8.3: Statistische Tests bei stetigen Messgrossen.

8.6 Review / Lernziele

&

[0 Sie konnen zwischen gepaarten und ungepaarten Stichproben unterscheiden.
[0 Sie wissen, wie man gepaarte Stichproben mit den Methoden fiir eine Stichprobe behandeln
kann.

[0 Sie kennen den ¢-Test fiir zwei unabhéngige Stichproben und kénnen diesen anwenden, auch
fur die Konstruktion von Vertrauensintervallen.







9 Ausblick: Lineare Regression

9.1 Einfiihrung

Oft will man eine Grésse y durch eine andere Grosse z “erklaren” oder “vorhersagen”. Kénnen wir zum
Beispiel bei einer Sprengung die (mittlere) Erschiitterung (y) durch den Abstand zum Sprengzentrum
(x) vorhersagen? Oder wie sieht es bei einer Bodenprobe mit der einaxialen Druckfestigkeit (y) in
Abhéngigkeit zur Tiefe aus?

Bei der Korrelation haben wir schon lineare Abhéngigkeiten zwischen zwei Gréssen untersucht. Dort
hatten wir aber weder eine bevorzugte “Richtung” noch war Prognose ein Thema.

9.2 Einfache lineare Regression

Wir betrachten wieder wie frither paarweise vorliegende Daten (z;,y;), i =1,...,n.

Wie schon in Kapitel 8.2 besprochen, konnen wir anhand von Daten von Beobachtungsstudien im All-
gemeinen nicht auf einen kausalen Zusammenhang (d.h. auf ein Ursache-Wirkungs-Prinzip) zwischen
2 und y schliessen. Wir kénnen aber trotzdem versuchen, den Zusammenhang zwischen = und y zu
modellieren.

9.2.1 Modell
Das einfache lineare Regressionsmodell lautet
Yi=po+bizi+E,i=1,...,n.

Man bezeichnet Y; als Zielvariable (response variable), wihrend z; die sogenannte erkldrende
Variable (explanatory variable oder predictor) ist. Die erkldrende Variable wird typischerweise als
nicht-zuféllig aufgefasst, daher auch die Notation mit einem Kleinbuchstaben.

Bei E; handelt es sich um einen zufilligen Fehlerterm (error). Man kann sich z.B. Messfehler oder
nicht-systematische Effekte darunter vorstellen. Typischerweise nehmen wir fiir die Fehler an, dass sie

normalverteilt sind, d.h.
E; iid. ~N(0,07).

Der Zusammenhang zwischen der Zielgrosse Y und der erkldrenden Variable z ist also nicht exakt, d.h.
die Werte der Zielgrosse streuen geméss Modellgleichung um die wahre (unbekannte) Gerade herum.
Die Y;’s sind also insbesondere zuféllig. Wir verwenden in der Modellgleichung fiir die Zielgrosse daher
Grossbuchstaben (die realisierten Werte schreiben wir wie gewohnt als y;). In der Tat gilt fiir Y;, dass

Y ~ N (Bo + przi, 07) .

Dies haben wir in Abbildung 9.1 illustriert. Wenn wir einen Wert fiir « fixieren, so erwarten wir im
Mittel den Wert Sy + Srx fir die Zielgrosse Y. Dies ist gerade der Wert der Geraden an der Stelle x.
Die Streuung um die Gerade herum wird durch den Fehlerterm verursacht und ist durch die Dichte
der Normalverteilung illustriert. Da E [E;] = 0, gibt es keine systematischen Abweichungen von der
Geraden. Zusitzlich ist Var (E;) = 02, d.h. die Streuung um die Gerade ist iiberall gleich gross.

109



110 9 Ausblick: Lineare Regression

Abbildung 9.1: Tllustration des datengenerierenden Prozesses bei der einfachen linearen Regression. Fiir drei
verschiedene Werte der erkldrenden Variable z ist die entsprechende Verteilung der Zielgrosse Y dargestellt.
Die wahre Gerade ist als durchgezogene rote Linie eingezeichnet.

Als unbekannte Parameter haben wir also 3y (Achsenabschnitt), 3; (Steigung) und o2 (Varianz des
Fehlerterms). Das Interesse liegt typischerweise bei den ersten beiden Parametern. Daher nennt man
die Fehlervarianz o2 hier auch Stérparameter (nuisance parameter).

Das Modell heisst “einfach”, weil nur eine erklarende Variable vorhanden ist. Zudem heisst das Modell
“linear”, da die Parameter By und (7 linear in der Modellgleichung vorkommen. Bei der erkldrenden
Variable x oder auch bei der Zielgrésse Y kann es durchaus sein, dass diese durch eine Transformation
einer urspriinglich gemessenen Grosse zustande gekommen sind.

9.2.2 Parameterschatzungen

Die Daten (z;,y;), 4 = 1,...,n liegen uns in Form einer “Punktwolke” vor. Unser Ziel ist es, die
Parameter der Modellgeraden zu schéitzen. Diese wihlen wir so, dass die geschitzte Gerade “am
Besten” durch die Punktwolke passt (siehe auch Abbildung 9.2). Als Giitekriterium verwenden wir
die Summe der quadrierten (vertikalen) Abweichungen

n

> (i — Bo — Brwi)*.

i=1

D.h. wir wéhlen .

Bo, B1 = argming, g5 > (yi — o — frz:).

i=1

Man kann nachrechnen, dass gilt

o= Z:zl:?zl(xz —7)?
BO = Y- Blf-

Wegen obiger Wahl des Giitekriteriums bezeichnet man diese auch als Kleinste-Quadrate Schiitzer.
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Wir kénnen 7 auch umschreiben als

By = ot i (T = T)(yi — ) . \/ﬁ >y (yi —7)?
N ST S N P EY N S NP

wobei r die empirische Korrelation und s, bzw. s, die empirischen Standardabweichungen sind (siche
Kapitel 3.4). Dies bedeutet, dass wenn wir  um eine Standardabweichung erhohen, dann dndert sich
y im Mittel um den Wert r-s,,. Falls die Punkte nicht exakt auf einer Geraden liegen, dann gilt |r| < 1,
und somit dndert sich y im Schnitt um weniger als eine Standardabweichung. Man nennt dies auch
“Regression (Riickschritt) zum Mittel” (regression to the mean). Dies ist der Grund fiir den Namen
Regression.

Die (vertikale) Abweichung eines Datenpunktes von der geschditzten Gerade bezeichnen wir als Resi-
duum r; (Mehrzahl: Residuen), d.h.
Ty = yz - @\1',7

wobei L

Ui = Bo + Brw;
der geschiatzte Wert der Geraden an der Stelle z; ist, sieche auch Abbildung 9.2.
Die Residuen benutzen wir als Approximation fir die nicht-beobachtbaren Fehlerterme E; (diese
kennen wir nicht, weil wir die wahre Gerade nicht kennen). Man kann zeigen, dass das arithmetische

Mittel der r; bei der Kleinste-Quadrate Schétzung immer 0 ist. Daher schétzen wir die Varianz des
Fehlerterms mit

Dies ist nichts anderes als die empirische Varianz der Residuen mit dem Faktor n — 2 statt n — 1. Man
kann zeigen, dass die so definierten Schétzer alle erwartungstreue Schétzer fiir die entsprechenden
Parameter sind.

Yy
O -
o e 15,
- 1
e o
Yi = Bo + Przi — T
-7 ~ eschitzte Gerade
° - ri =Y — Ui &
_-’\”'— Yi
Bo
4 X
0 T;

Abbildung 9.2: Datenpunkte und mit der Methode der Kleinsten-Quadraten geschétzte Gerade (gestrichelt).
An der Stelle x; sind zudem der angepasste Wert und das Residuum illustriert.

Die geschéitzte Gerade entspricht nicht der wahren (unbekannten) Geraden (aber sie ist hoffentlich
sehr dhnlich dazu). Wie frither bei den Parameterschétzern gehen wir von einem datengenerierenden
Prozess aus, dessen Parameter wir nicht kennen, aber mit den vorhandenen Daten schéitzen wollen.



112 9 Ausblick: Lineare Regression

Dies ist in Abbildung 9.3 illustriert. Fiir 4 verschiedene Stichprobengrossen sind jeweils 3 simulierte
Datensétze dargestellt, bei denen sowohl die wahre und die geschétzte Gerade eingezeichnet sind
(die wahre Gerade kennen wir hier, weil wir die Daten selber simuliert haben). Wir sehen, dass
die geschitzte Gerade um die wahre Gerade fluktuiert und nicht exakt mit ihr iibereinstimmt. Die
Genauigkeit nimmt mit zunehmender Stichprobengrésse zu.

Abbildung 9.3: Simulierte Datensétze der Stichprobengrésse n = 10, 20, 50, 100 (zeilenweise, oben nach unten).
Die wahre Gerade ist gegeben durch y = 1 + 2z und durchgezogen (rot) eingezeichnet. Die jeweils geschéitzte
Gerade ist gestrichelt dargestellt.
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Maximum-Likelihood Schatzer

Man kann auch die Maximum-Likelihood Methode zur Schétzung der Parameter verwenden. Diese
fihrt bei den getroffenen Modellannahmen zur gleichen Losung wie die Kleinste-Quadrate Schétzer.
Wir illustrieren dies hier kurz, lassen aber den Stérparameter o2 einmal aussen vor.

Gemaiss unserem Modell gilt, dass
Y; ~ N (Bo + Bizi,0%), Y; unabhéngig.

Also ist die Likelihoodfunktion gegeben durch

L. 1<yiﬂoﬁlxi>2
V2mo P T2 o '

Entsprechend erhélt man fiir die log-Likelihoodfunktion

n o _ N2
1(50751)=c—;Z(W) |

i=1

L(Bo,B1) =[]
=1

wobei ¢ eine von den Parametern Sy und ($; unabhéngige Konstante ist. Die Maximierung der log-
Likelihoodfunktion entspricht also gerade dem Kleinste-Quadrate Problem. Das (willkiirliche) Giitekri-
terum “Kleinste Quadrate” kann also durch normalverteilte Fehler und den entsprechenden Maximum-
Likelihood Schétzer motiviert werden.

9.2.3 Tests und Vertrauensintervalle

Verglichen mit der Numerik (oder linearer Algebra) haben wir hier in der Statistik den grossen Vorteil,
dass wir die Genauigkeit von Sy und §; angeben kénnen. Man kann herleiten, dass gilt

~ o (1  7°
Bo N(ﬁo,a (n-f— SSX>>

~ 0'2
ﬂl - N(ﬂla%> ’

wobei
n

SSx =Y (zi— 7).
i=1
Die Parameterschitzer sind also auch wieder Zufallsvariablen, die um die wahren (unbekannten) Para-
meterwerte herum streuen (genau wie frither!). Wir sehen insbesondere sofort, dass die beiden Parame-
terschétzer erwartungstreu sind. Die Genauigkeit ist dann gegeben durch die Varianz (oder Standard-
abweichung) der Verteilung der Parameterschitzer. Die Standardabweichung eines Parameterschéitzers
bezeichnen wir wie frither als Standardfehler.

Der Standardfehler von Bl ist also 0/4/SSx. Setzt man die Schitzung ¢ ein, so erhilt man den
geschitzten Standardfehler. Damit kann man analog wie beim ¢-Test eine Teststatistik konstru-
ieren. Es gilt tatséchlich, dass

B — B ~t
5/VS58x %
Wie friuher konnen wir also eine Funktion der Form

beobachtet — erwartet

geschétzter Standardfehler
als Teststatistik verwenden. Beim Test der Nullhypothese

Hy: 51 =0 (“Es gibt keinen linearen Zusammenhang zwischen x und y”)
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vs. die Alternative
Hy: (1 #0 (“Esist ein linearer Zusammenhang zwischen  und y vorhanden”)
verwerfen wir Hy auf dem Niveau « also zu Gunsten von H 4, falls
B
G/VSSx

Oft wird der p-Wert des Tests automatisch von entsprechender Software geliefert.

> tp-21-2.

Analog wie beim ¢-Test ist das (1 — «) x 100%-Vertrauensintervall fiir 8; gegeben durch

~

g
VSSx

Wieder wie frither hat das Vertrauensintervall also die Form

BrEtn—21-g-

Schétzung + Quantil x (geschétzter Standardfehler).

Fiir a = 0.05 gilt ¢, 215 ~ 1.96 fiir n gross. Als Faustregel kann man also fiir das 95%-Vertrauens-
intervall die Formel
Schétzung + 2 x (geschétzter Standardfehler)

verwenden.

Wir haben hier alles nur fir die Steigung 3, betrachtet. In den meisten Anwendungen ist die Steigung
auch der Parameter von Interesse. Alle Berechnungen fiir den Achsenabschnitt 8y gehen aber ganz
analog.

Beispiel. Bei einer Bohrung in Permafrostboden wurden in verschiedenen Tiefen jeweils die Tem-
peratur gemessen. Die Daten sind in folgender Tabelle aufgelistet und in Abbildung 9.4 dargestellt.

Ticfe [m] 0702[05] 06 | 08 | 09 | 1.2
Temperatur (°C') | 6 | 42| 06 | —2.1 | =5.2 | —7.3 | —8.9

Ein Computer-Output liefert folgendes Resultat

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 6.3681 0.7191 8.856 0.000305
tiefe -13.6373 1.0111 -13.487 4.01e-05

Die geschdtzten Parameter sind also 30 = 6.37 und B\l = —13.64. Die Steigung ist auf dem 5%-Niveau
signifikant von Null verschieden, denn der p-Wert des entsprechenden Tests ist mit 4.01-107° kleiner
als 5%, d.h. die Nullhypothese Hy : 51 = 0 wird deutlich verworfen zu Gunsten von Ha : 31 # 0.

Das 95%- Vertrauensintervall fiir 81 ist gegeben durch
—13.64 £ t50.975 - 1.01 = —13.64 £ 2.571 - 1.01 = [-16.2, —11.0].

Gemdss unseren Daten kénnen wir davon ausgehen, dass die wahre Steigung im Bereich [—16.2, —11.0]
liegt. <

Vertrauensintervalle fiir den Erwartungswert und Prognoseintervalle

Wir kénnen nicht nur fiir die Parameter Sy und (1, sondern auch fiir den wahren Wert der Geraden
an einer Stelle x ein Vertrauensintervall angeben. Der Wert der Modellgerade an der Stelle x ist nichts
anderes als der Erwartungswert der Zielgrésse, wenn wir ein x fixieren und ist gegeben durch

Bo + Bix.
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Abbildung 9.4: Daten und geschétzte Gerade im Beispiel mit der Bohrung in Permafrostboden.

Also macht man ein Vertrauensintervall fiir den (fixen, aber unbekannten) speziellen Modellparameter
“Erwartungswert an der Stelle x”.

Zusétzlich kann man auch ein sogenanntes Prognoseintervall konstruieren. Dies ist dann ein Inter-
vall, das mit hoher Wahrscheinlichkeit eine neue (zufiillige) Beobachtung Y an der Stelle z einfingt.

Sowohl Prognose- wie auch Vertrauensintervalle fiir das Beispiel mit dem Permafrostboden sind in
Abbildung 9.5 als “Bénder” dargestellt. Wenn wir ein x fixieren, so ist das Prognoseintervall fir die
Temperatur fiir die fixierte Tiefe gegeben durch die Werte zwischen den zwei gepunkteten Linien (ana-
log beim Vertrauensintervall). Das Prognoseintervall ist also immer breiter. Dies ist auch einleuchtend,
denn es muss noch die Variabilitdt einer Beobachtung “abdecken” (wegen dem Fehlerterm E). Beide
Bénder sind iibrigens gekriimmt, beim Prognoseband ist dies nur viel schlechter sichtbar.

Wir verzichten hier auf Formeln, denn typischerweise erhilt man die entsprechenden Angaben einfach
mit entsprechender Software. So erhalten wir z.B. als Vertrauensintervall fiir die mittlere Temperatur
an der Stelle z = 0.6 das Intervall [—-2.81, —0.82] und als Prognoseintervall fiir eine (einzelne) Messung
in dieser Tiefe entsprechend [—4.62,0.99].

9.2.4 Residuenanalyse

Die betrachteten Tests und Vertrauensintervalle basieren auf den Annahmen des linearen Regressi-
onsmodells. Diese kann man folgendermassen aufschliisseln:
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Abbildung 9.5: Daten, geschitzte Gerade (gestrichelt), Vertrauensintervalle (durchgezogen) und Prognosein-
tervall (gepunktet) im Beispiel mit der Bohrung in Permafrostboden.

1. Es gilt E[E;] = 0, d.h. es gibt keinen systematischen Fehler im Modell, oder anders ausgedriickt:
die Modellgleichung ist korrekt.

2. Die Ey,..., E, sind i.i.d. Die Fehler sind also unabhéngig voneinander und folgen der gleichen
Verteilung (insbesondere muss also auch die Varianz gleich gross sein).

3. Die E,..., E, sind normalverteilt.

Je deutlicher die Modellannahmen verletzt sind, desto weniger vertrauenswiirdig sind die Resultate (p-
Werte der Tests, Vertrauensintervalle, ... ). Der Ubergang ist jeweils fliessend. Bei einer nur “leichten”
Verletzung der Modellannahmen sind die Resultate sicher noch brauchbar.

Wie frither bei den QQ-Plots untersuchen wir die Giite der Modellanpassung qualitativ mit diversen
Grafiken. Deren Beurteilung erfordert einige Erfahrung.

Tukey-Anscombe Plot (TA-Plot)

Beim Tukey-Anscombe Plot zeichnet man die Residuen r; gegen die angepassten Werte y; auf (bei
der einfachen linearen Regression konnte man die Residuen auch gegen z; aufzeichnen). Im Idealfall
sollte man eine gleichméssige Streuung der Punkte um die 2z-Achse sehen.

Mogliche Szenarien sind:
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e Falls systematische Abweichungen von der x-Achse erkennbar sind, so spricht dies gegen die
Annahme 1 von oben. Denn in diesem Fall gibt es Bereiche, wo der Fehler im Schnitt nicht 0 ist
(z.B. falls man einen quadratischen Effekt im Modell vergessen hat).

e Ist die Streuung stark unterschiedlich (z.B. trichterformiges Bild), so spricht dies gegen Annahme
2.

e Ev. sieht man auch “Ausreisserpunkte”.

Normalplot

Man erstellt einen gewo6hnlichen Normalplot der Residuen. Es sollten keine groben Abweichungen von
einer Geraden vorliegen, sonst wére dies eine Verletzung der Modellannahme 3.

Serial Correlation Plot

Um die Unabhéngigkeit der FEq,..., E, zu Uberpriifen, kann man z.B. die Residuen r; gegen die
entsprechende Beobachtungsnummer i aufzeichnen. Dies ist insbesondere dann sinnvoll, wenn die
Beobachtungen in dieser zeitlichen Reihenfolge aufgenommen wurden.

Im Idealfall sollte es keine Regionen geben, wo sich die Residuen #hnlich verhalten (d.h. wo z.B. alle
positiv sind).

9.3 Multiple lineare Regression

In der Praxis hat man oft nicht nur eine, sondern mehrere erklirende Variablen (), ..., z(™) m > 1.

Das einfache lineare Regressionsmodell kann man fiir diesen Fall erweitern. Man spricht dann vom
sogenannten multiplen linearen Regressionsmodell.

9.3.1 Modell

Das multiple lineare Regressionsmodell ist gegeben durch

K:ﬁo+51x£1)+ﬁ2$52)++ﬂp$£m)+Ez, 1=1,...,n,

0

wobei wieder wie frither E; iid. ~ N (0, 02) angenommen wird. Bei z
erklarende Variable der i-ten Beobachtung.

handelt es sich um die j-te

Total haben wir also p = m + 1 verschiedene [(-Parameter. Der Parameter 3; ist der Effekt der
erklirenden Variable z(7) auf die Zielgrosse Y, wenn alle anderen erklirenden Variablen fest gehalten
werden und nur ) variiert wird. Wenn wir also ) um eine Einheit erhéhen, dann erwarten wir
geméss Modell eine um [3; grossere Zielgrosse, wenn an den anderen erkldrenden Variablen nichts
gedndert wird.

Das Modell heisst wieder linear, weil die Parameter linear in der Modellgleichung vorkommen. So ist
z.B. das Modell

Y, = Bo + Bix; +52$? +E;

auch ein multiples lineares Regressionsmodell, weil die Parameter fy, 51 und (2 linear in der Mo-
dellgleichung vorkommen. Wir sehen also, dass die erkldrenden Variablen insbesondere also sogar
Funktionen voneinander sein kénnen! Die Modellklasse der multiplen linearen Regression ist also sehr
gross und die geforderte Linearitét ist nicht eine so grosse Einschrankung wie vielleicht urspriinglich
befiirchtet.
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Man kann das Modell fir n Beobachtungen auch in Matrix-Schreibweise darstellen. Hierzu fassen wir
die verschiedenen Grossen zuerst in Vektoren bzw. Matrizen zusammen:

v R " B
Ys 1 xgl) 3352) mém) S Es
V= . [, X=[ . . b= . [ E=] .
Yo IR B E.

Das Modell kann dann geschrieben werden als
Y=Xp+E.

Die Matrix X heisst Designmatrix. In der i-ten Zeile findet man alle erkldrenden Variablen der i-ten
Beobachtung. In den Spalten findet man die verschiedenen erkldrenden Variablen. Die erste Spalte
besteht nur aus Einsen: es handelt sich um den Achsenabschnitt.

Beispiele fiir multiple lineare Regressionsmodelle sind unter anderem:

e Einfache lineare Regression

Y, = Bo + iz + E;

1 I
) X 1 T2 ﬂ ﬁO
p - 9 - ) - /81 .
1 =z,

e Regression mit quadratischen erklirenden Variablen

Y, = Bo + Bix; +52$? + B

1 = x%

1 xy a3 Bo
b= 37 X = : : : ) B = 51

i x.n fo P2

Beachten Sie wieder, dass das Modell linear in den Parametern ist. Daher wird es ein lineares
Regressionsmodell genannt.

e Regression mit transformierten erklirenden Variablen

Y; = By + B1log (x%”) + (B9 sin (wx§2)> + E;

1 log xgl) sin 7T.’L‘§2)

1 log 287 sin (r2l? Bo
p=3, X=1 _2 . ’ ; B

i log (x%l)) sin (7790512))

Wiederum ist das Modell linear in den Parametern und wird daher lineares Modell genannt
©)

i

Il
o ™
[\

(obwohl es in den x;”’ nicht linear ist).
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9.3.2 Parameterschatzungen

Wie bei der einfachen linearen Regression schitzt man die Parameter mit der Methode der kleinsten
Quadrate. Falls die Matrix X vollen Rang hat, so ist die Losung geschlossen darstellbar:

B\ — (XTX)_lXTy,

wobei wir hier mit y den Vektor der beobachteten Werte der Zielgrosse bezeichnen. Fiir 52 verwendet

man
n

52 = LS (s Bo— Bual” .~ Baa™).

n=Pi4

Der Nenner bei der Schitzung von 52 hat die Form “Anzahl Beobachtungen Minus Anzahl Parameter”
und sorgt wieder dafiir, dass der Schétzer erwartungstreu ist.

9.3.3 Tests und Vertrauensintervalle
Individuelle Tests

Da wir hier fiir jeden einzelnen Parameter /3; einen Test durchfithren kénnen, haben wir (potentiell)
viele individuelle Tests

Hy;:8;=0
Vs.
Haj:8;#0
fir 5 = 0,...,m. Wie bei der einfachen linearen Regression kann man Teststatistiken konstruieren

und erhélt wieder eine t-Verteilung, jetzt aber mit n — p Freiheitsgraden. Die Anzahl Freiheitsgrade
hat also auch hier die Form “Anzahl Beobachtungen Minus Anzahl Parameter”.

Auf konkrete Formeln verzichten wir, da die entsprechenden Werte einfach von einem Computer-
Output ablesbar sind.

FEin individueller Test beantwortet die Frage, ob man eine einzelne erklarende Variable weglassen kann.
Wenn sich zwei erkldrende Variablen sehr dhnlich sind (d.h. wenn sie stark korreliert sind), so kann es
sein, dass man aufgrund der individuellen Tests jeweils zum Schluss kommt, dass man beide (einzeln)
weglassen kann. Die Ursache liegt darin, dass die andere Variable ja (fast) die gleiche Information
liefert und daher durch den Wegfall einer der beiden Variablen kein “Verlust” entsteht. Dies bedeutet
aber nicht, dass man beide Variablen weglassen kann.

F-Test

Wir konnen bei der multiplen Regression auch testen, ob es plausibel ist, dass alle Variablen wegge-
lassen werden konnen (typischerweise ausser dem Achsenabschnitt). D.h. wir haben dann die Nullhy-
pothese

Hy:B1=p032=...= 0B, =0 (“keine Variable hat einen Einfluss”)

vs. die Alternative
H 4 : Mindestens ein ; #0, j € {1,...,m}.

Dies ist der sogenannte F-Test, der auf der gleichnamigen F-Verteilung basiert. Wir verzichten auf
Details. Computerprogramme liefern typischerweise direkt den p-Wert des entsprechenden Tests, den
wir auch als Globaltest bezeichnen, weil er simultan alle erkldrenden Variablen testet.

Mit @hnlichen Uberlegungen kénnen wir auch mit einer entsprechenden F-Verteilung testen, ob gewisse
Gruppen von erkldrenden Variablen weggelassen werden kénnen.
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9.4 Review / Lernziele

&

[0 Sie kennen das einfache und das multiple lineare Regressionsmodell und die entsprechenden
Modellannahmen.

[0 Sie wissen, nach welchem Kriterium die Parameterschétzer ermittelt werden und wie man
mit diesen Tests durchfithren kann und Vertrauensintervalle ermittelt werden konnen.

O Sie wissen, wie ein einzelner Parameter im multiplen Regressionsmodell interpretiert wird
und wie man simultan alle Koeffizienten testen kann.
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A Zusammenfassungen und Tabellen

A.1 Die wichtigsten eindimensionalen Verteilungen

Beachte Ry = {z € R|z > 0}.

Verteilung p(z) bzw. f(z) Wx E[X] Var(X)
Bernoulli (p) ~ p*(1—p)'™* {0,1} p p(l-p)
. n €T n—x
pinty) (DU pT Q) (=)
- 1 L—-p
Geom (p p(1 —p)*~t 1,2,... .
() (1-p) { oo e
A.’I)
Pois (\) e_)‘—' {0,1,...} A A
x!
) 1 a+b (b—a)?
Uni (a, b) e [a, b] 5 D
. 1 1
Exp (\) e Ry X 2
A a—1_-—Azx « «
Gamma(a, A) o) e Ry Y 2
1 1(z—p)?
N (i, 2 -3(=2) R 2
(1, 0%) mae L o

123
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A.2 Die wichtigsten Rechenregeln fiir Erwartungswert, Varianz
und Kovarianz

Folgende Rechenregeln gelten sowohl fiir stetige wie auch fiir diskrete Zufallsvariablen.

1.Ela+bX]=a+b-E[X], a,beR

2.Ela+bX+cY]=a+b-E[X]+c - E[Y], a,b,c € R (egal ob X, Y unabhéngig sind oder nicht)
3. Var(X)=E [X?] - E [X]? (hilft oft bei der Berechnung der Varianz)
4

. Var (a +bX) = b*Var (X), a,b € R (konstanter Term hat keinen Einfluss, Skalierung mit b
wirkt sich mit b auf die Varianz aus)

. Oatbx = |blox, b € R (Vorzeichen spielt keine Rolle).
. Var (a) =0, a € R (Varianz einer Konstanten ist 0)

. Cov(X,Y)=E[XY]-E[X]|E[Y]

Y) = Cov(Y,X)

.©_OO\1CDO1

10. Cov(X,Y + Z) = Cov(X,Y) + Cov(X, Z)
11. Cov(X,a) =0, a € R
12. Cov(a+bX,c+dY) =bdCov(X,Y), a,b,c,d € R
13. Corr (a + bX,c+ dY') = sign(b) sign(d) Corr (X,Y), a,b,¢c,d € R
14. Var (X +Y) = Var (X) + Var (Y) + 2 Cov(X,Y)
15. Sind X und Y unabhingig, so gilt
o Cov(X,Y)=0
e Corr (X,Y)=0

(X,
ov(X,
v( X) = Var (X) (Kovarianz mit sich selber ist Varianz)
(
ov(

Achtung: Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht! D.h. aus Unkorreliertheit folgt nicht Un-
abhéngigkeit.

16. Sind X und Y unabhiingig (oder allgemeiner: unkorreliert), so gilt
e Var (X +Y) = Var (X) + Var (Y)
e Var (X —Y) = Var (X) + Var (Y) (!).
e EXY]|=E[X]E[Y].

Oder etwas allgemeiner fiir mehrere Zufallsvariablen.

ag +Zale‘| = qag —I-ZCLZE[XJ, a; €R
=1 =1

17. E

18. Cov GO“!‘ZGZ‘Xi,b()-’-ijY} :ZZaibj COV(Xi,YYj), ai,bj eR
i=1 j=1 i=1j=1
(konstanter Term fillt weg, alle Kombinationen werden aufsummiert)

n n n
19. Var (ao + Zain) = ZZaiaj Cov(X;,X;), a; €R
i=1 i=1 j=1
(konstanter Term fillt weg, Kovarianz aller Kombinationen werden aufsummiert)
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20. Sind X3, ..., X, unabhiingig (oder allgemeiner: unkorreliert), so gilt

Var (ao + Z al-Xz-) = Z a? Var (X;)
i=1 i=1

fiir a; € R (konstanter Term f&llt weg, es verbleiben die Summen der Varianzen)



126 A Zusammenfassungen und Tabellen

A.3 Tabelle der Standardnormalverteilung

O(2)=P(Z<2z2), Z~N(0,1)

p()

Fliche ®(z)

z
Lesebeispiel Tabelle: P (Z < 1.96) = 0.975
z .00 .01 .02 .03 .04 .05 .06 .07 .08 .09
0.0 | 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 0.5199 0.5239 0.5279 0.5319 0.5359
0.1 | 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 0.5714 0.5753
0.2 | 0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141
0.3 | 0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517
0.4 | 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844 0.6879
0.5 | 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224
0.6 | 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 0.7549
0.7 | 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7704 0.7734 0.7764 0.7794 0.7823 0.7852
0.8 | 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 0.8133
0.9 | 0.8159 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.8389
1.0 | 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621
1.1 | 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830
1.2 | 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 0.9015
1.3 | 0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 0.9115 0.9131 0.9147 0.9162 0.9177
1.4 | 0.9192 0.9207 0.9222 0.9236 0.9251 0.9265 0.9279 0.9292 0.9306 0.9319
1.5 | 0.9332 0.9345 0.9357 0.9370 0.9382 0.9394 0.9406 0.9418 0.9429 0.9441
1.6 | 0.9452 0.9463 0.9474 0.9484 0.9495 0.9505 0.9515 0.9525 0.9535 0.9545
1.7 | 0.9554 0.9564 0.9573 0.9582 0.9591 0.9599 0.9608 0.9616 0.9625 0.9633
1.8 | 0.9641 0.9649 0.9656 0.9664 0.9671 0.9678 0.9686 0.9693 0.9699 0.9706
1.9 | 0.9713 0.9719 0.9726 0.9732 0.9738 0.9744 0.9750 0.9756 0.9761 0.9767
2.0 | 0.9772 0.9778 0.9783 0.9788 0.9793 0.9798 0.9803 0.9808 0.9812 0.9817
2.1 | 0.9821 0.9826 0.9830 0.9834 0.9838 0.9842 0.9846 0.9850 0.9854 0.9857
2.2 | 0.9861 0.9864 0.9868 0.9871 0.9875 0.9878 0.9881 0.9884 0.9887 0.9890
2.3 | 0.9893 0.9896 0.9898 0.9901 0.9904 0.9906 0.9909 0.9911 0.9913 0.9916
2.4 | 0.9918 0.9920 0.9922 0.9925 0.9927 0.9929 0.9931 0.9932 0.9934 0.9936
2.5 | 0.9938 0.9940 0.9941 0.9943 0.9945 0.9946 0.9948 0.9949 0.9951 0.9952
2.6 | 0.9953 0.9955 0.9956 0.9957 0.9959 0.9960 0.9961 0.9962 0.9963 0.9964
2.7 | 0.9965 0.9966 0.9967 0.9968 0.9969 0.9970 0.9971 0.9972 0.9973 0.9974
2.8 | 0.9974 0.9975 0.9976 0.9977 0.9977 0.9978 0.9979 0.9979 0.9980 0.9981
2.9 | 0.9981 0.9982 0.9982 0.9983 0.9984 0.9984 0.9985 0.9985 0.9986 0.9986
3.0 | 0.9987 0.9987 0.9987 0.9988 0.9988 0.9989 0.9989 0.9989 0.9990 0.9990
3.1 | 0.9990 0.9991 0.9991 0.9991 0.9992 0.9992 0.9992 0.9992 0.9993 0.9993
3.2 | 0.9993 0.9993 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9995 0.9995 0.9995
3.3 | 0.9995 0.9995 0.9995 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9997
3.4 | 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9998
Bemerkung:

Die Quantile der Standardnormalverteilung findet man auch direkt bei den Quantilen der ¢-Verteilung
bei df = oo, siehe Tabelle auf Seite 127.
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A.4 Quantile der t-Verteilung

tar(z)

T
Lesebeispiel Tabelle: tg g.975 = 2.262
df \ a 0.60 0.70 0.80 0.90 0.95 0.975 0.99 0.995
10325 | 0.727 | 1.376 | 3.078 | 6.314 | 12.706 | 31.821 | 63.657
2 | 0.289 | 0.617 | 1.061 | 1.886 | 2.920 4.303 6.965 9.925
3| 0.277 | 0.584 | 0.978 | 1.638 | 2.353 3.182 4.541 5.841
4 | 0.271 | 0.569 | 0.941 | 1.533 | 2.132 2.776 3.747 4.604
5 | 0.267 | 0.559 | 0.920 | 1.476 | 2.015 2.571 3.365 4.032
6 | 0.265 | 0.553 | 0.906 | 1.440 | 1.943 2.447 3.143 3.707
71 0.263 | 0.549 | 0.896 | 1.415 | 1.895 2.365 2.998 3.499
8 | 0.262 | 0.546 | 0.889 | 1.397 | 1.860 2.306 2.896 3.355
9 | 0.261 | 0.543 | 0.883 | 1.383 | 1.833 2.262 2.821 3.250
10 | 0.260 | 0.542 | 0.879 | 1.372 | 1.812 2.228 2.764 3.169
11 | 0.260 | 0.540 | 0.876 | 1.363 | 1.796 2.201 2.718 3.106
12 | 0.259 | 0.539 | 0.873 | 1.356 | 1.782 2.179 2.681 3.055
13 | 0.259 | 0.538 | 0.870 | 1.350 | 1.771 2.160 2.650 3.012
14 | 0.258 | 0.537 | 0.868 | 1.345 | 1.761 2.145 2.624 2.977
15 | 0.258 | 0.536 | 0.866 | 1.341 | 1.753 2.131 2.602 2.947
16 | 0.258 | 0.535 | 0.865 | 1.337 | 1.746 2.120 2.583 2.921
17 | 0.257 | 0.534 | 0.863 | 1.333 | 1.740 2.110 2.567 2.898
18 | 0.257 | 0.534 | 0.862 | 1.330 | 1.734 2.101 2.552 2.878
19 | 0.257 | 0.533 | 0.861 | 1.328 | 1.729 2.093 2.539 2.861
20 | 0.257 | 0.533 | 0.860 | 1.325 | 1.725 2.086 2.528 2.845
21 | 0.257 | 0.532 | 0.859 | 1.323 | 1.721 2.080 2.518 2.831
22 | 0.256 | 0.532 | 0.858 | 1.321 | 1.717 2.074 2.508 2.819
23 | 0.256 | 0.532 | 0.858 | 1.319 | 1.714 2.069 2.500 2.807
24 | 0.256 | 0.531 | 0.857 | 1.318 | 1.711 2.064 2.492 2.797
25 | 0.256 | 0.531 | 0.856 | 1.316 | 1.708 2.060 2.485 2.787
26 | 0.256 | 0.531 | 0.856 | 1.315 | 1.706 2.056 2.479 2.779
27 | 0.256 | 0.531 | 0.855 | 1.314 | 1.703 2.052 2.473 2.771
28 | 0.256 | 0.530 | 0.855 | 1.313 | 1.701 2.048 2.467 2.763
29 | 0.256 | 0.530 | 0.854 | 1.311 | 1.699 2.045 2.462 2.756
30 | 0.256 | 0.530 | 0.854 | 1.310 | 1.697 2.042 2.457 2.750
40 | 0.255 | 0.529 | 0.851 | 1.303 | 1.684 2.021 2.423 2.704
60 | 0.254 | 0.527 | 0.848 | 1.296 | 1.671 2.000 2.390 2.660
90 | 0.254 | 0.526 | 0.846 | 1.291 | 1.662 1.987 2.368 2.632
120 | 0.254 | 0.526 | 0.845 | 1.289 | 1.658 1.980 2.358 2.617
oo | 0.253 | 0.524 | 0.842 | 1.282 | 1.645 1.960 2.326 2.576

Bemerkung:

Die Zeile mit df = oo enthélt gerade die Quantile der Standardnormalverteilung.
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B Alternative Ansatze

B.1 Dialog: Dr. Nulli vs. Prof. Altmeier

Folgender Text orientiert sich sehr stark an einem Beispiel in ( ).

Dr. Nulli und Prof. Altmeier haben sich mit ihrem Forschungsgeld das neueste Wunderwerk ge-
kauft, den sogenannten Normalisator, welcher standardnormalverteilte Zufallsvariablen generieren
kann. Prof. Altmeier hat auf seiner letzten Konferenz von anderen Forschern gehort, dass die Ei-
chung der Maschine bzgl. Erwartungswert ab Werk oft mangelhaft ist'. Dr. Nulli hingegen ist fest
iiberzeugt davon, dass alles im Lot ist?, schliesslich war es ja seine Idee, die Maschine anzuschaffen.
Immerhin bei der Standardabweichung gibt es keine Streitigkeit. Jetzt wollen sie endlich Klarheit
schaffen: die beiden entlocken dem Normalisator 50 Zufallszahlen. Das arithmetische Mittel davon ist
0.35.

N: Siehst Du, das arithmetische Mittel ist fast Null, genau wie ich es erwartet hatte!
A: Nein, das arithmetische Mittel weicht in der Tat von Null ab, wie ich es vermutet hatte!

N: Moment! Wir miissen unterscheiden zwischen dem Modell der Maschine und dem, was wir in den
von ihr generierten Daten sehen. Auch wenn die Maschine richtig kalibriert ist, werden wir nie
exakt ein arithmetisches Mittel von Null beobachten. Die Maschine ist auf Standardabweichung
1 eingestellt, 95% der generierten Werte liegen also zwischen —1.96 und 1.96. Ein Wert von 0.35
ist also bestens durch Zufall erklérbar.

A: Wir schauen hier aber das arithmetische Mittel von 50 Zahlen an! Das hat eine Standardabwei-
chung (welche hier auch Standardfehler heisst) von 1/4/50 = 0.14, was viel kleiner ist als die
Standardabweichung einer einzelnen Zufallsvariable.

N: Ah ja, das gute /n-Gesetz. Aber auch das arithmetische Mittel streut um den wahren Wert.
Wir werden nie exakt Null beobachten, selbst wenn die Maschine richtig kalibriert ist. Ich bleibe
bei meiner Erklarung durch Zufall.

A: Wenn wir aber den realisierten Wert 0.35 mit dem Standardfehler von 0.14 vergleichen, dann
liegt 0.35 mehr als zwei Standardfehler von Deiner Annahme (Null) entfernt!

Z

Findest Du das zu gross?

A: Ja, wenn Du daran glaubst, dass die Maschine richtig eingestellt ist, dann erwartest Du 95% der
Werte im Bereich von zwei Standardabweichungen um Null®, genauer: £1.96-0.14 = £0.28. Somit
gehort unsere Beobachtung von 0.35 zu den 5% extremsten Werten. Eine solche Abweichung bei
einer korrekt geeichten Maschine kann man also nicht mehr gut mit Zufall erkldren, das ist
schlicht und einfach ein zu seltenes Ereignis. Wir schliessen also daraus, dass die Maschine nicht
richtig geeicht ist.

N: Ok, das tont plausibel. Aber ich kénnte ja auch Pech* haben, dass wir jetzt gerade etwas seltenes
beobachtet haben, obwohl die Maschine richtig eingestellt ist?

A: Ja, das kann in der Tat passieren, schliesslich haben wir es ja mit zufélligen Daten zu tun. Mit
obiger Entscheidungsregel bist Du aber vor solchen Fehlentscheidungen geschiitzt im Sinne, dass
dies nur mit Wahrscheinlichkeit® 5% passiert.

L Alternativhypothese H 4
2Nullhypothese Hy

3 Annahmebereich
4Fehler 1. Art
5Signifikanzniveau
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C Herleitungen

C.1 Herleitung der Binomialverteilung

Wir betrachten unabhéngige Experimente mit Ausgang Erfolg oder Misserfolg. Die Erfolgswahrschein-
lichkeit in einem Experiment sei p € (0,1).

Frage: Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass wir im Total x Erfolge beobachten? Z.B. z = 37

Wenn wir uns festgelegt haben, bei welchen der Experimente Erfolg eintritt, so ist die Wahrschein-

lichkeit fiir genau eine solche Auswahl

da die Experimente als unabhéngig angenommen wurden. In untenstehender Tabelle haben wir ein
Feld eines “Experiments” mit dem Symbol e markiert wenn Erfolg eintritt und sonst mit dem Symbol
O.

Um die Wahrscheinlichkeit zu berechnen, dass im Total z Erfolge eintreten, miissen wir alle “ Auswah-
len” betrachten, die zu diesem Ergebnis fithren. Die Reihenfolge innerhalb einer Auswahl spielt keine
Rolle, d.h. es interessiert uns nicht, ob zuerst Experiment 4 und erst dann Experiment 1 Erfolg hat
oder umgekehrt. In der Tabelle interessieren uns daher nur die verschiedenen “Muster” und nicht, in
welcher spezifischer Reihenfolge wir ein einzelnes Muster “angemalt” haben.

Um den ersten Erfolg zu platzieren, haben wir n Moglichkeiten, fiir den zweiten verbleiben noch n —1
und so weiter; bis fiir den letzten dann noch n — z + 1 Moglichkeiten {ibrig sind. Das gibt im Total
nin—1)---(n—xz+ 1) Moglichkeiten.

Hier haben wir aber jeweils stillschweigend unterschieden, in welcher Reihenfolge die Erfolge eintreten.
In obenstehender Tabelle hétten wir jeweils die Auswahlen 1 -4 —6, 1 -6 >4, 4 —1—6, 4 —
6 —>1, 6—>1—4und 6 — 4 — 1 einzeln gezdhlt, obwohl wir dies ja eigentlich nicht unterscheiden
wollen, da alle zum selben Muster fithren.

Fiir eine gegebene Auswahl gibt es z! verschiedene mogliche Reihenfolgen, diese zu platzieren. Also
haben wir genau so viel Mal zu viel gezédhlt.

Wenn wir dies korrigieren, erhalten wir

nn—1)--(n—xz+1)
x!

verschiedene Moglichkeiten. Dies konnen wir auch schreiben als

n!
z!(n — x)!

was wir mit dem Binomialkoeffizienten (”) abkiirzen (“n tief z”).

Wir haben (Z) verschiedene Moglichkeiten, die alle zum Resultat “im Total x Erfolge” fithren. Jede
dieser Moglichkeiten hat die gleiche Wahrscheinlichkeit p®(1 — p)™~%.
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Die Wahrscheinlichkeit, im Total x Erfolge zu beobachten, ist also damit durch

(Yoo

gegeben.
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C.2 Uneigentliche Integrale

In der Wahrscheinlichkeitsrechnung treten hiufig Integrale auf mit einem Integrationsbereich, der von
0 nach oo geht oder sogar von —oco nach oco.

Fiir eine Dichte fordern wir z.B., dass

/Zf(z)d:c:l

gilt. Die totale Flache unter der Kurve soll also 1 sein. Man integriert hier nicht iiber ein beschréanktes
Intervall und man spricht daher von einem wuneigentlichen Integral (nicht zu verwechseln mit dem
unbestimmten Integral).

Wir beginnen mit einem einfachen Fall. Nehmen wir z.B. die Exponentialverteilung mit Parameter

A > 0. Diese hat Dichte
Ae ™ >0

@)= { 0 sonst

Wir wollen nun iiberpriifen, dass f(z) iiberhaupt eine Dichte ist. Geméiss Definition einer Dichte muss
das Integral tiber den Wertebereich 1 ergeben, d.h. hier

/Ooof(x)dle.

Wie ist dieses Integral genau zu verstehen und wie berechnet man es? Das Integral

/Oocf(x)dx

ist ein uneigentliches Integral und ist definiert als

/Ooof(sc)dx: lim af(as)d:z:.

a— o0 0

Wenn der Grenzwert existiert, dann heisst das uneigentliche Integral konvergent und der Grenzwert
stellt den Wert des uneigentlichen Integrals dar.

D.h. auf der rechten Seite liegt auch gerade der Schliissel zur Berechnung. Wir berechnen das Integral
auf dem Intervall [0, a] “wie gewohnt” und ziehen dann den Limes.

Fiir obige Exponentialverteilung haben wir

a a
Ae Mdy = —e™ M
0 0

=—e M4,

Wenn wir jetzt den Limes a — oo ziehen, so haben wir

/Ooof(x)dx —1

da lim,_yo0 e~ = 0.
In diesem Beispiel war die untere Integrationsgrenze 0, was uns Arbeit erspart hat.

Was ist, falls dem nicht so ist? Wir teilen das Integral an einer (beliebigen) Stelle ¢ und haben so
wieder die Situation von vorher.

oo c b
/ f(z)dz = lim flx)dx + blim / f(x)da.

a—r — 00

Das heisst implizit, dass wir die beiden Grenzen unabhdngig voneinander nach oo gehen lassen:

b
al}r_noo f(z)da.

a
b—o0
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Man darf nicht

verwenden, da dies zu falschen Resultaten fiihren kann. Betrachte z.B. die Funktion f(z) = z. Mit
dieser falschen Rechnung wére das Integral 0, obwohl die beiden uneigentlichen Integrale

0 [e’s)
/ rdx bzw. / rdx
—00 0

In der Praxis schreiben wir also die Stammfunktion auf und lassen zuerst die obere Grenze b nach oo
gehen und dann entsprechend die untere Grenze a nach —oo (bzw. umgekehrt).

gar nicht existieren.

Betrachten wir z.B. das uneigentliche Integral
1 1
———dz.
/, o 1422 o

b
= arctan(b) — arctan(a).
a

Wir haben

b
/ —— = arctan(z)
o 1+ 22

Es ist
lim arctan(b) = T
b—o0 2

lim arctan(a) = —
a— — 00

vl

Also haben wir schlussendlich

/ l;dzzl@,(,z)):l_
o T 1+ a2 T \2 2

Bei der Funktion handelt es sich um die Dichte der sogenannten Cauchy-Verteilung.
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