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Lineare Algebra (2007) Kapitel 0 — Vorkenntnisse

Kapitel 0

Vorkenntnisse —
Was man hiatte lernen sollen

Wir wollen hier kurz einige Themen aufgreifen, die die meisten Stu-
dierenden in der Mittelschule durchgenommen haben sollten.

Keine Angst: alles wird in dieser oder einen anderen Vorlesung ex-
plizit oder implizit (in verallgemeinerter Form) noch einmal behan-
delt. Liicken sind also keine Katastrophe, aber ein gewisser, zeitlich
begrenzter Nachteil.

Bemerkung: Die Figuren sind zu ergénzen.

0.1 Lineare Gleichungssysteme

Eine einzige lineare Gleichung in einer Unbekannten x,
ar=2",

hat genau eine Losung, ndmlich

ausser wenn a = 0. In dieser Ausnahmesituation gibt es zwei Félle:

b=0: jedes x ist Losung = es gibt oo Losungen,
b#0: kein x ist Losung = es gibt keine Losungen.

Betrachten wir als néchstes zwei Gleichungen in zwei Unbekannten.

BEISPIEL 0.1:
21‘1 - 4.%‘2 =8
5331 + 3$2 = 7. (1)

Frage: Gibt es eine Losung und wenn ja, gibt es nur eine? Diese Frage
nach Existenz und Eindeutigkeit tritt in der Mathematik bekanntlich
immer wieder auf. Wir kénnen sie hier auf konstruktive Art beantworten:
wir kénnen alle Lésungen ausrechnen.

Wir 16sen die eine Gleichung (z.B. die erste) nach der einen Unbekannten
(z.B. der ersten) auf:

1 =44 2x9. (2)

Dann setzen wir dies in die andere Gleichung ein:
544 2x9) + 320 =7 oder 13z0 = —13,

d.h. 9 = —1. Einsetzen in (2) liefert dann sofort x; = 2, also:

(©M.H. Gutknecht 30. September 2007 LA-Skript 0-1
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x1:2, a}2=—1.

Durch Einsetzen ins urspriingliche System (1) verifiziert man, dass die-
ses Zahlenpaar effektiv eine Losung ist. Wir werden sehen, dass diese
Kontrolle gar nicht nétig ist. Es ist auch die einzige Losung, denn wir
haben sie ohne Wahlmoglichkeit abgeleitet. ¢

Gibt es zu zwei Gleichungen in zwei Unbekannten immer genau eine
Losung?

BEISPIEL 0.2:
2.%‘1 — 4.%‘2 =8
Tr1 — 2(15'2 = 3.

Dieses Gleichungssystem hat offensichtlich keine Losung. Multipliziert
man néamlich die zweite Gleichung mit 2, erhélt man 221 — 4x9 = 6. Dies

widerspricht der ersten Gleichung. ¢
BEispPIEL 0.3:
2.%‘1 — 4.%‘2 =8
Tr1 — 235'2 = 4.

Nun ist die erste Gleichung einfach das Doppelte der zweiten, und of-
fensichtlich besteht nun kein Widerspruch mehr. Man kann sogar die
eine Variable, z.B. x9, frei wihlen und erhélt fiir jede Wahl eine ande-
re Losung. Das heisst, es gibt eine ganze (einparametrige) Schar von
Losungen. ¢

Die Beispiele 2 und 3 zeichnen sich offensichtlich dadurch aus, dass
auf der linken Seite die eine Gleichung ein Mehrfaches der anderen
ist. Bei Beispiel 3 besteht diese Abhéngigkeit auch auf der rechten
Seite. Beides sind offensichtlich Ausnahmefille.

Also: In der Regel gibt es zu einer linearen Gleichung in einer Un-
bekannten und zu zwei linearen Gleichungen in zwei Unbekannten
genau eine Losung; aber in Ausnahmeféllen kann es keine oder un-
endlich viele geben.

Wir werden sehen, dass das Analoge auch bei n Gleichungen in n
Unbekannten richtig ist.

Im Falle von n linearen Gleichungen in n Unbekannten gilt:
e In der Regel gibt es genau eine Losung.

e Es gibt eine Schar von Losungen, wenn eine Gleichung als
eine Summe von Mehrfachen (“eine Linearkombination”) der
anderen dargestellt werden kann.

e Es gibt keine Losung, wenn eine solche Abhéngigkeit zwar
auf der linken Seite besteht, nicht aber gleichzeitig fiir die
rechte Seite gilt.

Was gilt bei m Gleichungen in n Unbekannten, wenn m # n ?

LA-Skript 0-2
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BEISPIEL 0.4:

2331 - 4932 =8
514+ 310 = 7
1+ x9 = 3.

Dieses System mit m = 3, n = 2 hat keine Losung. Denn aus Bei-
spiel 1 wissen wir, dass die ersten zwei Gleichungen nur die Losung
xr1 = 2,x9 = —1 zulassen, und die steht im Widerspruch zur dritten
Gleichung. ¢

Ersetzt man die 3 auf der rechten Seite der letzten Gleichung durch
eine 1, so gibt es offenbar genau eine Losung. Ergénzt man Bei-
spiel 0.3 durch die Gleichung —3x; + 6x, = —12, so findet man
sogar ein (ziemlich triviales) Beispiel von drei Gleichungen in zwei
Unbekannten mit unendlich vielen Losungen.

Wenn m > n (“mehr Gleichungen als Unbekannte”), so gibt es in
der Regel keine Losung. Es kann aber eine oder sogar unendlich
viele geben, wenn gewisse Abhéngigkeiten zwischen den Gleichun-
gen bestehen.

BEISPIEL 0.5:

Ty —x9+2x3 = 1 <3)
2r1 +x2+ x3 = 5.

Hier ist m = 2, n = 3. Wenn man von der zweiten Gleichung das
Doppelte der ersten subtrahiert, folgt 3xo — 3z3 = 3 oder z9 = z3 + 1.
Einsetzen in die erste oder die zweite Gleichung ergibt dann noch z; =
2 — 3. Man kann also 3 frei wiahlen. Nennen wir den freien Parameter
t, so liasst sich jede Losung als Zahlentrippel der Form

r1=2—1, To=1+1, r3 =1

darstellen. Mit anderen Worten, die zwei Gleichungen (3) haben die
Losungsmenge

{(2—t,14+t1t); t e R},
wenn wir uns auf reelle Losungen beschréinken. ¢

Man konnte offensichtlich auch ein Beispiel mit m = 2, n = 3
konstruieren, das keine Losung hat. Wir werden sehen, dass gilt:

Wenn m < n (“weniger Gleichungen als Unbekannte”), so gibt es
in der Regel eine Schar von Losungen. Es kann aber in Ausnah-
mefillen auch keine geben, aber nie nur endlich viele.

Wir werden im folgenden Kapitel 1 ganz allgemein ein lineares Glei-
chungssystem von m Gleichungen in n Unbekannten 16sen und seine
Losungsmenge charakterisieren.

(©M.H. Gutknecht 30. September 2007
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0.2 Vektorrechnung in der Ebene

Die Punkte in der Ebene kann man einerseits durch Ortsvektoren,
anderseits durch kartesische Koordinaten charakterisieren:

O—‘/I/:W:(u)’ O—>Z:Z:(x)’
v Y

Es gibt noch viele andere Bezeichnungsweisen, aber wir verwenden
hier diese, weil sie mit der spéater verwendeten konsistent ist.

Solche Vektoren kann man addieren und mit einer Zahl (“Skalar”)
multiplizieren:

s (1)) = (120)
wea() = ()

Diese Operationen haben einfache geometrische Interpretationen.

Insbesondere kann der Vektor von W nach Z als Differenz darge-
stellt werden:

—

WZ=z—-w.

— —
Ergibt sich OW = w durch Drehung von OZ = z um den Winkel
©, so kann man dies ausdriicken durch

u=2xcosp—ysiny, v=xsing+ycosp. (4)
Der Spezialfall (z,y) = (1,0) illustriert die Definition von Sinus
und Cosinus.

Die Beziehungen (4) kann man zusammenfassen in

u '\ [ cosp —sing x (5)
v )]  \sinp cosp y )’
oder kiirzer als
w=Qz (6)
mit der 2x2 Matrix

Q:<cosgo —Singo) ' )

siny  cosp

Q z ist ein Matrix-Vektor-Produkt.

Man konnte hier noch vieles anfiigen, was vielleicht schon bekannt
ist: die Lange eines Vektors, das Skalarprodukt von zwei Vektoren,
die Determinante und die Eigenwerte einer quadratischen Matrix.

Die Verallgemeinerung des Vektor- und des Matrixbegriffes und die
Behandlung der obgenannten Operationen und Begriffe (nicht aber
des sogenannten Vektorproduktes!) ist das Thema dieser Vorlesung:
lineare Algebra.

LA-Skript 0-4
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0.3 Komplexe Zahlen

Bemerkung: Komplexe Zahlen werden ausfiihrlich in der Analysis
behandelt. Wir beschrédnken uns auf wenige Grundeigenschaften,
die wir gelegentlich brauchen werden und kiimmern uns nicht um
vollstéandige Herleitungen.

Man konnte die Punkte in der Ebene auch in der Form
w=u-+1iv, z=x4+1y,

darstellen, wobei man zunéchst i als eine die zweiten Komponenten
charakterisierende Flagge auffassen konnte.

Dann ist klar, dass das Folgende verniinfige Definitionen fiir die
Addition zweier solcher “Punkte” und fiir die Multiplikation
mit einer rellen Zahl « ist:

wHz=(uriv)+ @iy = @) +i+y),  (©
aw =alu+iv) = (au+iav). 9)

Von entscheidender Bedeutung ist jetzt aber, dass man fiir diese
Zahlen eine die iiblichen Regeln erfiillende Multiplikation definie-
ren kann, wenn man annimmt, dass formal die binomischen Formeln
und die Relation i = —1 gelten:

wz=(ut+iv)(x+iy)=uzr+iwz+uy)+i*(vy)  (10)
=(ux—vy)+i(ve+uy). (11)

Mit dieser Interpretation von i nennt man z = x + i y eine kom-
plexe Zahl [complex number]|; x ist der Realteil [real part|, y der
Imaginérteil [imaginary part]:

z=x+1iy <= z=Rez, y=Imz.

Die Zahl z = z — i y heisst konjugiert-komplex [conjugate com-
plex]| zu z.

Die Menge der komplexen Zahlen bezeichnet man mit C. In An-
betracht der geometrischen Interpretation als Punkte in der Ebene
nennt man C auch die komplexe Ebene [complex plane|. Die
Menge der rellen Zahlen R ist diejenige Teilmenge von C, deren
Elemente Imaginérteil 0 haben:

R={z€C; Imz=0}.

In der komplexen Ebene ist das die reelle Achse [real axis|, wahrend
die Zahlen mit Realteil null die imaginire Achse [imaginary axis|
bilden.

Man beachte, dass
zz=a"+y* >0, (12)

wobei das Gleichheitszeichen nur gilt, wenn z = 0 ist.

(©M.H. Gutknecht 30. September 2007
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Somit kann man stets die normale Quadratwurzel von z Z bilden:
die nicht-negative reelle Zahl

2| == V2z (13)

heisst Betrag [modulus| oder Absolutbetrag [absolute value] der
komplexen Zahl z. Nach Pythagoras ist |z| gerade die Léange des
Ortsvektors zum Punkt z = x + 1y der komplexen Ebene.

Die Beziehung (12) zeigt, wie man die Division definieren muss:

U 1
izz—ui:TZQD, WO T = ——. (14)
W ww |w]?

In Real- und Imaginérteil von Zéhler und Nenner ausgedriickt er-

gibt sich
i:xu—l—yv_’_iuy—xv' (15)

w u? + 02 u? 4+ v?

Mit diesen Definitionen gelten fiir die komplexen Zahlen die gleichen
Rechenregeln wie fiir die reellen Zahlen.

Fiir den Absolutbetrag ist insbesondere folgendes richtig:

|z +w| < 2]+ |wl, (16)

[zw| = [2] ], (17)
z ||

) = 2 18

Die komplexen Zahlen als Punkte der komplexen Ebene lassen sich
auch in Polarkoordinaten darstellen:

_ ro= |z,
z=r+ly <= { o B :(S?SSO falls ¢ = arccos(z/r)
v = ¥y = arcsin(y/r) .
Es gilt also
z=r(cosp+1siny). (19)

Mit der beriihmten Eulerschen Formel |[Euler formula]
e¥ = cosp +1 singp (20)

erhalten wir schliesslich
z=rev. (21)
Diese Darstellungen heisst Polarform [polar representation| von z.

Fiir die Exponentialfunktion mit komplexem Argument gelten die
gleichen Regeln wie bei reellem Argument. Zum Beispiel ist

. . . . eiSO
ellet¥) — v eul}7 elle=¥) — el_zj; (22)
Wenn z = rel? und w = se'¥, so hat man also
. z ro.
2w = rse@ V) = el (23)

LA-Skript 0-6

30. September 2007 (©M.H. Gutknecht



Lineare Algebra (2007)

Kapitel 0 — Vorkenntnisse

0.4 Polynome

Sind ag, a, ...,a, reelle oder komplexe Zahlen, so kann man das
Polynom [polynomiall

p(2) = 2™ + ap1 2"+ a2+ ag

vom Hoéchstgrade [maximum degree| n definieren. Ist a, # 0,
so sagen wir, n sei der exakte Grad. Die Zahlen ag, ay, ..., a,
bezeichnet man als die Koeffizienten [coefficients| des Polynoms.

Fiir uns ist vor allem der Fall interessant, wo auch z reell oder
komplex ist. Dann kann man p(z) einen (reellen oder komplexen)
Wert zuweisen:

p(z) eR  oder p(z)eC.

Die (reelle oder komplexe) Zahl z; heisst Nullstelle [zero| von p,
wenn p(z;) = 0 ist. Ist dies der Fall, so ist

p(2)

q(z) = (24)

nach dem Kiirzen des Linearfaktors [linear factor] z — z; ein Po-
lynom vom Grade n — 1. Der Ubergang von p(z) zu ¢(z) heisst
Deflation [deflation| der Nullstelle z;.

Sind die Koeffizienten ag, a4, ..., a, reell und beschrankt man sich
auf reelle z, so braucht ein Polynom bekanntlich keine Nullstelle zu
haben (Bsp.: 22 4+ 1). Anders ist es, wenn wir komplexe Nullstellen
zulassen; dann sind sogar komplexe Koeffizienten erlaubt:

Satz 0.1 Ein (reelles oder komplexes) Polynom p vom exakten
Grade n > 1 hat in C (mindestens) eine Nullstelle:

dz; € C: p(z1) =0.

Mit Induktion folgert man daraus mittels Deflation:

Korollar 0.2 FEin (reelles oder komplexes) Polynom p vom exak-
ten Grade n > 1 hat in C genau n Nullstellen, die aber nicht alle
verschieden sein miissen; genauer, p ldsst sich als Produkt von n
Linearfaktoren darstellen:

n

p(z) =an(z—21)(z—22) - (2 — 2z) = a, H(z — 2K) .

k=1

(©M.H. Gutknecht 30. September 2007
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0.5 Das griechische Alphabet

Das griechische Alphabet hat 24 Buchstaben, aber zu einzelnen gibt
es zwei Schreibweisen:

« alpha L iota o sigma
£  beta K kappa S sigma
0 gamma A lambda T tau

o delta {4 mu v ypsilon
€ epsilon v nu ¢  phi

€ epsilon 13 xi ¢  phi

¢ zeta 0 omikron X chi

n eta ™ pi v psi

0 theta p rho w  omega
Y theta 0 rho

I Gamma = X ®  Phi

A Delta I Pi VU Psi

©  Theta > Sigma 2 Omega
A Lambda T  Ypsilon

Die restlichen Grossbuchstaben sind gleich wie die entsprechenden
des lateinischen Alphabets und sind deshalb fiir uns nutzlos.

0.6 Notation

Im Prinzip ist jedermann frei, die Mathematik in eigenen Bezeich-
nungen aufzuschreiben. Aber eine gute und systematische Notation
erleichtert das Versténdnis.

Wir werden fiir Vektoren und Matrizen kleine bzw. grosse fette
Buchstaben verwenden, damit sie in jeder Formel leicht erkennbar
sind:

X, Y, e A B, ..

Der Nachteil ist, dass man das so nicht gut von Hand schreiben
kann. Aber man kann in Handschrift auf den Unterschied zwischen
gewoOhnlichen und fetten Buchstaben verzichten, oder die Vektoren
und Matrizen durch Unterstreichen markieren, d.h. zum Beispiel A
schreiben statt A.

Das Gleichheitszeichen hat in der Mathematik und Informatik min-
destens drei verschiedene Bedeutungen, und wir werden versuchen,
diese auseinander zu halten (was allerdings nicht immer eindeutig
moglich ist). Wir schreiben

= fiir eine Gleichheit von mathematischen Objekten,
:= fiir eine Zuweisung, wie sie in Algorithmen und
Programmen vorkommt,

fiir eine Definition.

LA-Skript 0-8
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Kapitel 1

Lineare Gleichungssysteme —
Gauss-Elimination

Die Gauss-Elimination! [Gauss elimination], oft einfach Gauss-
Algorithmus |Gauss algorithm| genannt, ist die grundlegendste
und weitverbreitetste Methode um lineare Gleichungssysteme zu
16sen. Es ist im Prinzip jene Methode, die man schon in der Grund-
schule lernt. Wir betrachten sie hier in systematischerer Weise.
Zunéchst einige Fakten:

e Die Gauss-Elimination ist von grundlegender Bedeutung fiir
das wissenschaftliche Rechnen [scientific computing] und
allgemeiner, fiir die rechnergestiitzten Wissenschaften
[computational science and engineering|. Fast bei jeder Com-
putersimulation sind irgendwo lineare Gleichungssysteme zu
16sen, und oft sind diese sehr gross.

e Im wissenschaftlichen Rechnen wird die Methode aber fast
nur im Falle m = n eingesetzt.

e Es kommen dabei allerdings z.T. komplizierte Varianten zum
Einsatz, die in bezug auf Stabilitdt, Rechengeschwindigkeit
(auch Speicherzugriff), Speicherplatz und Parallelisierbarkeit
optimiert sind.

e Wir wollen den allgemeinen Fall von m linearen Gleichungen
in n Unbekannten analysieren und die entsprechende Lésungs-
menge beschreiben.

e Die daraus ableitbare Theorie ist fundamental fiir die lineare
Algebra. Wir werden uns spéater immer wieder auf sie bezie-
hen.

1.1 Gauss-Elimination: der regulire Fall

Wir fithren in diesem Abschnitt zunéchst die Notation fiir allge-
meine Systeme von m linearen Gleichungen in n Unbekannten ein
und diskutieren dann die Gauss-Elimination im Normalfall m = n,
beginnend mit Beispielen mit m = n = 3. Im néchsten Abschnitt
werden wir dann den allgemeinen Fall behandeln.

Ein Gleichungssystem [system of equations] von m linearen Glei-
chungen in n Unbekannten hat die Form

LCARL FRIEDRICH GAUSS (30.4.1777 — 23.2.1855), ab 1807 Professor fiir
Astronomie in Goéttingen; einer der bedeutendsten Mathematiker aller Zeiten.

(©M.H. Gutknecht 30. September 2007 LA-Skript 1-1
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a11T1 + a19T9 + .-
211 + Q22 + - - -

A1 T1 + Qoo + -+ -

Die gegebenen Zahlen a;; (i =

1.

+ a1nT, = bl
+ AonT, = bQ

(1.1)

+ ApnTn = by, .

..,m, j = 1,...,n) sind die

Koeffizienten [coefficients| des Systems, die ebenfalls gegebenen
Zahlen b; (i = 1,...,m) bilden die rechte Seite [right-hand side]

und die Grossen 1, T, . ..

, Z, sind die Unbekannten [unknowns].

Falls m = n, nennen wir das System quadratisch [square|?.

Ab Kapitel 2 werden wir das System (1.1) in der folgenden Form

schreiben:
a1 a1 a1n 1 b
a21 Q22 A2n, X2 by
] ) = , (1.2a)
;‘: X b
oder kurz,
Ax=Db (1.2b)

mit der (Koeffizienten-)Matrix [matrix; pl. matrices| A und den

Vektoren |[vectors| x und b.

Wir fassen in diesem Kapitel (1.2a) einfach als eine neue Schreib-
weise fiir (1.1) auf und betrachten (1.2b) als eine Abkiirzung fiir
(1.2a). Es gibt deshalb im Moment nichts zu verstehen. In Kapi-
tel 2 werden wir dann sehen, dass Ax als Produkt der Matrix A
und des Vektors x aufgefasst werden kann — man muss dazu nur

dieses Produkt richtig definieren.

Fiir die Praxis von grosser Bedeutung ist nur der Fall, wo m = n ist
und es genau eine Losung gibt. Der allgemeine Fall, wo die Zahl m
der Gleichungen und die Zahl n der Unbekannten nicht unbedingt
gleich sind, ist aber fiir die Theorie der linearen Algebra wichtig.
Fiir diese liefert er fundamentale Aussagen.

Wir behandeln primér reelle Systeme, aber alles gilt genau gleich
fiir komplexe, d.h. solche mit komplexen Koeffizienten, komplexen
Konstanten auf der rechten Seite und komplexen Unbekannten.

In diesem Kapitel tragen wir die in (1.1) auftretenden Grossen in

ein Eliminationsschema ein:

[ R Ty 1

aj; a2 ain || 0

az1 Q22 Az || b2 (1.3)
m1  Am2 Qmn bm

2Man beachte, dass es im Englischen zwei Bezeichnungen fiir “quadratisch”
gibt: ein quadratisches Bild nennt man “square”, eine quadratische Gleichung

“quadratic”.
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Lineare Algebra (2007) Kapitel 1 — Lineare Gleichungssysteme

Wir konnen uns damit nicht nur Schreibarbeit sparen, wichtiger
ist, dass wir die in diesem Schema auszufithrenden Operationen
besser veranschaulichen und damit auch leichter auf den Computer
iibertragen — sprich programmieren — konnen als bei Verwendung
des ausgeschriebenen Systems (1.1). Mit anderen Worten, das Sche-
ma wird einerseits zum Rechnen von Hand angewandt (was wir nur
zur [lustration ausfithren) und erlaubt uns anderseits besser zu
verstehen, was in der Rechnung abléuft.

Das Schema (1.3) hat offenbar einerseits Zeilen [rows| und ander-
seits Spalten oder Kolonnen [columns].

Wir wollen nun zuerst ein Zahlenbeispiel mit m = n = 3 auf kon-
ventionelle Weise 16sen und dann die Rechnung auf das Schema
iibertragen.

BEISPIEL 1.1:
201 — 2x9 +4x3= 6
—571 + 62 — 723 = —7 (1.4)
31 4+ 220+ x3= 9.

Wir kénnten wie iiblich z; eliminieren, indem wir die erste Gleichung
nach 7 auflésen und den so erhaltenen Ausdruck fiir z7 in die ande-
ren beiden Gleichungen einsetzen. Wir kénnen das Gleiche erreichen,
indem wir geeignete Vielfache der ersten Zeile von den beiden anderen
subtrahieren.

Hier subtrahieren wir das —5/2-fache der ersten Gleichung von der zwei-
ten und das 3/2-fache der ersten Gleichung von der dritten.

211 — 2x9 + 43 =6
To + 3x3 =8
51:2—51‘3:0.

Um auch noch zy zu eliminieren, kénnen wir das 5-fache der zweiten
Gleichung von der dritten subtrahieren:

21 — 2x9 + 4a3 = 6
To + 3x3 = 8 (15)
— 201‘3 = —40.

Dieses System hat obere Dreieicksgestalt [upper triangular form| und
ldsst sich auflosen, indem man aus der letzten Gleichung die letzte Va-
riable bestimmt, dann aus der zweitletzten Gleichung die zweitletze Va-
riable, und so fort.

— 20x3 = —40 = Tr3 = (—40)/(—20) =2
To + 3x3 = 8 - To=8-3-2=2
2r1 — 2x9 + 4dx3 = 6 = $1:(6+2‘2—4‘2)/2:1.

Man nennt dieses rekursive Losen Riickwirtseinsetzen [back substi-
tution|, weil man bei z,, mit Auflgsen anfingt. ¢

Wir konnen die Reduktion des gegebenen Systems (1.4) auf das
Dreieckssystem (1.5) kompakter darstellen, indem wir die relevan-
ten Zahlen in ein Eliminationsschema eintragen. Wir zeigen links
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Kapitel 1 — Lineare Gleichungssysteme

Lineare Algebra (2007)

das Ausgangsschema fiir ein allgemeines 3 x 3-System, rechts jenes
fiir unser konkretes Beispiel:

1 i) I3 1 T Ty I3 1

air a2 aiz || by 2 -2 4| 6
lo1 | a1 az azs || by —2|=5 6 —T| -7 (1.6)
l31 | az1 asx ass || by 103 2 1] 9

1 -1 2 3

Wir haben links vom Eliminationsschema die Faktoren ly; = —g
und I3 = % notiert, mit denen wir die erste Zeile (oder Gleichung)
multiplizieren, bevor wir sie von der entsprechenden Zeile subtrahie-
ren. Als Rechenhilfe haben wir schliesslich im Zahlenbeispiel unter
dem Schema die durch zwei dividierte erste Zeile angegeben. Sie
muss nur noch mit dem Zéhler (und dem Vorzeichen) der Faktoren
multipliziert werden, falls diese als ungekiirzter Bruch geschrieben
sind; so kann man die im Kopf auszufithrenden Operationen verein-
fachen. Auf dem Computer wird man diese Zeile nicht berechnen;
fiir ihn spielt es (meist) keine Rolle, ob mit einer ganzen Zahl oder
einem Bruch multipliziert wird.

Nach einem Eliminationsschritt hat man

T T2 T3 1 T Ty I3 1
aj;;r aiz a3 || by 2 =2 416

0 [al) aly || o) 0 @ 38 (1.7)
ls2| 0 a%) aé? bél) 5001 5 =50
0 1 3 8

und nach einem weiteren Eliminationsschritt kommt man zum fol-
genden Endschema:

Ty x2 x3 1 T, To T3 1
a; a2 a3 | by 2 =2 4 6
1 1 1
0 all a%é% 5%2; 0o 1 3| 8 (1.8)
0 0 Jag |by 0 0’620> —40
1 2

Dabei haben wir das Element, das jeweils zum Auflésen nach ei-
ner Variablen dient, eingekreist. Es heisst Pivotelement [pivot
element| oder kurz Pivot. Die Zeile bzw. Kolonne, in der das Pi-
votelement liegt, heisst Pivotzeile [pivot row| bzw. Pivotkolonne
[pivot column)|. Die (fakultative) Hilfszeile unter dem Eliminations-
schema, auch Kellerzeile genannt, ist also die durch das Pivotele-
ment dividierte Pivotzeile. Da eine Zeile einer Gleichung entspricht,
kann man die Pivotzeile auch als Pivotgleichung [pivot equati-
on| bezeichnen. Das nach jedem Schritt weiter verkleinerte System
heisst Restgleichungssystem [reduced system|. Es ist in obigem
Beipiel durch eine zusétzliche Box hervorgehoben.
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Lineare Algebra (2007) Kapitel 1 — Lineare Gleichungssysteme

Konkret ergeben sich im Beispiel als erstes und zweites Restglei-
chungssstem (mit eingekreisten Pivotelementen)

T2 T3 1 T3 1
D 338 —
Pl oW

Ausgehend von den Daten im Endschema (1.8) miisste man jetzt
noch riickwarts einsetzen, um die Losung zu berechnen. Dies macht
man genau gleich wie oben in Beispiel 1.1.

Im obigen Beispiel ist fiir £ = 1,2,3 im k-ten Eliminationsschritt
das Element agfk_l) als Pivotelement gewahlt worden, und entspre-
chend ist die k-te Zeile Pivotzeile und die k-te Kolonne Pivotko-
lonne. Wir werden aber gleich sehen, dass das nicht immer so geht,
ohne dass man Zeilen vertauscht, was problemlos ist, da Zeilen ja
Gleichungen sind.

Zunéchst sei aber noch darauf hingewiesen, dass beim ersten Schritt
ja die erste Gleichung unveréndert bleibt, beim zweiten Schritt so-
gar die zwei ersten Gleichungen. Im ersten Schritt wird eben das
3 x 3-System auf ein 2 x 2-System reduziert oder allgemeiner, ein
mxn-System auf ein (m — 1) x (n — 1)-System.

Da nach dem k-ten Schritt die ersten £ Gleichungen unveréndert
bleiben und die ersten k Koeffizienten der restlichen Zeilen null sind,
kann man sich Schreibarbeit sparen, indem man jeweils nur das
neue Restgleichungssystem aufschreibt. Fiir die Programmierung
bedeutet dies, dass der Zugriff auf jenen Teil der Daten beschrankt
bleibt, die zum Restgleichungssystem gehoren.

Wir illustrieren diese neue, kompaktere Darstellung, die besser zeigt,
was wirklich zu berechnen ist, an einem zweiten Beispiel.

BrispiEL 1.2:  Die Reduktion des Systems

To +4x3 =1
201 + 4xo — 43 =1 (19)
41 + 8x9 — 323 =17

auf obere Dreiecksgestalt wird nachfolgend links in der bisherigen Dar-
stellung gezeigt, rechts in der kompakteren.Dabei tritt noch die Schwie-
rigkeit auf, dass a;; = 0 ist, dieses Element also nicht als Pivotelement
in Frage kommt.Wir wihlen stattdessen ao; als erstes Pivotelement. In
unserer linken Darstellung vertauschen wir in diesem Falle die erste und
die zweite Zeile. Auf der rechten Seite entfillt dieser triviale Zwischen-
schritt. Es geniigt, das Pivotelement zu markieren. Die Kellerzeile lassen
wir diesmal weg.
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Kapitel 1 — Lineare Gleichungssysteme Lineare Algebra (2007)

T1 X2 T3 1 1 X9 T3 1
0 1 4 1 0| 0 1 4 1
2 4 -4 1 2 4 -4 1
4 8 -3 7 2| 4 8 -3 7
I T2 I3 1
2 4 -4 1
0] 0 1 4 1
2| 4 8 -3 7
T T2 T3 1
i) T3 1
2 4 -4 1
1 4 1
o] (M 4] 1 @
0] 0 0 5 ) 0L9 > >
I i) I3 1
2 4 -4 1 x3 1
ORI [C1E
0o o[ (] 5

Hier passiert im zweiten Eliminationsschritt (mit Pivot 1) nichts mehr,
denn nach dem Zeilenvertauschen und dem ersten Schritt hat das Sche-
ma bereits obere Dreiecksgestalt. Mit anderen Worten, hier hat das erste
Restgleichungssystem (der Gosse 2 x2) per Zufall Dreiecksgestalt.

Im letzten Schema links haben wir nun alle Pivotelemente markiert; das
wird spéter im allgemeinen Fall wichtig sein.

Es bleibt noch das Riickwéartseinsetzen:

Sr3 =5 — 1’3:5/521
Tot+4x3=1 — x9=1-—-4-1=-3
200 + 4y —dzs =1 = a1 =[1-4-(-3)+4-1]/2=17/2.
¢

Dieses Eliminationsverfahren kann auch so interpretiert werden,
dass man schrittweise das gegebene System durch elementare Ope-
rationen in andere Systeme umformt, die die gleiche Lésungsmenge
haben. Z.B. hat das gegebene System (1.4) die gleiche Losung wie
das System (1.4), das Dreiecksgestalt hat. Da dieses offensichtlich
nur eine Losung hat (denn beim Riickwértseinsetzen haben wir hier
keine Wahlmoglichkeit), ist auch das gegebene System eindeutig
losbar.

In diesem Beispiel gibt es nur eine Losung, aber unser Vorgehen
wiirde die Losungsmenge auch nicht verédndern, wenn es mehrere
Losungen gdbe. Dies folgt daraus, dass alle Eliminationsschritte
umkehrbar sind.

Als elementare Zeilen-Operation [elementary row operation]
zéhlen:

i) das Vertauschen von Gleichungen (Zeilen),

ii) die Addition/Subtraktion eines Vielfachen der Pivotgleichung
(Pivotzeile) zu/von einer anderen Gleichung (Zeile).

LA-Skript 1-6

30. September 2007 (©M.H. Gutknecht



Lineare Algebra (2007) Kapitel 1 — Lineare Gleichungssysteme

Man kann als weitere elementare Zeilen-Operation die Multiplikati-
on einer Gleichung mit einer von null verschiedenen Zahl zulassen.
Es zeigt sich aber, dass man ohne diese Operation auskommt. Beim
Rechnen von Hand wird sie aber manchmal mit Vorteil angewandt.

Zwei Gleichungssysteme, welche die gleiche Losungsmenge besitzen,
nennen wir Aquivalent [equivalent].

Wir konnen das Vorgehen, das wir im Prinzip auch im allgemeinen
Falle m # n beibehalten werden, damit wie folgt zusammenfassen:

Grundidee der Gauss-Elimination:

Ein lineares System aus m Gleichungen in n Unbekann-
ten wird durch die elementaren Zeilen-Operationen i)
und ii) schrittweise in dquivalente, gleich grosse Sy-
steme verwandelt, wobei es nach j Schritten ein Teil-
system von m — j Gleichungen gibt, das nur noch
hoéchstens n — j Unbekannte enthalt.

Normalerweise wird man zunéchst x; eliminieren, dann x5, und so
weiter bis und mit x,,_;. Dann kann man x,, berechnen, daraus x,,_1,
und so weiter, bis man schliesslich x; erhélt. Ist m = n und ist z,,
eindeutig bestimt, hat man auf diese Weise die eindeutige Losung
des Systems bestimmt. Im allgemeinen geht das nicht immer so,
aber im Normalfall funktioniert das mindestens theoretisch, d.h.
wenn man von allfdlligen Problemen mit Rundungsfehlern absieht.

In der Box 1.1 auf Seite 1-8 ist dieser Algorithmus zunéchst noch-
mals formuliert fiir diesen Normalfall. Kann man in der angedeu-
teten Weise eine eindeutige Losung eines quadratischen linearen
Gleichungssystems berechnen, so nennen wir dieses regulér [non-
singular|, andernfalls heisst es singulér [singular|.

BEMERKUNGEN:

1) Fiir ein reguldres n x n-System braucht es n — 1 Eliminations-
schritte; dann hat das resultierende dquivalente System obere Drei-
ecksgestalt. Das letzte, nte Pivotelement a'" ™Y braucht man nur
beim Riickwértseinsetzen.

2) Wir nummerieren die Zeilen (Gleichungen) und Kolonnen (Unbe-
kannte) im Restgleichungssystem immer entsprechend der Position
im ganzen System. Die Pivotzeile im j-ten Eliminationsschritt hat
anfanglich den Index p, nach dem Zeilenvertauschen den Index j.

3) Im Prinzip kann jedes von 0 verschiedene Element in der vorder-
sten Kolonne eines Restgleichungssystems als Pivot gew&hlt wer-
den. Fiir die Handrechnung ist natiirlich eine Eins besonders prak-
tisch. Beim Rechnen mit rellen Zahlen beschrinkter Genauigkeit
(insbesondere in Gleitkomma-Arithmetik) ist es aber wichtig, Ele-
mente zu wéhlen, die einen grossen Absolutbetrag haben relativ
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Kapitel 1 — Lineare Gleichungssysteme Lineare Algebra (2007)

Box 1.1 Gauss-Elimination im Falle eines regulédren Systems

Algorithmus 1.1 (Gauss-Algorithmus, regulidrer Fall)
Zum Lésen des n x n-Gleichungssystems Ax = b fiihre wie folgt
fir g =1,...,n —1 je einen Eliminationsschritt durch. Das ge-
gebene System bezeichnen wir hier als O-tes Restgleichungssystem
mit Koeffizientenmatriz A := A und rechter Seite b©®) :=b.

(a) Wdhle in der vordersten Kolonne des Restgleichungssystems

das j-te Pivotelement a;?_l) # 0 aus. Fir den Zeilenindex p
der Pivotzeile gilt dabei p € {j,...,n}. Falls p # j, vertau-
sche die Zeile p mit der Zeile j und nummeriere die Koeffizi-
enten und rechten Seiten entsprechend um; das Pivotelement

heisst dann a%_l)

Lasst sich kein j-tes Pivotelement finden, weil die vorderste
Kolonne des Restgleichungssystems lauter Nullen enthdlt, so
bricht der Algorithmus ab: das System ist singuldr.

(b) Berechne fir k= j+1,...,n die Faktoren

i—1 i—1
L = ap " fa¥ (1.10)
und subtrahiere das lj-fache der Zeile mit Index j von der
Zeile mit Index k:

a,(i) = a,(g]%_l) — lp; a9 , t=74+1,...,n,(1l.11a)

1

b9 = B g b9 (1.11b)

Ist nach n — 1 Eliminationsschritten a{l " %+ 0, so gilt dieses

Element als ntes Pivotelement; andernfalls bricht der Algorithmus
ab: das System ist singuldr.

Berechne durch Riickwdirtseinsetzen die eindeutig bestimmte

Losung des Systems: berechne dazu firk=n,n—1,...,1
S T T 1
i=k+1 A
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Lineare Algebra (2007) Kapitel 1 — Lineare Gleichungssysteme

zu den anderen Elementen derselben Zeile. Die Umsetzung dieser
Tatsache fithrt auf Regeln zur Wahl der Pivotelemente (Pivotstra-
tegien). Wir kommen auf Seite 3-8 in Abschnitt 3.1 darauf zuriick.

4) Die Faktoren [j; ergeben sich als Quotienten aus den Koeffizien-
ten der vordersten Kolonne des j-ten Restgleichungssystems und
dem Pivot.

5) Die Losung ist eindeutig bestimmt (wenn der Algorithmus nicht
abbricht), weil das Riickwértseinsetzen zu einer eindeutigen Losung
fithrt und das nach den n» — 1 Eliminationsschritten erhaltene Sy-
stem von Dreiecksgestalt dquivalent ist mit dem gegebenen System.
v

1.2 Gauss-Elimination: der allgemeine Fall

Im Gauss-Algorithmus 1.1 tritt eine Ausnahmesituation ein, wenn
die erste Kolonne des gegebenen Systems oder die erste Kolon-
ne eines Restgleichungsystems lauter Nullen enthélt. Dann kann
man nicht nach der entsprechenden Variablen auflésen. Aber man
braucht diese Variable auch nicht mehr zu eliminieren; sie kommt ja
dann scheinbar gar nicht mehr vor. Genauer ausgedriickt, hat der
Wert einer solchen Variablen keinen Einfluss, das heisst man kann
diese Variable frei wihlen. Man nennt sie deshalb freie Variable
[free variable| oder freier Parameter [free parameter].

Wir wollen diese Ausnahmesituation eines singuliaren quadratischen
linearen Systems (m = n) gerade im Rahmen des allgemeinen Falles
eines “rechteckigen” Systems, wo m # n erlaubt ist, behandeln.
Zuerst betrachten wir aber ein kleines 3 x 3—Beispiel, in dem freie
Variablen auftreten.

BrispieL 1.3: Bei der Reduktion des Systems

201 — xTo + 223 = 2
4x1 — 229 + 223 = 6 (1.13)
8r1 — 4xo 4+ 623 = 10

auf obere Dreiecksgestalt werden im ersten Eliminationsschritt nicht nur
in der ersten Kolonne, sondern auch in der zweiten zwei Nullen unterhalb
der Pivotzeile erzeugt. Wir zeigen dies hier wieder links mit den vollen
Eliminationsschemata und rechts in der kompakten Darstellung.

T X9 T3 1 I T2 T3 1
2 -1 2| 2 2 -1 2| 2
21 4 =2 2 6 21 4 =2 2 6
41 8 —4 6 || 10 41 8 —4 6 || 10

I i) I3 1

2
otg)
o =5 || o 1] 0 =2 | 2

\)

O O N
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Kapitel 1 — Lineare Gleichungssysteme Lineare Algebra (2007)

Die vorderste Kolonne des 2 x 2—-Restgleichungssystems besteht aus lau-
ter Nullen, was offensichtlich daher kommt, dass im gegebenen System
die zweite Kolonne gerade ein Vielfaches der ersten ist. Die Wahl von x»
hat keinen Einfluss auf den Wert der linken Seite des Restgleichungssy-
stems: xo darf also irgend einen Wert annehmen, das heisst, es ist frei
wéhlbar. Wir kénnen nun in der vordersten Kolonne des Restgleichungs-
systems aber kein Pivotelement festlegen und gehen stattdessen direkt
zur néchsten Kolonnen iiber. Das eingekreiste Pivotelement —2 in der
oberen Zeile liefert im néchsten Schritt die folgenden Endschemata:

T To x3 1
( 2? -1 2 2 1
0 0 0 0

Hier ist die letzte Gleichung (0x; 4+ 0z + 0z3 = 0 bzw. 0 = 0 — auf der
linken Seite kommen keine Variablen mehr vor) fiir beliebige (x1, x2, x3)
erfiillt. Riickwértseinsetzen in der zweiten und der ersten Gleichung lie-
fert 3 = —1 und

Tl = (2 — 2x3 +x2)/2 = (4—1—3?2)/2,
also die allgemeine Losung
(z1, T2, 73) = (24 3 22, T2, —1) (1.15)

mit frei wahlbarem xo.

Wir hatten grosses Gliick: Wire die Konstante in der letzten gegebenen
Gleichung in (1.13) nicht gerade 10 sondern zum Beispiel 13, so hétten
wir stattdessen die folgenden Endschemata bekommen:

T To x3 1
(2) -1 2 2 1
0 0 0 3

Nun hat die letzte Gleichung und damit das ganze System offensichtlich
keine Losung. ¢

Wir schliessen aus diesem Beispiel, dass es bei einem singuléren Sy-
stem (d.h. einem n xn System, bei dessen Reduktion freie Variablen
auftreten) rechte Seiten gibt, fiir die das System keine Losung hat.
Offenbar ist dies sogar der Normalfall bei einem singulédren System.
Denn es kann nur Losungen geben, wenn im letzten Restgleichungs-
system die rechte Seite null ist.

Zu betonen ist nochmals, dass das Auftreten freier Variablen bei
quadratischen linearen Systemen eine Ausnahme darstellt. Wir wer-
den aber spéter, beim Losen von Eigenwertproblemen in Kapitel 9
bewusst solche Ausnahmefille herbeifiithren.

Nun betrachten wir ein grosseres, “rechteckiges” Gleichungssystem.
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Lineare Algebra (2007) Kapitel 1 — Lineare Gleichungssysteme

BEISPIEL 1.4:

Tl ) T3 T4 xIs Te X7 T8 xT9 1
1H o 5 0 4 0 0 1 of 1
0 O 0 0 ) 0 24 16 8 6 12
1] 1 ) 9 3 6 1 0 1 0 3
111 10 13 11 8 6 3 1 2 8 (1.17)
0| O ) 4 18 2 18 12 2 7 13
171 10 13 21 8§ 24 16 ) 8 19
0| O 5) 4 13 2 24 17 6 7 16

Das ist ein System von sieben Gleichungen in neun Unbekannten. Da-
mit es iiberhaupt auf die Seite passt, haben wir es direkt als Eliminati-
onsschema hingeschrieben. Da es darin mehr Unbekannte als Gleichun-
gen gibt, diirfen wir erwarten, dass das System eine ganze Schar von
Losungen hat. Es wére allerdings auch in dieser Situation moglich, dass
es keine Losung gibt, was allerdings ein ganz besonderer Ausnahmefall
wére, wie wir in Kiirze sehen werden.

Wir haben durch den Kreis bereits angedeuetet, dass wir a;; = 1 als
erstes Pivot wihlen wollen, und wir haben die entsprechenden Faktoren
fiir den ersten Eliminationsschritt links angefiigt. Er liefert das folgende
zweite Schema:

T1 X2 X3 T4 Tz Tg Ty T X9 1
1 0 5 0 4 0 0 1 0 1
0 0 0 5 0 24 16 8 6 12
0 5 4 3 2 1 0 0 0 2
0] 10 8 11 4 6 3 0 2 7
0 5 4 18 2 18 12 2 7 13
0| 10 8 21 4 24 16 4 8 18
0 5 4 13 2 24 17 6 7 16

Nun ist im Restgleichungssystem allerdings das erste Element der vor-
dersten Kolonne null, also nicht als Pivot brauchbar. Die Vertauschung
der zweiten und dritten Zeile (d.h. der ersten und zweiten Gleichung
des Restgleichungssystems) liefert ein modifizertes zweites Schema mit
Pivotelement 5 in der linken oberen Ecke. Die fiir den zweiten Elimina-
tionsschritt notigen Faktoren schreiben wir wieder links hin:

T4 X2 X3 T4 Xy Tg Ty Xy X9 1
1 0 5) 0 4 0 0 1 0 1
of & 4 3 2 1 0 0 0 2
0| 0 0 0 5 0 24 16 8 6| 12
21 0] 10 8 11 4 6 3 0 2 7
11 0 9 4 18 2 18 12 2 7 13
210 10 8 21 4 24 16 4 8 18
11 0 5 4 13 2 24 17 6 7 16
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Kapitel 1 — Lineare Gleichungssysteme Lineare Algebra (2007)

Das resultierende dritte Schema sieht so aus:

Tl ) T3 T4 xIs Te X7 T8 i) 1
1 0 5 0 4 0 0 1 0 1
0 5 4 3 2 1 0 0 0 2
0 0 0 ) 0 24 16 8 6 12
0 0 0 ) 0 4 3 0 2 3
0 0 0 15 0 17 12 2 7 11
0 0 0 15 0 22 16 4 8| 14
0 0 0 10 0 23 17 6 7 14

Nun enthélt die zu x3 gehorende vorderste Kolonne des Restgleichungs-
systems lauter Nullen. Dies gilt auch fiir die Kolonne zu x5, was aber
im Moment noch nicht wichtig ist. Die Variable x3 braucht also nicht
eliminiert zu werden. Wir kénnen im néchsten Schritt direkt x4 eliminie-
ren, und wir kénnten dazu das Pivot 5 in der obersten Zeile wahlen. Es
zeigt sich allerdings, dass man so auf grosse Zahlen stosst. Wir wollen
deshalb, obwohl nicht unbedingt notig, die dritte und die vierte Zeile
vertauschen:

T1 Xy X3 T4 Xy Tg Ty Xy X9 1
1 0 5 0 4 0 0 1 0 1
0 5 4 3 2 1 0 0 0 2
0 0 0 @ 0 4 3 0 2 3
1] 0 0 0 5 0 24 16 8 6 12
31 0 0 0] 15 0o 17 12 2 7 11
310 0 0] 15 0 22 16 4 8 14
210 0 0 10 0 23 17 6 7 14

Nach einem weiteren Schritt ist die x5-Kolonne, die wieder nur Nullen
enthélt, im Restgleichungssystems zuvorderst, so dass man direkt zur
Elimination von z¢ iibergehen kann. Wir wollen dabei aber nochmals,
um die Zahlen klein zu halten, die vierte und die fiinfte Gleichung frei-
willig vertauschen. Dann ergibt sich der Reihe nach:

rKT T2 T3 T4 Ty Tg Ty Ty Tg 1
1 0 D 0 4 0 0 1 0 1
0 ) 4 3 2 1 0 0 0 2
0 0 0 ) 0 3 0 2 3
0 0 0 0 0 20 13 8 4 9
0 0 0 0 0 5 3 2 1 2
0 0 0 0 0 10 7 4 2 5)
0 0 0 0 0 15 11 6 3 8
Tr1 X2 X3 T4 Xy Tg Ty Xy X9 1
1 0 D 0 4 0 0 1 0 1
0 ) 4 3 2 1 0 0 0 2
0 0 0 ) 0 4 3 0 2 3
o 0o o o0 of (B 3 2 1| 2
41 0 0 0 0 0] 20 13 8 4 9
210 0 0 0 0] 10 7 4 2 )
310 0 0 0 0] 15 11 6 3 8
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T4 X2 X3 T4 Xz Xg Ty xg X9 1
1 0 ) 0 4 0 0 1 0 1
o 5 4 3 2 1 0o 0 o0 2
0 0 0 5 0 4 3 0 2 3
o o o o o 5 3 2 1 2
o 0 0 o0 o0 of (1) o0 of 1
11 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1
21 0 0 0 0 0 0 2 0 0 2

Jetzt kommt im Restgleichungssystem nur noch x7 vor. Wir wollen die-
ses noch aus den zwei letzten Gleichungen eliminieren. Dann erhalten
wir das folgende Endschema, in dem wir wieder alle fiinf Pivotelemente
markiert haben:

Tl ) T3 T4 xT5 Te Ty xrs Z9 1
1 ) 4 0 0 1 0 1
0 4 2 1 0 0 0 2
0 0 0 0 4 3 0 2 3
0 0 0 0 0 3 2 1 2 (1.18)
o 0 0 0 0 (H o o] 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Das Endschema hat nun Zeilenstufenform [row echelon form)| statt
der spezielleren Dreiecksgestalt.

Aus der Zeilenstufenform bekommt man wiederum durch Riickwértsein-
setzen die Losungen des letzten und damit auch des gegebenen Systems
(denn diese sind ja dquivalent). In unserem Beispiel sind die letzten
zwei Gleichungen fiir beliebige Werte der zj, erfiillt. Die drittletzte Zeile
kann man nach x7 auflésen, die viertletzte nach zg, die fiinftletzte (d.h.
die dritte) nach x4, die zweite nach xo und die erste nach x;. Dabei
darf man die iibrigen Variablen xg, xg, x5 und x3 frei wihlen: es sind
freie Variable. Dagegen sind die Werte jener Variablen, nach denen man
auflost, eindeutig bestimmt, sobald man die Werte der freien Variablen
vorgegeben hat. Jene Variablen stehen alle am Kopf einer Pivotzeile und
konnen deshalb als Pivotvariable [pivot variable| bezeichnet werden.

Eine “einfache” Losung bekommt man, wenn man alle freien Variablen
null wahlt. In unserem Beispiel ergibt sich dann

Ty = 1,

w6 = [2-3-1]/5=—1/5,

x4 = [3-3-1—4-(-1/5)]/5=4/25,

z9 = [2—0-1—1-(—=1/5) —3-(4/25)]/5 = 43/125,

21 = 1—-0-1—0-(=1/5)—0-(4/25) —0-(43/125) = 1.

Also ist das 9-Tuppel

(.’17 L2y, X3, L4, X5, L6, L7, L&y L ) = 1 0 0 1 1,0, 0
1,42, L3, L4, L5, L6, L7, L8, L9 ’ 1257 ) 25’ ’ 57 ’ ’

eine Losung unseres Systems (1.17). Man sieht hier iibrigens, dass “ein-
fach” in diesem Zusammenhang nicht unbedingt bedeutet, dass die Losung
eines ganzzahligen Systems nur ganze Zahlen und Briiche mit moglichst
kleinen Nennern hat.
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Die allgemeine Lésung [general solution] des Systems bekommt man,
indem man die freien Variablen als Parameter auffasst, was man dadurch
betonen kann, dass man sie entsprechend umbenennt:

T3 = a, x5 =0, T8 =", Tg=19. (1.20)

Dann ergibt das Riickwértseinsetzen:

Ty = 1,

xe = —[1+5+27]/5,

xy = [4—60+8v]/25, (1.21)
2y = [43 4236 — 14 — 508 — 100a] /125,

xp, = 1—~v—48 - 5.

Die allgemeine Losung besteht aus (1.20) und (1.21). Es ist eine vierpa-
rametrige Schar von Lésungen.

Man kann sich fragen, ob es nicht auch eine ganzzahlige Losung gibt.
Das ist alles andere als klar und im allgemeinen nur mit grossem Auf-
wand entscheidbar. Man koénnte natiirlich alle 9-Tuppel mit z.B. z; €
{-20,-19,...,-1,0,1,...,19,20} durchtesten, das sind 41° ~ 3.274 -
10' Tuppel. (Es gibt auch effizientere Vorgehensweisen!) So wiirde man
unter anderem die folgenden drei ganzahligen Losungen finden:

(1,1, -1, 0, 1, =1, 1, 1, 2), (1.22a)
(— 15 ~1,1, 4, =1, =7, 1, 15, 4) , (1.22b)
(=17, =2, 1, 2, 2, -2, 1,5, —1). (1.22¢)

¢

Wie erkennt man wohl allgemein die Félle, wo es keine Losung gibt?
Das einfachste Beispiel ist die Gleichung Ox; = 1. Im Schlusssche-

a (1.16) des modifizierten Beispiels 1.3 hatten wir analog die
unlosbare Gleichung 0xq + 0xy + 0x3 = 3.

Brispien 1.5: Im Schlussschema (1.18) wéren wir hier ebenso auf
ein unlésbares Teilsystem gestossen, wenn in den zwei letzten Gleichun-
gen die rechte Seite nicht null gewesen wére. Man verifiziert leicht, dass
dies eintritt, wenn man im Ausgangssystem (1.17) die zwei letzten Kon-
stanten 19 und 16 durch ein anderes Zahlenpaar ersetzt. Genauer: das

Gleichungssystem
I ) I3 T4 Is5 Te xT7 xIrs T9 1
1 0 5 0 4 0 0 1 0 1
0 0 0 5 0 24 16 8 6 12
1 5 9 3 6 1 0 1 0 3
1 10 13 11 8 3 1 2 8 (1.23)
0 5 4 18 2 18 12 2 7 13
1 10 13 21 8 24 16 5 81l cg + 19
0 5 4 13 2 24 17 6 71 cy+ 16

mit noch wahlbaren Parametern cg und ¢7 hat die Zeilenstufenform
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T4 X2 X3 T4 Tz X Ty xg X9 1
() o 5 0 4 0 0 1 of 1
o] (5 4 3 2 1 0 0 0| 2
o o o] B o 4 3 0 2| 3 (1.24)
o 0o o0 o0 0] (B 3 2 1| 2
o 0 o o0 o o0 (O 0o o 1
0o 0 0 0 0 0 0 0 O0f c
0O 0 0 0 0 0 0 0 0| ¢

Dieses Endschema hat offensichtlich nur dann eine Losung, wenn cg =
cr = 0 gilt. Man beachte, dass der Zusammenhang der Konstanten auf
den rechten Seiten von (1.23) und (1.24) nur in den letzten zwei Zeilen
so einfach ist. ¢

Der allgemeine Fall der Gauss-Elimination ist als Algorithmus 1.2 in
der Box 1.2 auf Seite 1-16 formuliert. Wir lassen dabei sogar zu, dass
das gegebene m x n—System Kolonnen hat, die aus lauter Nullen
bestehen. In den Restgleichungssystemen kénnen weitere Kolonnen
mit lauter Nullen entstehen. Der Eliminationsprozess ist zu Ende,
falls es keine potentielle neue Pivotvariable mehr gibt (wenn n;+¢ >
n in (a) oder n; = n in (b)) oder keine Gleichungen iibrig bleiben
(wenn j = m in (b)). Den ersten Fall kann man noch aufteilen in
zwei: entweder sind alle Koeffizienten im Restgleichungssystem null
oder es bleiben gar keine zu eliminierende Unbekannte mehr {ibrig.

Nach dem Eliminationsprozess hat das Gleichungssystem die fol-
gende Zeilenstufenform bestehend aus r Pivotzeilen und, falls
m > r, weiteren m —r Zeilen mit lauter Nullen auf der linken Seite:

% DY an DY DY L’Enr xnr—l-l DY :'UTZ 1
* x o k|| ¢
* x e k| e
: : :
: : — : 1.9
0 0o - ’ a7(",n7» * * || ¢ (1.28)
0 0o - 0 || cry1
0 - 0 - - 0 N (e

In diesem Schema haben wir allerdings angenommen, dass die erste
Kolonne von A nicht null ist (d.h. n; = 1) und dass m > r ist.
Zudem haben wir die rechten Seiten umbenannt:

cp = b,gk_l) (k=1,...,7), o = bl(T) (l=r+1,...,m).
(1.29)
DEFINITION: In der Zeilenstufenform (1.28) des Systems (1.1)-
(1.2) heisst die Anzahl r der Pivotelemente in Algorithmus 1.2 der

Rang [rank| der Matrix A und des Gleichungssystems. Die im Falle
m > r fiir die Existenz einer Losung notwendigen Bedingungen

Crgl = Crgg =+ =0Cp =0 (1.30)

sind die Vertriglichkeitsbedingung [consistency conditions] des
Systems. A
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Box 1.2 Reduktion eines m x n Systems auf Zeilenstufenform
mittels Gauss-Elimination.

Algorithmus 1.2 (Gauss-Algorithmus, allgemeiner Fall)
Zum Lésen des m x n-Gleichungssystems Ax = b setze j =1,
n =1, A .= A bO := b, und betrachte das gegebene System
als 0-tes Restgleichungssystem.

jter Eliminationsschritt:

(a) Sind alle Koeffizienten in den ¢ vordersten Kolonnen des (j—
1)sten Restgleichungssystems null, so sind xy,,...Tn, 101
freie Variablen; streiche diese € Kolonnen und setze n; :=
n; + £; falls dann n; > n, setze v := j — 1 und gehe zum
Vertrdglichkeitstest.

Wihle in der vordersten Kolonne des verbleibenden Restglei-
chungssystems das j-te Pivotelement aé{rfjl) # 0 aus. Fiir den
Zeilenindex p der Pivotzeile gilt dabei p € {j,...,m}. Falls
p # j, vertausche die Zeile p mit der Zeile j und numme-
riere die Koeffizienten und rechten Seiten entsprechend um;
das Pivotelement heisst dann afn_] 2

(b) Falls j = m, setze r = m und gehe zum Riickwdrtseinsetzen.
Andernfalls berechne fiir k =j+1,...,m die Faktoren

lej = ag P faf ! (1.25)

]nj

und subtrahiere das lyj-fache der Pivotzeile (mit Index j)
von der Zeile mit Index k:

G;(fz) = a;(ﬂ — lkj a; (J v i=n;+1,...,n, (1.26a)
= bV b(ﬂ o (1.26b)

Falls n; = n, so dass (1.26a) leer ist, setze r = j und gehe
zum Vertraglichkeitstest. Andernfalls setze njyq == n; + 1
und j := 7+1 und beginne den ndchsten Eliminationsschritt.

Vertréglichkeitstest: Falls m > r und bg) # 0 fir ein k > r, so
hat das System keine Losung; Abbruch.

Riickwartseinsetzen: Bestimme eine Losung des resultierenden

Systems in Zeilenstufenform: berechne dazu firk =r,r—1,...,1
k—1 . k—1 1

Tp, 1= (b,g =3 Al >xi) = (1.27)
i=ng+1 ak,’nk

wobei die freien Variablen (d.h. jene x; mit i & {ny,...,n.}) frei

wahlbar sind.
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1.3 Die Losungsmenge eines linearen
Gleichungssystems

In diesem Abschnitt wollen wir aus der Zeilenstufenform (1.28) ei-
nes allgemeinen linearen Gleichungssystems (1.1) aus m Gleichun-
gen in n Unbekannten eine Reihe von einfachen theoretischen Aus-
sagen ableiten.

Der Rang r des Systems spielt dabei eine wichtige Rolle. Er ist
nach Definition gleich der Anzahl der Pivotelemente, die bei der
Reduktion auf Zeilenstufenform mittels Gauss-Elimination (Algo-
rithmus 1.2) auftreten oder auch die Zahl der Zeilen in der Zeilen-
stufenform der Koeffizientenmatrix, die nicht lauter Nullen enthal-
ten.

Erinnern wir uns daran, dass aufgrund unserer Konstruktion das
gegebene System (1.1) und das daraus abgeleitete System (1.28) in
Zeilenstufenform dquivalent sind, d.h. die gleichen Losungen haben.
Beim letzteren kénnen wir aber sofort sehen, ob es Losungen hat,
und wenn ja, konnen wir die allgemeine Losung leicht berechnen.

Die Anzahl der freien Variablen ist n — r, und die Anzahl der Ver-
traglichkeitsbedingungen ist m — r. Aufgrund der Definition von
r ist klar, dass gilt: » < min{m,n} .Daraus ergibt sich bereits der
folgende wichtige Satz iiber Existenz und Eindeutigkeit der Losung.

Satz 1.1 Das System (1.28) und damit das System (1.1) hat ge-
nau dann (mindestens) eine Losung, wenn
e entweder r = m ist
(d.h. keine Vertraglichkeitsbedingungen auftreten),
e oderr <m und c,yq1 = Cryo =+ =Cp = 0 15
(d.h. die Vertrdglichkeitsbedingungen erfillt sind).
Gibt es Lésungen, so gilt
e falls r =n: die Liosung ist eindeutig,
o falls r < n: es gibt eine (n—r)-parametrige Lisungsschar
(denn die n — r freien Variablen sind frei wihlbar).

Wir konnen daraus leicht weitere Schliisse ziehen. Zur Formulierung
verwenden wir wieder die Bezeichnung Ax = b aus (1.2b).

Korollar 1.2 Der Rang r hdngt nur von der Koeffizientenmatriz
A ab, aber nicht von den gewdhlten Pivotelementen oder von der
rechten Seite b.

BeEwEeis: Der Rang bestimmt die Zahl n — r freier Parameter in der
Losungsmenge. Letztere bleibt aber wihrend der Gauss-Elimination un-
verdindert. Zudem ist r unabhingig von der rechten Seite des Systems.
Also muss r eindeutig bestimmt sein durch die Koeffizientenmatrix A.
(Die Stichhaltigkeit dieses Beweises wird spéter untermauert werden.)

|

Aufgrund von Korollar 1.2 schreiben wir » = Rang A [r = rank A].
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Korollar 1.3 Es gelten die folgenden Aquivalenzen:

Ax=Db r=n=m oder
(i) hat genau = r=n<m und
eine Losung Cry1 =+ =Cp=0 [~
Ax=Db
(i) hat fiir jedes b = r=m,
(mindestens) eine Lisung
Ax=Db
(79)  hat fir jedes b = 7=10= (0.

genau eine Losung

BEWEIS: (i) Dies folgt sofort aus Satz 1.1.

(ii) Man kann sich iiberlegen — wir werden das spéter leicht einsehen
— dass das gegebene System (1.1) genau dann fiir alle by, ... by, losbar
ist, wenn das Zeilenstufensystem (1.28) fiir alle ¢q, ..., ¢, l6sbar ist, was
nach Satz 1.1 genau dann der Fall ist, wenn » = m, d.h. wenn keine
Vertriglichkeitsbedingungen existieren.

(iii) Zusétzlich zur Bedingung aus (ii) verlangen wir hier noch die Ein-
deutigkeit, die geméss Satz 1.1 r = n erfordert. [

Man beachte, dass der Fall (iii) im Korollar 1.3 gerade bedeutet,
dass das System und A regulér sind. Dies setzt immer voraus, dass
das System quadratisch ist, d.h. m = n gilt. In diesem Falle ergibt
sich aus (ii) und (iii) noch die folgende interessante Aussage.

Korollar 1.4 Die Lésung eines quadratischen linearen Glei-
chungssystems (mit m = n) ist genau dann eindeutig, wenn das
System fiir beliebige rechte Seiten ldsbar ist.

Regulére Systeme sind in den Anwendungen mit Abstand am wich-
tigsten. Fast alle Computerprogramme fiir die Losung linearer Glei-
chungssysteme setzen ein reguléires System voraus.

In der Theorie von spezieller Bedeutung sind Systeme mit einer
rechten Seite aus lauter Nullen. Wir schreiben dann b = o, das
heisst Ax = o. Ein solches System hat immer z; = 29 = --- =
x, = 0 als Losung.

DEFINITION:  Ein lineares Gleichungssystem heisst homogen [ho-
mogeneous|, falls die rechte Seite aus Nullen besteht. Andernfalls
heisst es inhomogen [inhomogeneous|. Die Losung z; = xy =

- = x, = 0 eines homogenen Systems heisst triviale Losung
\trivial solution|. Jede andere Losung nennt man nichttrivial [non-
trivial]. A

Fiir homogene Systeme kann man die vorangehenden Aussagen
itber die Losungsmenge prézisieren. Aus by = --- = b,, = 0 im
gegebenen System (1.1), folgt in der Tat, dass ¢; = -+ = ¢, =0
im Zeilenstufensystem (1.28). Damit sind allféllige Vertraglichkeits-
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bedingungen immer erfiillt.

Der erste Teil von Satz 1.1 ist im Falle b = o trivial, und der zweite
Teil kann so umformuliert werden:

Korollar 1.5 Ein homogenes Gleichungssystem hat genau dann
nichttriviale Losungen, wenn r < n ist. Falls letzteres zutrifft, gibt
es eine (n — r)-parametrige Losungsschar.

Insbesondere hat ein homogenes System mit m < n, d.h. mit mehr
Unbekannten als Gleichungen, stets eine mindestens (n—m)-para-
metrige Schar nichttrivialer Lésungen.

Aus den Teilen (ii) und (iii) von Korollar 1.3 kénnen wir weiter fol-
gern, dass ein Zusammenhang besteht zwischen der Losungsmenge
eines inhomogenen linearen n x n Gleichungsystems und jener des
zugehorigen homogenen Systems, das dieselbe Koeffizientenmatrix
besitzt:

Korollar 1.6 FEin quadratisches lineares Gleichungssystem (mit
m = n) ist genau dann fir beliebige rechte Seiten losbar, wenn das
zugehdrige homogene System nur die triviale Losung besitzt.

BEWEIS: Beide Bedingungen sind dquivalent zu r = n = m. [

Fassen wir zum Schluss noch einige Fakten iiber quadratische linea-
re Systeme zusammen:

Korollar 1.7 Fiir ein quadratisches lineares Gleichungssystem
Ax = b von n Gleichungen in n Unbekannten gelten entweder
die vier dquivalenten Aussagen
(i) r := Rang A =n (d.h. A ist reguldr),
(44) fur jedes b gibt es (mindestens) eine Lisung,
(#ii) fiir jedes b gibt es genau eine Lisung,
(iv) das entsprechende homogene System hat nur die triviale
Lésung,
oder es gelten die finf ebenfalls dquivalenten Aussagen
(v) r := Rang A <n (d.h. A ist singuldr),
(vi) fur gewisse b gibt es keine Lisung,
(vid) fir kein b gibt es eine eindeutige Ldsung,
(vig) fiir gewisse b gibt es unendlich viele Lisungen,
(iz) das entsprechende homogene System hat nichttriviale
Lésungen.

Wir werden in Kapitel 3 auf die Gauss-Elimination zuriickkommen
und sie neu interpretieren als Matrixzerlegung.
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Kapitel 2

Matrizen und Vektoren im R und C"

Matrizen, Zeilen- und Kolonnenvektoren sind die Basiselemente der
Anwendungs-orientierten linearen Algebra, also insbesondere der
auf Computern implementierten numerischen linearen Algebra. Es
lassen sich aber auch typische Fragen der analytischen Geometrie
des Raumes als Matrizenaufgaben formulieren. Wir werden spéter
sogar sehen, dass sich viele Aufgabenstellungen aus abstrakteren
Réumen, jedenfalls solange diese endlichdimensional sind, auf Ma-
trizenaufgaben zuriickfiithren lassen, ndmlich indem man im Raum
ein Koordinatensystem festlegt. Matrizen und die entsprechenden
Vektoren sind also fiir das Weitere von zentraler Bedeutung.

2.1 Matrizen, Zeilen- und Kolonnenvektoren

DEFINITIONEN: Eine m x n—Matrix [m X n matrix; m-by-n ma-
trix| (pl. Matrizen [matrices|) ist ein rechteckiges Schema von
mn (reellen oder komplexen) Zahlen, genannt Elemente [elements|
und angeordnet in m Zeilen [rows| und n Spalten oder Kolonnen
lcolumns]. Das Paar (m,n) definiert die Grosse [size| der Matrix.

Das (i, j)-Element der Matrix! A, welches in der i—ten Zeile und in
der j-ten Kolonne steht, bezeichnen wir mit a;; oder (A);;. Also:

aix a2 - QAip
G21 Q22 -+ Q2p

A= 7 . , . (2.1)
Am1 Am2 - Amn

Manchmal schreibt man auch etwas ungenau A = ( i )

Die Elemente a;; (7 = 1,2,...,min{m,n}) heissen Diagonalele-
mente |diagonal elements|. Die Gesamtheit der Diagonalelemente
bildet die (Haupt-)Diagonale [(main) diagonal| der Matrix A.

Eine m x 1-Matrix heisst Spaltenvektor oder Kolonnenvektor
[column vector| oder auch m—Vektor [m—vector].

Eine 1 x n—-Matrix nennen wir Zeilenvektor [row vector| oder n—
Tupel [n—tuple].

"'Wir wihlen fiir Matrizen Grossbuchstaben. Zur besseren Kennzeichnung
sind sie in diesem Skript halbfett gesetzt, was in Handschrift durch Unter-
streichen oder Unterwellen markiert wird, aber auch weggelassen werden kann,
wenn keine Verwechslungsgefahr besteht.
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Die k-ten Elemente des Kolonnenvektors x und des Zeilenvektors?
w nennen wir k—te Komponente [component| des Vektors und
bezeichnen sie mit x; bzw. wy:

X
X2

Tm

BEISPIELE 2.1:
5 3 1
a=(5 4 1)

ist eine reelle, ganzzahlige 2 x 3-Matrix. Das zweite Element in ihrer
ersten Zeile ist (A)i2 = a2 = 3. Dagegen ist

1.234567 + 4.5678901 9.876543 + 6.5432101
B = | 2.345678 4+ 5.4321091 8.765432 + 5.4321091
3.456789 4 3.2109871 7.654321 + 4.3210981

eine komplexe 3 x 2-Matrix, wobei z.B. (B)s; = b3; = 3.456789 +
3.2109871.

Das Folgende sind zwei Kolonnenvektoren und ein Zeilenvektor:

1.05
- 2.16 B ¥ B
X = 397 |- y_<2’y>’ ﬂ—(OlﬂQW).
4.38
¢
BEMERKUNGEN:

1) Wir arbeiten vorzugsweise mit Kolonnenvektoren und nur selten
mit Zeilenvektoren.

2) Einige Autoren verwenden fiir Matrizen und Vektoren statt run-
de eckige Klammern.

3) Oft trennt man die Komponenten eines Zeilenvektors durch Kom-
mas, schreibt also zum Beispiel

(wl, wa, ..., UJ5):(4,—7,12,1,—9 ) .

Einige spezielle Matrizentypen:

Eine n x n-Matrix (d.h. eine Matrix mit n Kolonnen und gleich
vielen Zeilen) ist eine quadratische Matrix [square matrix| der
Ordnung [order| n.

2Wir bezeichnen Kolonnen- und Zeilenvektoren mit kleinen lateinischen
Buchstaben, die ebenfalls halbfett gesetzt sind. Wir kennzeichnen Zeilenvek-
toren vorderhand durch unterstreichen, obwohl das nicht iiblich ist. Spéter
werden wir statt w meist w' schreiben, wobei dann w der entsprechende Ko-
lonnenvektor ist.
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Eine m xn—Matrix deren Elemente alle null sind heisst Nullmatrix
[zero matrix|. Sie wird mit O bezeichnet?. Analog ist der Nullvek-
tor [zero vector| ein Kolonnenvektor mit lauter Nullen als Kompo-
nenten; er wird hier mit o bezeichnet?.

BrispieL 2.2:  Die 2 x 3-Nullmatrix und der Nullvektor mit 3 Kom-
ponenten sind gegeben durch

0
o-(100) (o).

0 ¢
Eine n x n-Matrix D heisst diagonal [diagonal|, d.h. ist eine Dia-
gonalmatrix [diagonal matrix|, falls (D),;; = 0 fiir ¢ # j. Fiir die
Diagonalmatrix mit gegebenen Diagonalelementen dyq, dss, ..., du,
schreiben wir

D= dlag (dn, dQQ, e ;dnn) .

BEISPIEL 2.3:

= diag (1,5,3,—1).

o O O
o O ot O
O w o o
o o O

¢

Die n x n-Matrix I,, = diag (1,1, ..., 1) ist die Einheitsmatrix
lunit matrix| oder Identitét [identity| der Ordnung n. Oft schrei-
ben wir einfach I und entnehmen die Grosse dem Kontext.

BEISPIEL 2.4:

1
I=I3=1] 0
0

O = O
_ o O

¢

Eine Matrix R ist eine obere Dreiecksmatrix [upper triangular
matrix| oder Rechtsdreiecksmatrix, falls (R);; = 0 fiir i > j.

BEISPIEL 2.5:

135 7
0 2 4 6

R=100356|
00 0 4 ¢

Eine Matrix L ist eine untere Dreiecksmatrix [lower triangular
matrix| oder Linksdreiecksmatrix, falls (L);; = 0 fiir i < j.

BEISPIEL 2.6:

9.8765 0 0
L= 76543 8.7654 0 1.
4.3210 5.4321 6.5432 ¢

3\"/iele Autoren schreiben allerdings 0 (Null) statt O (gross “Oh”).
4Ublich ist auch hier die nicht gerade konsequente Bezeichnung durch eine
gewOhnliche Null: 0.
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Die Mengen der reellen bzw. komplexen m x n—Matrizen bezeichnen
wir mit

Rmxn und men (22)
und jener der reellen bzw. komplexen n—Vektoren mit
R™ und Ccn. (2.3)

Es wird Aussagen geben die sowohl im Reellen als auch im Komple-
xen gelten, wo aber im ersten Falle alle Grossen reell sein miissen.
Diese kénnen wir fiir beide Falle formulieren, indem wir die Mengen
der m x n—Matrizen und n—Vektoren bezeichnen mit

Emxn und  E", wobei E := R oder C. (2.4)

2.2 Das Rechnen mit Matrizen und Vektoren

In diesem Abschnitt definieren wir die Addition und Multiplikati-
on zweier Matrizen sowie deren Multiplikation mit einem Skalar.
Zeilen- und Kolonnenvektoren sind abgedeckt als Spezialfille von
Matrizen mit nur einer Zeile oder Kolonne.

Es ist naheliegend, was man unter dem Vielfachen einer Matrix
versteht, d.h. wie man sie mit einer Zahl (oder, wie man oft sagt,
mit einem Skalar) multipliziert. Fiir Matrizen sind aber auch Ad-
dition und Multiplikation definiert, vorausgesetzt, dass die Ope-
randen passende Grosse haben: wéhrend Summanden die gleiche
Grosse haben miissen, kommt es beim Produkt darauf an, dass
die “Breite” des linken Faktors mit der “Héhe” des rechten Faktors
iibereinstimmt. Die Definitionen sind unter diesen Voraussetzungen
auch auf Zeilen- und Kolonnenvektoren anwendbar.

DEFINITION der Multiplikation einer Matriz mit einer Zahl: Eine
m X n—Matrix A wird mit einer Zahl (einem Skalar) a multi-
pliziert [multiplied by a scalar|, indem man jedes Element von A
mit o multipliziert. Die resultierende m x n—Matrix cA mit

(@A) = a(A);; (it=1,....m;j=1,...,n)

heisst Vielfaches [multiple| (genauer: a-faches) der Matrix A.
A

(3)=(2)

¢

BEISPIELE 2.7:
5 1 -3 5\ 5 —15 25
—2 4 —6 )\ =10 20 =30 /)’

DEFINITION der Addition zweier Matrizen: Zwel m X n—Matrizen
A und B werden addiert |[added|, indem man entsprechende Ele-
mente addiert. Die resultierende m x n—-Matrix A + B mit

(A+B);; = (A);; + (B)y; (t=1,....m;j=1,...,n)

W=

heisst Summe [sum| der Matrizen A und B. A
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BEISPIELE 2.8:

(3 3)+(Tas)=(50)

1 2 3 n 09 08 07\ (19 28 37
4 5 6 06 05 04 ) \ 46 55 64 )’

SN 1Rt A

Im Gegensatz zur Summe ist das Produkt zweier Matrizen nicht
etwa durch elementweise Multiplikation definiert; eine solche Ope-
ration wiirde in Anwendungen nur dusserst selten gebraucht.

DEFINITION der Multiplikation zweier Matrizen: FEine m x n—
Matrix A kann mit einer n X p-Matrix B multipliziert [multiplied|
werden, indem man die Elemente des resultierenden Produktes
[product] AB wie folgt definiert:

= (A)in(B)1j + (A)2a(B)aj + -+ - + (A)in(B)n;
(i=1,....m;j7=1,....p).

Das Produkt C := AB ist also eine m x p—Matrix, die — in ein-
facherer Notation — berechnet wird geméss

n
Cij = E aikbk]‘
k=1

= aitbij + aigbaj + - - + @inbn

(2.5)

(t=1,....m;j=1,...,p).

A

Das Produkt AB kann also nur gebildet werden, wenn die Anzahl
Kolonnen von A mit der Anzahl Zeilen von B iibereinstimmt. Es
lasst sich wie folgt veranschaulichen:

n p
AB
i—te Zeile —|x x x x x x v P (AB)y «— i—te Zeile
A X i B = AB
n| x
m T jte m)
Kolonne

T j—te Kolonne

Das Element (AB);; in der i-ten Zeile und der j-ten Spalte von
AB bekommt man also, indem man die i—te Zeile der Matrix A
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mit der j—ten Kolonne der Matrix B multipliziert, wobei man die
Zeile als Zeilenvektor (d.h. 1 x n—Matrix) auffasst und die Kolonne
als Kolonnenvektor (d.h. m x 1-Matrix).

BuISPIELE 2.9:  Der Zeilenvektor ( 1 2 3 ) kann mit einem Kolon-
nenvektor mit drei Komponenten multipliziert werden; der erste ist eine
1 x 3-Matrix, der zweite eine 3 x 1-Matrix. Das Produkt ist also eine
1 x 1-Matrix:

7
(1 2 3) =8 |=(18),
9

wobei das Resultat aus 1-7+2-(—8) +3-9 =7 — 16 4 27 = 18 folgt.
Wir kommen spéter auf solche Produkte eines Zeilenvektors mit einem
Spaltenvektor zuriick. Wir werden in Zukunft eine 1 x 1-Matrix als Zahl
(Skalar) auffassen und das obige Resultat einfach als 18 schreiben statt

(18).

Die 2 x 3—-Matrix A und die 3 x 4-Matrix B seien gegeben als

7 -1 1 0
A:(i?é), B=| -8 -2 0 -1
9 -3 0 0

Ihr Produkt ist dann die 2 x 4-Matrix

18 —14 1 -2
AB_<42 ~32 4 5)'

Dabei ergibt sich zum Beispiel das (2, 1)-Element 42 geméss

ag1bi1 + agebo1 + azsbsy =4-7+5-(=8)+6-9
=28 -40+ 54
=42.

BEMERKUNG: Der tiefere Grund fiir die etwas komplizierte Art
das Matrixprodukt zu definieren, wird spéter ersichtlich werden,
wenn wir lineare Abbildungen mit Hilfe von Matrizen beschreiben.
Die Matrizen-Multiplikation entspricht dann dem Zusammensetzen
von linearen Abbildungen, und das Matrix-Vektor-Produkt erlaubt,
Bildpunkte auszurechnen. v

Aus den Definitionen der drei eingefithrten Matrizenoperationen
lassen sich leicht eine ganze Reihe von Eigenschaften dieser Opera-
tionen herleiten, von denen die wichtigsten nachfolgend aufgefiihrt
sind. Wir konnen sie auch als “Regeln” bezeichnen, betonen aber,
dass wir diese herleiten konnen und nicht voraussetzen miissen.
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Satz 2.1 Die Addition, die Multiplikation und die skalare Multi-
plikation von Matrizen (und Vektoren) haben die folgenden FEigen-
schaften, vorausgesetzt dass die Operationen definiert sind:

(aB)A = a(8A), (2.
(aA)B = o(AB) = A(aB), (2.7)
(a+ B)A = (aA) + (0A), (238)
a(A+ B) = (aA) + (aB), (2.9)
A+B=B+A (Add. kommutativ), (2.10)
(A+B)+C=A+(B+C) (Add. assoziativ), (2.11)
(AB)C = A(BC) (Mult. assoziativ), (2.12)

(A+B)C=(AC)+ (BC) (Add./Mult. distributiv),
(2.13)

AB+C)=(AB)+ (AC) (Add./Mult. distributiv),
(2.14)

Bewels: Die Eigenschaften (2.6) und (2.8)—(2.11) ergeben sich sofort
aus entsprechenden Regeln fiir reelle und komplexe Zahlen und der Tat-
sache, dass die skalare Multiplikation und die Addition von Matrizen
elementweise definiert sind, wobei natiirlich vorausgesetzt werden muss,
dass die in einer Regel auftretenden Matrizen die gleiche Grosse haben.

Etwas zu zeigen bleibt also nur, wenn Matrizen-Multiplikationen auftre-
ten wie in (2.7) und (2.12)—(2.14). Es ist zunéchst zu verifizieren, dass
jeweils die linke und die rechte Seite unter den gleichen Bedingungen an
die Grosse der Matrizen definiert sind. Dann zeigt man, dass das (i, 7)—
Element links und rechts gleich ist. Fiir (2.7) ist dies einfach. Fiir die
Assoziativitat der Multiplikation (2.12) miissen wir annehmen, dass

A e E™" B e E"*P, C e EP*9,

Dann ist » »
((AB)C);, = > (AB)jcy = Zzau JICLE 5
=1 =1 j=1
A(BQ)),, = Za” BC)), = ZZ% i1Clk -
7j=11=1

Die zwei Summenzeichen darf man vertauschen, also sind die beiden
Ausdriicke auf den rechten Seiten identisch.

Fiir das erste Distributivgesetz (2.13) brauchen wir stattdessen
A e E™", B e E™", C e E"P,

und bekommen dann

n n

(A+B)C);; => (A+B)cr; = > _ (ain + bir) cxj
k=1 k=1

n n
(aikcrj + bikcrs) = Z @ikCrj + Z bikChj
1 J— —

AC)Z'j + (BC)W = (AC -+ BC)U

I
NE

—~
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Der Beweis fiir das zweite Distributivgesetz (2.14) verlduft natiirlich
genau analog. [

BEMERKUNGEN:

1) Mehrere der Aussagen von Satz 2.1 bedeuten, dass man im ent-
sprechenden Ausdruck auf die Klammern verzichten kann, z.B. in
A(BC) = ABC. Weitere fallen weg, weil wir vereinbaren, dass (wie
in R und C) die skalare und die Matrizen-Multiplikation stérker bin-
den als die Addition. Es ist also etwa (AB) + (CD) = AB + CD.

2) Die Matrizen-Multiplikation ist (selbst fiir quadratische Matrizen
gleicher Ordnung) nicht kommutativ, d.h. im allgemeinen gilt

219

Gilt fiir zwei Matrizen A und B, dass AB = BA, so sagt man,
dass diese Matrizen kommutieren [commute].

BeisrieL 2.10: Fiir die drei Matrizen

2 6 -3 -1 15 6
A_(l 7)’ B_< 2 1>’ C_<120>

gilt
6 4 -7 =25
AB_<11 6>’ BA_( 5 19)’
36 132 36 132
AC_<22 146)’ CA_<22 146>'
Es ist also

AB#BA, AC=CA.
¢

3) Fiir jede m x n—Matrix A gilt dagegen I,,A = A = AI,. Die
Einheitsmatrix kommutiert also mit jeder quadratischen Matrix der
gleichen Ordnung. v

Drei weitere wichtige, einfache Eigenschaften der Matrixaddition
sind die folgenden. Sie ergeben sich wiederum direkt aus den ent-
sprechenden Eigenschaften der reellen und komplexen Zahlen.

Satz 2.2 (i) Es gibt eine m X n—Nullmatriz O definiert durch
(0)i; == 0 (V4,5), so dass fir jede m x n-Matriz A gilt

A+O0O=0+A=A. (2.16)

(1) Zu jeder m x n—Matriz A gibt es eine m X n—Matriz —A
definiert durch (—A);; = —(A)i; (Vi,7), so dass

A+(-A)=(-A)+A=0. (2.17)

(1i1) Zu zwei m x n-Matrizen A und B gibt es eine m x n—Matrix
X definiert durch (X);; == (B);; — (A)i; (Vi,7), so dass

A+X=B. (2.18)
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Die Nullmatrix in Teil (i) des Satzes ist natiirlich jene, die wir
bereits in Abschnitt 2.1 erwéhnt haben.

Teil (iii) des Satzes konnte man im Prinzip auch aus den Teilen
(i) und (ii) und der Assoziativitdt der Addition (2.11) herleiten.
Die Bedeutung von Teil (iii) liegt darin, dass er auf die genaue
Definition der Matrixsubtraktion fiihrt:

B-A =X, wo X Losung von (2.18). (2.19)

BEMERKUNGEN:

1) Beschréanken wir uns auf die Matrixaddition, so gelten die Regeln
(2.11), (2.16) und (2.17) fiir beliebige Elemente der Menge der m x
n—Matrizen. Das bedeutet dass diese Menge beziiglich der Addition
eine Gruppe [group| bildet, die wegen der Kommutativitit (2.10)
der Addition sogar kommutativ [commutative|] oder sogenannt
Abelsch® [Abelian] ist.

2) Beschrianken wir uns auf die Menge der quadratischen Matrizen
der Ordnung n, so gelten die Eigenschaften aus den Sétzen 2.1 und
2.2 fiir beliebige Elemente dieser Menge. Die Eigenschaften (2.10)—
(2.14) und (2.16)—(2.17) bedeuten dabei gerade, dass diese Menge
(beziiglich Addition und Multiplikation) einen sogenannten Ring
ring] Matrizen bildet, der wegen (2.15) nicht-kommutativ [non-
commutative| ist, falls n > 1. Weil I, A = AI,, = A fiir jede n x n—
Matrix A, sagt man genauer auch, dass die Menge einen Ring mit
Eins [ring with identity| bildet.

3) Fiir reelle und komplexe Zahlen folgt aus a5 = 0, dass o = 0
oder # = 0 sein muss. Beim Matrizenprodukt (2.5) ist das nicht
der Fall, wenn n > 0 ist. Auch dann nicht, wenn man sich auf
quadratische Matrizen beschriankt. Zwei n x n Matrizen A und B
mit AB = O heissen Nullteiler [divisor of zero].

BrispieL 2.11:  Wegen

ist klar, dass

X B o ¢

4) Nach den Bemerkungen 2) und 3) bilden die rellen n x n Ma-
trizen (n > 1) also einen nicht-kommutativen Ring mit Eins und
Nullteilern. v

®NieLs HENRIK ABEL (5.8.1802 — 6.4.1829), Norwegischer Mathematiker,
bewies z.B. 1824, dass im allgemeinen eine Gleichung 5. Grades nicht durch
Wurzelziehen losbar ist.
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Von besonderer Bedeutung ist das Produkt einer Matrix mit einem
Kolonnenvektor:

DEFINITION des Matriz- Vektor-Produktes: Das Matrix-Vektor-
Produkt [matrix vector product] (oder kurz: Produkt) einer m x
n—Matrix A mit einem n—Vektor x ist definiert als Spezialfall des
Produktes zweier Matrizen: b := Ax ist gegeben durch

n

b, := E ik Tk

k=1

= Q1 T1 + Qg T + -+ -+ Qin Ty, (2.20)
(t=1,...,m).
Als Figur:
n —
i—te Zeile —|x x x x x x - — (Ax);
x| [f -
n |
m X m| | Ax

Ein spezielles, aber wichtiges Matrixprodukt ist das Produkt eines
Kolonnenvektors x mit einer 1 x 1-Matriz («), die man als Zahl
(Skalar) auffassen kann: es gilt

I I AT T

Tn Ty az, T,

Man beachte, dass hier links ein spezielles Matrixprodukt, rechts
aber ein dquivalentes Produkt eines Skalars mit einer Matrix steht.
Wir definieren deshalb

xa = x (o) =ax. (2.21)

Wir werden sehen, dass es oft Sinn macht, einen Skalar auf der
rechten Seite eines Kolonnenvektors zu schreiben statt wie iblich
auf der linken.

Die Summe solcher Produkte des Typs Skalar mal Vektor, das heisst
die Summe von Vielfachen von Vektoren, fithrt zu einem weiteren
grundlegenden Begriff der linearen Algebra:

DEFINITION: Eine Linearkombination [linear combination| der

Vektoren a, as, ..., a, ist ein Ausdruck der Form
a1a; + agas + -+ - + A, , (2.22)
worin aq, ag, ..., a, Zahlen (Skalare) sind. A
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Man beachte, dass man dank der Prioritdt der Multiplikation vor
der Addition und dank der Assoziativitéit der Matrixaddition (siehe
Satz 2.1) keine Klammern setzen muss. Derartige Vereinfachungen
werden laufend benutzt, ohne dass wir darauf hinweisen.

Oft ist es von Vorteil, die Vektoren in einer Linearkombination
(2.22) als Kolonnen einer Matrix aufzufassen:

A:E(a1 a, --- an). (2.23)

Um die Struktur hervorzuheben, kann man das auch so schreiben:
A = ajlas|---|a, |. (2.24)

Mit dieser Notation und der Regel (2.21) kommen wir rasch zu einer
Neuinterpretation des Matrix-Vektor-Produktes:

Satz 2.3 Sind aj, ay, ..., a, gemdss (2.23) die Kolonnenvektoren
der m x n—-Matriz A, und ist x ein n—Vektor, so gilt:

Ax:a1x1+a2x2—|—---+anxn :x1a1+x2a2+~~-—|—xnan.‘
(2.25)
Ist insbesondere e; der j-te Kolonnenvektor der Einheitsmatriz
L., so gilt:

Aej = aj . (226)

BeEwEeIs: Um (2.25) zu beweisen, betrachten wir die i-te Komponente.
Wir bezeichnen jene von aj mit (ag);, so dass also (ag); = a;;. Dann ist

n n n

(Ax); = ) apzr =Y (ap)iwe = Y _(apzi)i = » _(zxan)i,
k=1

k=1 k=1 k=1
wobei wir zuletzt noch (2.21) benutzt haben. Weiter ist Formel (2.26)
bloss ein Spezialfall von (2.25). |
Auf dhnliche Weise kann man das Produkt zweier Matrizen neu

interpretieren:
Satz 2.4 Ist A eine m X n—Matriz und B = ( by by --- b, )
eine n X p—Matriz, so gilt:

AB=( Ab; Ab, --- Ab, ), (2.27)

oder, in anschaulicherer Schreibweise

AB=| Ab,|Ab, |- |Ab, |. (2.28)

BeEwEIS: Nach Satz 2.3 ist b; = Bej, j = 1,...,p. Die j-te Kolonne
der Produktmatrix AB lésst sich deshalb schreiben als (AB)e;. Dank
der Assoziativitit der Matrizen-Multiplikation folgt damit aus Satz 2.3
firj=1,...,p:

(AB)ej = A(Be]) = Abj . u

(©M.H. Gutknecht 30. September 2007
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BEISPIEL 2.12:  Matriznotation fiir lineare Gleichungssysteme.
Mit Hilfe des Matrix-Vektor-Produktes lédsst sich offensichtlich ein linea-
res Gleichungssystem aus m Gleichungen in n Unbekannten,

a;1ry + a12x2 + - + apT, = b
(2.29)
171 + @222 + 0+ AppTn = b,
wie angekiindigt in kompakter Form schreiben:
Ax=Db. (2.30)

Die Matrix A aus (2.1) ist die Koeffizientenmatrix [coefficient matrix,
system matrix], x ist der Losungsvektor [solution vector| und b ist die
rechte Seite [right-hand side].

Hat man ¢ verschiedene rechte Seiten by, bo, ..., by und entsprechend ¢
Losungsvektoren x1,Xo,...,Xy, so kann man diese als Kolonnen zweier
Matrizen B und X wéhlen:

B:E(b1 by --- bg), X:E(Xl Xg - x@).

Auf diese Art lassen sich £ Gleichungssysteme zusammenfassen in

(2331)

¢

Ferner sehen wir aus dem Vorangehenden unmittelbar, dass die
folgende Aussage gilt:

Satz 2.5 Das Gleichungssystem Ax = b hat genau dann eine
Losung, wenn b eine Linearkombination der Kolonnen von A ist.

2.3 Die Transponierte einer Matrix;
symmetrische und Hermitesche Matrizen

DEFINITION: Ist A eine m x n—Matrix, so heisst die n x m—Matrix
AT mit (AT);; := (A);; die zu A transponierte [transposed|
Matrix oder die Transponierte [transpose| von A.

Ist A eine komplexe Matrix, so ist A mit (A);; := (A),;; die zu A
konjugiert-komplexe [complex conjugate] Matrix, und

AM = (AT = AT

ist die zu A konjugiert-transponierte [conjugate transpose| oder
Hermitesch-transponierte® [Hermitian transpose] Matrix'.

CCHARLES HERMITE (24.12.1822 — 14.1.1901), franzosischer Mathematiker,
ab 1870 Professor an der Sorbonne, bewies z.B. die Transzendenz von e.

TOft wird A" auch die zu A adjungierte [adjoint] Matrix oder kurz die
Adjungierte [adjoint] genannt und mit A* bezeichnet.
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BrispieLE 2.13: Fiir die Matrizen

A_(1 234 o_ (12+34i 56-78i
“\56 7 8) ~\ 874651 43-21i

ist

AT =

cH 1.2—-34i 8.7-65i
’ T\ 564781 43+21i )°

W N =
o J O Ot

Weiter ist zum Beispiel allgemein die Transponierte einer unteren Drei-
ecksmatrix eine obere Dreiecksmatrix. Und es gilt natiirlich: Die Trans-
ponierte eines Kolonnenvektors ist ein Zeilenvektor — und umgekehrt.
Dies wird oft ausgeniitzt, um Kolonnenvektoren Platz sparend aufzu-
schreiben:

T

x=(a1 29 ... ) =(1 35353 1)

¢

DEFINITION: Eine Matrix A heisst symmetrisch [symmetric|,
falls

Eine Matrix A heisst Hermitesch [Hermitian|, falls

A=A, dh (A);=A); (V7).

A
BEISPIELE 2.14:  Die Matrizen
2 3 =5 1 2431 445i
B= 3 -1 2|, E=|2-31 6 7+ 81
-5 2 7 4—-51 7—-81i 9
sind (reell) symmetrisch bzw. (komplex) Hermitesch. ¢

Man beachte, dass die Diagonalelemente einer Hermiteschen Matrix
reell sind. Ferner ist eine reelle Hermitesche Matrix natiirlich sym-
metrisch. Die Menge der Hermiteschen Matrizen enthélt also als
Teilmenge die reellen symmetrischen Matrizen. Meist denkt man
aber an komplexe Matrizen, wenn man von Hermiteschen Matrizen
spricht.

Es gibt auch komplexe symmetrische Matrizen, das heisst komplexe
Matrizen mit AT = A. Solche kommen z.B. in der Elektrotechnik
und in der Teilchenphysik vor.

BrisrieL 2.15:  Die Matrix

84051 142i 61
1+2i 7+61 2+3i
61 2+31 4

ist komplex symmetrisch. Die Diagonalelemente brauchen nicht reell zu
sein. ¢
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Eine weitere, oft auftretende Symmetrieeigenschaft ist die folgende:

DEFINITION: Eine quadratische Matrix A ist schiefsymmetrisch
[skew-symmetric], falls AT = —A. A

BeispieL 2.16: Die Matrix

ist schiefsymmetrisch und hat wie jede andere solche Matrix lauter Nul-
len in der Diagonale. ¢

Fiir das Transponieren gelten folgende einfache Rechenregeln:

Satz 2.6 (i) Fir jede Matriz A gilt

(ANT=A, (A=A, (2.32)

(i1) Fir jede Matriz A und jeden Skalar o gilt

(@A)T =aAT, (A =a Al (2.33)

(111) Fiir beliebige m x n—Matrizen A und B gilt

(A+B)T=AT+BT, (A+BH"=A"+B" | (2.34)

(v) Fir jede m x n—Matriz A und jede n x p—Matriz B gilt

(AB)" =BTAT, (AB)" =B"AH. (2.35)

BEwEIS: Die Aussagen (2.32)—(2.34) sollten klar sein.

Um (2.35) zu beweisen bemerken wir, dass AB eine m x p—Matrix und
somit (AB)T eine p x m-Matrix ist. Das Produkt BT AT ist ebenfalls
eine p x m—Matrix. Fiir die entsprechenden Elemente gilt

(AB)");; = (AB)j; = Zajk: bri = Z bri Gjk
=1 =1

=Y BT)u(AT)y = (BTAT),;.
k=1

Der Beweis von (AB)" = BHAH verliuft vollig analog.
|

Im allgemeinen ist das Produkt zweier symmetrischer Matrizen
nicht symmetrisch. Zum Beispiel ist

(Fo)(V2)=(01)

Aber man hat die folgenden Aussagen:

LA-Skript 2-14
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Satz 2.7 (i) Fir symmetrische (quadratische) Matrizen A, B
gilt:
AB =BA << AB symmetrisch. (2.36)

(i1) Fiir beliebige Matrizen gilt:
ATA und AAT sind symmetrisch, (2.38)

Analoge Aussagen gelten im Hermiteschen Fall.

Bewels: (i) Fiir symmetrische Matrizen mit AB = BA folgt nach

(2.35)
(AB)T = (BA)T = ATBT = AB,

also ist AB symmetrisch. Ist umgekehrt AB symmetrisch, hat man

AB=(AB)" =BTAT =BA.

(ii) Zum Beispiel ist nach (2.32) und (2.35)
(ATA)T=ATATHT=ATA,
also ist ATA symmetrisch. ]

Mit Satz 2.6 kann man leicht die Aussagen der Satze 2.3 und 2.4
betreffend die Interpretation der Kolonnenstruktur einer Matrix
iibertragen auf eine analoge Interpretation der Zeilenstruktur. Um
die Zeilenstruktur einer Matrix explizit zu machen, schreiben wir
auf unsere unkonventionelle Weise

a a;
2B A

A= oder A=|—1, (2.40)
a‘m g'TY'L

worin a;, der k-te Zeilenvektoren von A bezeichnet.
Nun koénnen wir die Satze 2.3 und 2.4 “transponieren”:
Korollar 2.8 Werden die Zeilenvektoren der m x n-Matriz A

und der n X p—Matriz B gemidss

a, bl

a b

T

bezeichnet, und ist'y = ( Y1 Un ) ein Zeilenvektor, so gilt:

XB =uyb; + by + - +unb, |, e;rB =b, (2'41>
und a,B a,B
a,B a,B

AB = ) = | (2.42)
a,B a, B

In (2.41) ist e] wie tiblich der i-te Zeilenvektor von 1,,.

(©M.H. Gutknecht
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2.4 Das Skalarprodukt und die Norm von
Vektoren; Lingen und Winkel

Ein n—Vektor x ldsst sich als Ortsvektor im reellen (oder komple-
xen) n—dimensionalen Euklidischen® Raum R™ (bzw. C") auffassen,
das heisst als Pfeil, der den Ursprung O mit einem anderen Punkt
X = (x1,29,...,x,) verbindet. Obwohl wir gewohnt sind Punkte
durch ein n-Tupel, d.h. einen Zeilenvektor zu bezeichnen, wollen
wir den Vektor von nun an als Kolonnenvektor

T
XI(fL'l To ... ZEn)

wahlen.

Die Vektoraddition entspricht offensichtlich dem Zusammensetzen
von Pfeilen und die Multiplikation mit einer Zahl einer Verlangerung
oder Verkiirzung des Pfeiles. Das gilt im n—dimensionalen Raum ge-
nau gleich wie im 2— und 3-dimensionalen Raum.

Geometrisch ist klar, was man im R"™ unter der (Euklidischen)
Lange ||x]|| eines solchen Pfeiles versteht, und was der Winkel ¢
zwischen zwei Pfeilen x und y ist.

Im R? gilt bekanntlich der Satz von Pythagoras®

[l = /=i + 23 (2.43)

und der daraus folgende Cosinussatz
ly — x| = lIx[I* + Iy[I* = 2llx[l[lyll cos .. (2.44)
Zum Beweis lesen wir aus einer Figur ab, dass mit
a:= x|, b=lyl. c:=ly—x|
gilt
¢ = (a — bcos)? + b*(sin p)?
= a® — 2abcos ¢ + b* cos® p + b? sin? ¢
=a® 4+ b* —2abcos @,

was mit (2.44) identisch ist. Falls ||x|| # 0, ||y|| # 0 ergibt sich

daraus

2 2 12
s p — I 1P~ lly = x| 015
2[xll |

Wenn wir das iibliche Skalarprodukt im R? definieren,

(X,y) = 2191 + Toyo,

8EUKLID, genauer: EUKLEIDES (um 300 v. Chr.), griechischer Mathema-
tiker in Alexandrien, oft filschlich als Autor der “Elemente” betrachtet, des
Geometrie-Lehrbuchs, das iiber 2000 Jahre als Standard galt.

9PYTHAGORAS (ca. 580 — 500 v.Chr.), griechischer Mathematiker, Astro-
nom, Musikwissenschafter und Philosoph; ab ca. 530 in Kroton (Oberitalien)
Begriinder seiner Schule.
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erhalten wir wegen

x>+ Iyl = ly = xI? =2 + 23 + yi + ¥3 — (1 — 21)*> — (2 — 22)*

= 2 (z1y1 + 22y2)
=2(x,y)

schliesslich

(x,y)
COS (p = ————— . (2.46)
[yl

Wir wollen die Ergebnisse (2.43), (2.44) und (2.46) auf den R"
und den C" verallgemeinern. Dazu schreiben wir wieder E" statt
“R™ oder C"”.

DEFINITION: Das (Euklidische) Skalarprodukt oder innere
Produkt |inner product| zweier Vektoren x, y € E" ist die Zahl
(x,y) definiert durch

x,y) = x"y = Zx_kyk, (2.47)
k=1

was sich im Falle reeller Vektoren reduziert auf

(x,y) = x'y = Z-Tk Y - (2.48)
k=1

Es gelten die folgenden Eigenschaften:
Satz 2.9 Fir das Skalarprodukt (2.48) im R™ gilt:

(S1) Es ist linear im zweiten Faktor:

(x,y +2z) = (x,y) + (x,2) fiir alle x, y, z € R",
(x,ay) =a (x,y) fiir allex, y e R", a e R.

(S2) Es ist symmetrisch:
(x,y) = (y,x) fir alle x, y € R".

(S3) Es ist positiv definit:
(x,x) >0 fiir alle x € R",
(x,x) =0 = x=o0.

Fiir das Skalarprodukt (2.47) im C™ gelten (S1) und (S3) analog
fir alle x, y, z € C" und o € C, aber (S2) wird ersetzt durch:

(S2°) Es ist Hermitesch:

(x,y) = (y,x) fur alle x, y € C".

(©M.H. Gutknecht 30. September 2007

LA-Skript 2-17



Kapitel 2 — Matrizen und Vektoren im R™ und C" Lineare Algebra (2007)

BEwEIS: Wenn man gemiss der Definition (x,y) := x'y das Ska-
larprodukt als Matrizenprodukt schreibt, so folgt (S1) fiir R™ und C”
sofort aus den Matrix-Eigenschaften (2.14) und (2.7) in Satz 2.1. Das
gilt aber nicht fiir (S2) und (S2’). Dort beachten wir, dass x "y bzw. x"y
eine Zahl ist, also ohne Wirkung transponiert werden kann; im {ibrigen
wenden wir (2.35) an: x'y = (x'y)' = y'x und, im komplexen Fall,

H

xy = (x"y)T = yT(x")T = yHx.

(Denn es ist ja yT = y" und x" = (X)T.) Schliesslich: Eigenschaft (S3)
ist klar, denn

n n
(x,x) = x"x = kawk = Z 212 > 0.
k=1 k=1

Das Gleichheitszeichen gilt nur, wenn alle x; null sind. [

Aus den Eigenschaften (S1) und (S2) bzw. (S1) und (S2’) folgt

sofort:

Korollar 2.10 Das Skalarprodukt (2.48) im R™ ist bilinear [bi-
linear], d.h. zusdtzlich zu (S1) gilt:

(S4) FEs ist auch linear im ersten Faktor:

ax,y) = a (X, tr allex, y e R", a € R.
(ax,y) = a (x,y) f y

Das Skalarprodukt (2.47) im C" ist sesquilinear [sesquilinear],
d.h. zusdtzlich zu (S1) gilt:

(S4°) Es ist konjugiert-linear im ersten Faktor:
(w+xy)=(w,y)+ (X,5) fiir alle w, x, y, e C",
(ax,y) =a (x,y) fir allex, y e C", a € C.

Es ist auch klar, dass man im reellen Fall (S1) und (S2) bzw. (S1)
und (S4) kombinieren kann zu

(x,ay +0z) =a (x,y) + 5 (x,2) ,
(aw +Bx,y) =a (w,y) + 5 (x,y) .

Im komplexen Fall gilt nach (S1) und (S2’) bzw. (S1) und (S4’)10 :

(x,ay+0z) =a (xy)+5 (x2),

(aw + Bx,y) =a (w,y) + 5 (x,y) .

Das Skalarprodukt kann nun auch als Basis fiir die Definition der
Linge eines Vektors dienen:

10Es gibt auch viele Autoren, die das komplexe Skalarprodukt linear im ersten
Argument und konjugiert-linear im zweiten Argument wéhlen. Unsere Wahl ist
hier von Vorteil und in der Physik die Ubliche.
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DEFINITION: Die Lénge [length] oder 2-Norm [2-norm| oder
Euklidische Norm [Euclidean norm] eines Vektors x € E" ist die
nichtnegative reelle Zahl ||x|| definiert durch

x| = V{x,x). (2.49)
A

Man beachte, dass nach Eigenschaft (S2) gilt (x,x) > 0, weshalb
die Wurzel wohldefiniert ist.

Nach (2.48) gilt im reellen Fall

[ = VxTx = | Y a2 (2.50)
k=1

und nach (2.47) im komplexen Fall
el = Ve = | Y [ (2.51)
k=1

Dass diese Norm (2.49) die iibliche Lénge eines Vektors liefert, folgt
durch rekursives Anwenden des Satzes von Pythagoras auf Paare
von Vektoren der Form

(21 oo 2 0 .. 0)', (0 ... 0 @y 0 ... 0)7.

Um die Lénge eines komplexen Vektors z = x +iy € C,, geome-
trisch zu interpretieren, kann man diesen als Vektor im R?" auffas-
sen, denn es ist ja |z|? = 2% + y}.

BEISPIELE 2.17: Bsist firx:=(1 2 2 )T
Ix]|? = (x,x) =12 +22 +22 =9,
also ||x|| = \/{x,x) = /9 = 3. Fiir den komplexen Vektoren
i

3+4i

54121

84151
erhalten wir

|z]|% = 12+ (3% +42) + (5> +12%) + (82 +15%) = 1+ 25+ 1694289 = 484,

also ||z|| = V484 = 22. ¢

(©M.H. Gutknecht 30. September 2007

LA-Skript 2-19



Kapitel 2 — Matrizen und Vektoren im R™ und C" Lineare Algebra (2007)

Aus der Definition der 2-Norm und den Eigenschaften des Skalar-
produktes folgt eine aus dem R? wohlbekannte Ungleichung:

Satz 2.11 Flir alle Paare x, y € E" gilt die Schwarzsche Un-
gleichung [Schwarz inequality |

66y <]l [yl (2.52)

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn 'y ein Vielfaches ist
von x oder umgekehrt.

Statt Schwarzsche Ungleichung sagt man oft Cauchy-Schwarz-
Ungleichung!! [Cauchy-Schwarz inequality] oder sogar Cauchy-
Bunjakovski-Schwarz-Ungleichung!? [CBS inequality].

Die Schwarzsche Ungleichung ist eine Eigenschaft des Skalarpro-
duktes, nicht der Norm, denn quadriert lautet sie

[(x,y)° < (x,%x) (y,y) . (2.53)

Der folgende Beweis, der nur auf den Eigenschaften des Skalarpro-
duktes beruht, liefert deshalb zunéchst diese Form.

BeweEls: Fiir beliebiges a € E ist

0 <(ax+y,ax+y)=aa(x,x)+a(xy) +axy) +{y,y) .

Fiir x = o gilt (2.52) offensichtlich, und zwar mit dem Gleichheitszei-

chen. Wir diirfen also x # o annehmen und a = — g’ii wéhlen, womit

nach Multiplikation mit (x,x) folgt:

0< ’ <X7y> |2 - ’ <X7y> |2 - | <X7y> |2 + <X7X> <Y7y> )
also (2.53), was dquivalent ist mit (2.52).

Das Gleichheitszeichen gilt genau, wenn x = o oder ax +y = o ist, was
gerade heisst, dass y ein Vielfaches von x ist oder umgekehrt. (Ausser
wenn X = o oder y = o gilt, ist dann y ein Vielfaches von x ist und
umgekehrt.) |

Brispiern, 2.18:  Fiir beliebige reelle Zahlen x1,...xn,y1,...,yn gilt

nach (2.53) : ) )
(2 :”’Cyk>2 <(Xa) (X v)- (2.54)

k=1 k=1 j=

Zum Beispiel erhélt man fiir die zwei Vektoren

xi=(2 2 1), y=(0 15 8)' (2.55)

HAvcusTIN Louts CAUCHY (21.8.1789 — 23.5.1857), franzdsicher Mathema-
tiker, ab 1916 Professor an der Ecole Polytechnique, spéater an der Sorbonne;
konigstreu und streng katholisch; fast 800 Publikationen, darunter wichtige
Beitrige zur Gruppentheorie, Analysis und komplexen Funktionentheorie.

HERMANN AMANDUS SCHWARZ (25.1.1843 — 30.11.1921), deutscher Mathe-
matiker, Professor in Ziirich, Géttingen und Berlin.

12VICTOR JAKOWLEWITSCH BUNJAKOVSKI [englische Transkription: Bunya-
kovskii], (16.12.1804 — 12.12.1889), russischer Mathematiker in Peterburg.

?
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Ix|I? =9, [ly|* =289, (x,y) = 38. Also lautet die quadrierte Schwarz-
sche Ungleichung hier 1444 = 382 < 9- 289 = 2601 und die Schwarzsche
Ungleichung selbst ist 38 < 3-17 = 51. ¢
Grundlegende Eigenschaften der Norm sind die folgenden:

Satz 2.12 Fir die 2-Norm (2.49) im E" gilt:
(N1) Sie ist positiv definit:

x| >0 fiir alle x € E",
x| =0 = x=o0.

(N2) Sie ist dem Betrage nach homogen:
lax]|| = |a ||x]| fir allex e E", a € E.

(N3) Die Dreiecksungleichung [triangle inequality | gilt:
[x+yll <|x|+llyll firallex, y € E".

BEwEIs: (N1) und (N2) folgen leicht aus den entsprechenden Eigen-
schaften des Skalarproduktes. Um (N3) zu beweisen, schitzen wir in

Ix+yl|?=(x+ty,x+y)=(x,x)£2(x,y) + (y,y)

den gemischten Term (x,y) mittels der Schwarzschen Ungleichung (2.52)
ab dureh 2 [x| [l

e+ yl* < lxl” +2 ] iyl + Iyl

= (Il + Iy 1)

Schreibt man im Z#hler der Formel (2.45) fiir cos ¢ die Quadrate
der Normen als Skalarprodukte und wendet man die Rechenregeln
aus Satz 2.9 an, so kann man nun allgemein im R™ und C" diesen
Zahler durch ein einziges Skalarprodukt ausdriicken (wie wir das in
(2.46) im Spezialfall des R? gemacht haben):

el + Iy [1* = [y — xI*
= I+ ylI* = {y —x,y = x)
=[x + Iyl = {y. ¥) + (¥, %) + (x,3) — (x,%)

=2Re (x,y) .
Also ist
R
= arccos Re x,y) . (2.56)
Ix[lyl
Im reellen Fall entfallt natiirlich der Realteil:
= arccos x.y) : (2.57)
1x[lyl

(©M.H. Gutknecht 30. September 2007
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Diese Formeln liefern den Winkel [angle] zwischen zwei Vektoren,
wobei 0 < ¢ < 7 gilt. Dass sie nicht nur im R? sondern auch im R”
und im C™ gelten, lasst sich daraus schliessen, dass die zwei Vek-
toren in einer (zweidimensionalen) Ebene liegen, dass der Winkel
gemdss (2.45) durch Léngen ausgedriickt werden kann und dass,
wie wir spater sehen werden, Langen und Skalarprodukt nicht vom
Koordinatensystem abhéngen, solange dieses orthonormiert bleibt.

(2.57) liefert auch eine neue Interpretation der Schwarzschen Un-
gleichung (2.52) im R™: der Faktor, um den die linke Seite von (2.52)
kleiner ist als die rechte, ist gerade | cos ¢|. Das Gleichheitszeichen
gilt in (2.52) also genau dann, wenn | cos | = 1 ist, das heisst wenn
der Zwischenwinkel  null oder 7 ist.

DEFINITION:  Zwei n-Vektoren x und y sind zueinander ortho-
gonal [orthogonal] (oder: stehen senkrecht aufeinander [are
perpendicular]) falls (x,y) = 0. Wir schreiben: x L y. A

BrispieL 2.19:  In Beispiel 2.18 erhielten wir fiir die zwei Vektoren
(2.55): ||Ix[|? =9, ||ly||* = 289, (x,y) = 38. Also ist

38 38
= —— = — = 0.745098..
S¥T 3T T Bl ’
was ¢ = 0.7301145.. oder, in Grad, ¢ = 41.83248..° ergibt. ¢
BrispiEL 2.20:  Die Vektoren
ui=(123456), v=(-65—-43-21)"

stehen wegen (u, v) = —64+10—12+12—10+6 = 0 senkrecht aufeinander.
¢

Zwei senkrechte Vektoren bilden zusammen mit dem an die Spitze
von y verschobenen Vektor x — y ein rechtwinkliges Dreieck. Der
Satz von Pythagoras nimmt damit folgende Form an:

Satz 2.13 (Satz von Pythagoras) Firx, y € E" mitx Ly
gilt

I £ yII* = lIx]I* + lly]l* (2.58)

BEWEIS: Aus der Definition (2.49), den Eigenschaften (S1), (S4) und
(S2) bzw. (S2’), sowie der Voraussetzung (x,y) = 0 folgt:

Ix+yl*=(x+y,x+y)
= (x,x) £ (x,y) £ (y,x) +(y,¥)
= |Ix/I> + llylI*.

denn (y,x) = (x,y) = 0. |

Neben dem Euklidischen Skalarprodukt (2.47)—(2.48) und der da-
von abgeleiteten (Euklidischen) 2-Norm werden in der Praxis ab
und zu noch andere Skalarprodukte und Normen gebraucht. Dabei
werden auch Normen eingefiihrt, die nicht geméss (2.49) auf einem
Skalarprodukt beruhen.
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DEFINITION: Ein Skalarprodukt oder inneres Produkt [inner
product| im R™ (bzw. C") ist eine Funktion, die jedem Paar von

n-Vektoren eine reelle (bzw. komplexe) Zahl zuordnet, wobei die
Eigenschaften (S1)—(S3) [bzw. (S1), (S2’), (S3)] aus Satz 2.9 gelten.

Eine Norm [norm| im E" (d.h. R” oder C") ist eine Funktion, die
jedem n-Vektor eine nichtnegative reelle Zahl zuordnet, wobei die
Eigenschaften (N1)-(N3) aus Satz 2.12 gelten. A

Die gebriuchlichsten Normen sind Spezialfille der p—Norm:
1
Ixllp = (1" + -+ |zal?)? (1< p<o0), (2.59)
wobei die Falle 1, 2 und oo von grosstem Interesse sind. Dabei ist

xll = (oal 4 lzal) . xlle = max [ml . (260)

BrispieL 2.21:  Betrachten wir in der normalen Euklidischen Ebene
die Vektoren x, fiir die [|x||; = 1 ist, so bilden diese den Rand eines
Quadrates mit Seitenlinge v/2, dessen Diagonalen auf den Achsen liegen.

Betrachten wir stattdessen die Vektoren mit ||x||oc = 1, so bilden diese
den Rand eines Quadrates mit Seitenldnge 2, dessen Seitenmittelsenk-
rechten auf den Achsen liegen.

Im R? liefert ||x||; = 1 ein reguléres Oktaeder, ||x||o = 1 dagegen einen
Wiirfel. ¢

2.5 Das dussere Produkt und die orthogonale
Projektion auf eine Gerade

Sind ein m—Vektor x und ein n—Vektor y gegeben, so ist das Skalar-
produkt (innere Produkt) (x,y) = x"y nur definiert wenn m = n,
in welchem Falle es eine 1 x 1-Matrix, d.h. ein Skalar ist.

Dagegen konnen wir das Produkt xy"™ immer bilden; es ist eine
m x n—Matrix. Im rellen Fall hat man

T
xy"={ @ [(w oy o)
L
Y1 .- T1Yj ... T1lYn
= a:i‘yl a:i‘yj xlyn
xmyl x,,;yj xmyn

DEFINITION: Das dyadische Produkt oder dussere Produkt
louter product| eines m—Vektors x und eines n—Vektors y ist die
m xn-Matrix x y" bzw. im reellen Fall die Matrix xy'.

(©M.H. Gutknecht 30. September 2007
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Satz 2.14 Eine m x n Matrix hat genau dann den Rang 1, wenn
sie das dussere Produkt eines m—Vektors x # o und eines n—
Vektors y # o ist.

BEwEIS: Hat eine Matrix A Rang 1, so gibt es eine Zeile y', die
nicht null ist, und alle andere Zeilen sind Vielfache davon (denn im
Gauss’schen Algorithmus kann man Vielfache dieser Zeile von den ande-
ren subtrahieren und erhélt dabei lauter Nullzeilen). Im komplexen Fall
darf man diese Zeile auch mit y" bezeichnen. Ihr Index sei ¢. Nennen
wir den Multiplikator fiir die i—te Zeile x;, und setzen wir x, := 1 und

X = ( 1 ... Tn )T, so ist gerade A = xy", wobei x # o und y # o.

Ist umgekehrt A = xyH" mit x # o, y # o, so gibt es ein z; # 0, womit
die /—te Zeile von A nicht null ist. Wihlt man diese Zeile als Pivotzeile,
so kann man, fiir alle ¢ # ¢, durch Subtraktion des z;/x,~fachen der
(—ten Zeile die i—te Zeile zu null machen. Es folgt, dass A (nach unserer,
auf der Anwendung des Gauss—Algorithmus beruhenden Definition des
Ranges) den Rang 1 hat. [ ]

Das dussere Produkt eines Vektors y mit sich selbst wird gebraucht
fiir die orthogonale Projektion auf die Gerade (durch O) mit der
durch y gegebenen Richtung:

Satz 2.15 Die orthogonale Projektion Py x des n—Vektors x auf
die durch die Vielfachen von 'y (# o) erzeugte Gerade durch den
Ursprung ist gegeben durch

1
Pyx =

H H
= yy x=uu"x, (2.61)
Iyl

worin u = y/||y|l-
Im Reellen kann man y" durch yT ersetzen.

BEwEIs: Die Projektion Pyx zeichnet sich geometrisch dadurch aus,

dass fiir alle x gilt:

(i) Pyx =cay fiir einen von x abhéngigen Skalar c,
(i) x—Pyx Ly.

Diese zwei Eigenschaften sind fiir den in (2.61) definierten Ausdruck
fir Py x zu verifizieren, wobei wir annehmen diirfen, dass ||y|| = 1 und
damit der Bruch wegféllt.

Zu (i): Es ist Pyx = y (y" x), wobei in der Klammer ein Skalar steht.
Also gilt (i) mit o := y" x. Beachte, dass hier (2.21) angewendet wird.

Zu (ii): Unter Verwendung von yMy = ||y|> = 1 folgt

(v, x = Pyx) = (y,x) — <y,yy“X> =y'x-ylyy'x=0.
|

P, x kann man so interpretieren: Auf den zu projizierenden Vektor
x wird die Rang-1-Matrix

1
[yl

P, = yy' =uu" =P, (2.62)
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(von links) angewendet, wobei wieder u := y/||y]|| ist

BrisPIEL 2.22:  Gegeben seien die zwei Punkte X = (4,8, —1) und
Y = (1,2,2) im R3, also die zwei Vektoren x = ( 4 8 -1 )T und
y = ( 1 2 2 )T. Man projiziere die Strecke OX orthogonal auf die
durch die Punkte O und Y laufende Gerade.

Dazu ist bloss die reelle Version der Formel (2.61) auszuwerten, wobei es
am effizientesten ist, zuerst y 'x = 18 und ||y||> = 9 zu berechnen (und
nicht etwa die Matrix yy'). Dann wird

1

Pyx— oy (0 =2y=(2 4 4)".

Es wird also X auf X’ = (2,4,4) projiziert. ¢

Die Projektionsmatrix Py aus (2.62) hat zwei interessante Eigen-
schaften:

Pl=P,, PI=P,. (2.63)

Die erste bedeutet, dass Py Hermitesch oder, falls reell, symme-
trisch ist. Aufgrund der zweiten bezeichnet man Py, als idempo-
tent [idempotent]. Diese zwei Eigenschaften sind charakteristisch
fiir orthogonale Projektionen und kénnen zu deren Definition ver-
wendet werden. Py ist aber eine spezielle orthogonale Projektion,
weil ja auf eine Gerade projiziert wird. Im R? (und allgemeiner im
E™) kann man aber auch auf eine Ebene projizieren. Wir werden
darauf zuriickkommen.

2.6 Matrizen als lineare Abbildungen

Ist A € E™*" irgend eine m x n Matrix, so kann man die ebenfalls
mit A bezeichnete Abbildung

A E"—E™, x — Ax (2.64)

betrachten. Sie hat zwei grundlegende Eigenschaften: fiir alle x,
x € E" und alle v € E gilt

A(x+X)=Ax+ AX, A(yx) = yAx. (2.65)

Man kann sie auch zusammenfassen in

A(7x + %) = 7(Ax) + (AX) . (2.66)

Wir werden in Kapitel 5 sehen, dass diese Eigenschaften per De-
finition charakteristisch sind fiir eine lineare Abbildung [linear
transformation).

Wiihrend der Definitionsbereich der Abbildung A aus (2.64) immer
der ganze Raum E" ist, ist das Bild [image| von A,

imA = {AxcE"; x € E"} (2.67)
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im allgemeinen eine Teilmenge von E™. Es ist aber immer o € im A,
denn Ao = o.

BrispieL 2.23:  Die Projektionsmatrix Py aus (2.62) ist eine n x n
Matrix, bildet also E™ in sich ab. Wie wir gesehen haben, stellt sie eine
orthogonale Projektion auf die durch den Ursprung verlaufende Gerade
mit Richtung y dar. Das bedeutet insbesondere, dass das Bild im Py,
gerade diese Gerade ist:

imPy ={ay; acE}. (2.68)

¢

2.7 Die Inverse einer Matrix

Zwei quadratische Matrizen gleicher Ordnung kann man immer zu-
einander addieren, voneinander subtrahieren und miteinander mul-
tiplizieren. Wir werden in diesem Abschnitt sehen, dass man sie oft,
aber nicht immer, auch in gewissem Sinne durcheinander dividieren
kann.

Vergleicht man n x n—Matrizen mit reellen oder komplexen Zah-
len, so nimmt die Nullmatrix O,, bei der Matrizen-Addition die
Rolle der Null ein, und die Einheitsmatrix I,, tibernimmt bei der
Matrizen-Multiplikation die Rolle der Eins. Bei den Zahlen gibt es
zu jedem a # 0 ein &, so dass aé = 1 = aist. Gilt dies wohl
analog fiir quadratische Matrizen? Das heisst, gibt es zu A # O,
eine n x n—Matrix X mit AX =1, = XA ? Ein einfaches Beispiel
zeigt, dass das nicht so ist: fiir

(o)

folgt bei beliebiger Wahl von X

(10 T Tz \ [ T T2
oo (o) = (00 ) 2
DEFINITION:  Eine n x n-Matrix A heisst invertierbar [inverti-
blel, falls es eine n x n—Matrix X gibt, so dass AX = I, = XA

ist. Die Matrix X heisst Inverse [inverse| von A und wird mit A !
bezeichnet:

AA ' =1, =A1A. (2.69)
A

BrispieL 2.24:  Es ist

(F2) s )=Gn)=(4 e

es ist also die eine Matrix die Inverse der anderen — und umgekehrt.

¢

LA-Skript 2-26

30. September 2007 (©M.H. Gutknecht



Lineare Algebra (2007) Kapitel 2 — Matrizen und Vektoren im R" und C"

Brispien 2.25:  Die Einheitsmatrix I,, ist natiirlich invertierbar und
ist ihre eigene Inverse, denn I,,1,, = I, = I,1,,. ¢

Satz 2.16 Ist A invertierbar, so ist die Inverse eindeutig be-
stimmd.

BEWEIS: Angenommen X und Y sind Inverse von A, dann ist

X =XI=X(AY)=(XA)Y=1IY=Y.
|

Man kann die Bedingung fiir die Inverse effektiv abschwéchen: Es
geniigt, dass AX = I oder X A = T gilt, dann folgt die andere
Beziehung automatisch. Dies ist enthalten in

Satz 2.17 Die folgenden Aussagen tiber eine n xn—Matriz A sind
aquivalent:

i) A ist invertierbar.

ii) Es gibt eine n x n—-Matriz X mit AX =1,.

iii) Fs gibt genau eine n X n—Matriz X mit AX = L,.

iv) A ist requldr, d.h. Rang A = n.

BEWEIS:  Wir zeigen, dass (i) = (1) = (iv) = (ii1) = (7).

Wir nehmen also an, A sei invertierbar, d.h. (i) gelte. Dann ist (ii) mit
X = A~ erfiillt. Hieraus folgt anderseits, dass das Gleichungssystem
Ax = b fiir jedes b die Lésung x := Xb hat, denn nach dem Assozia-
tivgesetz der Matrizen-Multiplikation gilt

Ax = A(Xb) = (AX)b=1I,b=b.

Nach Korollar 1.7 folgt, dass es fiir jedes b genau eine Losung gibt und
dass Rang A = n ist, also (iv) gilt.

Bezeichnet e; wieder die j-te Kolonne von I,,, so haben dann umgekehrt
die Systeme Ax =e; (j = 1,...,n) alle genau eine Losung, was bedeu-
tet, dass AX = I,, eine eindeutige Losung X hat. Aus AX =1I,, ergibt
sich weiter

AX+XA-—1,) = AX + A(XA) — AL,
=I,+(AX)A — A
I, +A-A
=1,.

Da X die einzige Losung von AX = I, ist, folgt, dass X+ XA -1, =X
ist, also auch XA =1I,, gilt, d.h. X ist die Inverse von A. Es gilt somit
(i). |
Die Eigenschaften “regulédr” und “invertierbar” sind also dquivalent,
und man kdme deshalb mit einer der zwei Bezeichnungen aus. Meist
bevorzugt man die Bezeichung regulér.

Als néchstes stellen wir Eigenschaften der Inversen zusammen.
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Satz 2.18 Sind A und B requlire n x n—Matrizen, so gilt:

i) A~ st requlir und

(AH)T=A. (2.70)

ii) AB ist requldr und

(AB)"'=B'A'. (2.71)

iii) AT und A" sind regulir und

(A=A, (AN =@ ] (272

BEWEIS: i) ergibt sich sofort aus der Definition (2.69).

Zuii): Aus (AB)(B!A") = ABB HA! = AA~! =1, und Satz 2.17
folgt, dass B~'A~! die Inverse von AB ist.

Zu iii): Gemiss (2.35) ist AT(A™HT = (A7'A)T =17 = I,,. Also ist
wiederum nach Satz 2.17 (A~1)T die Inverse von A . Ganz analog ergibt
sich (A"~ = (A—hH)H, |

Die Berechnung von A~ ':

Wie wir im Beweis von Satz 2.17 gesehen haben, lassen sich die n
Kolonnen von A~! berechnen als Losungen der n Gleichungssysteme
Ax, =ep, k=1,...,n. Wir konnen deshalb die Inverse mit Gauss-
Elimination bestimmen durch gleichzeitiges Losen dieser n Systeme.

Mit Hilfe der Inversen der Koeffizientenmatrix, falls sie existiert,
lasst sich ein lineares Gleichungssystems offensichtlich sofort for-
mal l6sen, indem man es von links mit A~! multipliziert. Aus Ko-
rollar 1.7 wissen wir ja schon, dass es genau eine Losung gibt, wenn
A regulér ist. Genauer: Im Beweis von Satz 2.17 haben wir die ein-
deutige Losbarkeit des Systems direkt mit der Invertierbarkeit und
Regularitéit der Matrix verkniipft. Zusammen gibt das

Satz 2.19 Ist A regulir, so hat das Gleichungssystem Ax = b
fiir jede rechte Seite b eine eindeutige Losung, und zwar ist

x=A"Db. (2.73)

BEMERKUNG: Da die Berechnung der Inversen A~! das Lésen von
n linearen Gleichungssystemen mit der Matrix A erfordert, macht
es keinen Sinn, ein System Ax = b auf diesem Weg zu l6sen, denn
der Aufwand ist deutlich grosser. Das gilt auch dann noch, wenn
das System fiir mehrere rechte Seiten zu 16sen ist. Wir werden in
Abschnitt 3.1 den Rechenaufwand diverser Varianten diskutieren.

v
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2.8 Orthogonale und unitire Matrizen

Orthogonale reelle und unitire komplexe Matrizen sind spezielle
regulére quadratische Matrizen, die in vielen Anwendungen und
Algorithmen vorkommen. Thre Beliebtheit in der Numerik beruht
unter anderem auf sehr guten Eigenschaften betreffend Rundung.

DEFINITION:  Eine n x n-Matrix A heisst unitér [unitary], falls
APA =1,. Eine relle unitiire Matrix heisst auch orthogonal [or-
thogonall; fiir sie gilt ATA =1,,. A

Satz 2.20 Sind A und B unitire (bzw. orthogonale) n X n-
Matrizen, so gilt:

i) A ist requlir und A=t = A" (bzw. A=t = AT).
ii) AAH =1, (bzw. AAT =1,).
iii) A~t ist unitir (orthogonal).
iv) AB ist unitir (orthogonal).

BEWEIS:  Zu i)-iii): Aus AHA = T,, folgt gemiss Satz 2.17 (mit A :=
A" X := A), dass AH invertierbar ist und (AH)™! = A gilt. Wegen
der Symmetrie in der Definition (2.69) der Inversen ist damit auch A
invertierbar und A~' = AH. Daraus folgt erstens nach Satz 2.17, dass
A regulir ist. Zweitens ist AA" = AA~! =1T,,. Drittens ergibt sich mit
Hilfe von (2.32), dass (A"H)HA-1 = (AM)HA-1 = AA-! =1,; also ist
A" unitér.

Zu iv): Dies folgt aus (AB)HAB = BH(AHA)B =B"B =1,.

Die Aussagen iiber orthogonale Matrizen folgen als Spezialfall.
|

BEISPIEL 2.26: Givens—Rotationen!® [Givens rotations, plane ro-
tations| sind einfache orthogonale Matrizen, welche eine Drehung um
einen Winkel —¢ in einer durch zwei Koordinatenachsen aufgespann-
ten Ebene beschreiben; die anderen Koordinatenachsen bleiben fest. Im
R3 bedeutet dies, dass genau eine Koordinatenachse fest bleibt. Das ist
dann die Drehachse.

Als Beispiel betrachten wir eine Drehung im R® in der durch die erste
und die dritte Achse aufgespannten Ebene:

cos¢p 0 sing 0 0
0 1 0 00
Uis(o) = —sing 0 cos¢p 0 0 |,
0 0 0 1 0
0 0 0 01

Es ist Ul5(¢) = Uis(—¢), und fiir U{5(¢)U;3(¢) ergibt sich

13J. WALLACE GIVENS (1910 — 1993), amerikanischer Numeriker, Direktor
der Applied Mathematics Division am Argonne National Laboratory.
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cos¢p 0 —sing 0 O cos¢p 0 sing 0 O
0 1 0 0 0 0 1 0 00

sing 0 cosp 0 0 —sing 0 cos¢p 0 0 | =15
0 0 0 10 0 0 0 10
0 0 0 0 1 0 0O 0 01

Givens—Rotationen werden in diversen Algorithmen eingesetzt als Bau-
steine fiir kompliziertere orthogonale Transformationen. Manchmal wer-
den sie auch Jacobi—Rotationen'? [Jacobi rotations| genannt. ¢

BEISPIEL 2.27:  Householder-Matrizen!® [Householder matrices]
(oder: Householder-Spiegelungen [Householder reflections|) bilden
eine weitere spezielle Klasse orthogonaler Matrizen. Sie beschreiben die
Spiegelung an einer Hyperebene (Definition spiter), d.h. an einer Gera-
den, falls n = 2, und an einer Ebene, wenn n = 3.

Es sei u ein reeller Kolonnenvektor der Lénge 1, d.h. uTu = 1. Dann ist
das dussere Produkt uu' ja die n x n-Matrix mit (uu');; = u;u;. Die
zu u gehoérende Householder-Matrix ist

Qu :=1-2uu'. (2.74)

Sie ldsst sich offensichtlich durch die Projektion (2.62) auf die Richtung
u ausdriicken (wobei jetzt u reell und ||u|| =1 ist):

Qu=1-2P,, wo Py := uu'. (2.75)

Py und damit auch Q, ist symmetrisch. Wir zeigen nun, dass Q, auch
orthogonal ist. Wegen P2 = u(u'u)u’ = uu' = Py, ist

QiQu=Q.=(1-2P,)?=1-4P,+4P. =1.
Hier noch ein Beispiel einer 4 x 4-Householder-Matrix:
Mitu=(4/5 -2/5 1/5 —2/5 )T erhalten wir u'u = 1 und

16 -8 4 -8
1 -8 4 -2 4

T—i
Py =uu’ = 4 —2 1 -2 |°
8 4 -2 4
7 16 -8 16
1 _
QuoTI—2P,— 16 17 4 -8

% -8 4 23 4
16 -8 4 17 ¢

BEISPIEL 2.28: Permutationsmatrizen [permutation matrices] sind
quadratische Matrizen, die in jeder Kolonne und in jeder Zeile genau
eine Eins und sonst lauter Nullen haben. Zum Beispiel ist

M CARL GusTav JACOBI (10.12.1804 — 18.2.1851), deutscher Mathematiker,
Professor in Konigsberg und Berlin.

15 ALsTON ScOTT HOUSEHOLDER (5.5.1904 — 4.7.1993), amerikanischer Ma-
thematiker, 1946 — 1969 am Oak Ridge National Laboratory, ab 1948 Direktor
der Mathematics Division, Vorreiter der mathematischen Biologie und der nu-
merischen linearen Algebra.
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001 0O
01000
P = 0 00 01
00010
10 000

eine Permutationsmatrix der Ordnung n = 5. Man verifiziert leicht, dass
jede Permutationsmatrix orthogonal ist.

Wendet man P von links auf eine Matrix A an, so enthéilt das Produkt
PA permutierte Zeilen von A. Wendet man P von rechts auf A an, so
besteht das Produkt AP aus permutierten Kolonnen von A. ¢

Die durch orthogonale (reelle) und unitére (komplexe) Matrizen
definierten linearen Abbildungen haben besondere geometrische Ei-
genschaften:

Satz 2.21 Die durch eine orthogonale oder unitire n x n Ma-
triv A definierte Abbildung ist ldngentreu [length preserving]/
(oder: isometrisch [isometric]) und winkeltreu [angle preser-
ving/, d.h. es ist fir alle x, y € E"

[Ax]| = lx][,  (Ax,Ay) = {x,y) . (2.76)

Da gemiss (2.56)—(2.57) der Winkel zwischen zwei Vektoren mit-
tels Skalarprodukt und Norm definiert ist, folgt aus (2.76) in der
Tat, dass bei der Abbildung A der Winkel zwischen zwei Vekto-
ren invariant (unveréndert) bleibt, d.h. gleich jenem zwischen den
Bildvektoren ist.

BEWEIS von Satz 2.21: Nach Voraussetzung ist ATA =1, also
(Ax, Ay) = (Ax)"(Ay) =x"AMAy =x"y = (x,y) .
Wahlt man y := x, so folgt
lAX|* = (Ax, Ax) = (x,x) = ||x|*,

also ||Ax|| = ||x]. |

2.9 Strukturierte Matrizen

Wir haben bereits mehrere Typen von Matrizen mit spezieller Struk-
tur angetroffen, etwa die symmetrischen Matrizen, die Dreiecksma-
trizen und die Rang-1-Matrizen, welche dussere Produkte von zwei
Vektoren sind. In der Matrizentheorie und den Anwendungen kom-
men noch viele weitere Matrizen mit speziellen Strukturen vor, von
denen wir hier ein paar vorstellen wollen.

Eine Matrix B ist eine untere Bidiagonalmatrix [lower bidiago-
nal matrix| bzw. eine obere Bidiagonalmatrix [upper bidiagonal
matrix|, falls (B);; = 0 fiir ¢ < j und ¢ > j + 1 bzw. fiir j <4 und
Jj>i+ 1

(©M.H. Gutknecht 30. September 2007

LA-Skript 2-31



Kapitel 2 — Matrizen und Vektoren im R™ und C" Lineare Algebra (2007)

BEISPIEL 2.29:

2000
3400
B= 0 26 0
0 0 5 3
ist eine untere Bidiagonalmatrix der Ordnung 4. ¢

Eine quadratische Matrix T heisst tridiagonal [tridiagonall, d.h.
ist eine Tridiagonalmatrix [tridiagonal matrix|, falls (T);; = 0
firi>j4+1und 57 >+ 1.

BEISPIEL 2.30:

4 2 0 0
3540
T= 0 8 6 7
0090
ist tridiagonal. Natiirlich diirfen einzelne Elemente innerhalb des Bandes
null sein. ¢

Eine m x n Matrix B ist eine Bandmatrix [banded matrix| mit
unterer Bandbreite [lower bandwidth| p und oberer Bandbrei-
te [upper bandwidth] q, wenn

(B);; =0 falls i>j+p oder j>i+q.
Die (gesamte)Bandbreite [(total) bandwidth] ist p + q + 1.

BEISPIEL 2.31:

96 3 00
78 5 20
B=| 057 41
00 3 6 3
00015

hat untere Bandbreite 1, obere Bandbreite 2 und gesamte Bandbreite 4.
(Die Diagonale wird also nur bei der gesamten Bandbreite mitgezéhlt.)

¢

Tridiagonalmatrizen sind natiirlich spezielle Bandmatrizen mit obe-
rer und unterer Bandbreite eins. Bei Bidiagonalmatrizen ist eine der
Bandbreiten eins, die andere null.

Eine wichtige Klasse einseitiger Bandmatrizen sind die Hessenberg-
Matrizen!® [Hessenberg matrices|, die untere Bandbreite 1 haben.

BEISPIEL 2.32:

96 3 21
7T 8 5 2 1
H=| 05 7 41
00 3 6 3
00015
ist eine Hessenberg-Matrix. ¢

6 GERHARD HESSENBERG (16.8.1874 — 16.11.1925), deutscher Mathemati-
ker, Professor in Breslau und Tiibingen.
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Wir werden spéter sehen, dass Matrizen lineare Abbildungen dar-
stellen beziiglich einem oder zwei fest gewéhlten Koordinatensyste-
men. Durch geeignete Wahl der Koordinaten kann man eine Matrix
oft durch eine “einfachere” ersetzen. Hessenberg-, Tridiagonal- und
Bidiagonalmatrizen spielen dabei eine wichtige Rolle.

In vielen Anwendungen, vor allem beim numerischen Lésen von par-
tiellen Differentialgleichungen, treten Matrizen auf, die sehr gross
sind, aber nur sehr wenige von Null verschiedene Elemente haben,
welche nicht auf ein schmales Band um die Diagonale beschrankt
sind. Man nennt diese Matrizen diinn besetzt [sparse].

In anderen Anwendungen kommen ganz speziell struktutierte Ma-
trizen vor. Die folgenden zwei Typen sind weitverbreitet.

Die Matrix A = ( A ) ist eine Toeplitz—Matrix!'? [Toeplitz ma-
trix|, falls a;; nur von der Differenz i — j abhéngt, und es ist eine
Hankel-Matrix!® [Hankel matrix|, falls a;; nur von der Summe
1 + 7 abhéngt.

BrispiELE 2.33:  Hier sind Beispiele einer Toeplitz—Matrix T und einer
Hankel-Matrix H:

9 75 31 9 8 7 6 5
8 9 7 5 3 8 7 6 5 4
T=| 78 9 75 |, H=| 7 6 5 4 3
6 78 9 7 6 5 4 3 2
5 6 7 8 9 5 4 3 2 1

¢

Jede Matrix lasst sich durch horizontale und/oder vertikale Trenn-
linien in Blocke aufteilen, die selbst Matrizen sind. Wir bezeich-
nen die Matrix dann als Blockmatrix [block matrix|. Wir nen-
nen die Blocke von A zum Beispiel Aj,. Sie brauchen nicht von
derselben Grosse zu sein, aber fiir festes k sind die (nebeneinan-
derliegenden) Blocke Ay, alle gleich hoch, und fiir festes ¢ sind die
(iibereinanderliegenden) Blocke Ay, alle gleich breit.

BEISPIEL 2.34:

9 8|7 6 5

7 9|5 7 6

An | A 7 6|5 4 3
A=| A |An f=| o -lg3 5 4
Asi | As 3 5|1 3 5

1 213 4 5

ist eine Blockmatrix mit der speziellen Eigenschaft, dass alle Blocke
Toeplitz-Struktur haben. ¢

7"Orto TorpLITZ (1.8.1881 — 15.2.1940), deutscher Mathematiker, Pro-
fessor in Kiel (1913-1927) und Bonn (1927-1933); 1938 Emigration nach
Paléstina.

I8 HERMANN HANKEL (14.2.1839 — 29.8.1873), deutscher Mathematiker, Pro-
fessor in Erlangen und Tiibingen.
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Die Blocke Cy; des Produktes C von zwei Blockmatrizen A = (Ayy)
und B = (By;) lassen sich nach der Formel

Ci; = Z Ay By, (2.77)
7

berechnen, vorausgesetzt dass die /-te Blockkolonne von A so breit
ist wie die /-te Blockzeile von B hoch ist.

BrispieL 2.35:  Das Produkt C der Matrix A aus Beispiel 2.34 mit

1 -1 2 =2 2|3
-1 1]-2 2 =21 3

BH ‘ B12 ‘ B13 >
< B21 ‘ B22 ‘ B23 —4 4 _2 2 —g g

4 —4| 5 -5 5|6

kann man nach Formel (2.77) bestimmen. Zum Beispiel wird
c (9 8)( 1—1>+<765> j_i
1= -
79 1 1 5 7 6 4 4
A AT
S\ =2 2 16 —16
(25 =25
“\u —14 ) ¢
Blockmatrizen spielen bei der Implementation der Matrix-Opera-
tionen auf Vektor- und Parallelrechnern (und mittlerweise sogar
auf PCs) eine wichtige Rolle. Die Matrizen werden derart in Blocke
aufgeteilt, dass die Blockgrosse mit der bestehenden Hardware, ins-
besondere dem Cache und den Vektorregistern optimal abgestimmt

ist. Dadurch lasst sich das zeitaufwendige Laden von Daten aus dem
Speicher minimieren.

Fiir FORTRAN und C Programme gibt es spezielle, von den Pro-
zessor-Herstellern unterstiitzte Subroutine-Libraries fiir die grund-
legenden Vektor- und Matrix-Operationen, die BLAS (oder, aus-
geschrieben, Basic Linear Algebra Subroutines). BLAS1 enthilt die
Vektor-Operationen, BLAS2 die Matrix-Vektor-Operationen und
BLAS3 die Matrix-Matrix-Operationen. Sie sind ihrerseits in LA-
PACK integriert, einer optimierten Library von Subroutinen fiir
die numerische lineare Algebra (ohne Berticksichtigung diinn be-
setzter Matrizen).
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Kapitel 3

Die LR—Zerlegung

3.1 Die Gauss-Elimination als LR—Zerlegung

Wir kommen zuriick auf die Gauss-Elimination und werden hier
die Reduktion einer Matrix auf Dreiecks- oder Zeilenstufenform als
Matrixzerlegung interpretieren. Dazu modifizieren wir unsere Bezei-
chungen aus Kapitel 1: Die resultierende Zeilenstufenmatrix wird
neu mit R = ( Tkj ) bezeichnet und die dazugehérende rechte Sei-

te als ¢ = ( cL ... Cp )T. Diese neuen Bezeichnungen werden in
den Formeln beriicksichtigt, sobald die entsprechenden Elemente
definert worden sind, also sobald die Pivotzeile gewéhlt worden ist.

Wir betrachten zuerst in diesem Abschnitt den Fall eines Systems
Ax = b mit reguldrer quadratischer Matrix, in dem R ja eine
regulére n X n—Rechtsdreicksmatrix ist:

i1 Ti2 o Tip

0 7rag o+ Ty
R =

0 -+ 0 7Tpe

Wir nehmen anfinglich an, dass keine Zeilenvertauschungen nétig
sind. Fiir den j-ten Schritt lauten die Umbenennungen und die
relevanten Formeln (1.10)—(1.11b) in den neuen Bezeichnungen:

Tj’i = a/;g_l) (Z:j’7n)7 (31)
¢ = b;-j_l), (32)
lej = “%ﬁl)/ra’j (k=j+1,...n), (3.3)
a](gz) ;:a’gz_l)—lijji, (Z:]+1;7n7
A N (k=j+1,...n). (3.5)

Dabei sind die Koeffizienten l; (k > j) ja die Multiplikatoren, mit
denen die Pivotzeilen multipliziert werden. Wir setzen zusétzlich

lkj =0 (k’ <j), ljj = 1, (36)
so dass L := (lj;) eine n x n-Linksdreiecksmatrix ist:
ln 0 0
I — lor 2o
D 0
lnl ln2 lnn
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Falls k£ < i ist, folgt aus (3.4) durch rekursive Anwendung mit
j=1,2,.. k-1

Qi = CL,(;Z)) = lkl 1 + CL,(;) = ...
=lpry+lerey + -+l g1 Th—1, + Cl;(ﬁ_l)
Ersetzen wir das letzte Glied geméss (3.1) und (3.6) durch Iy 74,
so erhalten wir

k
ki = b+ -+ g1 Th—1 + Dok T = Z Lij i (3.7)
=1

Analog ergibt sich im Falle £ > ¢ aus (3.4) mit j =1,2,...,i —1
Aki = al(c(z)‘) = lpry + a,(;) =...
=lpri +lore + -+ i1 mic a,(fi_l) )

Hier ersetzen wir das letzte Glied geméss (3.3), so dass
agi = lprrii + - F lpicarics + i = Z lpjrji (3.8)
j=1

Wegen der Dreiecksgestalt der Matrizen L und R lassen sich die
zwei Formeln (3.7) und (3.8) zusammenfassen zu

n
Qi = g lkj i
Jj=1

das heisst es gilt
A =LR. (3.9)

Durch die Gauss-Elimination wird also die Koeffizientenmatrix A
eines linearen Gleichungssystems implizit in ein Produkt einer Links-
dreicksmatrix L und einer Rechtsdreicksmatrix R zerlegt. Man nennt
deshalb diesen Hauptteil der Gauss-Elimination auch LR—Zer-
legung oder, in Anlehnung an die englische Terminologie, LU—
Zerlegung [LU decomposition|, weil in der englischen Literatur
unsere Matrix R oft mit U bezeichnet wird.

Die Wirkung der Gauss-Elimination auf die Konstantenkolonne
lasst sich analog deuten: Statt (3.7) gilt

k
by =lpici+ -+ g1 Coor + lpp = Z lyjcj, (3.10)

J=1

also
Lc

I
o

(3.11)
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Schliesslich gilt nach (1.12) fiir das Riickwirtseinsetzen [back
substitution:

- 1
T = (Ck_ Z rkixi>— (k=n,n—1,...,1). (3.12)

T
i—k+1 kk

Wenn wir dies nach ¢, auflésen, erhalten wir

n

ckzz Thi Ti (k=n,n—1,...,1), (3.13)
i=k

also, weil R eine Rechtsdreieckmatrix ist,
Rx=c. (3.14)

So gut man dieses System mit Riickwértseinsetzen rekursiv 16sen
kann, so gut kann man auch das System (3.11) rekursiv l6sen durch
Vorwirtseinsetzen [forward substitution]:

Lik

k1
1
Cp = (bk - Z Ui Cj) — (k=1,2,...,n), (3.15)
=1

wobei hier ja der Bruch wegféllt, weil nach Definition [, = 1 ist.

Mit anderen Worten, wir brauchen die Konstantenkolonne gar nicht
im Eliminationsprozess mitzufiihren, wir konnen die rechte Seite c
des reduzierten Systems geméss (3.15) bestimmen. In Bezug auf die
Zahl der Rechenoperationen und die Grésse der Rundungsfehler
andert das allerdings nichts, doch kann die separate Behandlung
von Vorteil sein, sowohl aus Griinden der Programmstruktur als
auch, weil die rechte Seite b manchmal wéhrend der LR~Zerlegung
von A noch gar nicht bekannt ist.

BreispiEL 3.1: In unserem Beispiel 1.1 auf Seite 1-3 ist

2 -2 4 6
A= -5 6 -7, b=|-7]. (3.16)
3 2 1 9

Die Gauss-Elimination liefert, wie man (1.6)—(1.8) entnehmen kann,

0 0 2 =2 4
L= -3210], R=[0 1 3]. (3.17)
5 1 0 0 =20
6 1
c= 8 1|, x=1[ 2 |. (3.18)
(i) ()

Man tiberpriift leicht, dass effektiv A = LR, Lc = b und Rx = c gilt.
¢

NO| G| UT =t
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Allerdings lésst sich ja auch bei regulédrer quadratischer Matrix A
ein Gleichungssystem im allgemeinen nicht ohne Zeilenvertauschun-
gen l6sen. Bekanntlich héngen diese vom Verlauf der Rechnung
ab: Nullen oder (in gewissem Sinne) relativ kleine Zahlen diirfen
nicht als Pivot gewiahlt werden. Wenn wir die Vertauschungen alle
am Anfang der Elimination kennen wiirden, kénnten wir sie aber
vorgingig ausfithren und dann im so préparierten Eliminationssche-
ma alle Pivot auf der Diagonalen wihlen. Formelméssig kann man
solche vorgéngige Vertauschungen ausdriicken durch die Multipika-
tion von links mit einer Permutationsmatrix P.

BrispiEL 3.2:  Man hétte in Beispiel 3.1 die Zeilen von A etwa wie
folgt vertauschen kénnen:

010 2 -2 4 -5 6 -7

00 1 5 6 -7 |=( 3 2 1]. (319
100 32 1 2 -2 4

P A PA

Natiirlich miisste man dann auch die Komponenten der rechten Seite
entsprechend vertauschen:

010 6 —7
001 7 ]l=( 9|. (3.20)
100 9 6

P b Pb

Die LR~Zerlegung PA = LR mit diagonaler Pivotwahl erweist sich als
moglich und liefert

1 0 0 -5 -7

T 3 D) 28 16
2 1 10

- 11 1 0o 0 =

¢ = LPb)=(-7 & 2T

3.22
x = Re=(12 2)". &2

Die in der LR—Zerlegung erzeugten Matrizen und auch die reduzierte
rechte Seite héngen natiirlich von der Wahl der Pivotelemente (d.h. von
den ausgefiihrten Zeilenvertauschungen) ab. Erst das Schlussresultat fiir
x ist wieder identisch. Wir sehen hier, dass wir durch die neue Pivotwahl
das grosse Element —20 in R (vgl. (3.17)) vermeiden konnten. ¢

Zusammenfassend erhalten wir aus den vorhergenden Uberlegungen
die folgende Aussage:
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Satz 3.1 Angewandt auf ein quadratisches Gleichungssystem
Ax = b mit requlirer Matriz A liefert die Gauss-Elimination
eine die Zeilenvertauschungen beschreibende Permutationsmatriz
P, eine Rechtsdreiecksmatrix R des reduzierten Systems und ei-
ne entsprechende rechte Seite ¢ sowie, durch Zusammenziehen der
Zeilenmultiplikatoren l;, eine Linksdreiecksmatriz L, wobei alles
quadratische Matrizen gleicher Ordnung sind und die Beziehungen

PA=LR, Lc=Pb, Rx=c| (3.23)

gelten.

Ist die LR—Zerlegung PA = LR einmal berechnet, so ldisst sich
irgend ein System mit Koeffizientenmatrix A losen durch Auflosen
von Lc = Pb nach ¢ (Vorwirtseinsetzen) und Aufliésen von Rx =
¢ nach x (Rickwdrtseinsetzen).

BEMERKUNG: Dass die Beziehungen (3.23) die richtige Losung x
liefern, sieht man auch daraus, dass

Ax =P 'PAx=P 'LRx=P 'Lc=P 'Pb=b.
\ 4

Es gibt viele Varianten der LR-Zerlegung. Wir haben in jedem Eli-
minationsschritt eine neue Kolonne von L, eine neue Zeile von R
und eine neue Komponente von ¢ bestimmt und zudem das ver-
kleinerte Restgleichungssystem nachgefiithrt. Man kann aber auch
L und R direkt aus A berechnen, ohne dass man Restgleichungssy-
steme aufstellt. Zum Beispiel lassen sich beide Matrizen L und R
direkt kolonnenweise (oder zeilenweise) berechnen. In der Tat be-
kommen wir, wenn wir wieder von Zeilenvertauschungen absehen,
aus (3.7)—(3.8) sofort die nachfolgenden Rekursionen:

Algorithmus 3.1 (Zeilenweise, direkte LR-Zerlegung,
“reguldrer Fall”) Zur LR-Zerlequng einer requldren Matriz A

berechne man firi=1,...,n, mit l; =1,
k—1 1
li = Qi — ZZT' — kzl,...,i—l, 3.24a
k ( k ; ) ]k> .. ( ) ( )

i—1
1
Tik — (aik — Z lij rjk) l_ (k = 7;, 600 ,n). (32411))
il i

Zeilenvertauschungen kinnen dabei wie tiblich durch Umnumme-
rierung der Elemente von A beriicksichtigt werden.

Will man statt den Diagonalelementen von L jene von R auf
1 normieren, so wendet man (3.24a) auch fir k = i an, dafir
(3.24b) erst ab k =i+ 1.

BrispIEL 3.3:  Um etwa die Matrix A aus (3.16) in Beispiel 3.1 zu
zerlegen in die Faktoren L und R in (3.17) kann man nach (3.24a)-
(3.24b) zeilenweise wie folgt vorgehen (wir wéhlen dabei l;; := 1):

(©M.H. Gutknecht 30. September 2007
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r11 = an = 2, T2 = a2 = —2, r13 = a1z = 4,
1 1 5
oy i= ag — = =5 = = -2,
21 1= @21 - 5 5
5
T99 1= a2 — lo1 712 = 6 — (—5) (=2)=1,
5
23 i=a23—l217’13=—7—(—§)'4:37
1 1 3
by —ag — =3~ =2

1 3 1
I3z = (asz — I T12>@ = <2 3 (—2)> 1= 5,

3
733 1=a33—5317’13—5327°23=1—§‘4—5-3:—20.

Genau so gut kann man die Matrizen L und R kolonnenweise bestimmen:
man fiithrt dieselben Rechnungen aus, aber in der Reihenfolge 711, lo1,
I31, T2, T22, [32, T13, T23, T33. ¢

Eine weitere Option ist, die Pivotelemente in eine Diagonalmatrix
D einzubringen und dafiir sowohl L als auch R durch Diagonalele-
mente 1 zu normieren. Das erfordert nur eine kleine Modifikation
der Formeln (3.24a)—(3.24b). Formal bedeutet es, dass

D := diag (111,722, -+ Tnn) , R, .= D 'R (3.25)

und

| PA =LDR, | (3.26)

Dies ist die LDR—Zerlegung oder LDU—Zerlegung [LDU de-
composition| von A.

Wir werden in Abschnitt 3.4 auf sie zuriickkommen.

In grossen Problemen, die auf der Diskretisation von partiellen Dif-
ferentialgleichungen beruhen, spielen Versionen der LR-Zerlegung
eine wichtige Rolle, die angepasst sind an die Struktur diinn be-
setzter Matrizen, die pro Zeile nur relativ wenige Elemente haben,
die nicht null sind.

Das grundsétzliche Vorgehen beim Losen von Ax = b mittels LR~
Zerlegung sei noch einmal zusammengefasst:

Algorithmus 3.2 (Gauss-Elimination durch LR-
Zerlegung, Vor- und Riickwirtseinsetzen)

Zum Losen eines requliren Gleichungssystems Ax = b kann man,
als Alternative zur Gauss-Elimination von Algorithmus 1.1, wie
folgt vorgehen:

1. LR-Zerlegung von A zum Beispiel gemdss Algorithmus 1.1
(aber ohne rechte Seite b) oder gemdss Algorithmus 3.1; sie
erzeugt die Matrizen L und R sowie die durch P darstellbare
Permutation der Zeilen.

2. Vorwartseinsetzen: Lec = b auflésen nach c.

3. Riickwartseinsetzen: Rx = ¢ auflosen nach x.
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Speicherbedarf und Rechenaufwand

Wie man unseren Beispielen aus Kapitel 1 entnimmt, siehe et-
wa Beispiel 1.9 auf Seite 1-5, lassen sich die im Laufe einer LR—
Zerlegung erzeugten und noch gebrauchten Daten jederzeit in einem
Datenfeld der Grosse n x n unterbringen. Die nicht-null Elemente
von L (ausser die auf 1 normierten Diagonalelemente) kann man
namlich genau dort abspeichern, wo Nullen erzwungen werden.

Bei Zeilenvertauschungen braucht man eine zusétzliche Kolonne,
um zum Beispiel die urspriinglichen Zeilennummern abzuspeichern.

Der Rechenaufwand fiir die LR—Zerlegung und das Vor- und Riick-
wirtseinsetzen fiir ¢ verschiedene rechte Seiten ist genau gleich wie
fiir die Gauss-Elimination geméss Algorithmus 1.1 mit ¢ Konstan-
tenkolonnen. Es kommt nicht darauf an, ob man Restgleichungssy-
steme nachfithrt oder die kompakten Formeln aus Algorithmus 3.1
benutzt. Es ist allerdings von Vorteil, wenn man die reziproken
Pivotelemente 7’,;,3 berechnet und abspeichert. Es sind dann total
nur n Divisionen nétig. (Divisionen brauchen auf vielen Computern
mehr Zeit als Multiplikationen.)

Im j-ten Schritt von Algorithmus 1.1 braucht man dann

ce . .. (G—1)y-1
1 Division fiir (a;; ) [Formel (1.10)]
n —j Multiplikationen fir die [;; [Formel (1.10)]
(n—3)* Add. & Mult. fiir die a,(i) [Formel (1.11a)]
((n—j) Add. & Mult. fiir die 8 [Formel (1.11b)]

und fiir den k-ten Teilschritt des /-maligen Riickwértseinsetzens

ln—k)
ln—k+1)

Additionen fiir
Multiplikationen fiir

Ty, [Formel (1.12)]

T, [Formel (1.12)]

Ersetzen wir in der letzten Formel den Index £ durch 7, so kénnen
wir alle Beitrage fiir festes j addieren:

1 Division
(n—3j)*+ (204 1)(n — j) + ¢ Multiplikationen
(n—7)*+2((n—j) Additionen

Diese Zahlen sind zu summieren von j = 1 bis j = n (wobei es im
letzten Schritt bloss eine Division im Hinblick auf das Riickwérts-
einsetzen gibt). Wenn wir k := n — j setzen, so erhalten wir zum
Beispiel fiir die Multiplikationen

3
—

nn—1)2n—-1) n(n—1)(20+1)
6 * 2

= %n?’ +{n*+ O(n),

(K +k@20+1)+10) =

+ n

=
Il

(©M.H. Gutknecht 30. September 2007
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wobei im Term O(n) alle Beitrige untergebracht sind, die linear in
n oder konstant sind. Der ¢n—Term fallt hier weg; bei der Addition
ist er negativ. Fiir ¢ = 0 erhalten wir den Rechenaufwand fiir die
reine LR—Zerlegung. Wir konnen das so zusammenfassen:

Satz 3.2 Der Rechenaufwand fir die LR-Zerlequng einer voll
besetzten, requldren m X n-Matriz betrdgt n Divisionen (inklusi-
ve der letzten, die man erst beim Riickwdirtseinsetzen braucht),
sn® + O(n) Multiplikationen und 3n® — in® + O(n) Additionen.
Fiir Vor- und Riickwdrtseinsetzen braucht man zusdtzlich pro rech-
te Seite je n®> —n Additionen und n* Multiplikationen.

Das Liosen eines Systems AX = B mit n rechten Seiten erfordert

dementsprechend n. Divisionen, 3n® + O(n) Multiplikationen und

3
sn® — 3n? + O(n) Additionen.

Der zweite Teil des Satzes gibt im wesentlichen auch den Aufwand

fiir die Berechnung der Inversen an, wobei man allerdings in diesem

Falle (wo B = T ist), noch beim Vorwirtseinsetzen Operationen

sparen kann, weil die rechten Seiten viele Nullen haben. Dabei ist
4.3

der fithrende Term von $n® um einen Viertel auf je n® Additionen

und Multiplikationen reduzierbar.

Pivotstrategien

Es ist wichtig, daran zu erinnern, dass selbst bei quadratischen
Matrizen der Gauss-Algorithmus und die dazu &dquivalente LR-
Zerlegung in einer Arithmetik mit endlicher Genauigkeit (wo Run-
dungsfehler auftreten) nur dann zuverléssige Resultate liefert, wenn
man die Pivots geeignet wahlt und wenn die Matrix nicht beinahe
singuldr ist (was immerhin gleichzeitig {iberpriift werden kann).

Die meistens benutzte Regel (Pivotstrategie [pivot strategy|) be-
sagt, dass man im jten Eliminationsschritt als Pivot az(fj'-fl) jenes
Element wihlen soll, das unter allen m — j 4+ 1 Elementen der er-
sten Kolonne der Restgleichungsmatrix das betragsméssig grosste
ist: ' '
jagy 1 = max Jaf")]. (3.27)
Diese Regel nennt man Kolonnenmaximumstrategie oder par-
tielles Pivotieren [partial pivoting]. Damit ldsst sich fast immer
vermeiden, dass in L und R Elemente entstehen, die viel grosser
sind als jene von A und zu grossen Rundungsfehlern fithren konnen.
Allerdings setzt dies voraus, dass die Zeilen von A von der gleichen

Grossenordnung sind.

Noch sicherer wire es, auch Kolonnenvertauschungen zuzulassen
und in der ganzen Restgleichungsmatrix nach dem grossten oder
sogar dem relativ grossten Element (im Vergleich zu den anderen
derselben Zeile) zu suchen. Aber dieses vollstindige Pivotieren
lcomplete pivoting] ist zu aufwendig und wird kaum je angewandt.
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3.2 Die Gauss-Elimination als LR—Zerlegung:
der allgemeine Fall

Im allgemeinen Falle der Reduktion irgend einer m x n—Matrix auf
Zeilenstufenform ist R von der Form in (1.28), das heisst

0
0
R=]0 0 0 | Ty % « |,
0 0 0 0 0 0
0O - 0 -+ 0 - - 0 0 --- 0
(3.28)
wobei die eingezeichneten Pivotelemente 11 ,,, 721y, - .., 7yp, Dicht

null sind und wir jetzt auch noch die moglichen Null-Kolonnen am
linken Rand eingetragen haben.

Die Formeln (3.1)—(3.5) fiir den j-ten Eliminationsschritt sind nun
zu ersetzen durch

Tji 1= agz_l) (i=n;+1,....,n), (3.29)

¢; = b9, (3.30)

by = ay Y i, (k=j+1,...n), (3.31)
a,(i.) = a,(i_l)—lkj i, (i=n;+1,...,n,

k=j+1,...n), (3.32)

B =0 — I ¢ (k=j+1,...n). (3.33)

In (3.29), (3.30) und (3.33) gibt es keine Anderung, in den anderen
Formeln ist zum Teil der Kolonnenindex j durch n; ersetzt worden.

Die Multiplikatoren [j; passen in die m x m-Linksdreiecksmatrix

1 0 .. 0 0O --- 00
o, . . .
: 0
I lg - 1 0O --- 00
L= ] . (3.34)
lr—l—l,l l7'+1,2 e lr—i—l,r 1 e
: : : 0O . 0
: 10
b L2 [A— 0 1
mit
iy =0 (1<k<j<m), (3.35)
iy =0 (r<j<k<m), (3.36)
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Schliesslich wird die Formel (3.12) fiir das Riickwértseinsetzen er-
setzt durch (1.27), das heisst

k—1 . k—1 1

i=ni+1 k,ng

Nun ist es nicht mehr schwierig nachzupriifen, dass mit diesen De-
finitionen Satz 3.1 mit geringen Aenderungen weiterhin gilt:

Satz 3.3 Angewandt auf ein beliebiges m x n—System Ax = b
liefert die Gauss-Elimination eine die Zeilenvertauschungen be-
schreibende m X m—Permutationsmatriz P, eine m x n Zeilen-
stufenmatriz R des reduzierten Systems und eine entsprechende
rechte Seite ¢ € E™ sowie, durch Zusammenziehen der Zeilenmul-
tiplikatoren ly;, eine requldre m x m Linksdreiecksmatriz L, wobei
qilt

| PA=LR, Lc=Pb, Rx=c.| (3.39)

Ist die LR—Zerlequng PA = LR einmal berechnet, so lisst sich
irgend ein System mit Koeffizientenmatriz A lésen durch Aufiésen
von Lc = Pb nach ¢ (Vorwirtseinsetzen) und Auflésen von Rx =

¢ nach x (Rickwdrtseinsetzen). Beim letzteren sind allfillige freie
Variablen (zy mit Indizes k # n;(V7)) frei wihlbar.

Im Fall Rang A = r < m lasst sich die LR—Zerlegung von Satz 3.3
vereinfachen: da alle Elemente der letzten m — r > 0 Zeilen von
R null sind und im Produkt LR auf die Elemente in den letzten
m — r Kolonnen von L treffen, kann man sowohl diese Kolonnen
als auch die Nullzeilen von R wegstreichen. Dabei wird R zu einer
r x n—Matrix R und L zu einer m x r—Matrix L, wobei gilt

LR=LR=PA.

Das liefert das folgende Korollar von Satz 3.3:

Korollar 3.4 Zu jeder m x n—-Matriz A mit Rang r gibt es eine
m X r—Matriz L mit Einsen in der Diagonalen, eine r X n—Matrix
R in Zeilenstufenform und eine m x m—Permutationsmatriz P, so
dass L

LR=PA. (3.40)

Auch mit dieser Zerlegung ist Ax = b natiirlich dquivalent zu
LR x = P b und kann deshalb durch Vor- und Riickwértseinsetzen
gelost werden. Nun ist zuerst das m x r—System L ¢ = P b zu losen.
Weil r < m ist, ist das aber nicht immer mdoglich. Die ersten r Glei-
chungen ergeben ¢ eindeutig durch Vorwirtseinsetzen. Die restli-
chen m —r Gleichungen sind die Vertréglichkeitsbedingungen. Nun
treten die Vertréglichkeitsbedingungen also bereits beim Vorwért-
seinsetzen auf. Falls sie erfiillt sind, konnen alle Lésungen aus dem
r x n—System R x = ¢ durch Riickwértseinsetzen bestimmt werden,
wobei hier wieder die freie Variablen wahlbar sind, wenn n > r ist.

LA-Skript 3-10

30. September 2007 (©M.H. Gutknecht



Lineare Algebra (2007)

Kapitel 3 — LR-Zerlegung

BrispIEL 3.4: In unserem Beispiel 1.4 auf Seite 1-11 ist m = 7 und
n = 9. Gegeben sind

1 0 5 04 0 010
0 0 0 50 24 16 8 6
1 5 9 36 1 010
A=|110 13 11 8 6 3 1 2 (3.41a)
0 5 418 2 18 12 2 7
1 10 13 21 8 24 16 5 8
0 5 413 2 24 17 6 7
und
b=(1 12 3 8 13 19 16)" . (3.41b)

Wir haben bei der Losung im zweiten Schritt die Zeilen 2 und 3, im
dritten Schritt die Zeilen 3 und 4, und im vierten Schritt die Zeilen 4
und 5 vertauscht, wodurch die Permutation 2 — 5,3 — 2,4 — 3,5 — 4
definiert wird, die durch die folgende Permutationsmatrix P beschrieben
wird:

1000000
0010000
0001000

P=|0000T100 (3.42)
0100000
0000010
00000O0O0 1

Unserer Losung entnimmt man weiter, dass r = 5 ist, und, wenn man die
Auswirkung der Zeilenvertauschungen auf bereits berechnete Kolonnen
von L beriicksichtigt, dass

1000 0/0 0
1100000
1210000
L=| 01310[00], (3.43a)
0014100
1232110
0123201
0 1 0
00 0
30 2
R = 321 |, (3.43b)
100
00 0
00 0
c=(1232100)" . (3.43c)
¢

BEMERKUNG: Der hier behandelte allgemeine Gauss-Algorithmus,
mit dem man jede m x n—Matrix auf Zeilenstufenform bringen kann,
ist primér ein theoretischer Algorithmus fiir exakte Arithmetik.
Man muss ja entscheiden, ob eine potentielle Pivotkolonne null ist
und iibersprungen werden soll. Mit anderen Worten, der Rang einer
Matrix ist numerisch nicht immer exakt definiert. v
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3.3 Block—LR—Zerlegung und LR-Updating

Die Gauss-Elimination und ihre Interpretation als LR—Zerlegung
ist auch mit Blockmatrizen machbar, deren Blocke als unteilbare
Einheiten aufgefasst werden. Allerdings muss man die den Pivotele-
menten entsprechenden Blocke invertieren konnen, d.h. sie miissen
regulér sein, also insbesondere quadratisch. Wir wollen nur den Fall
einer reguléren 2 x 2 Blockmatrix betrachten,

A = (%E) : (3.44)

wobei A auch reguldr sein muss (und damit D sicher quadratisch).

In Anlehnung an die Gauss-Elimination subtrahieren wir das CA~1-
fache der ersten Blockzeile von der zweiten, was

A|B e .

ergibt. Der Block S heisst Schur—-Komplement! [Schur comple-
ment|. Die Operation, die (3.44) in (3.45) iiberfithrt, kann man als
Matrixmultiplikation darstellen:

I |0\/A|[B\ (A|B

(coxt) (6p) - (B8) o

Hier ist die erste 2 x 2 Blockmatrix ganz einfach zu invertieren; man
muss bloss das Vorzeichen des (2, 1)-Blockes dndern:

() - (). e

Damit ergibt sich aus (3.46) die Block—LR~Zerlegung [Block LR
decomposition]

(4f8)- () (4f8) oo

(. J/ N 7 \\
' g

=:A =: L =R
Wir konnen diese Zerlegung noch insofern modifizieren, als wir den
(1,1)-Block A auf die zwei Faktoren aufteilen kénnen. Ist zum
Beispiel eine LR—Zelegung A = LR dieses Blockes moglich und
bekannt, so kénnen wir wegen At = R™'L~! statt (3.48) schreiben

(%ﬁ) B ( Cflil (1) ) < 13 L_SIB ) (3.49)

J/ N / \\
v~ v~ '

= A =L =R

'Issa1 ScHUR (10.1.1875 — 10.1.1941), ab 1916 Professor in Berlin, 1938
Emigration nach Paléstina. Seine theoretischen Arbeiten enthalten auch wich-
tige Algorithmen.
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mit nun neuen Matrizen L und R.

Die Formeln (3.48) und (3.49) haben interessante Spezialfille und
viele Anwendungen. Insbesondere kann man auch theoretische Er-
gebnisse aus ihnen ableiten. Wir fangen mit einem solchen an.

Lemma 3.5 In der 2 x 2 Blockmatriz A € E™" qus (3.44) sei

der (1,1)-Block A reguldr. Dann ist A genau dann requldr, wenn
das Schur—Komplement S aus (3.45) reguldr ist.

BEwEIS: Weil A regulér ist, ldsst sich der Schritt von (3.44) zu (3.45)
durchfiihren, und es gilt (3.46), wobei dort die erste Matrix regulér ist,
denn (3.47) ist ja eine Formel fiir die Inverse.

WEeil diese Matrix regulér ist, lisst sich fiir jede rechte Seite das System

(el () om

l6sen, wobei wir hier annehmen, dass diese entsprechend den Block-
grossen in der Matrix aufgeteilt sei. Nun ist auch A regulédr genau dann,
wenn das Gleichungssysstem AX = y fiir jede rechte Seite y € E™ eine
Losung x hat, also insbesondere fiir jede Losung y von (3.50). Diese ist
dann eine Lésung von

(4135 (cort®) (313

=R =L =y
Teilen wir nun x =: ( x' u'l )T passend in zwei Blocke auf, so folgt
aus
A|B X b
( 0[S > (u> = <c> , (3:51)
dass
Su=c (3.52)

ist. Wir kénnen auf diese Weise also zu jedem c eine Losung dieser
Gleichung konstruieren, wobei wir in (3.50) sogar b = o wihlen diirften.
Es folgt, dass S regulér ist.

Umgekehrt kénnen wir, falls S regulér ist, zu jedem c¢ eine Lésung u von
(3.52) gewinnen, womit sich mittels der ersten Blockzeile von (3.51),

Ax =b — Bu,

fiir beliebiges b ein regulédres System fiir x ergibt. Mit anderen Worten,
wir kénnen zu jedemg = ( b T )T eine Losung X := ( x' u' )T
von AX = b finden, was bedeutet, dass A regulér ist. (Effektiv 16sen wir
hier AX = b durch Block-Riickwiirtseinsetzen.) |

Wir werden spéter in Kapitel 8 ein Lemma beweisen, aus dem man
die obige Aussage von Lemma 3.5 sofort ablesen kann.

(©M.H. Gutknecht 30. September 2007
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Zwei Spezialfille obiger Block—-LR~Zerlegung sind besonders inter-
essant: wenn entweder der (1,1)-Block oder der (2,2)-Block ein
Skalar ist. Im ersten Fall hat man aus (3.48) oder (3.49)

al|bT - 1 ‘OT oz‘bT
(o) - (D) (es) 0w

'

= A =L =R
mit dem Schur-Komplement
S=D-ca'b", (3.54)
das eine Rang-1-Modifikation von D ist.

Diese zwei Formeln beschreiben offenbar gerade den ersten Schritt
der (gewohnlichen) LR—Zerlegung, und man sieht, dass das Schur—
Komplement gerade die Koeffizientenmatrix des ersten Restglei-
chungssystems ist.

Analog gilt im zweiten Fall, in dem wir uns auf (3.49) stiitzen wol-
len, also annehmen, das der (1,1)-Block A bereits in A = LR
zerlegt sei:

(%%):<CT;1?)<§L:1)) (3.55)
\ )7 )

N

g ' g

mit dem skalaren Schur—-Komplement
c=0—-c'Ab=§-c'R'L'b. (3.56)

Wenn wir diese zwei Formeln rekursiv anwenden, ercffnen sie uns
eine neue, rekursive Variante der LR—Zerlegung, die allerdings kei-
ne Zeilenvertauschungen zulésst. Wir fithren dazu noch geeignete
Bezeichnungen ein.

DEFINITION: Die einer m x n Matrix A = ( ;i )1<i<m 1<i<n

zugeordneten min{m, n} quadratischen Teilmatrizen

Ay = ( a; )1§z‘§k,1§j§k (k=1,...,min{m,n}) (3.57)

heissen fithrende Hauptuntermatrizen [leading principal sub-
matrices| von A. A

Unter Verwendung der Bezeichnungen

Ak‘ by, )
=
Ci |ak+1,k+1

A, =LR,, A= ( (3.58)

konnen wir Formeln (3.55)—(3.56) umschreiben in

= 3.99
( cp |ak+1,k+1 SR c Ry | 1 o' | Okt1 /7 (3:59)

= Ap =: L1 =: Rgp1

Ok+1 = Qk41,k+1 — C;R;nglbk . (360)
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Dabei braucht man fiir die Berechnung von Ry, 0xy1 und Lgiq
gemiiss (3.59)—(3.60) die Inversen R, ' und L;' nicht, denn man
kann ja L;'by, und (R])'c; durch Vorwiirtseinsetzen berechnen.

Die Rekursionen fiir Ryy1, 0x41 und Ly, brechen zusammen, so-
bald 0,1 null wird, denn dann existiert R,;il nicht. In der Tat ist
o+1 das Pivotelement im (k 4 1)ten Eliminationsschritt. Nachfol-
gend ein Kriterium dafiir, dass es nicht zum Abbruch kommt.

Satz 3.6 FEine m xn Matrix A vom Rang r ldsst sich genau dann
ohne Zeilenvertauschungen LR-zerlegen, wenn die r fihrenden
Hauptuntermatrizen Ay, (k=1,...,r) requldr sind.

BeEweis: Fiir Matrizen vom Rang 1 ist der Satz richtig, denn eine
LR~Zerlegung existiert genau dann, wenn aj; nicht null ist. Nach einem
Schritt ist die Zerlegung fertig.

Allgemein: Lasst sich A ohne Zeilenvertauschungen LR—zerlegen, so gilt
A = LR, wobei ri1, ..., rpp # 0. Dabei ist Ay, = LyRy (E=1,...,7),
wobei die Faktoren und damit auch Ay, ..., A, reguldr sind.

Fiir die Umkehrung verwenden wir Induktion nach r, wobei die Ver-
ankerung (r = 1) schon erledigt ist. Wir nehmen also an, dass wenn
Rang (A) = r = (ist und Aq,..., A, regulir sind, die LR—Zerlegung
A = LR existiert und wollen zeigen, dass das auch fiir r = £ + 1 gilt.

Es gelte also Rang (A) = r = {41, und es seien Ay, ..., A, regulir. Weil
Aq,...,A,_1 reguldr sind, ldsst sich A,_; ohne Zeilenvertauschungen
LR—zerlegen, d.h. A,_; = L,_1R,_1, wobei L,_; und R,_; auch die
fithrenden Hauptuntermatrizen der Faktoren L und R sind, die zu einer
allfalligen LR-Zerlegung von A gehoren. Da auch A, regulér ist, folgt
aus Lemma 3.5, dass das Schurkomplement von A,._; beziiglich A, nicht
null ist: 0 = r.- # 0. Damit sind r nichtverschwindende Pivots gefunden;
die allenfalls verbleibenden m — r Zeilen von R (in der Zeilenstufenform
von A) enthalten lauter Nullen, und es gilt A = LR. |

Zusammenfassend erhalten wir:

Algorithmus 3.3 (LR—Zerlegung durch Updating) Zur
LR-Zerleqgung einer requldren Matriz A, deren n — 1 fiihrende
Hauptuntermatrizen Ay (k= 1,...,n—1) regulir sind, setze man
zundchst Ly = ( 1 ), R, = ( an ) Firk=1,...,n—1 teile
man dann Ay, gemdass (3.58) in vier Blicke auf und berechne

Ok+1 = Qf41,k+1 — C;—RI;ILI;Ibk 9 (361&)
Lk o

Lyt = (;_F) : (3.61b)
- R |1
R, |L.'b

Rk+1 = ( O.IIf ;k+1k ) . (361C>

Dabei erhdlt man L; 'by, und (R]) ey durch Vorwdrtseinsetzen.
Der Algorithmus bricht nur ab, wenn entgegen der Voraussetzung
eine der Hauptuntermatrizen singuldr ist, und zwar ist o, = 0
(und damit Ry, singuldr) genau dann, wenn Ay singuldr ist.
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3.4 Die Cholesky-Zerlegung

In Abschnitt 3.1 haben wir darauf hingewiesen, siehe (3.25)—(3.26),
dass man die LR—Zerlegung PA = LR (mit Zeilenvertauschungen)
jederzeit durch eine dquivalente LDR-Zerlegung PA = LDR,; er-
setzen kann, wo D die Diagonale von R und R; := D™ 'R ist.

Ist A symmetrisch oder Hermitesch und die Zerlegung ohne Zeilen-
vertauschen moglich, so ist dabei P = I und automatisch R; = LT
bzw. R; = LH, so dass gilt:

A=LDL"| bzw. |A=LDLH | (3.62)

Sind zudem die Diagonalelemente d;; := r; von D positiv, so kann
man ihre Quadratwurzeln berechnen und jene von D definieren als

Dz := diag (v/111, /722, - - /Toom) - (3.63)

Setzt man nun

R:=D:LT bzw. R :=D:L", (3.64)

erhiilt man die Cholesky-Zerlegung? [Cholesky decomposition|

A=R'R| bzw. A=R"R. (3.65)

Bei der linken Version setzt man dabei voraus, dass die Matrizen
reell sind, aus einem Grund, auf den wir gleich kommen werden.

Nun haben wir in Abschnitt 3.3 gesehen, dass man die LR-Zerlegung
(theoretisch) ohne Zeilenvertauschungen ausfiithren kann genau dann,
wenn die fithrenden Hauptuntermatrizen Ay, (k = 1,...,n — 1) re-
guldr sind. Aber wann kénnen wir das garantieren? Und wann sind
dann zudem die Diagonalelemente von D positiv?

Es gibt eine wichtige Klasse reell symmetrischer oder Hermitescher
Matrizen, wo das gewéhrleistet ist.

DEFINITION:  Eine reell symmetrische n x n Matrix A heisst po-
sitiv definit [positive definite| oder, kurz, eine spd Matrix, falls

x"Ax >0 fiirallex € R", x#o0. (3.66)

Eine Hermitesche n x n Matrix A heisst positiv definit [positive
definite| oder, kurz, eine Hpd Matrix, falls

x"Ax >0 firallexcC", x#o. (3.67)

Gilt (3.66) bzw. (3.67) nur mit dem >—Zeichen, so heisst die Matrix
positiv semidefinit [positive semidefinite]. A

2ANDRE Louis CHOLESKY (15.10.1875 — 31.10.1918), franzosischer Offizier,
der unter anderem Vermessungen in Algerien und Tunesien durchfiihrte und
im ersten Weltkrieg als Regimentskommandant fiel; Ritter der Ehrenlegion.
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Lemma 3.7 Eine reell symmetrische oder Hermitesche Matrix,
die positiv definit ist, ist requldr.

BEWEIS: Wire eine spd oder Hpd Matrix A singuldr, gibe es nach
Korollar 1.7 nichttriviale Losungen x des homogenen Systems Ax = o.
Fiir diese x wire aber x' Ax = 0 bzw. x7Ax = 0 im Widerspruch zu
(3.66) und (3.67). [

Im folgenden betrachten wir den Hermiteschen Fall; den reell sym-
metrischen erhilt man daraus als Spezialfall: im wesentlichen ist ™
durch T zu ersetzen.

Es sei also A eine Hpd Matrix der Ordnung n. Wahlt man x € C”
speziell von der Form

u

X:(()) mit uECk,u#O,
so sieht man, dass auch jede Hauptuntermatrix A, positiv definit
ist:

0<x"Ax=u"Aju firalleueC’, u+#o.
Insbesondere ist nach Lemma 3.7 Ay, fiir £k = 1,...,n reguldr. Dies
bedeutet nach Satz 3.6, dass man A ohne Zeilen zu vertauschen

LR-zerlegen kann: A = LR = LDL", wobei L und D regulir sind.
Damit gilt fiir beliebiges x € C", x # o, dass

0 < x"Ax = x"LDL"x = y"Dy . (3.68)

falls y := LM"x. Weil LT regulir ist, gibt es zu jedem y # o ein
X # 0, das heisst (3.68) gilt auch fir alle y # o. Da D diagonal ist,
bedeutet das, dass d;; > 0 (i = 1,...,n), womit man D: und R
wie in (3.63) und (3.64) definieren kann. Mit anderen Worten, die
Cholesky-Zerlegung von A existiert.

Umgekehrt, folgt aus der Existenz der Cholesky-Zerlegung A =
R'R sofort, dass A Hermitesch ist. Weiter gilt mit der Definition
y = Rx, dass

x"Ax = x"R"Rx = yly >0,

falls y # o. Dabei bedingt y = o wieder, dass x = o ist. Also ist A
positiv definit.

Damit ist folgender Satz bewiesen:

Satz 3.8 FEine reell symmetrische oder Hermitesche Matriz A
ist genau dann positiv definit, wenn sie eine Cholesky-Zerlegung
(3.65) hat, worin R eine (reelle bzw. kompleze) Rechtsdreiecksma-
triz mit positiven Diagonalelementen ist.

Es gibt wiederum verschiedene Varianten der Berechnung von R:
zeilenweise mit Berechnung des Schurkomplementes (analog zum
Gauss-Algorithmus 1.1), oder zeilenweise direkt (analog zur LR-
Zerlegung in Algorithmus 3.1, oder auf dhnliche Art kolonnenwei-
se, oder durch Updating wie in Algorithmus 3.3. Die zeilenweise
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Berechnung entspricht auch der Reihenfolge der fithrenden Haupt-
untermatrizen.

Algorithmus 3.4 (Zeilenweise, direkte Cholesky-Zerle-
gung) Zur Cholesky-Zerlegung einer positiv definiten reell sym-
metrischen oder Hermiteschen n x n Matrixz A berechne man fiir
1=1,...,n:

Ti i= 4| Qs — Z [P (3.69a)

i—1
Tik = (aik — Tji Tjk> = (k‘ =0k ,n) . (369b)
17

Dabei sind die Summen leer, wenn i = 1 ist. Im letzten Schritt
mit i = n entfdllt die zweite Formel (3.69b).

Anwendung auf Gleichungssysteme; Rechenaufwand

Natiirlich kann man die Cholesky-Zerlegung genau wie die LR~
Zerlegung zum Losen eines Gleichungssystems einsetzen.

Algorithmus 3.5 (Gauss-Elimination durch Cholesky-
Zerlegung, Vor- und Riickwirtseinsetzen)

Zum Losen eines Gleichungssystems Ax = b mit symmetrisch
oder Hermitesche positiv definiter Matrix A kann man wie folgt
vorgehen:

1. Cholesky-Zerlegung A = R"R von A, z.B. mittels Algorith-
mus 3.4.

2. Vorwirtseinsetzen: Ric = b auflésen nach c.

3. Riickwdrtseinsetzen: Rx = ¢ auflosen nach x.

Weil in der Cholesky-Zerlegung und in der symmetrischen LDR~
Zerlegung (3.62) nur eine Dreiecksmatrix zu bestimmen ist, redu-
ziert sich der Rechenaufwand im Vergleich zur LR—Zerlegung und
zur Gauss-Elimination um fast die Hélfte. Im Detail gilt analog zu
Satz 3.2 folgende Aussage:

Satz 3.9 Der Rechenaufwand fir die Cholesky-Zerlequng einer
voll besetzten, symmetrisch oder Hermitesch positiv definiten nxn-
Matriz betrigt n Divisionen (inklusive der letzten, die man erst im
Riickwirtseinsetzen braucht), n® + 3n* 4+ O(n) Multiplikationen
und $n® + O(n) Additionen. Fiir Vor- und Riickwirtseinsetzen
braucht man zusdtzlich pro rechte Seite je n?> — n Additionen und
n? +n Multiplikationen.
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Kapitel 4

Vektorraume

In der Mathematik trifft man vielerorts folgende Struktur an: Die
Elemente einer bestimmten Menge lassen sich in natiirlicher Weise
addieren und mit einer reellen (oder komplexen) Zahl multiplizieren
(“strecken”), wobei das Resultat beider Operationen je wieder ein
Element der Menge ist und gewisse einfache Regeln gelten. Diese
Struktur, genannt Vektorraum oder linearer Raum, kann als Ver-
allgemeinerung des n—dimensionalen Euklidischen Raumes, den wir
in Kapitel 2 behandelt haben, aufgefasst werden.

4.1 Definition und Beispiele

DEFINITION: Ein Vektorraum [vector space] V iiber E (:= R
oder C) ist eine nichtleere Menge auf der eine Addition [Addition]

z,yeV +— xz4+yecV
und eine skalare Multiplikation [scalar multiplication]
a€cE xeV +— areV
definiert sind, wobei folgende Grundregeln gelten:
(V) z+y=y+=z (Vz,y € V),
(V2) (x+y)tz=a+(y+z) (Vo,y,2€V),

(V3) es gibt ein ausgezeichnetes Element o € V' mit

r+o=ux (Vz e V),

(V4) zu jedem x € V gibt es ein eindeutig bestimmtes —z € V' mit
r+(—x)=o,

(V5) a(z+y) =ar+ oy (Va € E, Va,y € V),

(V6) (a+ f)xr = az + fx (Va, 3 € E,Vz € V),

(V7)) (af)x = a(fx) (Va,B € E,Vz € V),

(V8) lx == (Ve e V).

Die Elemente von V heissen Vektoren [vector|. Das Element o € V
ist der Nullvektor [zero vector|. Die Elemente von E bezeichnet
man als Skalare [scalars]. Statt Vektorraum sagt man auch linea-
rer Raum |[linear spacel. Ist E = R, heisst der Vektorraum reell,
falls E = C komplex. A

(©M.H. Gutknecht 30. September 2007
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Die Grundregeln (V1)-(V8) nennt man wieder Axiome |axioms],
weil sie postulierte Grundeigenschaften der mathematischen Struk-
tur “Vektorraum” sind. Allein auf ihnen aufbauend wird die ganze
Theorie abstrakter Vektorrdume aufgestellt. Will man anderseits
nachweisen, dass eine bestimmte Menge zusammen mit geeignet
gewihlten Operationen “Addition” und “skalare Multiplikation” ef-
fektiv einen Vektorraum bildet, muss man verifizieren, dass wirklich
in diesem Falle (V1) bis (V8) gelten. Solche Beispiele werden wir
gleich betrachten. Hiufig ist dabei der Nachweis der meisten Axio-
me so einfach, dass es sich nicht lohnt, die Details aufzuschreiben.

Die Axiome (V1)—(V4) besagen gerade, dass ein Vektorraum beziig-
lich der Addition eine kommutative Gruppe bildet; vgl. Seite 2-9.

Wir betrachten nun eine Reihe von Beispielen von Vektorrdumen:

BeisrieL 4.1:  Der Raum R™ der reellen n-Vektoren

] Y1
X = ) y = : )
Tn Yn
mit der Addition
1 Y1 1+ Y1
X+y= : + : = : (4.1a)

und der skalaren Multiplikation

I QT

ax =«

(4.1b)

Tn axy,

¢

BeispieL 4.2: Der Raum C'fa, b] der auf dem Intervall [a, b] definierten
und dort stetigen reellen Funktionen [continuous real functions] mit
der (punktweisen) Addition

f+g: z€la,b — f(zx)+g(z)eR (4.2a)
und der (punktweisen) skalaren Multiplikation

af: x€la,b] — af(z) eR. (4.2b)
¢

BrispieL 4.3: Der Raum C"[a, b| der auf dem Intervall [a, b] m-mal
stetig differenzierbaren Funktionen [m-times continuously differen-
tiable functions| mit (4.2a) und (4.2b). Hier ist (0 < m < 00). Zudem
setzt man CYa,b] := Cla,b]. ¢
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BEISPIEL 4.4: Der Raum P, aller Polynome vom Grad < m [po-
lynomials of degree < m| mit reellen Koeffizienten,

p(t) == ap+art+- - +ant™, q(t) :=byg+bit+ - +but™, ...
mit der Addition
(p+q)(t) := (a0 +bo) + (a1 +b1)t+ -+ (am + b)) t™  (4.3a)
und der skalaren Multiplikation:
(ap)(t) = (aao) + (aa)t+- -+ (aam) ™. (4.3D)

Dies ist eine “algebraische” Definition der Addition und skalaren Multi-
plikation fiir Polynome. Die Potenzen 1,t,...,t™ sind nur “Platzhalter”;
es wird nicht beniitzt, dass man fiir x einen reellen Wert einsetzen und
so einen Funktionswert p(z) berechnen kann. Wir kénnten (4.3a), (4.3b)
durch (4.2a), (4.2b) (mit p statt f, g statt g) ersetzen, was eine “analy-
tische” Definition ergébe.

Mit (4.3a), (4.3b) ist Py, “Aquivalent” zu R™FL; mit (4.2a), (4.2b) ist
P, dagegen ein “Teilraum” von C(R). Die genauere Bedeutung von
“dquivalent” und “Teilraum” folgt spéter.

Py ist der Raum der Polynome vom Grade 0, das heisst der reellen
Konstanten. Er ist offensichtlich “Aquivalent” zu R!, das heisst zu den
reellen Zahlen aufgefasst als Vektorraum. ¢

BrispIEL 4.5:  Auch die Menge aller Polynome,

o0

P = UO Pon (4.4)

(die Vereinigung aller Mengen P,,) ist zusammen mit der durch (4.3a)
und (4.3b) definierten Addition und skalaren Multiplikation ein Vektor-
raum. (Bei der Addition muss man m gleich dem grosseren der zwei
Grade von p und ¢ wéhlen.) Zu P gehoren Polynome beliebig hohen
Grades, jedoch keine nichtabbrechenden Potenzreihen.

Polynome kénnte man natiirlich auch miteinander multiplizieren, aber
diese Operation lassen wir hier ausser acht. Lésst man sie anstelle der
skalaren Multiplikation zu, so bilden die Polynome einen Ring mit Eins
(die Konstante 1), vgl. Seite 2-9. Anders als der Ring der n x n Matri-
zen ist dieser jetzt aber kommutativ (weil die Polynom-Multiplikation
kommutativ ist: p(t)q(t) = ¢(¢)p(t)) und hat keine Nullteiler. Er hat
damit die gleichen Grundeigenschaften wie der Ring der ganzen Zahlen.

¢

BrispieL 4.6: Der Raum / der rellen Zahlfolgen {x;}72, mit glied-
weiser Addition

{zr} +{yr} = {zr + uet (4.5a)
und gliedweiser skalarer Multiplikation

ao{zxi} = {axy}. (4.5b)
¢
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Zu jedem dieser Beispiele reeller Vektorrdume gibt es einen analog
definierten komplexen Vektorraum. Zum Beispiel analog zu Cla, b]
den Raum der auf [a, b] stetigen komplexwertigen Funktionen.

Es sei nochmals betont, dass man fiir jedes Beispiel verifizieren
miisste, dass die Vektorraum-Axiome erfiillt sind.

Aus den Vektorraum-Axiomen lassen sich eine Reihe weiterer ein-
facher Regeln ableiten:

Satz 4.1 Es set V' ein Vektorraum diber E. Fiir alle x,y € V und
alle o € E gilt:

0x = o, (4.6)
ao = o, (4.7)
ar = 0= a=0 oder x =0, (4.8)
(—a)r = a(—z) = —(ax) . (4.9)

Obwohl diese Aussagen im Hinblick auf den Spezialfall V' = R"
trivial aussehen, sind ihre Beweise zum Teil etwa miihselig. Als
Beispiel eines solchen Beweises geben wir jenen fiir (4.6) an.

BEWEIS von (4.6):  Es ist nach (V6) zunéchst
0z =(0+40)x =0z + Oz.

Nach (V4) gibt es zu y := Oz einen Vektor —y mit 0z + (—y) = o. Unter
Verwendung von (V2) und (V3) folgt weiter, dass

o = 0z+ (—y) = (0x +0z) + (—y)

) 0z + 0z + (—y)) =0z +o0 “ 0z .

Ahnlich beweist man

Satz 4.2 Zu x,y € V existiert z € V mit x + z = y, wobet 2
eindeutig bestimmt ist und gilt: z = y + (—x).

Die erste Aussage (Existenz) kann an die Stelle der Axiome (V3)
und (V4) treten. Der Satz liefert auch eine Definition der Subtrak-
tion in V:

DEFINITION: In einem Vektorraum V' ist die Subtraktion [sub-
traction| zweier Vektoren z, y € V definiert durch

y—x = y+(-x). R
AUSBLICK: Allgemeiner kann man in der Definition des Vektor-
raumes anstelle von R oder C einen beliebigen Skalarenkorper
field of scalars| K zulassen und Vektorrdume iiber K definieren.
Ein Korper ist eine weitere durch Axiome definierte mathemati-
sche Struktur. Es ist ein kommutativer Ring mit Eins und ohne
Nullteiler, indem auch die Division definiert ist, solange der Divisor
(Nenner) nicht das neutrale Element der Addition (die “Null”) ist.
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Die rellen und komplexen Zahlen, R und C, mit der {iblichen Ad-
dition und Multiplikation sind die bekanntesten Beispiele. Obwohl
wir im folgenden solche allgemeinere Vektorrdume nicht betrachten,
fiigen wir hier die Definition eines Korpers an:

DEFINITION:  Ein Kérper [field] ist eine nichtleere Menge K auf
der eine Addition

a,feK +— a+peK
und eine Multiplikation

a, feK +— a-pgek
definiert sind, wobei folgende Grundregeln gelten:
(K1) a+p8=0+a (Vo 6 € K),

(K2) (a+B)+vy=a+(B+7)  (Va,B,7 €K),

(K3) es gibt ein ausgezeichnetes Element 0 € K mit

at+0=a (Va € K),

(K4) zu jedem « € K gibt es ein eindeutig bestimmtes —a € K mit
a+(—a)=0,

(K5)aﬁ:ﬁa (VO{,ﬂEK),

<K6) (045)7:@(57) (Vaaﬁa’YGK)a

(K7) es gibt ein ausgezeichnetes Element 1 € K, 1 # 0, mit
a-l=a (Va € K),

(K8) zu jedem a € K, o # 0 gibt es ein eindeutig bestimmtes
ateKmit a- (a!) =1,

(K9) a-(B+7)=a-B+a-y  (Vo,8,7 €K),

(K10) (a+pB) - y=a-v+B-7  (Va, 8,7 € K).
A
Die Axiome (K1)-(K4) bedeuten, dass K beziiglich der Addition
eine kommutative Gruppe ist, und wegen den Axiomen (K5)—(K8)
ist K\{0} (d.h. K ohne die Null) auch eine kommutative Gruppe
beziiglich der Multiplikation. Schliesslich sind die Axiome (K9) und
(K10) die iiblichen Distributivgesetze. Den Multiplikationspunkt
lasst man oft weg.

Axiom (K8) hat zur Folge, dass man in einem Korper eine Division
definieren kann:

a/B = a-p7h. (4.10)
Léasst man dieses Axiom weg, so hat man anstelle eines Korpers
einen kommutativen Ring mit Eins. v
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4.2 Unterrdume, Erzeugendensysteme

DEFINITION:  Eine nichtleere Teilmenge U eines Vektorraums V'
heisst Unterraum [subspacel, falls sie beziiglich Addition und ska-
larer Multiplikation abgeschlossen ist, d.h. falls

r+yel, axelU (Vz,y e U, Va € E). (4.11)
A

In einem Unterraum U C V sind Addition und Multiplikation gleich
definiert wie in V. Zudem gelten die Axiome (V1), (V2), (V5)—(V8),
weil sie in V' gelten. Schliesslich ist fiir jedes x € U auch O0x € U
und (—1)x € U, wobei wir nach Satz 4.1 und (V8) wissen, dass

0z =o, (- z=—(lz) = —=x.
Also gelten (V3) und (V4) auch, und wir erhalten die folgende Aus-
sage.
Satz 4.3 Ein Unterraum ist selbst ein Vektorraum.

BEispiEL 4.7:  Fasst man die Polynome als auf R definierte Funktionen
auf, und ist 0 < m < n, so gilt

Po CPm CP,CPCC®R)cCcC"R)c C™"(R) C C(R), (4.12)

wobei nun jeder Raum Unterraum der rechts davon stehenden Vek-
torrdume ist. ¢

BrIsPiEL 4.8:  Jeder Vektorraum V ist ein Unterraum von sich selbst.
Zudem hat jeder Vektorraum als Unterraum den Raum {o}, der nur den
Nullvektor enthélt. Dieser Nullraum ist selbst auch ein Vektorraum, der
alle Axiome erfiillt. ¢

BrisPieL 4.9:  Im geometrisch interpretierten Vektorraum R? der Orts-
vektoren ist jede Ebene durch den Ursprung O und jede Gerade durch
O ein Unterraum. ¢

Ein weiteres, besonders wichtiges Beispiel formulieren wir als Satz:

Satz 4.4 Ist A € R™*™ eine reelle m x n—Matriz und Ly die Men-
ge der Losungsvektoren x € R™ des homogenen Gleichungssystems

Ax =o,
so ist Ly ein Unterraum von R™.
BEwWEIs: Sind x,y € Ly, d.h. gilt Ax =0 und Ay = o, so folgt
Ax+y)=Ax+ Ay =o,

und fiir alle « € R
A(ax) = a(Ax) =o,

d.h. es gilt x +y € Ly, ax € Ly. [
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Dieser Satz ist eine Verallgemeinerung von Beispiel 4.9: Der Losungs-
raum von Ax = o ist eine “Ebene” (ein Unterraum) im R” durch
den Ursprung.

Als néchstes iibertragen wir den Begriff der Linearkombination von
E™ (siehe Kapitel 2, Seite 2-10) auf beliebige Vektorrdume.

DEFINITION: Es seien V ein Vektorraum iiber E, und aq,...,a, €
V ausgewihlte Vektoren. Ein Vektor der Form

¢
T = may + o+ Yeae = Z%ak (4.13)
k=1

mit y1,...,7 € E heisst eine Linearkombination [linear combi-
nation| von ay, ..., ay. A

Die Gesamtheit aller Linearkombinationen von aq, ..., a, ist offen-
sichtlich ein Unterraum, denn (4.11) ist fiir die Vektoren der Form
(4.13) mit festen Vektoren aq, ..., a, und freien Skalaren ~1,..., 7
erfiillt.

DEFINITION: Die Menge aller Linearkombinationen von aq, ..., ay
heisst der von ay,...,a, aufgespannte (oder: erzeugte) Un-
terraum [subspace spanned by ai,...,a,; span| oder die lineare
Hiille von ay, ..., a, [linear hull]. Er wird bezeichnet mit:!

l

span {a,...,a;} = {nykak D Y1, ., € E} . (4.14)

k=1

Der von einer unendlichen Folge oder Menge S C V erzeugte Unter-
raum ist gleich der Gesamtheit aller Linearkombinationen endlich?
vieler Vektoren aus S:

span S = {nykak; meN; ay,...,a, €95; 71,...,7mEIE}.

k=1
(4.15)
Die Vektoren ay, ..., ay in (4.14) bzw. die Menge S in (4.15) heissen
Erzeugendensystem |[spanning set| von span {ai,...,a;} bzw.
span S. A

BreispieL 4.10: Die vier Vektoren

1 0 2 2
a] — 2 y ag — 1 5 ag — 0 s aq — 1
0 0 0 0

spannen offenbar im 3-dimensionalen Raum die Koordinatenebene F1o
auf, die alle Vektoren enthélt, deren dritte Koordinate null ist. Sie sind

LOft schreibt man auch (ay,...,a,) fiir diesen Unterraum, was wir aber
wegen des Konfliktes mit unserer Notation fiir das Skalarprodukt vermeiden.

2Man betrachtet anderswo in der Mathematik allerdings auch Vektorriume
und Unterrdume, die von Linearkombinationen unendlich vieler Vektoren er-
zeugt werden; siehe den Ausblick am Schluss von Abschnitt 6.3.

(©M.H. Gutknecht 30. September 2007
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also eine Erzeugendensystem fiir Ey9. Offensichtlich wiirden dazu schon
die Vektoren as; = e, und ag = 2e; reichen; diese sind auch ein Erzeu-
gendensystem fiir F1o. In der Tat spannen irgend zwei der vier Vektoren
F1o auf. Definiert man die Matrix A = ( a; ay ag ay ), SO ist

span {ay,as,a3,a4} = {y = Ax; x € R*} c R%. ¢
BEISPIEL 4.11:  Die m + 1 Monome [monomials] 1, t, t2, ... ,t™ sind
ein Erzeugendensystem des Raumes Py, aller Polynome vom Grade < m.
Offensichtlich reichen weniger als m 4 1 Polynome nicht. ¢
BrisPieL 4.12:  Die (unendlich vielen) Monome 1, ¢, t?, ... bilden

ein Erzeugendensystem des Raumes P aller Polynome aus Beispiel 4.5.
Jedes Polynom hat ja einen endlichen Grad m und lasst sich deshalb als
Linearkombination von 1, ¢, t2, ..., t™ schreiben. ¢

4.3 Lineare Abhingigkeit, Basen, Dimension

Die vorangehenden Beispiele lassen vermuten, dass sich gewisse Er-
zeugendensysteme dadurch auszeichnen, dass sie aus einer minima-
len Anzahl von Vektoren bestehen. In grosseren Erzeugendensyste-
men lassen sich ein Teil der gegebenen Vektoren als Linearkombi-
nationen der anderen Vektoren darstellen.

DerINITION: Die Vektoren aq,...,a, € V heissen linear abhén-
gig |linearly dependent|, falls es Skalare ~,...,7, gibt, die nicht
alle 0 sind und fiir die gilt

nay + -+ yeap=o. (4.16)
Andernfalls, d.h. wenn (4.16) impliziert dass v, = -+ =, = 0, sind
die Vektoren linear unabhingig [linearly independent]. A

Lemma 4.5 Diel > 2 Vektoren ay, . . .a, sind linear abhdngig ge-
nau dann, wenn sich einer dieser Vektoren als Linearkombination
der andern schreiben ldsst.

Bewels:  Sind die Vektoren aq,...a, linear abhéngig, gilt (4.16) mit
i # 0 fiir ein k,1 < k < ¥; folglich ist

ap = — — aj.

Die Umkehrung ist trivial. [

BrispiEL 4.13:  Die vier Vektoren von Beispiel 4.10 sind linear abhéngig,
denn es ist

2a; —4as —ag+0ay =o bzw. a3 = 2a; —4as.
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BrispiEL 4.14:  Die drei Funktionen ¢t — 1, cos®t, cos2t € C™(R)
sind linear abhéngig, denn

cos2t = 2cos’t — 1.

¢

BEeispieL 4.15:  Sowohl als formale Polynome als auch als reelle Funk-
tionen sind die m + 1 Monome t +—— 1,t,t2,...,t™ € P, C C®(R)
linear unabhéngig, denn

m

k=0

impliziert 79 = 1 = ...7v¥m = 0. Die Summe ist ja selbst ein Polynom
vom Grad < m, muss also das Nullpolynom sein. Dieses kann man aber
nicht anders als Linearkombination der Monome 1, ¢, ¢2,...,t"™ darstel-
len, als wenn alle Koeffizienten null sind. ¢

BrispieL 4.16:  Sind die drei Polynome
pi(t) = 1+12, pa(t) =11, p3(t) = 1+2+t1 (417
wohl linear unabhéngig? Aus der Bedingung, dass fiir alle ¢ gilt

0 = yp1(t) + v2p2(t) + v3p3(t)
=31 (1412 + 71 —2) + (1 + 2 +th)
= (’Yl + 72 + ’)’3) + (’}’1 — 72+ ’73)t2 + ’73754,

folgt durch Koeffizientenvergleich (wir wissen aus Beispiel 4.15 ja, dass
die Monome 1, t2, t* linear unabhéngig sind):

Mm+y2+y3=0
Mm—72+713=0 (4.18)
13 =0.

Dies ist ein lineares Gleichungssystem. Ein Eliminationsschritt fithrt be-
reits auf die LR—Zerlegung

1

[\)

1 11 100 1 1
1 =11 |=|110 0 -2 0 |, (4.19)
0 01 001 0 01

aus der man schliesst, dass die Matrix des 3 x 3—-Systems (4.18) regulér
ist. Also hat das homogene System nur die triviale Losung; das heisst
1 = v2 = 73 = 0, was bedeutet, dass die Polynome p;1, p2, ps linear
unabhéngig sind. ¢

BrispiEL 4.17:  Sind ag, 9, ...,a, € R paarweise voneinander ver-
schieden, so sind die Funktionen

t s et g2t et ¢ O°(R) (4.20)

linear unabhéngig.

(©M.H. Gutknecht 30. September 2007
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BEwEIs: Wir diirfen annehmen, die oy, seien der Grosse nach geordnet:
o] < ag < --- < an. Wiren die Funktionen linear abhéngig, so gidbe es
einen grossten Index k£ mit der Eigenschaft, dass e®! eine Linearkombi-
nation der iibrigen Funktionen ist:

E—1
ekt — Z’yj et
j=1
Es folgt, dass
k—1
f) = nyj els—anlt =1
j=1

Wegen a; — oy, < 0 (j = 1,...,k — 1) ist aber limy_.o f(t) = 0 im
Widerspruch zu f(t) = 1. u ¢

Die Verallgemeinerung der linearen Unabhéngigkeit auf unendliche
Mengen von Vektoren ist heikel. In der linearen Algebra geht man
iiblicherweise zunéchst anders vor als in spéteren Anwendungen.
Wir kommen in Abschnitt 6.3 auf diesen Punkt zuriick.

DEFINITION: Eine unendliche Menge von Vektoren heisst linear
unabhingig [linearly independent|, wenn jede endliche Teilmenge
linear unabhéngig ist. Andernfalls ist die Menge linear abhingig
[linearly dependent]. A

Brispien 4.18:  Ist {ag}72, eine Folge verschiedener reller Zahlen, so
sind die unendlich vielen Funktionen

t—s et (k=1,2,...)

gemiss Beispiel 4.17 linear unabhéngig.

Wir konnten hier sogar von einer beliebigen Menge verschiedener re-
eller Zahlen ausgehen, zum Beispiel sogar von ganz R. Wir konnten
auch beliebige komplexe Exponenten zulassen, miissten dann aber den
Beweis anpassen. Es gibt hier offenbar eine enorm grosse Zahl linear un-
abhéngiger Funktionen. ¢

Es ist nun naheliegend, unter den Erzeugendensystemen fiir einen
Vektorraum solche auszuwéhlen, die moglichst klein sind. Umge-
kehrt mochte man Mengen von linear unabhéngigen Vektoren so
gross wahlen oder so ergéinzen, dass sie den ganzen Raum erzeu-
gen. Beides fiihrt auf den folgenden Begriff.

DEeFINITION:  Ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem eines
Vektorraums V heisst Basis [basis] von V. A

BrispieL 4.19:  Die n Einheitsvektoren im E”,

1 0 0
0 1 0
et =0, e =0, ..., e, = : (4.21)
: : 0
0 0 1
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(das sind die n Kolonnen der Einheitsmatrix I,,) spannen den Raum E"
auf, sind also ein Erzeugendensystem von E™. Offensichtlich reichen we-
niger als n Vektoren dazu nicht. Diese n Vektoren bilden also eine Basis
des E" (d.h. des R™ und des C"). Wir nennen sie die Standardbasis
[standard basis]. ¢

BrispiEL 4.20:  Was gibt es fiir andere Basen in E™?

Die n Kolonnen by, bg, ..., b, € E" einer n xn Matrix B bilden genau
dann eine Basis von E™, wenn B regulér ist.

In der Tat gilt nach Korollar 1.7: Ist B reguléir, hat Bx = c fiir jedes
c € E" eine Losung und fiir ¢ = o nur die Nulllésung. Das heisst gerade,
dass die Kolonnen von B den Raum E” erzeugen und linear unabhéingig
sind.

Ist B dagegen singulér, so sind seine Kolonnen weder erzeugend noch
linear unabhéngig.

Sind zum Beispiel by, bs, ..., b, € E" die n Kolonnen einer oberen
Dreiecksmatrix,
b11 b12 bin
ba2 ban
b, = 0 , by = 0 N b, = bsn
0 0 bnn
und sind die Diagonalelemente b11, bos, ..., by, alle nicht 0, so bilden
diese Kolonnen von B eine Basis von E™. ¢

BrispierL 4.21:  Wir wissen bereits, dass die drei Polynome p1, ps2, p3
aus (4.17) linear unabhéngig sind. Sie liegen alle in P4 und sind alles ge-
rade Funktionen (d.h. pi(—t) = p(t)). Sicher bilden sie nicht eine Basis
von Py, denn die Polynome ¢ und ¢3 gehoren nicht zum von pq, p2, p3 er-
zeugten Unterraum. Man konnte aber vermuten, dass dieser Unterraum
gleich dem Unterraum G, aller gerader Polynome vom Hochstgrade 4
ist, das heisst, dass gilt?

Gy = span {1,t2,t*} = span {p1,p2, p3} . (4.22)
Dazu miissten wir zeigen, dass ein beliebiges Polynom der Form
gt) =a+bt* +ct*

als Linearkombination von pi, po, p3 dargestellt werden kann. Analog
zur Rechnung in Beispiel 4.16 miisste nun die Bedingung

a+bt2 4+ ctt = yipi(t) + yop2(t) + 3p3(t)
= (y1+ 72+ 73) + (71 — 72 + 13)t2 + 3tt

gelten, die durch Koeflizientenvergleich das inhomogene System

3Wir sind hier und anderswo etwas schludrig in der Notation und verwenden
Bezeichungen wie p(t), t" auch fiir die Funktionen, nicht nur fiir die Funkti-
onswerte.

(©M.H. Gutknecht 30. September 2007
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M+t =a
Y—v2+y3="> (4.23)
Y3 ==¢

liefert. Da das homogene System (4.18) nur die triviale Losung hat, wis-
sen wir aus Korollar 1.6, dass obiges System fiir beliebige rechte Seiten

( a b c )T losbar ist. Also ist {p1, p2, p3} ein Erzeugendensystem fiir
Ga, d.h. (4.22) ist richtig.

Wir kénnen dies hier dank Korollar 1.6 schliessen, ohne die Koeffizienten
v explizit als Funktion von a, b, ¢ zu bestimmen. Allerdings wére auch
das einfach, denn mittels der LR-Zerlegung (4.19) kann man das System
(4.23) mit a, b, ¢ als Parameter lésen. ¢

BeisrieL 4.22: Die abzahlbar unendlich vielen Monome
t— 1, t, t2, ...

bilden eine Basis (die Standardbasis) des Raumes P aller Polynome, vgl.
(4.4). Wir sahen ja bereits, dass endlich viele Monome linear unabhéngig
sind. Nach unserer Definition ist also auch die unendliche Menge aller
Monome linear unabhéngig. Zudem ist jedes Polynom eine endliche Li-
nearkombination von Monomen. ¢

BreispieL 4.23:  Die unendlich vielen Zahlfolgen

er:=(100 ...),
62:5(0 1 0 ),

bilden die Standardbasis des Vektorraumes ¢y der abbrechenden (rellen
oder komplexen) Zahlfolgen. Denn offensichtlich kann man jedes Ele-
ment von ¢y als Linearkombination endlich vieler dieser Vektoren dar-
stellen, und anderseits sind endlich viele dieser Vektoren auch immer
linear unabhéngig. ¢

VORAUSSETZUNG: Im folgenden beschrianken wir uns auf Vektor-
rdume, die ein endliches Erzeugendensystem besitzen.

Fiir diese Rdume sind einige grundlegende Fakten leicht herzuleiten:

Lemma 4.6 Gibt es zu einem (vom Nullraum verschiedenen)
Vektorraum ein endliches Erzeugendensystem, so besitzt er eine
Basis, die eine Teilmenge des Erzeugendensystems ist.

BeEwEeis: Ist das Erzeugendensystem nicht ohnehin linear unabhéngig
und enthilt es mehr als einen Vektor, so ldsst sich geméss Lemma 4.5
einer der Vektoren durch die anderen ausdriicken. Man kann also die-
sen streichen; die restlichen bilden immer noch ein Erzeugendensystem.
Durch Wiederholung dieses Vorgehens kann man das Erzeugendensy-
stem schrittweise auf eines reduzieren, das nur noch aus n > 1 linear
unabhéngigen Vektoren besteht. Dieses ist per Definition eine Basis.

|
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Wir zeigen als néchstes, dass die Zahl n der Basisvektoren eine
charakteristische Grosse des Vektorraumes ist.

Satz 4.7 Besitzt ein Vektorraum V' ein endliches Erzeugendensy-
stem, so besteht jede Basis von 'V aus derselben Zahl von Vektoren.

DEFINITION:  Die Zahl der Basisvektoren (in jeder Basis) eines
Vektorraumes V' mit endlichem Erzeugensystem heisst Dimensi-
on [dimension] von V und wird mit dim V' bezeichnet. Ein sol-
cher Raum ist also endlich-dimensional [finite dimensional|. Falls
dim V' = n gilt, so sagt man, V sei n—dimensional [n-dimensionall.

A

Bevor wir Satz 4.7 beweisen, betrachten wir einfache Beispiele:

BeispiEL 4.24: P, hat die Standardbasis bestehend aus den m + 1
Monomen t — t* (0 < k < m). Es ist also dim P,,, = m + 1. ¢

BrispiEL 4.25:  Der Raum E™ mit der in Beispiel 4.19 gegebenen Stan-
dardbasis ey, ..., e, hat natiirlich die Dimension n, und zwar ist R™ ein
n—dimensionaler reeller Vektorraum, C” ein n—dimensionaler komplexer
Vektorraum.

Fasst man C" als reellen Vektorraum auf (d.h. l4sst man nur reelle Ska-
lare zu), so hat C" die Dimension 2n. Eine einfache Basis ist

1 0 1 0

0 0 0

0 1 0 1
n n

Offensichtlich lasst sich jeder komplexe n-Vektor als Linearkombination
dieser 2n Vektoren schreiben, auch wenn nur reelle Koeffizienten zuge-
lassen sind; die Vektoren erzeugen also C". Zudem sind sie offensichtlich
linear unabhéngig. ¢

Nun kommen wir zum Beweis von Satz 4.7. Er folgt sofort aus dem
Beweis von Lemma 4.6 und aus dem folgenden Lemma.

Lemma 4.8 Ist {b,...,b,} ein Erzeugendensystem von V', so ist
jede Menge {ay,...,as} CV von{ > m Vektoren linear abhingig.

BEwEIS: Die aj lassen sich als Linearkombinationen von bq,..., by,
darstellen:
m
ar =Y mxbi  (1<k<0). (4.24)
i=1

Wir betrachten nun das homogene lineare Gleichungssystem
¢
> & =0 (1<i<m) (4.25)
k=1

bestehend aus m Gleichungen in ¢ (> m) Unbekannten . Nach Korol-
lar 1.5 besitzt es eine nichttriviale Lésung ( & ... & )T # o ¢ E°.
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Mit diesen & bilden wir die Linearkombination

¢ m m ¢
a=3 & (D mubi) =3 (D s )b =o,
k=1 i=1 i=1 k=1
———
=0 (Vi)
was zeigt, dass aq, ..., ap linear abhéngig sind. [

Betrachten wir noch den Fall V = E", wo das Erzeugendensystem
{by,...,b,,} und die Menge {ai,...,a,} (mit £ > m) aus Kolon-
nenvektoren bestehen und als Kolonnen von Matrizen aufgefasst
werden konnen:

B=(by ... by,), A=(a ... a). (4.26)
Mit der m x ¢ Matrix T = ( 7;4 ) kann man dann (4.24) als
A =BT (4.27)

schreiben. Da m < £ ist, hat das homogene System Tx = o eine
nichttriviale Losung, und fiir diese gilt

Ax =BTx=Bo=o. (4.28)

Dies bedeutet gerade, dass die Kolonnen {ai,...,a;} von A linear
abhéngig sind.

Bei unserer Konstruktion einer Basis in Lemma 4.6 sind wir von
einem Erzeugendensystem ausgegangen und haben dieses schritt-
weise verkleinert. Man kann auch eine linear unabhéngige Menge
schrittweise zu einer Basis vergrossern:

Satz 4.9 Jede Menge linear unabhdngiger Vektoren aus ei-
nem Vektorraum V' mit endlichem Erzeugendensystem ldsst sich
erginzen zu einer Basis von V.

BEWEIS: Gegeben ist eine linear unabhéngige Menge M von Vektoren
und ein Erzeugendensystem F. Ist span M # V, so gibt es in E einen
Vektor, der nicht als Linearkombination von M dargestellt werden kann.
Diesen schlagen wir zusédtzlich zu M, wodurch dim span M um eins
zunimmt, aber M linear unabhéngig bleibt. Wiederholt man dieses Vor-
gehen, so erreicht man schrittweise, dass dim span M = dim span E =
dim V wird. Dann ist M eine Basis. [

Da gemiiss Satz 4.7 jede Basis eines endlichdimensionalen Vektor-
raumes V' aus gleich vielen, ndmlich n = dim V' Vektoren besteht,
konnen wir aus Satz 4.9 sofort folgendes schliessen:

Korollar 4.10 In einem Vektorraum V' endlicher Dimension ist
jede Menge von n = dim V' linear unabhingigen Vektoren eine
Basis von V.
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BEwEIs: Waire eine solche Menge keine Basis, so liesse sie sich nach
Satz 4.9 zu einer ergidnzen. Diese wiirde aber mehr als dim V' Vektoren
enthalten, was Satz 4.7 widersprechen wiirde. [

BeispieL 4.26: Dass die Polynome p1, p2, p3 aus den Beispielen 4.16
und 4.21 eine Basis des Raumes G4 der geraden Polynome vom Grade
< 4 bilden, kénnen wir nun einfacher einsehen als in Beispiel 4.21. Da
die drei Monome 1, t2, t* eine Basis von G, bilden, ist dim G4 = 3. In
Beispiel 4.16 haben wir bewiesen, dass p1, p2, p3 linear unabhéngig sind;
also bilden sie auch eine Basis.

Man kann nun sowohl 1, t2, t* als auch pq, pa, p3 zu einer Basis von Py
erginzen. Beispielsweise sind die zwei Polynome t und 3 eine geeigne-
te Ergénzung der beiden Basen, aber wir konnten auch etwa das Paar
t + p1(t) und t + t3 + p3(t) verwenden. Die Wahl der Monome scheint
attraktiver, weil diese den Unterraum U3 der ungeraden Polynome vom
Hochstgrade 3 aufspannen, aber als Basen von Py sind 1, ¢, t2, ¢3, t* und
p1(t), p2(t), p3(t), t+p1(t), t+> 4 ps(t) theoretisch gleichwertig. (Beim
numerischen Rechnen wird man aber gewisse Basen bevorzugen. Man
muss vor allem vermeiden, dass nahezu linear abhéngige Basen gewé&hlt
werden.) ¢

Man kann zeigen (mit Hilfe des Zornschen Lemmas, einer tiefschiir-
fenden mathematischen Aussage), dass jeder Vektorraum eine Basis
hat, also auch jene, die kein endliches Erzeugendensystem haben.
Es gilt sogar die folgende Verallgemeinerung von Satz 4.9:

Satz 4.11 Jede Menge linear unabhdngiger Vektoren aus einem
Vektorraum V' ldsst sich erginzen zu einer Basis von V.

Fiir die Rdume ¢y und P aus den Beispielen 4.23 und 4.22 ist das
kaum iiberraschend. Geméss unseren Definitionen bilden die Vekto-
ren e, €y, ... aber nicht eine Basis des Vektorraumes ¢ aller Zahl-
folgen. Das wiirde erfordern, dass man unendliche Linearkombina-
tionen zulassen wiirde. Der Raum ¢ hat keine “einfache” Basis im
Sinne unserer Definition. Eine Vektorraumbasis von ¢ ist notwen-
digerweise “sehr gross”. Wir konnen keine solche Basis angeben,
obwohl wir nach obigem Satz wissen, dass welche existieren. Das
Gleiche gilt zum Beispiel fiir C[0,1]. Wir werden in Kapitel 6 auf
diese Problematik zuriick kommen und einen Ausblick auf die Ant-
worten geben, die die Mathematik bereit hélt.

Die Niitzlichkeit der Basen beruht auf der néachsten Aussage:

Satz 4.12 {by,...,b,} C V ist genau dann eine Basis von V,
wenn sich jeder Vektor x € V in eindeutiger Weise als Linear-

kombination von by, ..., b, darstellen ldsst:

k=1
DEFINITION:  Die Koeffizienten & in (4.29) heissen Koordinaten
\coordinates| von x beziiglich der Basis {by,...,b,}. Der Vektor
&= ( & ... & )T € E" ist der Koordinatenvektor [coordina-
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te vector|; (4.29) heisst Koordinatendarstellung [representation
in cordinates| von x. A
BEWEIS von Satz 4.12:

(i) Es sei {b1,...,b,} eine Basis von V, und es sei x € V beliebig. Da
{b1,...,b,} ein Erzeugendensystem ist, lasst sich z in der Form (4.29)
darstellen. Géibe es eine zweite Darstellung

= &by
k=1

von z, so bekdme man durch Subtraktion

n

d (G- bk=z—z=0,

k=1

woraus wegen der linearen Unabhéngigkeit von {b1, ..., b, } folgen wiirde,
dass § — &, =0, d.h. §=¢, (1 <k <n).

(ii) Es sei jedes x € V auf eindeutige Weise in der Form (4.29) darstell-
bar. Dann ist {b1,...,b,} ein Erzeugendensystem und, weil o € V die
eindeutige Darstellung

o=0b +...0b,

hat, sind by, ..., b, linear unabhéingig. |

BerspieLE 4.27:  Offensichtlich gilt fiir einen beliebigen n-Vektor x =
( 1 ... Ip )TEE”

X = Z TEeg - (430)
k=1

Ebenso lésst sich jedes Polynom p vom Grade m per Definition darstellen
in der Form

m
p(t) =ap+art+---apt™ = Z axt” (4.31)
k=0
das heisst als Linearkombination der Standardbasis 1, t,..., t™.

Um in den Rdumen E™ und Py, zur Darstellung eines Vektors in einer
anderen Basis zu kommen, wird man in der Regel diesen Vektor und die
andere Basis in der Standardbasis darstellen und dann einen Koeffizi-
entenvergleich durchfiihren.

So gelang es uns etwa in Beispiel 4.21 das Polynom g, das allgemeine
gerade Polynom vom Grad 4, in der Basis p1, p2, p3 darzustellen; in ei-
nem konkreten Beispiel wire noch das Gleichungssystem (4.23) zu lésen.
Im Raum E™ kommen wir zu diesem Koeffizientenvergleich automatisch,
sobald wir die Komponenten der Vektoren betrachten. ¢

Die Sétze 4.9 und 4.12 geben Anlass zu einer Aufsplittung eines
Vektorraumes in zwei sich ergdnzende Unterrdume. Es sei M =
{b1, ..., b} eine Menge linear unabhéngiger Vektoren, die den Raum
V' nicht erzeugen. Sie bilden eine Basis des echten Unterraumes

U := span M = span {by,...,b}. (4.32)

LA-Skript 4-16

30. September 2007 (©M.H. Gutknecht



Lineare Algebra (2007)

Kapitel 4 — Vektorrdume

Nach Satz 4.9 kann man M zu einer Basis von V ergénzen. Es sei
N ={b1,...,b,} die Menge zusitzlicher Basisvektoren und

U' := span N =span {b;1,...,b,} (4.33)

der von ihnen aufgespannte Unterraum. Damit lédsst sich die Koor-
dinatendarstellung eines beliebigen x € V' eindeutig aufteilen in

l n
k=1

k=l+1

uelU u el

DEFINITION: Zwel Unterrdume U und U’ eines Vektorraumes V'
mit der Eigenschaft, dass jedes x € V eine eindeutige Darstellung

r=u+d mit wveU, el (4.35)

hat, heissen komplementir [complementary|. Wir nennen dann
V die direkte Summe [direct sum| von U und U’ und schreiben

V=UoU (4.36)
A

BrispIEL 4.28:  In der Situation von Beispiel 4.26 ist klar, dass man Py
als direkte Summe der geraden Polynome vom Grad 4 und der ungeraden
Polynome vom Grad 3 schreiben kann:

Py=GidUs. (4.37)

Aber es ist auch
Py = span {p1, p2, p3} ®Us

oder
Py = span {p1, p2, p3} ®span {t + pi(t), t + >+ p3(t)}.

¢

Allgemeiner kann man einen Vektorraum als direkte Summe meh-
rerer Unterrdume darstellen.

Beispien 4.29:  Wir konnen die Beispiele 4.16, 4.21, 4.26 und 4.28
fortsetzen: Da p1, p2, ps linear unabhingig sind, ist zum Beispiel

Ga = span {p1} @ span {p2} @ span {ps}
eine direkte Summe und ebenso
Py = span {p1} @ span {p2} @ span {p3} ©Us.

Hier konnte man U3 auch noch als eine direkte Summe von zwei eindi-
mensionalen Unterrdumen darstellen. ¢

(©M.H. Gutknecht 30. September 2007
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4.4 Basiswechsel, Koordinatentransformation

Es sei {by,...,b,} eine vorgegebene, “alte” Basis des Vektorraumes
i .. ine zwei is v . Di

V, und es sei {b},...,b,} eine zweite, “neue” Basis von V. Die

neuen Basisvektoren kann man in der alten Basis darstellen:

=1

Die n x n-Matrix T = ( Tik ) heisst Transformationsmatrix
[transformation matrix] des Basiswechsels [change of basis].

Beachte: In der k-ten Kolonne von T stehen gerade die Koordinaten
des k-ten neuen Basisvektors (beziiglich der alten Basis).

Solch ein Basiswechsel hat eine Koordinatentransformation [co-
ordinate transformation| zur Folge, die sich so beschreiben l&sst:

Satz 4.13 Es sei § = ( & ... & )T der Koordinatenvektor ei-
nes beliebigen Vektors x € V beziiglich der alten Basis, und es

sei & = ( & ... &, )T der Koordinatenvektor dieses Vektors x
beziiglich einer neuen, durch (4.38) gegebenen Basis, so dass

ifz’bizxzi&b;« (4.39)
i=1 k=1

Dann gilt fir diese Koordinatentransformation:

&= Tak, i=1,...,n, (4.40)
k=1

d.h. es ist

£E=T¢, (4.41)

wobei die Transformationsmatriz T requldr ist, so dass also

g =T'¢. (4.42)

Beachte: In (4.38) wird die neue Basis in der alten dargestellt, aber
in (4.40) werden die alten Koordinaten von x als Funktionen der
neuen beschrieben.

BEWEIS von Satz 4.13:  Nach (4.38) und (4.40) ist

n n n

xzzn:ﬁg ;g:zn:gg(ZTikbi):Z( Tikﬁ;@) bizzn:&bi-
k=1 k=1 1 i=1

i=1 =1 k=
—_——

=&
Weil z laut Satz 4.12 nur auf eine Art als Linearkombination der Basis-
vektoren b; darstellbar ist, folgt (4.40).

Der Nullvektor o wird in den beiden Basen eindeutig dargestellt durch
€ = o bzw. ¢ = o. Fasst man (4.41) als Gleichungssystem fiir ¢ auf,

LA-Skript 4-18

30. September 2007 (©M.H. Gutknecht



Lineare Algebra (2007)

Kapitel 4 — Vektorrdume

so folgt aus & = o also ¢’ = o, d.h. das homogene System hat nur die
triviale Losung. Also ist T regulir, und es gilt (4.42). ]

BrIsPIEL 4.30: Der in Beispiel 4.21 betrachtete Raum G, der geraden
Polynome vom Grad < 4 hat laut der dort bewiesenen Beziehung (4.22)
die zwei Basen {1,#2,t*} und {p1, p2, p3}, wobei nach (4.17) gilt

pi(t) = 14+t2, po(t) = 1—t%, p3(t) .= 1+t2+t1.  (4.43)

Wir kénnen ein beliebiges Polynom g € G4 je auf eindeutige Weise in
den beiden Basen darstellen:

gt) =a+bt>+ctt =a pi(t) + b pa(t) + ¢ p3(t). (4.44)
Die entsprechenden Koordinatenvektoren sind also
Ez(abc)T, g=(ad V C')T.

Die neue Basis {p1,p2,p3} ist in (4.43) gerade durch die alte Basis
{1,¢2,t*} dargestellt; die Transformationsmatrix ist

1 11
T=(m)=(1 -11]. (4.45)
0 01

Diese Matrix ist schon in (4.18) und (4.23) als Koeffizientenmatrix auf-
getreten. Um nun zum Beispiel das in der alten Basis ausgedriickte Po-
lynom

g(t) =4+6>+8t* (4.46)

in der neuen Basis darzustellen, miissen wir (4.42) anwenden mit § =

(4 6 8)":

1 11\ /4
=11 -1 1 6
0 01 8

Wir haben in (4.18) bereits die LR-Zerlegung von T angegeben. Was zu
tun bleibt, ist vor- und riickwérts einzusetzen:

1 00 w1 4 w1 4

1 1 0 w2 = 6 — W = w2 = 2 R

0 0 1 w3 8 w3 8
1 11 g 4 ¢ -3
020 |(&g|=(2]=¢=|¢g|=|-
0 01 & 8 ¢ 8

Betrachten wir Basiswechsel und Koordinatentransformation nun
noch im Spezialfall V' = E". Dann lassen sich die alte und die neue
Basis ja als Kolonnen von n x n—Matrizen B und B’ darstellen:

B=(b, -~ b,), B =(b, -~ b,). (447

Damit kann der Basiswechsel (4.38) einfach geschrieben werden als

(4.48)
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Fiir die alte und die neue Koordinatendarstellung gelten dann nach
(4.39)

B¢é=x=B'¢. (4.49)

Die Matrizen B und B’ sind regulér, denn zum Nullvektor o gehort
in beiden Basen der eindeutige Koordinatenvektor & = ¢ = o.

Aus (4.49) folgt durch Einsetzen von (4.48) sofort
B{=BT¢,

also, weil B regulér ist,

§=T¢

wie in (4.41).

BrispiEL 4.31:  Wir wollen im R? neben der Standardbasis {e1, ez, e3}
noch die “schiefe” Basis {b/, b}, b4} mit

bllzel, ’2:e1+e2, bé:e1+e2+e3 (450)

einfithren. Es ist in diesem Falle wegen B = I3

111
T=|011|=B. (4.51)
00 1

& 111 !
&3 00 1 &

und, wie man leicht verifiziert, ist

31 I -1 0 &1
&L l=10 1 -1 & |-
13 0o 0 1 &3
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Kapitel 5

Lineare Abbildungen

Zum Strukturbegriff “Vektorraum” gehort der Abbildungsbegriff
“lineare Abbildung”. Eine Abbildung zwischen zwei Vektorrdumen
heisst linear, wenn sie “die linearen Beziehungen invariant (un-
verdndert) ldsst”. Wahlt man in den Vektorrdumen Basen, so in-
duziert eine solche Abbildung eine lineare Abbildung der Koordi-
naten. Falls die Rdume endlich-dimensional sind, wird diese durch
eine Matrix représentiert. Dies ist, in Kiirze, der grundlegende Zu-
sammenhang zwischen linearen Abbildungen und Matrizen.

5.1 Definition, Beispiele, Matrixdarstellung

Zur Erinnerung ein paar Begriffe zum Thema “Abbildung” (oder
“Funktion”), die nicht auf lineare Abbildungen beschrénkt sind:

DEFINITION: Essei F': X — Y irgend eine Abbildung. Die Menge
F(X) der Bildpunkte von F' heisst Wertebereich [range| von F
oder Bild [image| von F. Sie wird auch mit im F' bezeichnet:

F(X)=imF = {F@x) eY;ze€X}CY.

Ist F(X) =Y, soist F' eine Abbildung auf [on| Y und heisst auch
surjektiv [surjektive]. Gilt

F(x)=F(2) = z =1,

so heisst F' eineindeutig [one-to-one| oder injektiv [injektive].

Eine Abbildungen, die surjektiv und injektiv ist, heisst “einein-
deutig auf” [one-to-one onto| oder bijektiv [bijective].

Ist F' bijektiv, so ist die inverse Abbildung |inverse map, inverse
mapping, inverse transformation] F~! definiert. A

Im allgemeinen ist jedoch F~! nicht als Abbildung definiert. Der
Ausdruck F~1(Z) bezeichnet dann die Menge der Urbilder von Ele-
menten z € Z CY.

Von nun an wollen wir “lineare” Abbildungen betrachten. Bei sol-
chen lasst man die Klammer um das Argument meist weg. Das
heisst, man schreibt einfach F'X statt F(X) und Fz statt F(z).
Das geht aber nicht immer: bei F'(z + y) braucht es eine Klammer.

DEFINITION:  Eine Abbildung F': X — Y, x — Fz zwischen zwei
Vektorrdumen X und Y (tiber E) heisst linear [linear transforma-
tion|, wenn fiir alle x,7 € X und alle v € E gilt

F(x+2)=Fx+ Fz, F(yx) =~v(Fx). (5.1)
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X ist der Definitionsraum [domain], ¥ der Bildraum [image
space| der Abbildung,.

Ist der Bildraum Y der Skalarenkorper [E, so bezeichnet man eine
lineare Abbildung als lineares Funktional [linear functionall.

Sind Definitions- und Bildraum Funktionenrdume, so spricht man
statt von einer linearen Abbildung von einem linearen Operator
[linear operator].

Ist der Definitionsraum gleich dem Bildraum, das heisst ist X =Y,
so hat man eine Selbstabbildung. A

Die Eigenschaften (5.1) sind gleichwertig mit
F(Bx +~zx)=pPFx+~F% (Ve,z € X, V3,7v€ E). (5.2)

Man beachte auch, dass die Bezeichnung “Bildraum” nicht unbe-
dingt bedeutet, dass Y = F(X) ist, das heisst, dass es zu jedem
y €Y ein z € X mit y = f(x) gibt.

BeispienL 5.1: Ist A € E™*™ eine vorgegebene m x n—Matrix, so
definiert die Zuordnung x — Ax eine lineare Abbildung des E™ in den
E™, die wir ebenfalls mit A bezeichnen:

A E" — E™, x — Ax. (5.3)
y € E™ ist genau dann Bild eines x € E", wenn das Gleichungssystem

Ax =y eine Losung x hat. ¢

BrispieL 5.2:  Der Ubergang von einer auf [a, b] stetig differenzierbaren
Funktion f zu ihrer Ableitung f’ definiert den Ableitungsoperator,
eine lineare Abbildung von C'[a,b] in C|a, b]:

D: C'a,b] — Cla,b], f f. (5.4)
Thre Linearitéit folgt aus (af + 89) = af’ + Bq'.

Allgemeiner ist, bei festen reellen Koeffizienten (oder festen stetigen re-

ellen Funktionen) cg, c1, ..., ¢y, der Differentialoperator
L: C™a,b] — Cla,b],
) , (5.5)
fremf +ema fOD o denf +cof
ein linearer Operator, also eine lineare Abbildung. ¢

BrISPIEL 5.3:  Bei festem ¢ € [a,b] ist die Evaluationsabbildung
definiert durch

E;: Cla,b] — R, f—Ef = f(t) (5.6)

wegen (af + Bg)(t) = af(t) + Bg(t) ein lineares Funktional. Ist zum
Beispiel
f(t) = a+ Bt +12,
so gilt
Eof = f(0) = a, Eof = f(2) =a+208+4y. ¢

LA-Skript 5-2

30. September 2007 (©M.H. Gutknecht



Lineare Algebra (2007) Kapitel 5 — Lineare Abbildungen

BEISPIEL 5.4:  Auch der Multiplikationsoperator
ist ein linearer Operator, denn

(M(Bf1+7f2)) (1) = BLf(t) +vtf2(t)],_,

= B1fi(r) +y7fa(T)
= (B(Mf1) + 7 (Mf2))(7).
Die lineare Abbildung
F:Cla,b) = Cla,b], frg, glt) =tf )+ f(2) (5.8)

kombiniert den Ableitungsoperator D, den Multiplikationsoperator M
und die Evaluationsabbildung Es. Unter Verwendung des Verkniipfungs-
symbols o fiir Abbildungen kénnte man schreiben

F=MoD+E,. (5.9)

Man kann diese Abbildungen natiirlich analog fiir Funktionen definieren,
die auf ganz R gegeben sind. Man beachte, dass C'[0, 1] nicht etwa ein
Unterraum von C*(R) ist.

Beschrénkt man die Abbildungen auf Unterrdume, kann man sich Ge-
danken iiber den Bildraum machen. Zum Beispiel gilt

E2 : Pm — R = P(), (510)
M : Ppn — Pmi, (5.11)
D: P, — Pn, (5.12)
F: Py — Pn, (5.13)
wenn F wie in (5.9) definiert ist. ¢

Wir betrachten nun eine beliebige lineare Abbildung F' eines n—
dimensionalen Vektorraums X in einen m-dimensionalen Vektor-
raum Y. Essei {by,...,b,} eine Basis von X, {c1, ..., ¢, } eine Basis
von Y:

X =span {by,...,b,} I Y =span{cy,...,cn}

(dim X = n) (dimY =m)

Die Bilder F'b; € Y der Basis von X lassen sich als Linearkombina-
tionen der ¢, darstellen:

Fbl:Zalek (lzl,,n) (514)

Die m x n—Matrix A = ( ax ) heisst Abbildungsmatrix von F
beziiglich den gegebenen Basen in X und Y [matrix for F
relative to the given bases in X and Y.
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Beachte: Die Abbildungsmatrix enthdlt in der [—ten Kolonne die
Koordinaten (beziglich der Basis von'Y' ) des Bildes des l-ten Ba-
sisvektors (von X ).

Umgekehrt gehort zu jeder Matrix A = ( Qg ) € E™*" bei vorge-
gebenen Basen in X und Y eine durch (5.14) eindeutig bestimmte
lineare Abbildung F' : X — Y. Durch (5.14) sind die Bilder der
Basis von X bestimmt. Das Bild eines beliebigen Vektors x € X
ergibt sich auf Grund der geforderten Linearitét: Es wird ja

(5.15)

xr = Z Siby
=1

mit dem Koordinatenvektor £ := ( & & )T abgebildet auf

=38 ane =) (Z aklfz) Ch s
=1 k=1 k=1  i=1
= nk-
mit dem Koordinatenvektor n := ( M Nm )T

Y= Z Mk Cr - (5.16)

Das Bild y = F'x hat also den Koordinatenvektor

m a3 ... Qip 51
= : | (5.17)
Nm am1 Amn gn
das heisst
n=At. (5.18)

In Worten: Man erhdlt den Koordinatenvektor nj des Bildes y = F'z,
indem man die Abbildungsmatriz A auf den Koordinatenvektor €
von x anwendet.

Im Falle einer Selbstabbildung, wo X =Y und damit auch m =n
und {by,...,b,} = {c1,...,c,} gilt, ist die Abbildungsmatrix A
quadratisch und die Koordinatenvektoren & und n in (5.18) bezie-
hen sich auf dieselbe Basis.
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BEISPIEL 5.5:  Die vier linearen Abbildungen (5.10)—(5.13), beschrankt
auf den Raum P4 (d.h. m = 4), haben beziiglich der monomialen Basen
1, t,t2,...,t"in P, (n=0,3,4,5) folgende Abbildungsmatrizen:

00000

1 0000

01 000

E;=(12 4 8 16 ), M_00100,

00010

00001

01000 1 2 4 8 16

0020 0 01 00 O

D= , F=]0020 0
000 30

00 00 4 0003 0

0000 4

¢

Auch hier lassen sich im Falle X = E" Y = E™ die Zusam-
menhénge etwas eleganter darstellen. Die Basen schreiben wir wie-
der als Kolonnen von Matrizen B und C,

B=(b ... b,), C=(c ... ¢), (5.19)
und wir definieren das Bild B von B durch
FB:= (Fby ... Fb,). (5.20)
Dann schreibt sich (5.14)—(5.16) neu als
FB=CA, x = B¢, y =Cn, (5.21)
und es folgt
Cn=y=Fx=FBf=CAEt. (5.22)
Da C linear unabhéngige Kolonnen hat, ist also notwendigerweise
n = Ag, wie in (5.18).
Nun zuriick zur allgemeinen Theorie.

DEFINITION: Eine eineindeutige lineare Abbildung von X auf Y
heisst Isomorphismus |isomorphism]|. Ist X = Y, so heisst sie
Automorphismus [automorphism]. A

Lemma 5.1 Ist I': X — Y ein Isomorphismus, so ist die inverse
Abbildung F~' 1Y — X linear und auch ein Isomorphismus.

BEwEIS: Es seien y,w € Y, 2 := F~ly, 2 := F~'w und 3,7 € E.
Dann schliessen wir aus der Linearitdt von f, dass

BE ly+yFlw=F1FBF 1y +~F lw)

= FYBFFly+yFFlw)
F' linear

= F By +yw),

woraus folgt, dass F'~! linear ist. Dass mit F' auch F'~! bijektiv ist, ist
allgemein giiltig und klar. [
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Ist {by,...,b,} eine feste Basis von X, so wird geméss Satz 4.12
jedem z € X ein eindeutiger Koordinatenvektor & € E" zugeordnet
und umgekehrt. Die Abbildung

kx : X — E", r— € (5.23)

ist also bijektiv. Sie ist zudem linear, wie man sofort sieht, also ein
[somorphismus. Wir nennen sie Koordinatenabbildung [coordi-
nate mapping].

Betrachten wir nochmals die der Beziehung (5.18) zu Grunde lie-
gende Situation einer linearen Abbildung F' : X = Y und deren
Darstellung in festen Basen von X und Y durch die Abbildungs-
matrix A. Es seien kx und ky die Koordinatenabbildungen in X
bzw. Y. Dann gilt das folgende kommutative Diagramm [com-
mutative diagraml|

X r Y
—
/ixlpﬁxl /ﬁyH/ﬁyl (5.24)
_
Es bedeutet, dass
F=ky' Ary, A =ry Fry'. (5.25)

Dieses Diagramm illustriert auch den Tatbestand, dass F' und A
dquivalente Darstellungen der linearen Abbildung sind, wobei aller-
dings die Matrix A abhéngig von den gewéhlten Basen in X and
Y ist. Die Eigenschaften von F' kann man meist auch in A finden.

Wir konnen das Diagramm ergéinzen durch die Angabe typischer
Elemente der auftretenden Réume:

re X F yey
lixllﬁ}l myl]/{;l (5.26)
EckEr A nekEm

Im Falle einer bijektiven Abbildung, also eines Isomorphismus, kén-
nen wir aus Lemma 5.1 und dem Diagramm leicht schliessen:

Korollar 5.2 Wird der Isomorphismus F' beziiglich festen Basen
durch die Matriz A dargestellt, so ist A requldr und die Umkehr-
abbildung F~1 wird durch A= dargestellt.
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BEWEIS: Die gemiiss Lemma 5.1 existierende Umkehrabbildung F~!
werde durch die Matrix B dargestellt. Dann ist nach dem Diagramm
(5.24) analog zu (5.25) B = kx F~! k3!, also

AB = HyFﬁ}lﬂxF71K;1 =1I.
Also ist nach Satz 2.17 A invertierbar und A~! = B. ]

Liegt die Bildmenge einer Abbildung F' im Definitionsbereich einer
zweiten Abbildung G, so kann man diese bekanntlich zusammen-
setzen zur Komposition G o F'. Wir schreiben oft einfach G F. Zur
[lustration dieser Situation kann man das Diagramm 5.26 ergéinzen:

GoF
reX ——— yey T z€Z
leTle /ﬁyl]iyl mzl]‘le
£ cE” A n € E™ B ¢ €E»
BA

Dabei gilt:

Lemma 5.3 Sind X, Y, Z Vektorrdume tiber E und F : X — Y,
G Y — Z lineare Abbildungen, so ist auch GoF : X — Z linear.
Sind A und B die Abbildungsmatrizen zu F und G beziiglich festen
Basen in X, Y, Z, so hat G o F' die Abbildungsmatriz BA.

BEWEIS: Die Verifikation des ersten Teils ist einfach. Beim Beweis des
zweiten Teils kann man sich wieder auf (5.25) stiitzen. |

5.2 Kern, Bild und Rang

In diesem Abschnitt sei stets F': X — Y eine lineare Abbildung.
Dabei sei dim X =n, dimY =m.

DEFINITION:  Der Kern [kernel] ker F' von F ist das Urbild von
oeY.
ker .= {x € X; Fr =0} C X,
A

Lemma 5.4 ker F' ist ein Unterraum von X, und im F ist ein
Unterraum von Y .

BEWEIS: (i) Es seien z,y € ker F und 3,y € E. Dann ist
F(fz +y) = BFz+yFy = fo+70 =0,

also Bx + vy € ker F.
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(ii) Es seien z = Fx € im F und w = Fy € im F sowie 3,7 € E. Dann
gilt
Bz+~yw = pFr+~vyFy=F(fzx+~yy) €imY.

Auf dhnliche Weise zeigt man, dass allgemeiner folgendes gilt:

Lemma 5.5 Ist U ein Unterraum von X, so ist dessen Bild FU
ewn Unterraum von Y. Ist W ein Unterraum wvon im F', so ist
dessen Urbild F~'W ein Unterraum von X.

BEMERKUNG: Wie auf Seite 5-1 erwihnt, ist das Urbild F~'W
definiert durch

F'W ={zeX,; FreW}.

F~! ist dabei nicht notwendigerweise eine (eindeutige) Abbildung;
fiir festes  kann die Menge F~'x aus mehr als einem Element
bestehen, insbesondere hier auch aus unendlich vielen. v

BrispiEL 5.6:  Fiir die durch eine Matrix A definierte lineare Abbil-
dung, fiir den Ableitungsoperator D und den Differentialoperator L aus
Beispiel 5.2, fiir die Evaluationsabbildung FE; aus Beispiel 5.3, fiir den
Multiplikationsoperator M aus Beispiel 5.4, sowie fiir die Koordinaten-
abbildung xx ergeben sich fiir Kern und Bild die folgenden Unterrdume:

ker A = Losungsmenge des homogenen linearen

Gleichungssystems Ax = o;

im A = Menge der rechten Seiten b, fiir die Ax = b

eine Losung hat;

ker D = Menge der Konstanten ¢ € C'[a,b] = R;

im D = Cla,b];

ker L = Menge der Losungen f € C™][a,b] der homogenen
linearen Differentialgleichung Lf = o, d.h.
enf™ 4+t f +eof =o;

im L = Menge der Funktionen g € C|a, b], fiir die die
inhomogene Differentialgleichung Lf = g, d.h.
enf o taf taf=g,
eine Losung f € C™[a, b] besitzt;

ker B, = {f € Cla,b]; f(t) =0};
im B, = R;

ker M = {0 € C[a,b]} = Nullfunktion;
im M = {g € Cla,b]; f: 7 g(r)/7 € Cla,b]};

ker kx = {o} C X ;

imrx =E". ¢
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Lineare Abbildungen sind auch insofern speziell als man am Kern
erkennen kann, ob sie eineindeutig sind:

Satz 5.6 [ ist genau dann injektiv, wenn ker F' = {o} ist.

BeEweis: Ist F' injektiv, so hat o € Y ein einziges Urbild, ndmlich
o € X. Ist umgekehrt ker F' = {0} und = # y, d.h. x — y # o, so folgt
F(x —y) # o, also, weil F linear ist, Fo # Fy. |

Wir wollen uns nun den Dimensionen der Unterrdume ker F° C X
und im F' C Y zuwenden und setzen dabei dim X < oo voraus. Es
besteht der folgende grundlegende Zusammenhang:

Satz 5.7 Es gilt die Dimensionsformel

| dim X — dim ker F = dim im F .| (5.28)

BEWEIS: Es sei {c1,...,¢ } eine Basis von im F. Wir bezeichnen mit
b1,..., b, einen Satz von Urbildern von ¢y, ..., c,.. Weiter sei {by41,...,
by1r} eine Basis von ker F'. Wir zeigen, dass {b1,...,bp,bri1,...,bp11}
eine Basis von X ist, dass also r + k = dim X gilt.

(i) Wir zeigen zuerst, dass {b1, ..., by} ganz X erzeugt. Zu x € X gibt
es Y1, ..., r mit

Fz=~1c1 + -+ ¢ = F(yby + - +9:b;) .
Also ist © — 1 b1 — -+ — b, € ker F', d.h. es gibt yp41, ..., Y4t mit
r—mb— = wb =y b1+ Yk btk
d.h. z € span {b1,..., b4}

(ii) Weiter zeigen wir, dass by, ..., b, linear unabhingig sind. Aus

r+k
> b =o
j=1
folgt, dass
Y€1 4 ey :F(71b1+"'+7rbr)

= F(_’Yr+l b7°+l = T Tr+k br-‘,—k) =0.
€ ker F
Alsoist vy =--- =~ =0, denn ¢y, . .., ¢, sind linear unabhéngig. Unter

Verwendung der Voraussetzung folgt weiter, dass

r+k r+k
> wbi=) bi=o,
j=r+1 Jj=1
woraus sich wegen der linearen Unabhéngigkeit von b,41, ..., by ergibt,
dass yp41 =+ = Yy = 0. [ |

Die Dimensionsformel gibt eine reiche Ernte. Wir bleiben zunéchst
bei den abstrakten linearen Abbildungen. Eine Reihe von Folgerun-
gen in der Matrixtheorie werden wir im néchsten Abschnitt bespre-
chen. Zunéchst definieren wir auch fiir lineare Abbildungen einen
Rang.

(©M.H. Gutknecht 30. September 2007
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DEFINITION:  Der Rang [rank| einer linearen Abbildung F' ist
gleich der Dimension des Bildes von F':

| Rang F := dim im F .

A
Damit kann man die Dimensionsformel auch so schreiben:
dim X — dim ker F' = Rang F'. (5.29)
Korollar 5.8 Es gelten die folgenden drei Aquivalenzen:
(i) F:X —=Y injektiv <= Rang F'=dim X
(i) F:X —Y bijektiv, d.h. <= Rang F'=dim X
Isomorphismus =dimY
(iii) F:X — X bijektiv, d.h. <= Rang F'=dim X

Automorphismus <= ker F =o

BEWEIS: Aussage (i) folgt aus (5.29) und Satz 5.6.

Um (ii) zu beweisen, beniitzt man zusétzlich Lemma 5.4 und die Tatsa-
che, dass jeder echte Unterraum von Y (“echt” heisst # Y') geringere Di-
mension als Y hat. Hieraus folgt dann: im F' =Y <= Rang FF =dim Y.

(iii) ergibt sich aus (ii) als Spezialfall und aus (5.29). |

DEFINITION: Zwei Vektorrdume X and Y heissen isomorph [iso-
morphic], falls es einen Isomorphismus F' : X — Y gibt. A

Satz 5.9 Zwei Vektorrdume endlicher Dimension sind genau
dann 1somorph, wenn sie die gleiche Dimension haben.

BeEwEIS: (i) Sind X und Y isomorph, so gibt es einen Isomorphismus
F: X — Y, und nach Korollar 5.8 (ii) folgt dim X =dim Y.

(ii) Ist dim X = dim Y = n, und sind {b1,...,b,} und {c1,..., ¢, } Basen
von X und Y, so ist durch die Forderung

Fbk:Ck (k:L...,’rl)

eine lineare Abbildung F' eindeutig definiert (vgl. (5.14), wo in diesem
Falle A =TI ist). Dabei ist natiirlich

im F =span {c1,...,¢c,} =Y.

Zudem gilt ker F' = {0}, denn ist = = ) &by, und Fz = o, also

n n
o=Fr=>) &Fb=Y_ &ck,
k=1 k=1

so folgt wegen der linearen Unabhéngigkeit der Basisvektoren cg, dass
L=--=&,=0. ]
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Korollar 5.10 Sind F : X — Y, G:Y — Z lineare Abbildungen
(wobei dim X, dim Y < 00), so gilt:

i)  Rang FG < min{Rang F,Rang G} ,
ii) G injektiv = Rang GF =Rang F',

iii) F surjektiv. = Rang GF = Rang G .

BEWEIS: (i) Die Dimensionsformel (5.29) zeigt, dass Rang G = dim im G
< dim Y ist, und dass analog, bei Anwendung auf die Restriktion G|im
von G auf im F', das heisst fiir

Glmp:iMECY = imGF CZ

~ "~
=Y =G(Y)
folgt:
Rang GF =dim jm GF <dim jm F = Rang F'. (5.30)
— =
=G(Y) =Y
Ferner ist natiirlich
Rang GF = dim im GF < dimim G = Rang G . (5.31)

(ii) Ist G injektiv, so ist G|im r auch injektiv, und nach (5.28) gilt (5.30)
mit dem Gleichheitszeichen.

(iii) Ist F' surjektiv, so ist im GF = im G; folglich gilt (5.31) mit dem
Gleichheitszeichen. ]

5.3 Matrizen als lineare Abbildungen

Es sei A = ( ag ) eine m X n—Matrix. Wir bezeichnen ihre n
Kolonnen wieder mit ay,...,a,, so dass
A=(a a, ... a,). (5.32)

DEFINITION: Der von den Kolonnen von A aufgespannte Unter-
raum R(A) := span {ay,...,a,} heisst Kolonnenraum [column
space| oder Wertebereich [range| von A. Der Losungsraum £, des
homogenen Systems Ax = o heisst Nullraum [null space] N'(A).

A

Fasst man A als lineare Abbildung A : E" — E™, x — Ax auf, so
ist ker A =N(A), und es gilt mit x =: (@1 ... )T

im A = {Ax; XE]E"}:{Zakxk; xl,...,xne]E}
k=1

=span {aj,...,a,} = R(A).

(©M.H. Gutknecht 30. September 2007
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Wie wir bereits in Beispiel 5.6 betont haben, ist auch im A mit
dem Gleichungssystem Ax = b verkniipft. Zusammengefasst gilt:

Satz 5.11 Fasst man die Matriz A als lineare Abbildung auf, so
st das Bild von A gleich dem Kolonnenraum oder Wertebereich
von A, und der Kern von A ist gleich dem Nullraum von A:

imA=R(A), kerA=AMN(A). (5.33)

Das Gleichungssystem Ax = b ist genau dann losbar, wenn b im
Kolonnenraum von A liegt. Eine allfillige Losung ist genau dann
eindeutig, wenn N (A) = {o} ist, das heisst das homogene System
nur die triviale Losung hat.

Die Losungsmenge £y von Ax = o haben wir bereits in Kapitel 1
studiert, siehe insbesondere Korollar 1.5. Im homogenen Fall gilt
im Endschema des Gauss-Algortihmus ¢; = --- = ¢, = 0, das
heisst die Vertraglichkeitsbedingungen sind immer erfiillt, und die
allgemeine Losung hat n — r frei wahlbare Parameter. Nehmen wir
der Einfachheit halber an, dass die ersten r Variablen x1,...,z,
gerade die Pivotvariablen sind, d.h. dass A auf eine Matrix R mit
der speziellen Zeilenstufenform

11 *
0 To9 X
R = Tpp * cee % —r (534)
0 0 0 0
T T
r—+1 n

reduziert worden ist. (Dies ist stets durch nachtriagliches Umnum-
merieren der Variablen erreichbar.) Dann sind also z,1,. .., z, frei
withlbar. Wahlen wir fiir irgend ein ¢ € {1,...,n —r}

() _{ 1 fallsk=r+17¢,

T T 0 fallsr<k<r+lorr+l<k<n,
und bestimmen wir weiter die Komponenten xg), :ch,g_)l, cee xge)
durch Riickwirtseinsetzen, so erhalten wir einen Losungvektor x;.
Die so bestimmten n — r Losungen x4, ..., x,_, haben die Form
* * *
* * *
xi=| 1 |—r+1, x=]101],..., xoon=1] 0 (5.35)
0 1 0
0 0 1
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und sind damit offensichtlich linear unabhéngig. Weil nur n — r
Parameter wéhlbar sind, kann es nicht mehr linear unabhéngige
Losungen geben. Also bilden diese n — r Vektoren eine Basis des
Losungsraumes Ly, der folglich die Dimension n — r hat:

Satz 5.12 Bezeichnet r den Rang der Matriz A und Ly den
Lésungsraum von AX = o, so ist

dim Lo =dim N(A) =dimker A=n —1r. (5.36)

Mit dem Identitatssymbol = wollen wir hier betonen, dass im Prin-
zip drei dquivalente Formulierungen vorliegen: es gilt nicht nur
dim £y = dim N(A) = dim ker A, sondern es ist aufgrund der
Definitionen £y = N(A) = ker A.

BrispIEL 5.7:  In unserem Beispiel 1.4 auf Seite 1-11 in Kapitel 1
das wir auch als Beispiel 3.4 in Kapitel 3, Seite 3-11, betrachtet haben,
ist r =5 und n —r = 9 —5 = 4. Das zugehorige homogene System
wird durch die Gauss-Elimination reduziert auf die (1.18) entsprechende

Zeilenstufenform

Tl ) T3 T4 x5 Te T xTs T9 1

@ 0 5) 0 4 0 0 1 0 0
0 @ 4 3 2 1 0 0 0 0
0 0 0 @ 0 4 3 0 2 0
o 0 o 0 o & 3 2 1 0 (5:37)
0 0 0 0 0 0 @ 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

aus der man leicht eine Basis von Ly konstruiert. Dazu setzt man nach-
einander je eine der freien Variablen 3, x5, rg und zg eins, die anderen
null und rechnet die Werte der restlichen Variablen aus. Man beachte,
dass die Zeilenstufenform nicht die vereinfachte Gestalt (5.34) hat, und
deshalb auch die Basis nicht genau die gleiche Gestalt wie in (5.35) hat,
wobei hier allerdings die vielen Nullen in R zu vielen zusétzlichen Nullen
in der Basis fiihren:

) —4 -1 0
_4 _2 _ 14 23
5 5 125 125
1 0 0 0
8 6
0 0 35 — 35
X1 = 0 , X9 = 1 , X3 = 0 , X4 = 0
2 1
0 0 —5 ~5
0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
(5.38)
¢

Durch Vergleich von (5.36) mit der Dimensionsformel (5.28) sehen
wir, dass r gleich dem Rang der durch A gegebenen linearen Ab-
bildung ist.
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Bezeichnen wir noch den durch die Zeilenvektoren von A aufge-
spannten Unterraum des E" als Zeilenraum [row space| von A, so
erhalten wir nun eine ganze Reihe dquivalenter Aussagen:

Satz 5.13 Der Rang einer m X n Matrix A ist gleich

(i) der Anzahl Pivotelemente bei der Reduktion von A auf Zei-
lenstufenform;

(ii) dem Rang der linearen Abbildung A : E" — E™, definiert
als dimim A;

(iii) der Dimension des Kolonnenraums ( “Kolonnenrang”), defi-
niert als Anzahl linear unabhingiger Kolonnen (€ E™);

(iv) der Dimension des Zeilenraums ( “Zeilenrang”), definiert als
Anzahl linear unabhdingiger Zeilen (€ E™).

BEWEIS:
(i) ist unsere Definition des Ranges r von A aus Kapitel 1.

(ii) folgt aus der Dimensionsformel (5.28) und Satz 5.12:

dimimA=n—dimker A=n—(n—r)=r.

Zu (iii): Nach Satz 5.11 ist im A der Kolonnenraum von A, also ist nach
(ii) dessen Dimension gleich r.

Zu (iv): Bei der Gauss-Elimination von Kapitel 1 lésst sich leicht fol-
gern, dass der Zeilenraum von A identisch ist mit dem Zeilenraum der
Zeilenstufenmatrix R. Dieser hat die Dimension 7. [

Ein alternativer Beweis von Teil (iv) folgt aus der LR—Zerlegung:
Der Zeilenraum von A ist der Kolonnenraum, d.h. der Bildraum
von AT. Aus der Beziechung

A=P'LR=P'LR (5.39)

von Satz 3.3 ergibt sich aber AT = RTLTP, wobei P und L re-
gulir sind, also auch LT. Hieraus folgt, dass R(AT) = R(RT). Wie
erwihnt ist aber natiirlich dim R(RT) = r.

Die Aussagen (iii) und (iv) implizieren die “Formel”

“Zeilenrang” = “Kolonnenrang” ‘

Wenn man noch berticksichtigt, dass fiir eine komplexe Matrix
natiirlich Rang A = Rang A gilt, folgt sofort:

Korollar 5.14 | Rang AT = Rang A" = Rang A .

Wir haben oben eine Basis von ker A = N(A) konstruiert. Wie
findet man wohl eine von im A = R(A)?

Das ist einfach, wenn wir an die Zeilenstufenform (1.28) und die
entsprechende LR~Zerlegung (3.23) denken. Wie in Beispiel 5.6
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vermerkt, ist R(A) = im A gleich der Menge der b € R™, fiir die
Ax = b eine Losung x hat. Bei der Reduktion auf Zeilenstufenform
wird b durch ¢ = L=!Pb ersetzt, und anschliessend findet man alle
x zu einem festen b bzw. ¢ durch Riickwéartseinsetzen. Dabei gibt es
zu jedem b, fiir das eine Losung existiert, auch eine spezielle Losung
x, in der alle freien Variablen null sind. Mit anderen Worten, wir
erhalten alle ¢ und b auch, wenn wir in R bzw. A die Kolonnen
mit den freien Variablen streichen, das heisst, wenn wir nur die r
Pivotkolonnen behalten, mit denen wir eine m x r Matrix A bilden
konnen. Von diesen lésst sich anderseits keine streichen, ohne dass
die Menge zuléssiger Vektoren b reduziert wird. Es gilt also:

Satz 5.15 Fiir den Kolonnenraum einer m X n—Matriz A gilt:
im A =R(A) =R(A) =span {a,,,...,a, } , (5.40)

Worin ay,, . ..,a,, die Pivotkolonnen von A sind, und A die dar-
aus gebildete m x r—Matrixz bezeichnet.

BeispieL 5.8:  Wir setzen das oben behandelte Beispiel 5.7 fort. Geméss
(5.37) ist r = 5 und sind 1, x9, x4, w¢, v7 die Pivotvariablen, also aj,
ag, a4, ag, ay die Pivotkolonnen von A. Sie bilden geméss (5.40) eine
Basis des Kolonnenraumes und ergeben zusammen die Matrix A:

1 0 0 0 0
1 5 3 1 0
110 11 6 3

A=|0 5 18 18 12 |. (5.41)
0 0 5 24 16
1 10 21 24 16
0 5 13 24 17 ¢

Wir werden in Abschnitt 7.4 eine weitere Methode zur Konstruktion
einer Basis von R(A) kennen lernen, die direkt eine orthogonale
Basis liefert. Sie ist im praktischen Rechnen vorzuziehen.

Allgemeine Aussagen iiber den Rang eines Produktes AB ergeben
sich sofort aus Lemma 5.3, Korollar 5.10 und Satz 5.13 (ii):

Satz 5.16 Es seien A € E™*", B € EP*™. Dann gilt:
(i) Rang BA < min{Rang B,Rang A},
(ii)) RangB=m (<p) = Rang BA =RangA,

(iii)) Rang A=m (<n) = Rang BA =RangB.

BEWEIS:
(i) ergibt sich aus den genannten Aussagen.

(ii) Bei der Anwendung von Korollar 5.10 beniitze man noch, dass nach
Satz 5.6 und Satz 5.12 folgt

B:E™ — EP injektiv <= ker B ={o}
<= RangB=m.
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(iii) Hier wird zusétzlich beniitzt, dass natiirlich gilt:

A :E" - E™ surjektiv <— im A=E"
<= Rang A =m.

Im Falle von quadratische Matrizen ist vieles etwas einfacher, be-
sonders wenn sie regulér sind. Satz 5.16 vereinfacht sich so:

Korollar 5.17 Es seien A € E™*™, B € E™*™. Dann gilt:
(i) Rang BA < min{Rang B,Rang A},
(i) RangB=m = Rang BA =Rang A,

(ili)) Rang A=m = Rang BA = Rang B.

Im folgenden Satz fassen wir nochmals eine Reihe von gleichwerti-
gen Aussagen zusammen.

Satz 5.18 Fliir eine quadratische Matriz A € E™*" sind folgende
Aussagen dquivalent:

(i) A ist invertierbar;

(i) A ist reguldr;
(iii) Rang A =n ;

(iv) die n Kolonnenvektoren von A sind linear unabhingig;

(vi

imA=R(A)=E" ;

(vii

ker A =N(A) = {o} ;

(viii

)

)

)

)

(v) die n Zeilenvektoren von A sind linear unabhdngig;

)

)

) die lineare Abbildung A : E" — E" ist ein Automorphismus;
)

(ix) A ist die Transformationsmatrixz einer Koordinatentransfor-
mation in E".
BEWEIS: (i) <= (ii) auf Grund unserer Definition von “reguldr”.
(ii) <= (iii) nach Korollar 1.4 und Satz 2.15.
(iii) <= (iv) <= (v) ergibt sich aus Satz 5.13 (iii) und (iv).
(iv) <= (vi), weil n Vektoren genau dann den E" erzeugen, wenn sie

linear unabhéingig sind.

(iii) <= (vii) nach der Dimensionsformel (5.36); oder: weil beide Aus-
sagen aquivalent damit sind, dass Ax = o nur die triviale Losung hat.
(iii) <= (viii) folgt aus Korollar 5.8 (iii) und Satz 5.13 (ii).

(viii) <= (ix) ist ziemlich klar, soll aber genauer betrachten werden:
A = ( ak ) ist Transformationsmatrix genau dann, wenn aus der “al-
ten” Basis by,..., b, gemiss (4.38),
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1= auby  (I=1,...,n) (5.42)
k=1

eine “neue” Basis b/, ..., bl hervorgeht, d.h. genau dann, wenn b/, ..., b/,
den ganzen Raum E™ erzeugen (womit sie automatisch linear unabhéingig
sind). Wir kénnen bj als Bild von b; bei einer linearen Abbildung F
auffassen: Fb; := by, vgl. (5.14). Es ist dann span {b},...,b},} = E"
gleichbedeutend mit Rang F' = n, was geméss Korollar 5.8 heisst, dass
F ein Automorphismus ist. Gemiéss (5.42) ist auch Ab; = by, also, wenn
man A als lineare Abbildung auffasst, A = F. ]

5.4 Affine Riume und die allgemeine Losung
eines inhomogenen Gleichungssystems

DEFINITION: Ist U ein echter Unterraum eines Vektorraumes V'
und ug € V, so heisst die Menge

u +U = {ug+u; uelU} (5.43)

ein affiner Teilraum |affine (sub)space].

Ist F': X — Y eine lineare Abbildung und gy € Y, so ist
eine affine Abbildung |affine mapping]. A

BrispieL 5.9:  Jede Gerade und jede Ebene im R? ist ein affiner Teil-
raum, auch wenn sie nicht durch den Ursprung verlduft. Eine Translation
X — yo + X ist eine spezielle affine Abbildung. ¢

Man beachte, dass ein affiner Teilraum im allgemeinen kein Unter-
raum ist, ndmlich stets wenn uy ¢ U gilt. Ebenso ist eine affine
Abbildung nicht linear, wenn yy # o ist, denn H(0) = yo # 0. Dies
gilt selbst, wenn yy € im F' C Y und damit das Bild im H = im F
ein Unterraum ist.

Allgemein ist im H = yo + im F ein affiner Teilraum.

Affine Teilrdume und affine Abbildungen spielen eine grosse Rolle
bei geometrischen Aufgaben und Anwendungen. Wir betrachten
hier nur den Zusammenhang mit linearen Gleichungssystemen.

Satz 5.19 Es seixq irgend eine Losung des inhomogenen Systems
Ax = b, und es bezeichne Ly den Lisungsraum des homogenen
Systems Ax = o. Dann ist die Losungsmenge L, von Ax = b
gleich dem affinen Teilraum

| Ly=x0+ L] (5.45)

Mit anderen Worten: Die allgemeine Lisung eines inhomogenen li-
nearen Gleichungssystems ldsst sich darstellen als Summe einer spe-
ziellen Losung (Partikuldrlosung) des Systems und der allgemeinen
Losung des homogenen Systems.

(©M.H. Gutknecht 30. September 2007 LA-Skript 5-17



Kapitel 5 — Lineare Abbildungen Lineare Algebra (2007)

Analoge Aussagen gibt es fiir andere Losungsmengen linearer Be-
ziehungen. Zum Beispiel fiir lineare Differentialgleichungen, und
zwar sowohl fiir eine Differentialgleichung hoherer Ordnung als auch
fiir Systeme erster (oder hoherer) Ordnung. In jedem Falle ist die
Losungsmenge ein affiner Teilraum eines geeignet gewéhlten Funk-
tionenraums.

BEWEIS von Satz 5.19:  Aus Axg = b und Ax = o folgt A(x¢o+x) =b;
es gilt also £y O x¢+ Ly. Ist umgekehrt x; irgend eine Lésung von Ax =
b, so gilt A(x; — X¢) = 0, es ist also x; — x¢ € Lo, d.h., x; € x9 + Lo;
also gilt auch Ly C xg + Lo. [ |

BrispieL 5.10:  Wir betrachten nochmals das oben behandelte Beispiel
5.7, interessieren uns nun aber fiir die allgemeine Losung des inhomo-
genen Systems (1.17), die wir iibrigens ja bereits in Kapitel 1 bestimmt
haben, siehe (1.21). Dort haben wir insbesondere die spezielle Losung

xo=(1 4 0 4 0 -1 10 0)"

gefunden, in der alle freien Variablen null gesetzt sind. Anderseit haben
wir in (5.38) eine Basis von Ly berechnet. In Matrixschreibweise lésst
sich damit die allgemeine Losung ausdriicken als

(6]
X =Xg + ( X] X9 X3 X4 ) 5 (5.46)
1)
1 -5 -4 -1 0
43 4 _2 _14 23
125 5 5 125 125
0 1 0 0 0 o
4 8 6
% 0 0 55 - 3
= o |+] o 1 0 0 (5.47)
_1 o o -2 _1 7
5 5 5 S
1 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

mit frei wiahlbaren Parametern «, 3, v, §. Dies stimmt genau mit der
allgemeinen Losung in (1.21) iiberein. ¢

5.5 Die Abbildungsmatrix bei Koordinaten-
transformation

Es seien X und Y Vektorrdume der Dimensionen n bzw. m, und
weiter seien

X =Y, xwy eine lineare Abbildung,

E" - E™, €+ mn die entsprechende Abbildungsmatrix,

E" —E", ¢+ & eine Transformationsmatrix im E”,

R S

E™ - E™, n +—n eine Transformationsmatrix im E™.
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Wir wissen aus Abschnitt 4.4 wie Basiswechsel in X und Y durch
Koordinatentransformationen T und S ausgedriickt werden. Wir
wollen nun die Auswirkungen auf die Abbildungsmatrix A betrach-
ten. Dazu geniigt es, das kommutative Diagramm (5.26) nach unten
Zu erweitern:

reX F yey
lin. Abb.
(Koordinaten-
Kx l Lﬁxl /iyl L@Yl abbildung bzgl.
“alten” Basen)
(Koordinaten
n A m « ”
EckE ' neck bzgl. “alten (5.48)
Abb.matrix Basen)
71| [T 51| lg (Koordmater_l—
transformation)
(Koordinaten
¢ e En B n eE™ bzgl. “neuen”
Abb.matrix Basen)

Es gilt also

y=Faz, n=A¢, €£=T¢, n=87v, n'=B¢f|

(5.49)
Diesen Formeln oder dem Diagramm entnimmt man, dass fiir die
Abbildungsmatrix B, die die Abbildung F' beziiglich den “neuen”
Basen in E™ und E" beschreibt, gilt

B¢ =n'=S"'n=S"Af=S"1AT¢

Da &' beliebig ist, ergibt sich

B = S7!AT, A =SBT!|. (5.50)

Aus Satz 5.16 folgt im {ibrigen wegen Rang S™! = Rang T = n, dass
Rang B = Rang A ist, und in &hnlicher Weise folgt aus Korollar
5.10, dass Rang F' = Rang A ist:

’Rang F = Rang A = Rang B|. (5.51)

Im Falle einer linearen Abbildung von X in sich, ist natiirlich Y =
X, ky = kx, S ="T. Aus (5.50) wird damit

B=T'AT, A=TBT| (5.52)

Da B und A Matrixdarstellungen der selben linearen Selbstabbil-
dung sind, kann man erwarten, dass sie gewisse dhnliche Eigenschaf-
ten haben. Das wird sich bestétigen. Es gilt folgende Terminologie:

(©M.H. Gutknecht 30. September 2007
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DEFINITION: Die n x n-Matrizen A und B heissen dhnlich [si-
milar], falls es eine regulire Matrix T gibt, so dass eine der Bezie-
hungen (5.52) gilt (und damit auch die andere).

Der Ubergang A — B = T 'AT heisst Ahnlichkeitstransfor-
mation [similarity transformation).

BrIsPIEL 5.11:  Wir betrachten den Ableitungsoperator D auf dem in
den Beispielen 4.21 und 4.30 von Kapitel 4 betrachteten Unterraum G4
der geraden Polynome vom Hoéchstgrad 4. Er hat die monomiale Basis
1, t2, t*. Fiir jedes p € Gy ist die Ableitung p’ ein ungerades Polynom
vom Ho6chstgrad 3, liegt also im entsprechenden Unterraum U3, der von

den zwei Monomen ¢ und t® aufgespannt wird. Beziiglich diesen Basen
wird D : p € G4 — p’ € U3 dargestellt durch die 2 x 3-Matrix

A:(SSZ), (5.53)

die man im iibrigen auch aus der Matrix D in Beispiel 5.5 bekommt,
indem man die erste und die dritte Zeile sowie die zweite und die vierte
Kolonne streicht.

In G4 ersetzen wir nun die monomiale Basis durch jene aus (4.17):
pi(t) = 14+t2, po(t) ;= 1—t2, p3(t) == 1+62+11.

Diese Basistransformation wird durch die Matrix
1 1 1
0 0 1

dargestellt, wie wir ja auch schon in (4.45) gesehen haben. (Zur Erinne-
rung: In den Kolonnen stehen die Koordinaten der neuen Basis beziiglich
der alten Basis.)

In U3 wahlen wir als neue Basis

at) =t,  qt) = 3t+26°. (5.54)

Die entsprechende Transformationsmatrix und ihre Inverse sind

s=(eu)=(55) s'=(5

Um den Ableitungsoperator beziiglich den Basen {p1, p2, ps} von G4 und
{q1, g2} von Us darzustellen, braucht man somit gemiiss (5.50) die Ab-

[SIEE NI

) . (5.55)

bildungsmatrix
B=S!AT
_<1-§)<020) 1 11
— ? _
0o 3 00 4 0 01
2 -2 -4
= ( 0 o0 o ) . (5.56)
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Wie weit ldsst sich die Abbildungsmatrix durch geeignete Wahl der
Basen vereinfachen?

Im Falle Y = X werden wir uns spiter im Zusammenhang mit
dem Eigenwertproblem ausgiebig mit dieser Frage beschéftigen. Der
Fall Y # X ist einfacher, denn man kann statt einer zwei Basen
geschickt wéhlen:

Satz 5.20 Es sei F : X — Y eine lineare Abbildung, wobei

dim X = n, dm Y = m, Rang F' = r gelte. Dann besitzt F
beziiglich geeignet gewdhlten Basen in X und Y die Abbildungs-

matrix
IL.|O
A= - . BN
(Sto) (5.57
BeEwEIs: Es seien {b1,...,b,} und {ci1,...,¢ } gleich gewéhlt wie im
Beweis von Satz 5.7. Zudem werde {ci, ..., ¢, } gemiss Satz 4.9 zu einer
Basis {c1,...,¢n} von Y erginzt. Dann ist also

Cj j=1...,r
Fby={ % 7 ’
b { 0, j=r+1,...,n.

Da in der Kolonne j der Abbildungsmatrix gerade die Koordinaten von
Fb; (beziiglich der Basis des Bildraumes) stehen, bekommen wir genau
die Matrix A von (5.57).

BrispiEL 5.12:  Im Falle des Ableitungsoperators D : p € G4 +— p' € U3
aus Beispiel 5.11 geniigt es, die monomiale Basis von G4 umzuordnen
in {t*,#2,1} und die monomiale Basis von Us zusitzlich zu skalieren:
{4¢3,2t}. Dann hat man als Abbildungsmatrix statt A aus (5.53) einfach

11:((1)28). (5.58)

¢

(©M.H. Gutknecht 30. September 2007 LA-Skript 5-21



Kapitel 5 — Lineare Abbildungen Lineare Algebra (2007)

LA-Skript 5-22 30. September 2007 (©M.H. Gutknecht



Lineare Algebra (2007) Kapitel 6 — Vektorrdume mit Skalarprodukt

Kapitel 6

Vektorraiume mit Skalarprodukt

Wir verallgemeinern in diesem Kapitel verschiedene in Kapitel 2
fiir n—Vektoren eingefiihrten Begriffe wie Norm, Skalarprodukt und
Orthogonalitat. Wir wissen ja schon, siehe Satz 5.9, dass jeder n—
dimensionale Vektorraum V iiber R bzw. C isomorph ist zum R"”
beziehungsweise C™ im Sinne, dass es eine eineindeutige lineare
Abbildung von V auf R™ oder C" gibt. Die Existenz eines Ska-
larproduktes macht einen n—dimensionalen Vektorraum aber “noch
dghnlicher” zum R™ oder C". Es ist zum Beispiel naheliegend, dass
man in solchen Rdumen orthogonale Basen betrachtet und an linea-
ren Abbildungen interessiert ist, die Lingen und Winkel erhalten.

6.1 Normierte Vektorriume

DEFINITION: Eine Norm [norm| in einem Vektorraum V ist eine
Funktion

IV —-R, z—|z| (6.1)
mit den folgenden Eigenschaften:
(N1) Sie ist positiv definit:
|z[| >0  firallex eV,
|z]| =0 = z=o0.
(N2) Sie ist dem Betrage nach homogen:

x| = |of [|z]] firallex eV, a € E.

(N3) Die Dreiecksungleichung [triangle inequality| gilt:

[z +yll < llzll +llyll firallez, yeV. (6.2)

Ein Vektorraum mit einer Norm heisst normierter Vektorraum
[normed vector space| oder normierter linearer Raum [normed
linear space)]. A

Man beachte, dass die Norm-Axiome (N1)-(N3) genau jene sind,
die wir in Satz 2.12 als Eigenschaften der 2-Norm fiir R” und C”
aufgezahlt haben. Dort wurde die 2-Norm mit Hilfe des Euklidi-
schen Skalarprodukt (.,.) definiert: ||x|| := 4/(x,x). Dies werden
wir im folgenden Abschnitt verallgemeinern. Aber hier wird die
Norm ohne Bezug auf ein Skalarprodukt definiert.
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BrIspIEL 6.1:  Auf dem in Beispiel 4.2 betrachteten Raum C|a, b] der
auf dem Intervall [a, b] definierten und dort stetigen reell- oder komplex-
wertigen! Funktionen werden durch

b
1l = / ()] dt (6.3)
und
Il = mas ) (6.4)

zwei verschiedene Normen definiert, die ,;—Norm und die L,,—Norm.
Die zweite heisst auch Maximumnorm [maximum norm|. Ersetzt man
in (6.4) das Maximum durch ein Supremum, so kénnen beide Normen
auch auf einem “grosseren”, unstetige Funktionen enthaltenden Vektor-
raum definiert werden. ¢

6.2 Vektorrdume mit Skalarprodukt

DEFINITION: Ein Skalarprodukt [inner product] in einem rellen
oder komplexen Vektorraum ist eine Funktion von zwei Variablen

() VXV =SE zy— (r,y) (6.5)
mit folgenden Eigenschaften:
(S1) Es ist linear im zweiten Faktor:

(x,y +2) = (z,y) + (z,2) fir alle z, y, 2z €V,
(x,ay) = a (z,y) firallex, yeV, a € E.

(S2) Falls E = R, ist es symmetrisch:
(x,y) = (y,x) fir alle z, y € V.

Falls E = C, ist es Hermitesch:

(x,y) = (y,x) fir alle z, y € V.
(S3) Es ist positiv definit:
(x,x) >0 fir alle x € V,
(r,z) =0 = az=o0.

V' mit (-, -) ist ein Vektorraum mit Skalarprodukt [inner pro-
duct spacel. Ist V' endlichdimensional, nennt man V' auch

e falls E = R: Euklidischer Vektorraum? [Euclidean vector
space] oder orthogonaler Vektorraum,

e falls E = C: unitidrer Vektorraum [unitary vector space].
A

'In diesem Kapitel wollen wir explizit den Fall komplexwertiger Funktionen
beriicksichtigen, da sie die Modifikation einiger Formeln erfordern.

?Euklidische Vektorrdume sind also Verallgemeinerungen des R™ bzw. C".
Letztere haben wir als rellen bzw. komplexen n—dimensionalen Euklidischen
Raum bezeichnet.
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Aus (S1) und (S3) folgt, dass

(x,ay+ Bz) = «(x,y) (x,2)
o+ Br,y) = @ (w.y)+ B (x,y). (6:6)

wobei im Falle E = R natiirlich @ = o und § = 3 ist, das Skalar-
produkt also auch im ersten Argument linear ist.

+ 4
+ 0

BEMERKUNG: Geméss (S1) ist das Skalarprodukt linear im zwei-
ten Argument. Stattdessen wird auch im Falle E = C oft Linearitat
im ersten Argument verlangt. In der komplexen Matrizenrechnung
ist aber unsere Version von Vorteil, denn im Falle von n-Vektoren
gilt so direkt (y,x) = y"x. v

In diesem Kapitel sind V, X, Y,... stets Vektorrdume mit Ska-
larprodukt, und zwar ist (.,.) oder (.,.),, das Skalarprodukt in V/,
(.,.)yx jenes in X, usw.

DEFINITION: Die Norm [norm| oder Lange [length| eines Vektors
x in einem Vektorraum V mit Skalarprodukt ist

]| = (z,z) . (6.7)
A

Man zeigt wie im Beweis von Satz 2.12; dass die in Abschnitt 6.1
angegebenen Axiome (N1)—(N3) fiir die Norm (6.7) stets erfiillt
sind.

BRISPIEL 6.2:  R™ mit dem Skalarprodukt (x,y) := x'y ist ein Eukli-
discher Vektorraum. C™ mit dem Skalarprodukt (x,y) := x"y ist ein
unitdarer Vektorraum. ¢

BrispiEL 6.3:  Auf dem Raum Cfa, b] der auf dem Intervall [a, b] defi-
nierten und dort stetigen reell- oder komplexwertigen Funktionen wird
durch

b
(f,g) = / 7O g(t) dt (6.8)
a
ein Skalarprodukt definiert. Die zugehorige Norm ist
b
1]l = / F(6)2dt. (6.9)

Ist w € Cla,b] irgend eine positive reelle Gewichtsfunktion [weight
function], so ist auch durch

b [
() = [ T 9(0) weyde (6.10)
ein Skalarprodukt erklirt. Weiter wird auf C[—1, 1] zum Beispiel durch
o= [ TBe0 (6.11)
yg) = . g T2 .
ein Skalarprodukt definiert, denn diese Integrale existieren alle. ¢
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Grundlegende Folgerungen aus den Axiomen des Skalarproduktes
lassen sich genau gleich herleiten, wie wir das in Kapitel 2 fiir
das spezielle Euklidische Skalarprodukt von R™ und C" taten. Als
Beispiele geben wir die allgemeine Form der Schwarzschen Unglei-
chung, die Definitionen des Winkels und der Orthogonalitét, sowie
die allgemeine Form des Satzes von Pythagoras an:

Satz 6.1 Fiir alle Paare x,y € V gilt die Schwarzsche Unglei-
chung (oder Cauchy-Bunjakovski-Schwarz- Ungleichung)

| (9 | <l llyll]- (6.12)

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn x wund y linear
abhdngig sind.

BEWEIS: Der Beweis verlduft vollig analog zu jenem von Satz 2.11.
|

DEFINITION:  Der Winkel [angle] ¢ (0 < ¢ < ) zwischen zwei
Vektoren x und y ist gegeben durch

Y = arccos &) : falls E=R, (6.13)
]| |yl
R

© = arccos M , falls E=C. (6.14)
|| [ly]]

Zwei Vektoren z, y € V sind zueinander orthogonal [orthogonal]
(oder: senkrecht [perpendicular]), falls (x,y) = 0. Symbolisch:
x 1.

Zwei Teilmengen M, N C V sind zueinander orthogonal [ortho-
gonal], falls (x,y) = 0 fiir alle x € M und alle y € N. Symbolisch:
M 1 N. A

BEMERKUNG: M und N konnen insbesondere Unterrdume sein.
Der Nullvektor ist orthogonal zu allen Vektoren; der Nullraum ist
orthogonal zu allen Unterrdumen. v

Fiir senkrechte Vektoren kann man nun allgemein den Satz von
Pythagoras beweisen, genau wie Satz 2.13:

Satz 6.2 (Satz von Pythagoras) In einem Vektorraum mit
Skalarprodukt gilt:
vly = Jezyl® =l +Ilyl*. (6.15)

BrispieL 6.4:  Wir betrachten im Raum C/[0, 1], versehen mit dem
Skalarprodukt (6.8) die zwei Funktionen f(t) : ¢ — ¢% und g(t) : t — 3.
Hier gilt: (f,g) = 1/6, || f]|> = 1/5, |lg||*> = 1/7. Der Winkel zwischen
diesen Funktionen (Vektoren) betrigt damit

(f,9) VBT /35
gD — arccos — arccos — arccos — .
I £11 19l 6 36
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6.3 Orthonormalbasen

Sobald die Orthogonalitdt von Vektoren definiert ist, kann man
wie im R3 orthogonale Basen, d.h. orthogonale Koordinatensyste-
me verwenden. Wir iiberlegen uns in diesem Abschnitt, dass solche
Vorteile haben und immer konstruiert werden kénnen. Insbesondere
sind die Koordinaten beziiglich einer orthogonalen Basis besonders
einfach zu berechnen.

Satz 6.3 FEine Menge M von paarweise orthogonalen Vektoren ist
linear unabhdngig, falls o ¢ M.

BEWEIS: Annahme: Es seien x1,...,2m € M, v1,...,%m € E, und es

gelte
m
Z VeZlk = O.
k=1

Auf Grund der Linearitit des Skalarproduktes gilt fiir j =1,...,m:

m m
0= <$j, > ’7k$k> => % () = (@15,
k=1 =1 T~

0, falls k # j
also ist ; = 0, weil (z;,z;) > 0. u
Ist dim V' = n, so ergeben n paarweise orthogonale, von 0 verschie-
dene Vektoren somit eine Basis von V.

DEFINITION:  Eine Basis heisst orthogonal|orthogonal|, falls die
Basisvektoren paarweise orthogonal sind:

(be,b) =0 falls k#1.

Sie heisst orthonormiert oder orthonormal? [orthonormal], wenn
zusétzlich die Basisvektoren die Lange 1 haben, d.h. wenn

(b, bry =1 (Vk). N

Mit dem Kronecker-Symbol [Kronecker symbol|, definiert durch
5 = 0, falls k#I,
M= 11, falls k=1,

gilt fiir eine orthonormierte Basis also: (b, b;) = 0.

Satz 6.4 Ist V ein n—dimensionaler Vektorraum mit Skalarpro-
dukt und {b1,...,b,} eine Orthonormalbasis, so gilt fiir allex € V

n

T = (b, x) by . (6.16)

Das heisst fiir die Koordinaten beziiglich einer Orthonormalbasis

gilt einfach &, = (bg, x).

3Man beachte, dass eine orthogonale Matriz orthonormale Kolonnen hat
und quadratisch ist. Ist die Matrix nicht quadratisch (d.h. ist m > n), so sagt
man es sei eine Matriz mit orthonormalen Kolonnen; sind diese nicht normiert,
so spricht man von einer Matrixz mit orthogonalen Kolonnen.
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BEWEIS: Jedes x € V lasst sich nach Satz 4.12 in der Form

n
T = Z kb
k=1

darstellen, mit eindeutig bestimmten Koordinaten £;. Bei orthonormier-
ter Basis gilt wegen der Linearitdt des Skalarproduktes im zweiten Ar-

gument
bjﬂx <Jﬂz§kbk>zzgk<ijbk>zgj
k=1

BEISPIEL 6.5: Ein reelles trigonometrisches Polynom vom Grad
< m ist eine auf ganz R definierte 2r—periodische Funktion der Form

f(t) = % ap + aq cos(t) + PBrsin(t) + - - - + auy, cos(mt) + By, sin(mt)

oder

t) = Z/ (u cos(kt) + B sin(kt)) , (6.17)
k=0

wobei der Strich nach dem Summenzeichen bedeutet, dass der Summand
o cos(0t) das Gewicht 1 bekommt und der Summand (o sin(0t) nicht
auftritt. Wir bezeichnen die Menge dieser Polynome mit 7,,. Mit der
iiblichen, auf C'(R) definierten Addition und skalaren Multiplikation ist
7., offensichtlich ein Unterraum des Vektorraumes C(R), also selbst ein
Vektorraum. Man verifiziert leicht, dass durch

27

(fr9) = ; f(t) g(t)dt (6.18)

auf 7., ein Skalarprodukt definiert ist. Wir behaupten, dass die 2m + 1
Funktionen

1 ), 1 (), 1 1
cos(t), — sin ey, — —
Var' f VT N NG
eine orthonormale Basis von 7, bilden. In der Tat kann man mit Hilfe
der Additionstheoreme fiir Sinus und Cosinus die Integrale

cos(mt), sin(mt)  (6.19)

2m 2m
/ cos(kt) cos(lt) dt, / sin(kt) sin(lt) dt ,
0 0
als Summe bzw. Differenz der zwei Integrale

1 27
E / cos((k £ 1)) = G 7
2 Jo

ausdriicken, wahrend fiir alle £ und [ gilt

2m . B 1 2m . 1 2m ) B
/0 cos(kt) sin(lt) dt = 2/0 81n((l—k)t)dt+2/0 sin((I+k)t)dt =0.
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Schreibt man f statt in der Form (6.17) als Linearkombination der nor-
mierten Basisfunktionen (6.19), also in der Form

V2r VT ves
i cos(m i sin(m
+ T (mt) + NG (mt), (6.20)

so lassen sich die Koeffizienten analog zur Formel &, = (8, x) aus (6.16)
bestimmen: zum Beispiel ist fir k=1,...,m

2w
&, = —= (cos(kt), f(t)) = \/17?/0 f(t) cos(kt)dt.

Da &, /\/7 = ay ist und sich () analog berechnen ldsst, folgt schliesslich
fiir die Koeffizienten in (6.17):

1 2 1 2
ap = — f(t) cos(kt)dt, B = — f(t) sin(kt)dt,| (6.21)
T Jo T Jo
wobei die erste Formel auch fiir o gilt. ¢

Ist V =E" und {by,...,b,} eine orthonormierte Basis, so schreibt
man (6.16) vorzugweise wieder so, dass die Skalare auf der rechten
Seite der Vektoren stehen. Auf Grund der Regeln der Matrizenrech-
nung gilt dann fiir jedes x € E"

x = Xn: by (bl x) = En: bybl x = (i bkb,';'> x.|  (6.22)
k=1 k=1 k=1

Damit ergibt sich folgende additive Zerlegung der Einheitsmatrix
in eine Summe von Rang-1-Matrizen

> bl =1,. (6.23)
k=1

Sie bedeutet, dass die Identitédt als Summe von Projektionen auf
die Koordinatenachsen dargestellt werden kann.

In Vektorrdumen mit Orthonormalbasis sind die Vektoren gleich
lang wie die entsprechenden Koordinatenvektoren. Laut der fol-
genden Parsevalschen Formel? gilt allgemeiner das Analoge fiir die
Skalarprodukte in V' und E"™:

AMARC-ANTOINE DE PARSEVAL DES CHESNES (27.4.1755 — 16.8.1836),
franzosischer Mathematiker, in Kontakt mit Fourier, Poisson, Bessel; Royalist.
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Satz 6.5 (Parsevalsche Formel) Unter den Voraussetzungen
von Satz 6.4 gilt mit & = (bg, x) undng = (br,y) (k=1,...,n):

S

das heisst das Skalarprodukt zweier Vektoren in V st gleich dem
(Euklidischen) Skalarprodukt ihrer Koordinatenvektoren im E™.
Insbesondere gilt:

= = (€]l (6.25)
<z, y) =<1(&m), (6.26)
rly < €£1ln. (6.27)

BEWEIS: Man stellt  und y mittels Formel (6.16) dar und wendet die
Eigenschaften (S1) und (S2) an:

(,y) = <Z by Y 77sz> =N & (brsb) = G-
k=1 =1 k=1 1=1 o k=

Die drei weiteren Formeln folgen unmittelbar aufgrund der Definitionen
der auftretenden Grossen. u

Noch haben wir nicht gezeigt, dass es in einem Vektorraum mit
Skalarprodukt immer eine orthonormierte Basis gibt. Dass dies bei
endlicher oder abzéhlbar-unendlicher Basis so ist, zeigt der folgende
Algorithmus von Gram-Schmidt®. Wir wissen aus Lemma 4.6 und
Satz 4.11, dass es in jedem Vektorraum eine Basis gibt. Der Algo-
rithmus erlaubt uns, diese durch eine orthogonale Basis zu ersetzen.

Algorithmus 6.1 (Gram—Schmidt—Orthogonalisierungs-
verfahren)

Es sei {aj,as,...} eine endliche oder abzdhlbare, linear un-
abhingige Menge von Vektoren. Wir berechnen eine gleich grosse

Menge {by, by, ...} von Vektoren rekursiv gemdss
by = i,
"=
bk = ar — Zj:ll <bj,ak> bj (628)
:E_k (k=2,3,...).
[

®JORGEN PEDERSEN GRAM (27.6.1850 — 29.4.1916), déinischer Versiche-
rungsmathematiker.

ERHARD SCHMIDT (14.1.1876 — 6.12.1959), aus dem Baltikum stammender
deutscher Mathematiker, Schiiler von H.A. Schwarz und D. Hilbert; 1908 Pro-
fessor in Ziirich, 1910 in Erlangen, 1911 in Breslau, 1917 in Berlin.
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Satz 6.6 Die im Gram—Schmidt—Orthogonaliserungsverfahren
konstruierten Vektoren by, by,... sind normiert und paarweise
orthogonal, und es gilt nach k Schritten

span {ai,as,...,a;} =span {by, by, ... b;}.

Ist {ay,as,...} eine Basis von V', so ist {by, by, ...} eine Ortho-
normalbasis von V.

Statt Gram—Schmidt-Orthogonalisierungsverfahren werden auch die
Bezeichnungen Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren
(vor allem in der deutschsprachigen Mathematik-Literatur) und
klassisches Gram—Schmidt—Verfahren [classical Gram-Schmidt
algorithm| (vor allem im wissenschaftlichen Rechnen) verwendet.
Eine in Bezug auf die Rundungsfehler etwas genauere Version heisst
modifiziertes Gram—Schmidt—Verfahren [modified Gram-
Schmidt algorithm)].

Das Verfahren wird vor allem, aber nicht nur, im Falle V' = E”
verwendet. In diesem Fall gibt es allerdings diverse Alternativen.
Wir werden sehen, dass man das Gram—Schmidt—Verfahren nicht
nur fiir die Konstruktion einer Orthonormalbasis brauchen kann.

BEWEIS von Satz 6.6:  Es ist klar, dass [|bgx]| = 1 (Vk). Wir miissen
zeigen, dass (b, b) = 0 falls k # [. Wir diirfen die Induktionsvorausset-
zung machen, dass by, ...,b,_1 paarweise orthogonal sind. (Falls £ = 1
ist die Induktionsvoraussetzung leer; es ist deshalb keine eigentliche Ver-
ankerung nétig.) Dann folgt fir I =1,...,k — 1:

0
/—A—\
bl7

k—1
(br, b)) = [|bw|| ™" <bz,bk> = [l 7 | [ biax) — Y (bj, ax)
7j=1

v~

= (b, ar)

= [|bk]| "t [(br, ax) — (by,ax)] = 0.

Also sind sogar by, .. ., by paarweise orthogonal, und mit Induktion schlies-
sen wir auf die paarweise Orthogonalitit aller b;. Durch Induktion folgt
sofort auch, dass by € span {ay,...,ax}, also

span {b1,...,bx} Cspan{ai,...,ar} (Vk).

Nach Satz 6.3 sind by, ..., b linear unabhéngig, bilden also eine Basis
von span {b1,...,b;}. Aus Dimensionsgriinden folgt daraus direkt, dass
span {b1,...,bx} =span{ai,...,ax}, vgl. Satz 4.7. [ ]

Aufgrund der letzten Aussage in Satz 6.6 gilt insbesondere:

Korollar 6.7 Zu einem Vektorraum mit Skalarprodukt von endli-
cher oder abzdhlbar unendlicher Dimension gibt es eine orthonor-
mierte Basis.
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BEISPIEL 6.6:  Die Monome ay : t — t*=1 (k = 1,2,...) bilden ja
eine Basis des Vektorraumes P aller Polynome mit reellen Koeffizienten.
(Man konnte stattdessen auch komplexe zulassen.) Diese Basis ist aber
nicht orthonormal beziiglich des Skalarproduktes

1
(prq) = / prorees

denn zum Beispiel ist <t2, 1> = % # 0. Wir konnen diese Basis aber mit
dem Gram-Schmidt—Verfahren orthonormieren:

1 1 . 1
HCHHQ:/ ldtzt‘ :27 bl(t):al()zi,
-1 - laa] V2

1 Loy t2 1
bias) ={(—,t)= | ——=dt=——| =0,
(b1, a2) <ﬂ > /_1 B 2v2 -1

<m@:<éJ$:§2, @Mm:<guﬁyw,

~ 1 1\2 o 23t 1 8
bs||2 = <t2—7> =1 22
e /1 3 5 991 45’

Auf diese Art entsteht eine Folge {b;}7°, orthonormaler Polynome mit
Grad by = k — 1. Die umskalierten orthogonalen Polynome Py (t) :=
bry1(t)/brr1(1) heissen Legendre—Polynome® [Legendre polynomials].

Auf analoge Art erhélt man bei Beniitzung des Skalarproduktes

1
(p,q) :E/ ]Mdt

—1 V1—t?
die Tschebyscheff-Polynome’ [Chebyshev polynomials]. Allgemeiner
kann man zu jedem endlichen oder unendlichen Intervall und jeder da-
zu passenden positiven Gewichtsfunktion eine Folge von Orthogonal-
polynomen [orthogonal polynomials| definieren. Zu deren Konstrukti-
on gibt es aber einen effizienteren Algorithmus als das Verfahren von
Gram-Schmidt, denn drei aufeinanderfolgende Polynome sind immer
durch eine Rekursionsformel verkniipft. ¢

6ADRIEN MARIE LEGENDRE (18.9.1752 — 10.1.1833), franzosischer Mathe-
matiker, ab 1755 Professor an der Ecole Militaire in Paris, spéter an der Ecole
Normale.

"PAFNUTI LWOWITSCH TSCHEBYSCHEFF (14.5.1821 — 26.11.1894), russi-
scher Mathematiker, ab 1857 Professor in St. Petersburg.
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AusBLICK: Wie wir schon in Kapitel 4, Satz 4.11, erwéhnt ha-
ben, gibt es in jedem Vektorraum (ausser {o}) eine Basis geméss
unserer Definition, aber diese Definition fithrt nur in Rdumen wie
ly und P mit abzdhlbarer Basis weiter, nicht aber fiir die ,,grossen*
Funktionenrédume, wie ¢ oder C|a, b].

Man verwendet fiir die meisten unendlich-dimensionalen Rdume in
der Mathematik eine andere Definition von Erzeugendensystem und
Basis. Die Vektoren werden als unendliche Linearkombinationen der
Basisvektoren dargestellt, d.h. als Reihe. Dabei miissen diese Reihen
in einem gewissen Sinne konvergieren. Notwendig fiir eine Definition
der Konvergenz ist, dass ein Mass fiir die Differenz (ein Abstand)
zweier Vektoren (bzw. Funktionen) eingefithrt werden kann oder
zumindest ein Umgebungsbegriff. Ein entsprechender Vektorraum
heisst®

i) topologischer Vektorraum [topological vector space] (mit
Umgebungsbegriff),
ii) Banachraum® [Banach space| (mit Vektornorm) oder

iii) Hilbertraum! [Hilbert space] (mit Skalarprodukt und zu-
gehoriger Vektornorm).

In den wichtigen Beispielen sind die in diesen Rdumen verwende-
ten Basen abzdhlbar unendlich gross, aber i.a. viel “kleiner” als eine
Vektorraumbasis, weil jeder Vektor ja nur als unendliche Linarkom-
bination von Basisvektoren darstellbar sein muss, nicht als endliche
Linearkombination.

BrispieL 6.7: Der Hilbertraum /? der quadrat-summierbaren Fol-
gen [square summable series| ist definiert als Vektorraum der Folgen

r={zr}, mit Z lzk]? < o0 (6.29)
k=0
mit dem Skalarprodukt

(@, 9) =D T yn (6.30)
k=0

und der Norm

(6.31)

Die Zahlfolgen e, (1 < k < oo) aus Beispiel 4.23 bilden eine Hilbert-
raum-Basis: jedes 2 € £2 ist ja eine unendliche Linearkombination dieser
Basisvektoren: x = > ziey. ¢

8Bei Banach- und Hilbertrdumen wird noch verlangt, dass sie vollstindig
[complete| sind, das heisst, dass mit jeder konvergierenden Folge von Vektoren
auch deren Grenzwert im Raum liegt.

9STEFAN BANACH (30.3.1892 — 31.8.1945), polnischer Mathematiker, ab
1922 Professor in Lwéw.

1DAvID HILBERT (23.1.1862 — 14.2.1943), deutscher Mathematiker, ab 1895
Professor in Goéttingen, das dank ihm neben Berlin zum zweiten deutschen
mathematischen Zentrum wurde.

(©M.H. Gutknecht 30. September 2007
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BrispiEL 6.8: Der Hilbertraum L? der quadrat-integrierbaren 27—
periodischen Funktionen [square integrable  2m—periodic
functions] ist definiert als Menge der 27—periodischen Funktionen!!

2T
fR — E mit / FO)2dt < oo (6.32)
k=0

mit dem Skalarprodukt und der Norm

2

2w
(fro)=| f@)g)dt, |fll= / |f()?dt. (6.33)
0 0

Falls E = R, bilden die Funktionen
{cos kt}ZO:O und  {sin kt}zozl (6.34)

zusammen eine Basis. Im komplexen Fall, E = C, verwendet man statt-
dessen die Funktionen

{e*3 . (6.35)

Die entsprechenden Reihendarstellungen einer Funktion f € L? heissen
Fourier-Reihen!? [Fourier series]

f(t) =ap+ Z (g coskt + By, sinkt) (6.36)
k=1
bzw.

o0
f&y =Y e (6.37)
k=—o0
Dabei gilt allerdings an Unstetigkeitsstellen von f das Gleichheitszeichen
in der Regel nicht.

Die Fourier-Reihen (6.36) und (6.37) sind Darstellungen der Art (6.16),
aber mit einer unendlichen statt einer endlichen Reihe. In der reellen
Version (6.36) gelten wie in Beispiel 6.5 fiir die Fourier-Koeffizienten
[Fourier coefficients| aj und by die Formeln (6.19). Jene fiir die Koeffi-
zienten 7, der komplexen Version (6.37) sind noch einfacher:

1

2w
_ = —ikt
=5 | TO (6.38)

Vi
Die Bedeutung der Fourier-Reihen liegt darin, dass man fast jede peri-
odische Funktion f durch eine Fourier-Reihe darstellen kann, die “fast
iiberall” (in einem exakt definierbaren Sinn) gegen f konvergiert.

Zu (6.36) und (6.37) analoge Reihenentwicklungen (Darstellungen in ei-
ner unendlichen Basis) fiir die Vektoren gibt es auch in allen anderen
Hilbertraumen mit abzahlbar unendlicher Basis. Man nennt sie dort ver-
allgemeinerte Fourier-Reihen [generalized Fourier series]. ¢

v

"Das Integral ist allerdings hier nicht ein Riemann-Integral sondern ein all-
gemeineres Lebesgue-Integral. Die Funktionen brauchen nicht stetig zu sein,
sondern nur im Sinne von Lebesgue integrierbar.

HENRI LEBESGUE (28.6.1875 — 26.7.1941), franzosischer Mathematiker, der
bereits in seiner Dissertation eine neue Theorie des Masses aufstellte, die zum
Lebesgue-Integral fithrte. Professor am College de France.

12 JEAN-BAPTISTE-JOSEPH FOURIER (21.3.1768 — 16.5.1830), franzosischer
Mathematiker, 1794 Professor an der Ecole Normale, spiter Napoleons Préfekt
in Grenoble.
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6.4 Orthogonale Komplemente

Wenn wir den Satz 6.6 iiber das Gram-Schmidt—Verfahren mit
dem fritheren Satz 4.11 kombinieren, geméss dem eine linear un-
abhéngige Menge von Vektoren zu einer Basis ergénzt werden kann,
folgt sofort:

Korollar 6.8 In einem Vektorraum endlicher Dimension mit
Skalarprodukt kann man jede Menge orthonormaler Vektoren zu
einer orthonormalen Basis erginzen.

Das gilt auch noch fiir Vektorrdume mit abzéhlbar unendlicher Ba-
sis, wie z.B. den Raum P aller Polynome, aber wir wollen uns in
diesem Abschnitt der Einfachheit halber auf Rdume endlicher Di-
mension beschrianken, wo gewisse Schwierigkeiten nicht auftreten.

Bezeichnen wir wie in (4.32) und (4.33) die gegebene Menge ortho-
normaler Vektoren mit M = {by,..., b} und die Erginzungsmenge
mit N = {byy1,...,b,}, so gilt fiir die von diesen Mengen aufge-
spannten Unterrdume

U
U/

span M = span {by,...,b;},

span N = span {b;;1,...,b,}, (6.39)

geméss (4.36) dass V = U & U’ gilt, aber zusatzlich ist U L U’.
Stellen wir irgend ein z € V' in der Basis dar, so ist

x:§1b1+"'glb£+§l+1bl+1+"'§nb@=u—|—u’
=uelU — el

mit
ul U, u LU.
Man bezeichnet den Unterraum U’ deshalb oft mit U~+. Offensicht-

lich ist er eindeutig bestimmt, denn er enthilt genau alle zu U
orthogonale Vektoren von V.

DEFINITION: In einem endlich-dimensionalen Vektorraums V' mit
Skalarprodukt heisst der zu einem echten Unterraum U orthogo-
nale komplementire Unterraum das orthogonale Komplement
lorthogonal complement] von U und wird mit U~ (,,U senkrecht*
| “U perp”]) bezeichnet. Es wird implizit charakterisiert durch die
Beziehungen

V=UsU+, ULU*+ (6.40)

oder explizit durch
Ut ={xeV;z LU}. (6.41)

Wir nennen dann V' eine direkte Summe orthogonaler Kom-
plemente [direct sum of orthogonal complements]. A

Offensichtlich ist
(UH*t=U (6.42)
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und
dim U + dim U+ =dim V. (6.43)

Die letzte Beziehung gilt analog auch fiir nicht-orthogonale kom-
plementédre Unterrdume. Wie bei der allgemeinen direkten Summe
von Unterrdumen lédsst sich der Begriff der Summe orthogonaler
Unterrdume sofort auf mehrere Terme ausdehnen. Zum Beispiel
konnte man oben den Unterraum U selbst wieder in zwei ortho-
gonale Komplemente aufteilen, falls dim U > 1 ist.

BrispieL 6.9:  Ist by,..., b, eine orthogonale Basis von V und setzt
man Uy := span {by}, so gilt

V=UeUs®---dU,, UjJ_Uk for j#k, (6.44)

das heisst V ist die direkte Summe von n zueinander orthogonalen ein-
dimensionalen Unterrdumen aufgespannt durch die einzelnen Basisvek-
toren. ¢

Eine interessante Anwendung ergibt sich im Zusammenhang mit
Kern (Nullraum) und Bild (Kolonnenraum) einer Matrix. Es sei
A € E"™*" eine beliebige Matrix und x € E". Es gilt Ax = o genau
dann, wenn x auf allen Zeilen von A (bzw. von A falls E = C)
senkrecht steht, das heisst wenn x auf allen Kolonnen von AT (bzw.
AM) senkrecht steht. Wir haben also, falls E = R,

xEN(A) «= Ax=0 < x L R(AT) < xc (R(AT))"
und, falls E = C,

X EN(A) <= Ax=0 <= x L R(A") —= XE(R(AH))L.

Erinnern wir uns noch daran, dass nach Korollar 5.14 gilt Rang A =
Rang A" = Rang AT, so erhalten wir:

Satz 6.9 Fiir eine komplexe m x n—Matriz mit Rang r g¢ilt

N(A) = (R(AM)" c E*|, N(AM = (R(A): c E™|.
(6.45)
Insbesondere ist
N(A) @ R(A") =E"|, NAMH e R(A)=E™| (6.46)
und
dmR(A) = r, dmN(A) = n—r,
dmRAH) = r,  dmNAY = m—p. 647

Bei reellen Matrizen kann iiberall AY durch AT ersetzt werden.

DEFINITION: Die zwei Paare komplementérer Unterrdume N (A),
R(AH) und N(AH), R(A) nennt man die vier fundamentalen
Unterrdume [fundamental subspaces| der Matrix A. A
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6.5 Orthogonale und unitire Basiswechsel
und Koordinatentransformationen

In einem Vektorraum V' mit Skalarprodukt interessiert man sich na-
turgemaéss fiir Basiswechsel zwischen orthonormierten Basen. Wie
in §3.4 stellen wir zundchst die “neue” Basis {b],...,b/,} in der
“alten” Basis {b1,...,b,} dar:

o= 7abi|, k=1...,n. (6.48)
=1

Bei einer “gewohnlichen” Basistransformation ist die Transforma-
tionsmatrix T = ( Tik ) irgend eine regulire n x n-Matrix (vgl.
Satz 4.13). Welche spezielle Eigenschaft hat T wohl, wenn beide
Basen orthonormiert sind? Es gilt dann

Ok = < ;wa) = <Z Tik i, Z Tl bj>
i=1 j=1

n n
= Z Tik Z Ty (bi,b;) = Z Tik Til 5
j=1 =1

i=1
57Lj

das heisst

I=T"T. (6.49)

Satz 6.10 Die Transformationsmatriz einer Basistransformation
zwischen orthormierten Basen ist unitir (falls E = C) bzw. ortho-
gonal (falls E = R).

Unitére und orthogonale Koordinatentransformationen sind sehr
praktisch, weil T~! = TH ist, also die inverse Transformation immer
bekannt ist. Damit vereinfacht sich die Formel (4.42) von Satz 4.13.

Satz 6.11 Es sei die durch (6.48) definierte Basistransformation
unitir bzw. orthogonal, d.h. es gelte (6.49). Dann sind die alten
und die neuen Koordinatenvektoren & bzw. & verkniipft gemdss

£E=T¢, ¢ =THe. (6.50)

Falls der zu Grunde liegende Vektorraum V der E™ ist, kann man
die alten und neuen orthonormierten Basisvektoren wie iiblich als
Kolonnenvektoren unitérer oder orthogonaler Matrizen auffassen:

B:=(b, ... b,), B:= (b, ... b,). (651)

Aus den Formeln (6.50) wird dann

B=B'T", B' =BT, (6.52)

wobei nun hier alle drei Matrizen unitédr bzw. orthogonal sind.
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Hier ist zu erwéhnen, dass die unitdren bzw. orthogonalen Matrizen
der Ordnung n eine Gruppe bilden.

BrispieL 6.10:  Drehung des Koordinatensystems in R?. Hier gilt

by = cos¢b; + singbs,
b, = —singb; + cos¢bs,
wobei beim gingigen Koordinatensystem b; = e; und by = es die

Standardbasisvektoren sind. Also hat man, mit der zweidimensionalen
Givens—Rotationsmatrix U(¢) aus Kapitel 2,

cos¢p —sing ,

T_<sin¢ COS¢>_U(_¢)’ B_I7 B_U(_¢)
Fiihrt man im R" eine neue Basis ein, in der alle Basisvektoren bis
auf zwei von der Standardbasis iibernommen werden, die verbleibenden
zwei, sagen wir b und b, aber in dem durch e; und e; aufgespannten
zweidimensionalen Raum durch eine Drehung um den Winkel —¢ aus e;
und e; hervorgehen, ergibt sich als Transformationsmatrix T analog die
allgemeine Givens—Rotation oder Jacobi—Rotation [Givens / Jacobi
rotation] Uj;(—¢):

1
1
cos ¢ —sin¢ 1
Uij(—9) =
1 .
sin ¢ cos ¢ —J
1
1
(6.53)
(alle tibrigen Elemente sind 0). Eine solche 5x5-Matrix haben wir bereits
in Beispiel 2.26 betrachtet. ¢

Bei einer orthogonalen oder unitédren Basistransformation bleiben
die Léngen und Winkel im Koordinatenraum erhalten, denn geméss
der Parsevalschen Formel (Satz 6.5) sind sie ja gleich den entspre-
chenden Langen und Winkel in V.

Korollar 6.12 Unter den Voraussetzungen wvon Satz 6.11 gilt,
wenn n und n' = THn ein weiteres Paar von alten und neuen
Koordinaten bezeichnet, dass

€. n)=¢mn| (6.54)
Insbesondere gilt
1€ = 1€l (6.55)
<(&\n)=<(&m), (6.56)
&flny = €¢1n. (6.57)
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BEWEIS: (6.54) folgt mit Hilfe von (6.50) und (6.49) geméss

(& m)=¢"n=(E""TTy = (&) = (&, 7).

Wir kommen nun noch zuriick auf die in Abschnitt 5.5 und beson-
ders in Diagramm (5.48) zusammengefasste Situation einer linearen
Abbildung F': X — Y, wobei wir nun voraussetzen wollen, dass X
und Y Vektorrdume mit Skalarprodukten (-,-)x bzw. (-,-)y iiber
dem gleichen Zahlkérper R oder C sind (also beides Euklidische
Réume oder beides unitdre Rdume). Wir wollen F' beziiglich or-
thonormalen Basen in X und Y darstellen, und dabei von einem
ersten Paar gegebener, “alter” Basen auf ein zweites Paar “neuer”
orthonormaler Basen iibergehen.

Vektorraume
F
reX B €Y mit Skalarprodukt
lin. Abb.
Koordinaten bzgl.
n A m &
EcE A—'> nek “alten” Orthonormal-
bb.matrix basen in X und Y
T—IZTH”T S‘lzs”HS
Koordinaten bzgl.
! n B / m
£ ek R n ek “neuen” Orthonormal-
Abb.matrix

basen in X und Y
(6.58)

Weil die Matrizen 7" und S der Koordinatentransformationen or-
thogonal bzw. unitér sind, lassen sich nun die Formeln (5.50) und
(5.52) fiir die Transformation der Abbildungsmatrix umschreiben

m

B = S"AT, A =SBT", (6.59)
bzw. falls Y = X, ky = kx und S =T,

B=THAT, A=TBT". (6.60)

Im zweiten Falle, wo es um eine Selbstabbildung geht, ist nach
(6.60) klar, dass

e wenn A Hermitesch bzw. reell symetrisch ist, so auch B,

e wenn A unitédr bzw. orthogonal ist, so auch B.
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6.6 Orthogonale und unitire Abbildungen

Wir wollen nun noch auf spezielle lineare Abbildungen zu sprechen
kommen, die nicht nur die linearen Beziehungen, sondern auch das
Skalarprodukt zweier Vektoren invariant lassen.

DEFINITION: Es seien X und Y zwei unitére (bzw. orthogonale)
Vektorrdume. Eine lineare Abbildung F' : X — Y heisst unitéir
lunitary] (bzw. orthogonal [orthogonall), falls fiir x,y € X gilt

(F, Fy)y = (z,y)x |- (6.61)

Diese Abbildungen haben eine Reihe interessanter Eigenschaften,
die sich leicht herleiten lassen und die im folgenden Satz zusam-
mengefasst sind. Die ersten zwei haben wir schon in Satz 2.21 ange-
troffen als Eigenschaften einer durch eine orthogonale oder unitére
Matrix definierten Abbildung.

Satz 6.13 Fir eine orthogonale oder unitdire Abbildung
F:X =Y gilt:

(i) |Fx|ly = ||lz||x (Vx € X), d.h. F ist lingentreu [length
preserving/ (oder: isometrisch [isometric/);

i)z Ly = Fzx L Fy, dh F ist winkeltreu [angle
preserving/;
(iii) ker F'={o}, d.h. F ist injektiv.
Ist dim X =dimY < oo, so gilt zusdtzlich:
(iv) F ist ein Isomorphismus.

(v) Ist {b1,...,b,} eine Orthonormalbasis von X, so ist
{Fby,...,Fb,} eine Orthonormalbasis von Y ;

(vi) F~1 st unitir (bzw. orthogonal);
(vii) Die Abbildungsmatriz A beziiglich orthonormierten Basen in

X und Y ist unitir (bzw. orthogonal).

BEWEIS:
(i) und (ii) folgen direkt aus (6.61).
(iii) folgt aus
(6.61)
Fr=0+= (Fz,Fz), =0 (z,2)y =0 <=z =o0.
(iv) ergibt sich aus (iii), der Dimensionsformel (5.29) und ihrem Korol-
lar 5.8.

(v) und (vi) folgen aus (iv) und (6.61).
(vii) ist schliesslich eine Konsequenz der folgenden drei Hilfssétze, ange-

wandt auf die aus dem Diagramm (6.58) folgende Relation A = ky Fr '
(die bereits in (5.25) auftrat). n
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Weitere Aussagen iiber die Verkniipfung unitéarer Abbildungen, die
Koordinatenabbildung und die Abildungsmatrix folgen miihelos:

Lemma 6.14 Sind F : X — Y und G : Y — Z zwei unitire
(oder orthogonale) Isomorphismen endlich-dimensionaler unitdrer
(bzw. orthogonaler) Vektorrdume, so auch Go F : X — Z.

BeEwEIs: Es ist klar, dass G o F' ein Isomorphismus ist. Zudem gilt
(6.61) fur F und G, also

(GFz,GFy), = (Fz,Fy)y = (z,y) x - ]

Lemma 6.15 st V ein n—dimensionaler unitirer (oder orthogo-
naler) Vektorraum mit Orthonormalbasis, so ist die Koordinaten-
abbildung ky : V. — C" (bzw. V. — R™) ein unitirer (bzw. ortho-
gonaler) Isomorphismus.

BEWwEIS:  Wir haben uns bereits bei der Definition (5.23) der Koordi-
natenabbildung {iberlegt, dass sie ein Isomorphismus ist. Zudem ist fiir
sie (6.61) identisch mit der Parselvalschen Formel (6.24) aus Satz 6.5,
also ist sie ein unitérer (oder orthogonaler) Isomorphismus. ]

Lemma 6.16 Die Matriz A € C™*" (bzw. R"*™) ist genau dann
unitar (bzw. orthogonal), wenn die lineare Abbildung A : C* — C™
(bzw. R™ — R™) wnitdr (bzw. orthogonal) ist.

BEwEIs: Die durch A definierte Abbildung ist unitir, wenn geméss
(6.61) gilt: (Ax, Ay) = (Ax,Ay) (Vx,y). Hieraus folgt mit x = e; und
y = ¢;, dass

(AHA)M = GEAHAel = (Aek)H(Ael) = <Aek,Ael> = <ek,el> = 6kl;

was heisst, dass die Matrix A unitér ist. Umgekehrt gilt diese Formel
genau dann, wenn (Aeg,Ae;) = (er,e;) (Vk,l). Schreibt man x =
derék, y = > e, so folgt aufgrund der Eigenschaften (6.6), dass
auch (Ax, Ay) = (Ax,Ay) (Vx,y) gilt, also die Abbildung unitér ist.

|

6.7 Normen von linearen Abbildungen
(Operatoren) und Matrizen

DEFINITION: Es seien X und Y zwei normierte Vektorrdume mit
den Normen ||.||x und |.||y. Eine lineare Abbildung (oder: ein li-
nearer Operator) F': X — Y heisst beschriankt [bounded], wenn
es ein yp > 0 gibt mit

[E@)y <yrllzllx (Vo e X).
Die Gesamtheit solcher linearer Abbildungen (Operatoren) F' zwi-
schen X und Y heisst £(X,Y). A

BEMERKUNG: Die zwei Normen in X und Y koénnen geméss (6.7)
durch Skalarprodukte (.,.)y und (.,.), definiert sein, miissen es
aber nicht. v

(©M.H. Gutknecht 30. September 2007

LA-Skript 6-19



Kapitel 6 — Vektorrdume mit Skalarprodukt Lineare Algebra (2007)

In £(X,Y) kénnen wir auf natiirliche Art eine Addition und eine
skalare Multiplikation definieren:

F+G: z€eX — (F+G)(x) = Fx+Ga
(VF, G € L(X,Y)),

alF: ze€X — (aF)(z) = aFx
(Va € E, VF € L(X,Y)).
(6.62)
Damit wird £(X,Y") selbst zu einem Vektorraum, wie man leicht
verifiziert.

BrispieEL 6.11:  Die mxn Matrizen kénnen als Elemente von £(E™, E™)

aufgefasst werden. Dabei sind Addition und skalare Multiplikation wie
in Kapitel 2 durch A + B und aA definiert. ¢

Nun werden wir im Vektorraum £(X,Y") eine Norm definieren.

DEFINITION:  Die auf £(X,Y) durch die Normen |.||x und ||.||y
induzierte Operatornorm [operator norm) ist definiert durch

F
[l: L(X,)Y) >R, Fw|F| = &q)” lly (6.63)

w0 [|%llx
Ist X =Y = E", so dass I’ durch eine quadratische Matrix A ge-
geben ist, heisst ||A|| die durch die Vektornorm (in E") induzierte
Matrixnorm von A. Sie ist also definiert durch

A
Ll B SR, A A = sup A

(6.64)

xto [1X]|
Verwendet man in E" die Euklidische 2-Norm, so heisst die indu-
zierte Matrixnorm Spektralnorm [spectral norm| oder 2-Norm
[2-norml; sie wird auch mit ||.||> bezeichnet:

Ax 2
A, := sup |1 Ax] : (6.65)
xto ||X/l2
Statt “die von den Vektornormen induzierte Operator- oder Ma-
trixnorm” sagt man auch “die den Vektornormen untergeordnete
Operatornorm bzw. Matrixnorm [subordinate matrix norm)|”.

A
Die Definitionen (6.63)—(6.65) lassen sich vereinfachen: fithrt man
zum Beispiel im Bruch in (6.63) a := ||z||x und T := x/« ein, so
sieht man, dass wegen ||Z|| = 1 und

et = for ()], =l (], = et 50

folgendes gilt (wir ersetzen T wieder durch z):
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Lemma 6.17 Die in (6.63)—(6.65) gegebenen Formeln fiir
IEl, || A, ||All2 lassen sich ersetzen durch

|F[l = sup [Fzlly, (6.66)
llzll x=1

Al = sup |Ax]|, (6.67)

A2 = Sup |AX]2 . (6.68)
x||2=

In dieser Form lésst sich die Operatornorm leicht geometrisch in-
terpretieren: Die Restriktion ||z||x = 1 bzw. ||x||» = 1 bedeutet ja,
dass wir nur Vektoren auf der Oberfliche der “Einheitskugel” in
X oder E" betrachten. Die Norm entspricht dann der maximalen
Léange der Bildvektoren dieser Sphére. Diese Interpretation passt
vor allem fiir die Spektralnorm. Man muss aber daran denken, dass
bei Verwendung einer anderen als der 2-Norm in E" die “Einheits-
kugel” nicht eine Kugel ist.

Die Spektralnorm einer Matrix oder einer linearen Abbildung ist
leider im allgemeinen nicht einfach zu berechnen, aber oft benotigt
man effektiv nur eine obere Schranke, und eine solche kann man
héufig einfach erhalten. Auf die Berechnung der Spektralnorm wer-
den wir in den Abschnitten 10.6 und 11.2 zuriickkommen. Wie die
folgende Betrachtung zeigt, ist die Berechnung einfach, wenn A eine
Diagonalmatrix ist.

BrispieL 6.12:  Fiir eine Diagonalmatrix D = diag (di1, ..., dny) ist

IDx[lF 3%y |dinl? ol
Ix|13 >k=t |kl

ein gewichtetes Mittel der Betragsquadrate der Diagonalelemente dj
und dieses Mittel wird offensichtlich maximal, wenn man alles Gewicht
auf ein betragsmissig grosstes Element legt. Ist dies dj;, so wihlen wir
also x; = ¢; und erhalten

IDx[3 _ |Deil3 _ |dul?

= — — d 2 )
R el 1B
Das heisst, es ist
IDx|[2
Dilz = = Ay - ,
D12 Tﬁf x][2 lrél]?%(n‘ Kok | (6.69)

¢

Ahnlich wie die Vektornormen, insbesondere die bereits in Kapi-
tel 2 diskutierte 2-Norm von E”, hat auch die Operatornorm Ei-
genschaften, die als Axiome eines allgemeineren Normbegriffes fiir
Abbildungen und Matrizen dienen kénnen:
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Satz 6.18 Die durch (6.63) definierte induzierte Operatornorm
hat die folgenden Eigenschaften:

(OpN1) Sie ist positiv definit:
IF=0 (Vv FeLlXY)),
|F||=0 = F=0.

(OpN2) Sie ist dem Betrage nach homogen:
la Fll =lof [ (VFeL(X)Y), VaekE).

(OpN3) Die Dreiecksungleichung gilt:

IF+G| < |F+]Gl (VF, GeL(X,Y)).
(6.70)

(OpNJ) Fiir zusammengesetzte Abbildungen gilt:

[GoF|| <G |FIl (VFeL(X,)Y) GeL(Y,Z)).
6.71)

(OpN5) Sie ist kompatibel mit den Vektornormen in X, Y:

[Fzly <|IFlllzlx (VFeLlX)Y) VzeX).
(6.72)

BeEwEeIs:  (OpN1): Aus der Definition (6.63) ist klar, dass ||[F| > 0
gilt und dass [|F|| = 0 bedeutet, dass Fax = o fiir alle z, also F die
Nullabbildung O ist.

(OpN2): Unter Verwendung der Normeigeschaft (N2) in Y folgt, dass
laF|| = sup [laFz|y = sup (|af[|Fz|y)

ol x=1 ol x=1
= laf sup |[|Fzly = |af[F].

=l x=1

(OpN3): Hier verwendet man u.a. die Dreiecksungleichung (N3) aus Y:
I1F+ Gl = sup [[(F+G)()lly = sup [[Fz+Gely

el x =1 =1
< sup ([[Fzly +[|Gzly)
el x=1

< sup |Fz|y+ sup |[Gz|y

=l x=1 ll=llx=1

= [IF][ +llGll-

(OpNb5): Folgt sofort daraus, dass fiir festes z = ¥ gilt
[Fzlly | Fally

1Zllx ™ jax=1 lzllx

= [IF1]-

(OpN4): Wir wenden (OpN5) zunéichst auf G, dann auf F' an, umzu
sehen, dass

(G o F)(@)llz = |G(Fx)||lz < |Gl [[Fzlly <[GIIE] =]l -
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Dividiert man dies unter der Annahme x # o durch ||z||x und nimmt
man das Supremum iiber alle x # o, folgt die Behauptung. [

Fiir quadratische Matrizen, wo X =Y = Z := E", wird der Begriff
“Matrixnorm” nun allgemein wie folgt definiert:

DEFINITION: Eine Matrixnorm [matrix norm] ist eine Funktion
.l : E™" =R, A~ |A (6.73)

mit den (an die Situation angepassten) Eigenschaften (OpN1)-
(OpN4). Gilt zusétzlich analog zu (OpNb5)

|Ax|| < |A]l|Ix|  fir alle A € E™" x € E",|  (6.74)

so heisst die Matrixnorm kompatibel [compatible| mit der in E"
verwendeten Vektornorm (die nicht die 2-Norm sein muss). A

Hier ist ein Beispiel einer Matrixnorm, die einfacher zu berechnen
ist als die Spektralnorm:

BeisrieL 6.13: Die Frobenius—Norm ist definiert durch

(6.75)

Man miisste natiirlich beweisen, dass die Axiome (OpN1)—(OpN4) erfiillt
sind. Wir wollen hier nur zeigen, dass diese Matrixnorm kompatibel
ist mit der 2-Norm (als Vektornorm im E"). Wir wenden dazu die
Schwarzsche Ungleichung(2.52) fiir k = 1,...,n an auf den Zeilenvektor
( arl -+ Qgn ) und einen n—Vektor x:

n
|Ax||3 = Z (Z Akl T

\/

k=1
n n n
< a x
k=1 \ =1 j=1
n n n
DI (z )
j=1 =1 \i=1

= [Ix[13 HAH

Die Genauigkeit, mit der man ein reguléres Gleichungssystem Ax =
b auf einem Computer mit Gleitkomma—Arithmetik 16sen kann,
héngt ab vom Produkt [|A| s ||A™Y|s, worin ||A]|s die von der
Vektornorm ||.||o aus (2.60) induzierte Operatornorm bezeichnet.
In anderen Situationen spielt das Produkt ||A|[z|[|A™!||2 eine wich-
tige Rolle fiir die erreichbare Genauigkeit einer Rechnung. Man de-
finiert deshalb:
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DEFINITION: Die Konditionszahl [condition number| einer re-
guldren Matrix A beziiglich einer gewissen Norm!3 ||.|| oder, kurz,
die Kondition [condition| einer reguldren Matrix A ist die Zahl

n(A) = A [ATH]. (6.76)

Insbesondere ist die 2-Norm—Konditionszahl [2-norm condition
number| definiert als

ra(A) = [|A]l2 [|[A7H2 (6.77)
A

Auf die Berechnung der 2-Norm—Konditionszahl werden wir eben-
falls in den Abschnitten 10.6 und 11.2 zuriickkommen.

BGemeint ist eine Matrixnorm oder eine Vektornorm mit der induzierten
Operatornorm.
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Kapitel 7

Die Methode der kleinsten Quadrate
und die QR—Zerlegung einer Matrix

In diesem Abschnitt beschranken wir uns auf den Vektorraum E™
mit dem Standardskalarprodukt aus Abschnitt 2.4. Alles gilt aber
sinngemadss fiir beliebige m-dimensionale Vektorrdume mit Skalar-
produkt, wie sie in Kapitel 6 eingefiihrt worden sind.

In Abschnitt 2.5 haben wir schon die orthogonale Projektion auf
eine Gerade durch O, d.h. auf einen eindimensionalen Unterraum
betrachtet, nun wollen wir jene auf mehrdimensionale Unterrdume
bestimmen und verschiedene Methoden zu deren Berechnung und
zur Losung des entsprechenden Minimumproblems kennen lernen.
Dieses ist unter anderem als Problem der kleinsten Quadrate be-
kannt. Dabei gehen wir nun von einer allgemeinen Definition der
Projektion aus.

7.1 Orthogonalprojektionen

DEFINITION: Eine lineare Abbildung P : E™ — E™ heisst Pro-
jektion [projection] oder Projektor [projector], falls

P’=P. (7.1)
Eine Projektion heisst Orthogonalprojektion [orthogonal pro-

jection] oder orthgonaler Projektor [orthgonal projector]|, falls
zuséatzlich gilt

’kerPJ_imP,

dh. [ N(P)LR(P). (7.2)

Andernfalls ist es eine schiefe [oblique| Projektion. A

BEMERKUNG: Die Bedingung (7.1) entspricht der anschaulichen
Vorstellung einer Projektion: Ubt man auf das Bild Py € im P eines
beliebigen Punktes y nochmals dieselbe Projektion aus, so bleibt
Py “an Ort”: P(Py) = Py. Die Bedingung (7.2) wird anschaulich,
wenn man beachtet, dass y — Py € ker P, weil wegen (7.1) gilt

P(y — Py) = Py — P’y = o. v
Lemma 7.1 Ist P ein Projektor, so ist auch I — P ein Projektor
und es qilt:

im (I —P) =ker P, ker (I-P)=imP. (7.3)
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BEwEIS: Wegen (7.1) ist I -P)2=1-2P + P2 =1- P, d.h. es gilt
(7.1) auch fir I - P.

Ist Px =0,s0ist x=x—Px = (I-P)x €im (I -P). Ist umgekehrt
x = (I-P)y € im (I - P), so folgt Px = (P — P?)y = o.

Die zweite Gleichung in (7.3) ergibt sich am einfachsten, wenn man in
der ersten den Projektor P durch den Projektor I — P ersetzt. [

Die Definition (7.2) der Orthogonalitét eines Projektors kann man
durch dquivalente Bedingungen ersetzen:

Satz 7.2 Fir einen Projektor P : E™ — E™ sind folgende Aus-
sagen dquivalent:

(i) P ist orthogonaler Projektor;
(ii) I — P ist orthogonaler Projektor;
(iii) PH=P.

BeEwEIs: Die Aquivalenz von (i) und (ii) folgt sofort aus Lemma 7.1.
Nehmen wir also an, P und I —P seien orthogonale Projektoren. Zudem
sei x € ker P, so dass wegen (7.2) fiir alle y € E™ gilt

(Px,y) = (x, Py) =0,

also PHx = o, d.h. x € ker PH. Somit ist ker P C ker PH, aber weil
Rang P = Rang P" (Korollar 5.14), muss sogar ker P = ker PH sein.
Analog ist ker (I — P) = ker (I — P"), also wegen Lemma 7.1 auch
im P = im PH, denn P" ist wegen (PH)2 = (P2)" = P" sicher auch
ein Projektor. Da ein Projektor durch seinen Kern (der auf o abgebildet
wird) und sein Bild (dessen Punkte fest bleiben), eindeutig bestimmt
ist (denn Kern und Bild sind bei einer Projektion komplementére Un-
terrdume: ker P @ im P = E™), folgt, dass P = PH.

Es sei umgekehrt P ein Projektor mit P = PH, und es seien x € ker P
und y € im P, so dass gilt Px = 0 und y = Py. Dann folgt

(x,y) = (x,Py) = <PHx,y> = (Px,y) =0,

was gleichbedeutend ist mit (7.2), also ist P ein orthogonaler Projektor.
|

Um eine Formel fiir die Orthogonalprojektion auf einen vorgegebe-
nen Unterraum (“Projektionsebene”) anzugeben, wollen wir anneh-
men, dieser Unterraum sei aufgespannt durch n linear unabhéngige,
gegebene Vektoren aq,...,a, € E™, und wir betrachten diese Vek-
toren als Kolonnenvektoren einer m x n-Matrix A. Der vorgegebene
Unterraum ist dann gerade der Kolonnenraum R(A). Es gilt:

Lemma 7.3 Sind die Kolonnen einer m x n—Matriz A linear un-
abhingig, das heisst ist Rang A =n (< m), so ist AHA regulr.

Bewrrs: Aus AHAx = o folgt xX"AHAx =0, d.h. (Ax, Ax) = 0, also
Ax = o. Weil Rang A = n ist, ist aber ker A = {0}, d.h. AHA ist
regulér. [
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Satz 7.4 Die Orthogonalprojektion P : E™ — im A C E™ auf
den Kolonnenraum R(A) = im A einer m X n—Matriz A mit
Rang n (< m) ist gegeben durch

Pa = A(AFA)TTANR. (7.4)

BEWEIS: Zunéchst ist
P4 = A(AHA)TAHA (AMA)TAR =P,

P, ist also ein Projektor. Weiter ist im Ppo = im A, denn es ist klar,
dass im Pao € im A, und andererseits existiert zu z = Ax € im A ein y
mit PAy = z, denn die entsprechende Gleichung fiir y,

AAHA) 1Ay — 2 = Ax
lasst sich 16sen, indem man y so wéhlt, dass
(AHA)TARy =x,  dh. APy = AHAx = ANz,

Zum Beispiel ist y = z eine Losung; sie ist aber nicht eindeutig, falls
n < m. Aus (7.4) sieht man weiter sofort, dass P = Pa, also ist Pa
eine Orthogonalprojektion, vgl. Satz 7.2 (iii). Es ist im {ibrigen auch
einfach zu zeigen, dass aus y L im A, d.h. yHAx = 0 (vx), folgt, dass
y € ker Pa. Aus Dimensionsgriinden gilt dann ker P 1 im Py, die
urspriingliche Bedingung (7.2) fiir einen orthogonalen Projektor. [

Geometrisch ist klar, dass ein Projektor nicht davon abhéngt, durch
welche Vektoren man die “Projektionsebene” R(A) = im A auf-
spannt. Man kann das auch formal beweisen. Wir diirfen also ins-
besondere ay, ..., a, ersetzen durch n orthonormale Vektoren, d.h.
wir ersetzen A € E™*" durch Q € E™" mit R(Q) = R(A) und
QY Q = I,,. Damit vereinfacht sich die Formel (7.4) fiir den Projek-
tor:

Korollar 7.5 Die Orthogonalprojektion Pq : E™ — im Q C E™

auf den Kolonnenraum R(Q) = im Q einer m x n—Matriz Q =
( qi: - qn ) mit orthonormalen Kolonnen ist gegeben durch

Pq = QQ". (7.5)

Es gilt also fir jedes y € E™

Poy=QQ"y =) qidly=> q;(q,y) . (7.6)
= =1

Soll eine Orthogonalprojektion auf einen Kolonnenraum R(A) be-
rechnet werden, so kann man also auf zwei Arten vorgehen: Entwe-
der man wendet die allgemeine Formel (7.4) an oder man ersetzt
A durch eine Matrix Q mit orthonormalen Kolonnen und wendet
dann die einfacheren Formeln (7.5) und (7.6) an. Auf den Ubergang
von A auf Q werden wir in Abschnitt 7.3 zuriickkommen.
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BrispieL 7.1:  Wir wollen im R* orthogonal auf den 2-dimensionalen
Unterraum projizieren, der aufgespannt wird durch die Kolonnen der
Matrix

A:(al an ): (77)

Berechnen wir

T, (25 25 Tav1_ L[5 -1
AA_<25 125 )0 WA=l ) Y

so wird nach (7.4)

46
1 [ 2 -2 5 -1\[(4 22 1
PA=10| 2 6 <—1 1><6 —26—7> (7.9)

1 -7
4 6
1 [ 2 -2 14 12 4 12
100 2 6 (2—44—8) (7.10)
1 -7

0.68 024 040 0.00

0.24 032 0.00 0.40
| 040 0.00 032 —0.24 |- (7.11)
0.00 040 -0.24 0.68

Anwendung des Gram-Schmidt-Verfahrens auf die zwei Kolonnen a; und
ao gibt anderseits

las =5 a=1(4 22 1),
(@i,a2) =5,  G=(2 —4 4 -8)", (7.12)
@l =10, a@=21(1 —2 2 —4)",

also die folgende Matrix Q mit orthonormalen Kolonnen:

4 1
11 2 -2
Q=(a Q2)—g 5 9 (7.13)
1 —4
Damit kénnen wir Pp = Pq nach (7.5) auch darstellen durch
4 1
1 2 =2 4 2 2 1
Pa=Po=5- | 5 (1 Sy _4>. (7.14)
1 —4

Man konnte dieses Produkt ausmultiplizieren, um wieder (7.11) zu er-
halten, aber je nach dem Verhéltnis n : m und der Zahl der zu berech-
nenden Matrix-Vektor-Produkte P o x ist es effizienter, den Projektor in
einer Produktform (7.9), (7.10) oder (7.14) zu belassen, wobei man im
allgemeinen (7.10) aus (7.9) am besten durch Losen von n Gleichungs-
systemen berechnen wiirde. ¢
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Eine Orthogonalprojektion hat die Eigenschaft, dass fiir Punkte y,
die nicht in der “Projektionsebene” liegen, fiir die also y ¢ im P
gilt, das Bild Py der am néchsten bei y liegende Punkt des Unter-
raumes im P ist. Dies ergibt sich sofort aus dem Satz von Pythago-
ras (Satz 2.13). Die Orthogonalprojektion liefert damit die Losung
eines linearen Approximationsproblems in der 2-Norm:

Satz 7.6 Fliir eine Orthogonalprojektion P gilt:

Iy = Pyll = min |y —z|.. (7.15)

Analoges gilt in einem beliebigen Vektorraum mit Skalarprodukt
fiir die durch das Skalarprodukt definierte Norm (6.7) aufgrund des
allgemeinen Satzes von Pythagoras (Satz 6.2).

7.2 Die Methode der kleinsten Quadrate

Wir betrachten nun das tiberbestimmte lineare Gleichungssy-
stem [overdetermined linear system|

Ax =y (7.16)

mit einer “hohen” m x n-Matrix (m > n). Es hat im allgemeinen
ja keine Losung. Wir wissen, dass genau dann eine existiert, wenn
y € R(A), aber das wird hier nicht vorausgesetzt. Weil man die
Gleichungen (7.16) nur bis auf einen Fehler 16sen kann, nennt man
sie Fehlergleichungen.

Wenn es keine exakte Losung gibt, ist es naheliegend, x € E" so
zu wihlen, dass der Residuenvektor [residual vector| (kurz: das
Residuum [residuall)

’ r = y—Ax‘ (7.17)
minimale Euklidische Norm (2-Norm, “Lénge”) hat, d.h., dass die
Quadratsumme

Ir|* = Z r? falls r e R™ (7.18)
k=1
bzw.
lef> =" [rf?|  falls reC” (7.19)
k=1

minimal wird. Die entsprechende Losung x heisst die Losung im
Sinne der kleinsten Quadrate [least squares solution| des tiber-
bestimmten Systems Ax =y.

Wir nehmen an, dass die Kolonnen von A linear unabhéngig sind,
also ker A = {o} gilt und AYA nach Lemma 7.3 regulir ist. Auf
Grund von Satz 7.6 wissen wir, dass ||r|| minimal ist, wenn gilt

Ax = P,by, dh. Ax=A(A"A) A"y,
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Da ker A = {o}, folgt hieraus

x=(A"A)TAy (7.20)

oder

AMAx = A"y (7.21)

Dies sind die Normalgleichungen [normal equations|. Man be-
kommt sie, indem man die Fehlergleichungen von links mit A" mul-
tipliziert. Sie bedeuten gerade, dass r = y — Ax auf den Kolonnen
von A senkrecht steht:

A'r=o oder r L R(A). (7.22)

Die Matrix (A"A)"tAM in (7.20) heisst Pseudoinverse [pseudo-
inverse] von A. (Falls Rang A < m, ist die Definition komplizierter.)

Zusammengefasst gilt:

Satz 7.7 Es set A € E™", Rang A =n < m,y € E™. Dann
hat das tiberbestimmte Gleichungssystem Ax =y eine eindeutiq
bestimmte Ldosung x im Sinne der kleinsten Quadrate, d.h. x mit

lAx — y||* = min A% —y]*. (7.23)
RcE™
x kann berechnet werden durch Losen des requldren Systems (7.21)
der Normalgleichungen. Der Residuenvektor r := y — Ax steht
senkrecht auf R(A).

BrispiEL 7.2:  Gegeben seien die 4 x 2 Matrix A aus (7.7) und y =

( 3 6 -3 9 )T. Es soll x = ( T1 X9 )T so bestimmt werden, dass
3 4 6
o N o 6 . 2 =2 I
M=ly-axi=|l 5 |- 5 5 [(2)]
9 1 -7

o . . Te. . T T . 25 25
minimal wird. Es ist A'y = ( 27 =75 ) und A'A = ( 95 125 |-

Die Normalgleichungen (7.21) lauten also

(5 &) (R)-(5) o

Es wird x = ( 210 —1.02 )", also

3 4 6 0.72

rey_Ax—| O]_[2 2 ( 2.10)2 —0.24

-3 2 6 —1.02 —1.08

9 1 -7 —-0.24
(7.26)

und
|r|| = 1.3416....
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¢

In der Praxis kann das Losen der Normalgleichungen fiir grosse
Matrizen ungenau sein, da mit grossen Rundungsfehlern behaftet,
falls die Kolonnen von A nahezu linear abhéngig sind. Es gibt je-
doch mehrere Alternativen fiir die Bestimmung von x. Eine haben
wir bereis zur Hand: die Anwendung des Gram-Schmidt-Verfahrens.
Geometrisch sollte klar sein, dass folgendes gilt:

Lemma 7.8 Unter den Voraussetzungen von Satz 7.7 kann man
die Kleinste-Quadrate-Losung x bestimmen, indem man die Ko-
lonnen ay,...,a, von A und den Vektor a,,, := y dem Schmudt-
schen Orthogonalisierungsprozess (6.28) unterwirft und so das Lot

Qi1 =y—Ax=r L R(A), (7.27)

von'y auf R(A) = span {ai,...,a,} bestimmt. Das Gleichungs-
system AX =y — Quq1 ist dann exakt nach x auflosbar.

Wir werden dieses Vorgehen im Abschnitt 7.3 weiterverfolgen und
neu interpretieren. Statt Ax =y — Q41 zu losen, werden wir dort
x auf elegantere und numerisch genauere Art bestimmen.

BrispiEL 7.3: Wir wollen die Beispiele 7.1 und 7.2 fortsetzen, aber im
Moment nur das Residuum r = y — Ax der Kleinste-Quadrate-Losung
x bestimmen. In Beispiel 7.1 haben wir bereits die Kolonnen von A
aus (7.7) orthonormalisiert und in (7.13) Q = ( q1 q2 ) erhalten. Nun
ist das Lot von y auf span {a;,as} = span {qi,q2} zu fillen: Es wird
(q1,y) =27/5 =54, (q2,y) = —51/5 = —10.2, und damit

r=qs=y—qi{(q1,y) — a2 (qz,y)

3 4 1 0.72
|os a2 e 2| | 0
N -3 25| 2 25 2 | | —-1.08
9 1 44 —0.24
wie in (7.26). ¢

Uberbestimmte lineare Gleichungssysteme treten zum Beispiel auf,
wenn man Parameter eines linearen Modells (Systems) durch ei-
ne Messreihe bestimmt. Gewdhnlich wird man viel mehr Messun-
gen machen als es Parameter gibt und dann die Parameter als
Losung im Sinne der kleinsten Quadrate bestimmen (Ausgleichs-
rechnung, lineare Regression).

BeispieL 7.4:  Fiir den vertikalen freien Fall eines Massenpunktes im
Vakuum gilt

y(t) = x1t + ot
wobei
1 Zeit,
y(t): zuriickgelegter Weg,
x1: Anfangsgeschwindigkeit,
x2: halbe Erdbeschleunigung.
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Es sollen z1 und z2 bestimmt werden durch Messung von y(t) zu den
Zeiten t = 1,2, 3,4 sec. Die Messreihe ergibt:

t ‘ 1 2 3 4 Sekunden

y(t).13.0 35.5 68.0 110.5 Meter

Also ist
1 1 13.0
2 4 35.5
A=1l3 9| Y=| 6s0
4 16 110.5

Fiir die Normalgleichungen brauchen wir:

T\ [ 30 100 T 7300
AA_<100 354 ) AV =\ 25350 )

Zu 16sen ist also das Normalgleichungssystem
I i) 1

30 100 730.0
100 354 || 2535.0

dasxy = 7.9355..., 10 =4.9194 ... ergibt und die Approximation 2xy =
9.8387... fiir die Erdbeschleunigung liefert. ¢

7.3 Die QR—Zerlegung einer Matrix

Wir wollen in diesem Abschnitt das Gram—Schmidt—Verfahren im
Falle V' = [E™ neu interpretieren und dann damit das Problem
der kleinsten Quadrate 16sen. Gegeben sind also zunéchst n linear

unabhéngige Vektoren ay, ..., a,, die wir als Kolonnen einer m xn—
Matrix A auffassen konnen. Statt by, ..., b, nennen wir die neu
konstruierten orthonormalen Vektoren qi, ..., q, — wie schon in

den Abschnitten 7.1-7.2. Wir werden sie spéter als Kolonnen einer
m X n—Matrix Q auffassen. Diese Matrix wird also orthonormierte
Kolonnen haben, was heisst, dass

Q"Q =1, (falsE=C) bzw. Q'Q=1, (fallsE=R).
(7.28)
Zur Erinnerung: nur wenn m = n ist, ist Q unitéir oder orthogonal,
womit dann zusitzlich gilt: QQM =1I,, bzw. QQT =1,,.

Wir schreiben zuerst das Gram—Schmidt—Verfahren fiir diese Situa-
tion nochmals auf:
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Algorithmus 7.1 (klassisches Gram—Schmidt—Verfahren
im E™) Es seien ay,...,a, € E™ gegebene linear unabhdingige
Vektoren. Man berechne

a
Q1 ‘= 77>

[[au ]
~ k—1
Qi ‘= A — Zj:l q; <qj’ ak> ) (7.29)

Eik (k == 2, o 7n)

dr ‘= 7= >

| ar |

Durch Vergleich mit (7.6) ist die Summe in der Formel fiir q; nun
klar als Projektion von aj, auf span {qy,...,qx_1} erkennbar; es ist
also qi das Lot von aj auf span {qy,...,qx_1}-

Auflosen nach den gegebenen Vektoren ay, liefert

k—1
a = aiflaall,  ar= ailla@ll+ Y a (aa) (k=2,....n).
j=1

Nun definieren wir die Koeflizienten

rin =
rie = (qpak), j=1,...,k—1, (7.30)
_ k=2,....n,
e = (Al
die wir ergénzen konnen durch 7, := 0 (j =k +1,...,n). Damit
erhalten wir fir k=1,...,n
k—1 k n
ak:rikk+ZQj7°jk:ZQjTjk:Zq]"f’jk- (7.31)
=1 j=1 j=1

Definieren wir die bereits erwdhnten (m x n)-Matrizen

A:E(al an), QiE(Oh Qn)

sowie die (n x n)-Rechtsdreiecksmatrix

M1 T12 ... T1n
0 r R

R=| . 2 7 (7.32)
0 0 7o

wird aus (7.31) kurz
)

DEFINITION:  Die Zerlegung (7.33) einer m x n Matrix A mit
Maximalrang n < m in eine m x n Matrix Q mit orthonormalen
Kolonnen mal eine n x n Rechtdreiecksmatrix mit positiven Dia-

gonalelementen heisst QR—Faktorisierung [QR factorization| von
A. A

(©M.H. Gutknecht 30. September 2007
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Wir kénnen die n orthonormalen Vektoren q, ..., q, zu einer Or-
thonormalbasis {q1,...,qn, .., Qn} von E™ erginzen und erhalten
so eine unitére (oder orthogonale) quadratische Matrix

QZE(Q‘QL):E(ql e Gn | g1 Q) . (7.34)

Um R kompatibel zu machen mit Q, kénnen wir R mit m —n
Zeilen aus Nullen ergénzen zu einer m x n—Matrix R:

R = (g) . (7.35)

Dann gilt
R ~~
A:QR:(QQL)(O):QR. (7.36)
Hierbei bilden die Kolonnen q;,1, ..., q,; von Q, natiirlich gerade

eine Orthonormalbasis des zu R(A) orthogonalen komplementéren
Unterraumes.

DEFINITION: Die Zerlegung A = Qf{ einer m x n Matrix A mit
Maximalrang n < m in eine unitére (oder orthogonale) m x m
Matrix Q mal eine (rechteckige) m x n Rechtdreiecksmatrix mit
positiven Diagonalelementen heisst QR—Zerlegung! [QR decom-
position] von A. A

Nun koénnen wir Lemma 7.8 zum gesuchten Satz umformulieren:

Satz 7.9 Das Gram-Schmidt-Verfahren, angewandt auf die Ko-
lonnen ai,...,a, eimner m x n—Matrix A liefert die QR-
Faktorisierung (7.33) dieser Matriz. Erginzt man A durch den m-
Vektor'y, so liefert das Verfahren (vor dem Normieren) zusdtzlich
den zu R(A) orthogonalen Residuenvektor r gemdss der Formel

r=y-Y q;{q.y)=y—-QQ"y. (7.37)
j=1

Die Losung x des Kleinste—-Quadrate—Problems erfillt das durch
Riickwdrtseinsetzen losbare System

Rx = Q'y. (7.38)

BEWEIS: Der erste Teil des Satzes ist eine Zusammenfassung unserer
Herleitung von (7.33). Die Formel (7.37) fiir r ergibt sich aus Lemma 7.8
und den Formeln (7.29) des Gram-Schmidt—Verfahrens. Es bleibt also
nur (7.38) zu zeigen. Aus Ax = y —r folgt durch Einsetzen von A = QR
und Multiplikation mit Q:

Q"QRx =Q"y - Q"r, (7.39)
\/I-/ —~~
=1, =0

'In bezug auf die sprachliche Unterscheidung zwischen “QR-Faktorisierung”
und “QR~Zerlegung” folgen wir G.W. Stewart: Matriz Algorithms, Vol. 1,
STAM 1998. Sie ist noch nicht vielerorts akzeptiert.
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wobei wir benutzt haben, dass r auf den Kolonnen von Q senkrecht
steht, wie das aus der bekannten, in Satz 7.7 beschriebenen Eigenschaft
der Minimallésung folgt. [

Die Losung eines Kleinste-Quadrate-Problems durch QR—Zerlegung
der Matrix A ist weniger mit Rundungsfehlern behaftet als die
Losung via die Normalgleichungen, und zwar vor allem, wenn die
Kolonnen von A beinahe linear abhéngig sind. Allerdings ist dann
auch das klassische Gram—Schmidt—Verfahren nicht sehr exakt. Aber
es gibt daneben weitere, numerisch stabilere Methoden zur QR-
Zerlegung einer Matrix.

~

BrispienL 7.5:  Wir wollen zuerst das Beispiel 7.3 abschliessen. Den
Formeln (7.12) aus Beispiel 7.1 entnehmen wir, dass A aus (7.7) die
QR-Faktorisierung

4 6 4 1
2 2| 1|2 -2 |/5 5
2 6] 5[2 2 |\o 10
1 - 1 4 )
! R
A Q

hat, und aus Beispiel 7.3 kennen wir schon Q'y = (27/5 —51/5 )T =
( 5.4 —10.2 )T. Zu l6sen bleibt also das System Rx = Q'y, konkret

Tl X9 1

5 5 5.4

0 10| —10.2
das x; = 2.10, zo = —1.02 ergibt, was wir in (7.25) schon aus den
Normalgleichungen erhalten haben. ¢

BeispieL 7.6:  Im Beispiel 7.4 erhélt man, gerundet auf vier Stellen
nach dem Komma, aus dem Gram—Schmidt—Verfahren

1 1 0.1826 —0.5133
2 4 | | 03651 —0.5866 5.4772 18.2574
3 9 | | 05477 —0.2200 0 4.5461 )’
4 16 0.7303  0.5866
~ R
A Q
13.0
0.1826  0.3651 0.5477 0.7303 355 | [ 133.2792
—0.5133 —0.5866 —0.2200 0.5866 68.0 | 22.3637 )’
- 110.5 N
Q T Qy
also fiir das System Rx = Q'y
T T 1
5.4772 18.2574 | 133.2792
0 4.5461 | 22.3637
was wie in Beispiel 7.4 wieder 1 = 7.9355, 2o = 4.9194 liefert. ¢
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7.4 Die QR—Zerlegung mit Pivotieren

Wir haben bisher bei der in Abschnitt 7.3 mit dem klassischen

Gram—Schmidt—Verfahren berechneten QR—-Zerlegung angenommen,
dass die m x n Ausgangsmatrix A Maximalrang n hat, also insbe-

sondere n < m ist. In der Tat kann sonst das Verfahren (Algorith-

mus 7.1) zusammenbrechen, weil q; = o sein kann, womit dann qy,

nicht definiert ist. Dies kann schon fiir £ < Rang A eintreten, wie

die Beispiele

1 0 1 1 21
00 1], 2 4 1
0 01 3 6 1
zeigen, wo der Rang zwei ist, aber q; = o wird. Offensichtlich

miisste man hier die zweite und die dritte Kolonne vertauschen
um einen zweiten normierten Basisvektor q» L q; zu finden. Mit
anderen Worten, man muss Kolonnen-Pivotieren zulassen. Aber
wie findet man eine zum Vertauschen geeignete Kolonne?

Dazu modifizieren wir das Gram—Schmidt—Verfahren noch in ande-
rer Hinsicht: durch Vertauschen von Schleife und Summe in (7.29).

Algorithmus 7.2 (modifiziertes Gram-Schmidt-Verfahren
mit Kolonnen-Pivotieren) Es sei A = (a1 an) €
E™*". Man berechne:

a ~ .
= 37 q:=a— q (q,a) ((=2,...,n);
la |
wéhle p >k mit ||| #0 und )
vertausche Kolonnen p und k; berechne
qi ‘= Ak
&l (k=2 ..n).
q;i ‘=494 — Qi <qk7ql> (2:k+1a7n)a
ist ||Qearll = - = [lanll = 0,
so gilt Rang A =k wund man st fertig )

(7.40)

Um zu beweisen, dass in exakter Arithmetik das modifizierte und
das klassisische Gram-Schmidt-Verfahren die gleichen Vektoren qj
erzeugen, miisste man zeigen, dass in (7.40) gilt: (qx, Q;) = (qx, a;)-

Sind in Algorithmus 7.2 keine Kolonnenvertauschungen nétig, gilt
nach wie vor A = QR, wobei nun ry; = (qg,q;) fiir £ < 7. Ist
Rang A < n, so werden Vertauschungen ausgefiihrt, und man hat

n

mit einer m x m Permutationsmatrix P, der m x r Matrix Q :=
( q ... q ) mit orthonormalen Kolonnen, die eine Basis von
im A = R(A) bilden, und einer rechteckigen, r x n Rechtsdreiecks-
matrix R. Dabei ist » := Rang A.
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Kapitel 8 — Determinanten

Kapitel 8

Determinanten

Die Determinante einer quadratischen Matrix ist ein zentraler Be-
griff und ein wichtiges Hilfsmittel in der klassischen Theorie der
Matrizen. Wir werden sie vor allem fiir die Definition des soge-
nannten charakteristischen Polynoms brauchen, dessen Nullstellen
die Eigenwerte der Matrix sind.

Die Determinante ist dagegen kaum je niitzlich, wenn es um nume-
rische Berechnungen geht. Glaubt man sie zu brauchen, hat man
in der Regel den falschen Weg gewihlt, um das Problem zu losen!
Aber es gibt Ausnahmen, zum Beispiel Anwendungen in der Physik.

Es gibt verschiedene Moglichkeiten, die Determinante einzufiihren.
Wir wéhlen hier die klassische Definition durch eine etwas kompli-
zierte, in der Praxis unbrauchbare Formel, aus der aber alles folgt,
insbesondere auch eine effiziente Berechnungsart.

8.1 Permutationen

Wir miissen uns zuerst an die Definition und die Eigenschaften der
Permutationen der Zahlmenge {1,...,n} erinnern.

DEFINITION: Eine Permutation [permutation| von n Elementen
ist eine eineindeutige Abbildung der Menge {1,...,n} auf sich. Die
Menge aller dieser Permutationen sei S,,.

Eine Transposition [transposition| ist eine Permutation, bei der
nur zwei Elemente vertauscht werden. A

Satz 8.1 Es gibt n! Permutationen in S,,.

BEWEIS: Jede Permutation entspricht einer Anordnung der Zahlen
1,...,n. Fir n = 1 gilt: S; enthédlt nur die Identitét, also nur 1 Ele-
ment. Betrachtet wir nun in S,, jene Abbildungen, die die Reihenfolge
der Zahlen 1,...,n — 1 nicht verindern. Es gibt n von ihnen, denn man
kann die Zahl n an n Stellen zwischen die restlichen einfiigen. Wir diirfen
die Induktionsvoraussetzung machen, dass die restlichen n — 1 Zahlen
auf (n — 1)! Arten angeordnet werden konnen. Also enthélt S, total
n(n — 1)! = n! Elemente. |

Zwei Permutationen p; und py kann man natiirlich zusammensetzen
zu poopy. Diese Zusammensetzung soll als Produkt von Permutatio-
nen aufgefasst werden. S, bildet mit dieser Operation eine Gruppe
mit n! Elementen, die nicht kommutativ ist, wenn n > 3. In der
Algebra nennt man S, die symmetrische Gruppe [symmetric

group].
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Satz 8.2 Fir n > 1 kann jede Permutation p als Produkt von
Transpositionen t;, benachbarter Elemente dargestellt werden:

p:tyoty_10'~'ot20t1. (81)

Die Darstellung ist im allgemeinen nicht eindeutig, aber die An-
zahl der Transpositionen ist entweder immer gerade oder immer
ungerade.

BrispieEL 8.1:  Die Permutation p : (1,2,3,4) — (4,2, 1, 3) ist darstell-
bar als

(1,2,3,4) — (1,2,4,3) — (1,4,2,3) — (4,1,2,3) — (4,2,1,3).

Das sind vier Transpositionen benachbarter Elemente, d.h. es ist p =
ts o t3 o ty o t;. Die inverse Permutation p~! ist gegeben durch pl =
t1 oty otgoty, denn es ist ja t,;l = 1. ¢

BEWEIS von Satz 8.2: Die Aussagen sind trivial im Falle n = 2:
es gibt nur zwei Permutationen, die Identitdt e und die Vertauschung
t:{1,2} — {2,1}, die eine Transposition benachbarter Elemente ist. Je-
de Zusammensetzung einer geraden Anzahl von Exemplaren der Trans-
position t ergibt e, jedes Produkt einer ungeraden Anzahl wieder t.

Fiir den Induktionsbeweis nehmen wir an, die Aussagen seien richtig
fiir Permutationen von 1,...,n — 1. Wir argumentieren dhnlich wie im
Beweis von Satz 8.1: ausgehend von ihrer urspriinglichen Position am
Ende lésst sich die Position der Zahl n im Bild einer Permutation

p:{l,....,n}—{p(1),...,p(n)} (8.2)

offensichtlich durch ein Produkt von Transpositionen benachbarter Ele-
mente erreichen, sagen wir durch ¢, ot,_j o---ot;. Die Permutation
der iibrigen n — 1 Zahlen ist nach Induktionsvoraussetzung auch als ein
solches Produkt darstellbar, sagen wir als t, 0ot,_jo---0t,1. Damit hat
p die Darstellung (8.1). Natiirlich ist diese Darstellung nicht eindeutig
wenn n > 1, denn fiir jede Vertauschung ¢ gilt tot = e.

Es seien nun
p=t,ot,_10---otyot;=t,ot,, jo---othot] (8.3)

zwei verschiedene Darstellungen von p durch Transpositionen benach-
barter Elemente. Sie brauchen nicht auf obige Art konstruiert zu sein.

Wir betrachten fiir beliebiges x = ( X1 ... Tp )T € R" das Produkt
U, = [ [0 — wpi) = £ [ [ (@i = 25) = 0. (8.4)
1>] i>j

Das Vorzeichen hiangt nur ab von der Anzahl Transpositionen in der
Darstellung (8.1), denn fiir eine beliebige Transposition ¢ gilt ¥; = —W..
Aus (8.3) folgt damit, dass

v, = (=1)"We = (=1)" ¥,

was impliziert, dass die Differenz v — v/ gerade ist. [
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DEFINITION: Das Signum [sign| einer Permutation p ist definiert
als

sign p — { +1 falls v in (8.1) gerade, (8.5)

—1 falls v in (8.1) ungerade.
A

8.2 Determinante: Definition, Eigenschaften

DEFINITION: Die Determinante [determinant| einer nxn—Matrix
A ist definiert als die Summe

det A = Z sign p - a1p(1) A2,p(2) *** Anp(n) | (86)

PESh

die iiber die n! Permutationen

p:(1,2,...,n)— (p(1),p(2),...,p(n))

lduft. Statt det (A) schreibt man oft auch |A|, wobei man dann
die Klammern der Matrix weglésst, wenn sie durch ihre Elemente
gegeben ist (und n > 1 ist). A

e (2 1)_]2 0

“\34)7 |34 ¢
Man beachte, dass jeder der n! Summanden in (8.6) aus jeder Zeile
und jeder Kolonne von A genau ein Element als Faktor enthélt;

das heisst, die Faktoren sind verteilt wie die Einsen der zugehorigen
Permutationsmatrix.

BEISPIEL 8.2:

Die Formel (8.6) ist fiir praktische Zwecke unbrauchbar, weil der
Rechenaufwand mit n wie n! zunimmt; es gibt ja n! Terme in der
Summe. Ein Computer, der 10° Multiplikationen pro Sekunde (1
GFLOP/s) ausfiithrt, brauchte fiir die Auswertung dieser Formel
etwa 77 Jahre, wenn n = 20 ist, bzw. etwa 10'° Jahre, falls n = 100.

Brauchbar ist die Formel fiir 1 < n < 3 und in Spezialfillen.

BrispiEL 8.3:  Fiir Matrizen der Ordnungen 1, 2 und 3 liefert die
Formel (8.6) die folgenden Ausdriicke:

ail a2

det (a1 ) = a1, -

= 11 a22 — @21 G412,

ailr aiz2 a3
az] @22 G23 | = Q11022033 + 421032013 + A31012023

asi a2 as3 — (31022013 — 421012033 — (11032023 . (8.7)

Das letzte ist die Regel von Sarrus!. ¢

'PIERRE SARRUS (1798 — 1861), franzosischer Mathematiker, Professor in
Strasbourg.

(©M.H. Gutknecht 30. September 2007
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BrispIEL 8.4:  Fiir eine Dreiecksmatrix reduziert sich die Summe (8.6)
auf das Produkt der Diagonalelemente:

T11 * cee *
’,"22 PR *
=T11T2 " Thn, (8.8)
T'nn
l11
* 122
: =litlag- - lyn, (8.9)
* % lnn

denn von den n! Summanden kann nur einer nicht null sein, jener von
p = e. In den anderen tritt immer auch ein Paar (k,1) auf mit p(k) <
k und p(l) > I, also mindesten je ein Faktor von oberhalb und einer
von unterhalb der Diagonale, womit mindestens ein Faktor null ist, und
damit auch das Produkt ry 1) 72 p(2) *** Tnp(n)- Wir werden in Satz 8.4
noch einen zweiten Beweis dieser Tatsache geben. ¢

Einige grundlegende Eigenschaften der Determinante sind leicht zu
verifizieren:

Satz 8.3 Die durch (8.6) definierte Determinante ist ein Funk-
tional
det : E"" - E, A — det A |

mat den folgenden Figenschaften:

i) det ist eine lineare Funktion jeder einzelnen Zeile der Ma-
triz, d.h. fir alle v, v € E und alle l € {1,...,n} ist

a1 12 T Q1n
a21 22 s Q2n,
det ‘ ’ ‘
!/ ! /! ! !
Yo+ an Yz +7Yag o Y+ a,
an1 An2 o Ann
aixz - Qip 11 - Aip
Q21 -+ Q2p Qg1 -+ Q2p
= ~ydet ' ' + ~'det , ;
a‘ll “ e aln all PR a’ln
(2775 Ann Apy -~ Ann

ii) Werden in A zwei Zeilen vertauscht, so wechselt det (A) das
Vorzeichen.

iii) det (I) = 1.
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BEwEIs: Eigenschaft (i) folgt sofort aus

> (sign p) arp) - (Yaupey + 7' ,0) - Gnpin)

PESH
=7 Z (Sign p) A1p(1) “ " QLp(l) ~*° Qnp(n)
PESn
+ 7/ Z (Sign p) al,p(l) T a;,p(l) T an,p(n) .

PESn

Eigenschaft (ii) ergibt sich daraus, dass eine Zeilenvertauschung in A
in der Formel (8.6) dadurch kompensiert werden kann, dass man jede
Permutation p mit der Transposition verkniipft, die dieser Zeilenvertau-
schung entspricht. Dadurch &ndert sich aber gerade das Signum jedes
Termes, wihrend die Produkte unveréndert bleiben.

Eigenschaft (iii) folgt als einfacher Spezialfall von Beispiel 8.4 iiber die
Determinante von Dreiecksmatrizen. [

Wir ziehen direkt aus den Eigenschaften (i)—(iii) weitere Schliisse,
die zum Teil auch leicht aus der Definition (8.6) gefolgert werden
konnten. Es lassen sich in der Tat die meisten weiteren theoretischen
Resultate in diesem Kapitel ableiten, wenn man vom Postulat eines
eindeutigen Funktionals mit diesen drei Eigenschaften ausgeht.

Satz 8.4 Das Funktional det hat folgende weitere Figenschaften:
iv) Hat A eine Zeile aus lauter Nullen, so ist det A = 0.

v) det (YA) = ~"det A.

vi) Hat A zwei gleiche Zeilen, so ist det A = 0.
)

Addiert man zu einer Zeile von A ein Vielfaches einer an-
deren Zeile von A, so dndert sich der Wert von det A nicht.

viii) Ist A eine Diagonalmatriz, so ist det A gleich dem Produkt
der Diagonalelemente.

ix) Ist A eine Dreiecksmatriz, so ist det A gleich dem Produkt
der Diagonalelemente.

Bewels: Die Eigenschaften (iv), (v), (viii) und (ix) lassen sich sofort
aus der Definition (8.6) ablesen. Aber (iv) folgt auch sofort aus Eigen-
schaft (i) in Satz 8.3, wenn wir [ als Index dieser Zeile und vy =+ =0
wihlen. Ebenso folgt (v) aus dieser Eigenschaft, wenn wir sie auf jede
Zeile anwenden und +' = 0 setzen.

Eigenschaft (vi) ergibt sich direkt aus (ii). Eigenschaft (vii) folgt aus
(i) und (vi). Die Regel (viii) fiir Diagonalmatrizen ergibt sich auch (iii)
nach n—maligem Anwenden von (i).

Ist R eine obere Dreiecksmatrix mit Diagonalelementen ry; # 0, kann

man sie durch die in (vii) genannten elementaren Zeilenoperationen in
eine Diagonalmatrix iiberfithren, ohne den Wert der Determinante zu

(©M.H. Gutknecht 30. September 2007
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andern:
711 * * 11
T22 * 722
T'nn T'nn

(Zum Beispiel kann man hier durch Addition Vielfacher der letzten Zeile
zu den anderen Zeilen deren letztes Element zu 0 machen.) Damit folgt
Eigenschaft (ix) aus (viii). Sind nicht alle Diagonalelemente ungleich 0,
so gibt es ein unterstes das 0 ist, sagen wir r;. Dann kann man durch
Addition Vielfacher der Zeilen k + 1 bis n erreichen, dass die k—te Zeile
nur Nullen enthélt. Also ist det R = 0 nach (vii) und (iv). Analoges gilt
fiir eine untere Dreiecksmatrix. |

Weil die in Eigenschaft (vii) genannten Zeilenoperationen die Deter-
minante nicht verédndern, bleibt die Determinante im Verlaufe des
Gauss-Algorithmus invariant, ausser dass jede Zeilenvertauschung
zu einem Faktor —1 fiithrt. Das stimmt auch dann, wenn eine Matrix
R in allgemeiner Zeilenstufenform resultiert, d.h. Rang A < n gilt.
Nach Eigenschaft (ix) ist in diesem Falle aber det A = 0, wéhrend
im reguléren Falle das Produkt der Diagonalelemente von R gerade
das Produkt der Pivotelemente ist. Es gilt damit folgender Satz:

Satz 8.5 Fliir jede n x n—Matrix A gilt:

‘detA;éO <= Rang A =n < A ist reguldr‘.

Wendet man auf A den Gauss-Algorithmus an und ist dabei
Rang A = n, so ist det A gleich dem Produkt der Pivotelemen-
te multipliziert mit (—1)”, wobei v die Anzahl der ausgefiihrten
Zeilenvertauschungen bezeichnet:

n

det A = (—=1)" [ |- (8.10)

k=1

Der Faktor (—1)” in (8.10) ist gerade das Signum der Permutation,
die den Zeilenvertauschungen entspricht.

Algorithmus 8.1 (Determinante via Gauss—Algorithmus)

Zur Berechnung der Determinante einer n x n—Matrix A wende
man den Gauss—Algorithmus auf A an. Falls er den Rang n und
die obere Dreieicksmatriz R liefert, so gilt (8.10). Ist Rang A < n,
so ist det A = 0.

Der Gauss-Algorithmus 8.1 ist fiir n > 4 im allgemeinen die weitaus
schnellste Methode zur Berechnung der Determinante. Im wesent-
lichen ist der Rechenaufwand ja bloss je %n3 Additionen und Mul-
tiplikationen (vgl. Satz 3.2), was im Vergleich zu den rund n! Ad-
ditionen und (n — 1)n! Multiplikationen von Definition (8.6) enorm
wenig ist. Der Trick bestand in der Anwendung von Eigenschaft
(vii) zur Reduktion auf obere Dreiecksform.
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BEISPIEL 8.5:  In unserem Beispiel 1.2 haben wir das System (1.9),

$2—|—4$3:1
21 + 4x9 — 43 =1
4r1 + 8x9 — 323 =7

mit dem Gauss-Algorithmus geldst, wobei zunéchst eine Zeilenvertau-
schung 1 < 2 notig war und danach die Pivotelemente r11 = 2, rog = 1
und 733 = 5 resultierten. Nach Formel (8.10) bzw. Algorithmus 8.1 ist
also

det A=(-1)'-2-1.5=-10,

was man leicht mit der Formel von Sarrus, (8.7), iiberpriifen kann.

¢

Es gilt sogar, dass die Eigenschaften (i)—(iii) aus Satz 8.3 charak-
teristisch sind fiir die Determinante. Es bleibt dazu zu zeigen, dass
aus den Eigenschaften (i)—(iii) die Formel (8.6) folgt.

Satz 8.6 Die durch (8.6) definierte Determinante ist das einzige
auf E"*™ definierte Funktional mit den Eigenschaften (i)—(iii) aus
Satz 8.3, das heisst diese Figenschaften sind charakteristisch fiir
die Determinante.

BeEWEIS (Idee):  Schreiben wir fiir { = 1,...,n die lte Zeile von A als
anel +ape) + - +ape)

und wenden wir Eigenschaft (i) je fir [ = 1,...,n, also n-mal auf eine
solche Summe von n Termen an, so ergibt sich, wie man leicht sieht,

el

2

det A = E E E Q1 ky 02.ky *** Onky, .
ki=1 ko=1 kn=1 T

e

In dieser Sume von n™ Termen sind aber aufgrund der Eigenschaft (vi)
nur jene Determinanten nicht null, wo (k1, ..., k,) eine Permutation von
(1,...,n) ist, d.h. es ist

T
€p(1)
ep2)
det A = Z alyp(l) (L2’p(2) o a,mp(n) . )
PESn T
€p(n)

Anwendung der Eigenschaft (ii) liefert schliesslich

det A = Z (sign p) a1.p(1) @2,p(2) *** Gnp(n) det I,
PESH

was wegen Eigenschaft (iii) mit der Formel (8.6) iibereinstimmt. |

Mit Hilfe von Satz 8.6 konnen wir nun eine weitere grundlegende
Eigenschaft der Determinante beweisen.

(©M.H. Gutknecht 30. September 2007
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Satz 8.7 Fliir irgend zwei n X n—Matrizen A und B gilt

det (AB) = det A - det B|. (8.11)

BEWEIS (Idee): Ist det B = 0, so ist nach Satz 8.5 Rang B < n und
damit nach Satz 5.16 auch Rang (AB) < n, also det (AB) = 0. Wir
diirfen also im folgenden det B # 0 voraussetzen.

Wir betrachten nun das durch d(A) := det (AB)/det B definierte Funk-
tional d und zeigen, dass es die Eigenschaften (i)—(iii) hat. Fiir (iii) ist
dies sofort klar, wihrend (i) und (ii) leicht aus der Beziehung (2.42) in
Korollar 2.8 folgen. Aufgrund der gemiss Satz 8.6 giiltigen Eindeutig-
keit dieses Funktionals folgt dann, dass d(A) = det A sein muss. Also
ist det A = det (AB)/det B. |

Korollar 8.8 Ist A requldr, so gilt:

det A™' = (det A)'|. (8.12)

BEWEIS: Anwendung von Satz 8.7 auf AA~! =1. ]

BrispIEL 8.6:  Wir wissen, dass der Gauss-Algorithmus eine LR-Zer-
legung P A = LR liefert. Da die Permutationsmatrix P orthogonal ist,
also P~! = PT gilt, haben wir

A=P'LR
und damit
det A =det PT . det L-detR. (8.13)

Hier ist nach Eigenschaften (ii) und (iii) aus Satz 8.3 gerade det PT =
(—=1)”, wo v wieder die Zahl der Zeilenvertauschungen im Gauss-Algo-
rithmus bezeichnet (diese fithren P gerade in I {iber). Weiter ist nach
Eigenschaft (ix) aus Satz 8.4

n
detL=1, detR:HTkk.
k=1

Zusammen ergibt sich wieder Formel (8.10). ¢

Nun fehlt uns einzig noch eine Formel fiir die Determinante der
transponierten Matrix.

Satz 8.9 Es gilt:

| det AT=det A|, |det A" —detA|. (8.14)

BEWEIS (1. Version): Nach (8.13) und Satz 8.7 sowie dank det P =
det P~! = det PT und Eigenschaft (ix) aus Satz 8.4 ist

det AT =det RTdet LTdet P =det P [ [ rix [[ 1y
k=1 j=1

=det PTdet L det R = det A .

Zudem ist det AH = det A" = det A = det A. 0
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BEWEIS (2. Version): Bei Anwendung der Definition (8.6) bekommt
man durch Umnummerierung der Indizes

det AT = Z (sign p) ap(l),l ap(2)72 s ap(n),n
PESH

- Z (sign p™") a1p-1(1) G2p-1(2) * Gnp-1(n)
p_lesn

= Z (sign p) a1,p(1) A2,p(2) *** Gn,p(n)
PESH

=det A.
]

Man beachte, dass det AT = det A auch fiir komplexe Matrizen
gilt.

BrispiEL 8.7:  Fiir unitires U ist 1 = det I = det U det UH = |det U|?,
also

|det Ul =1.
Fiir orthogonale Matrizen Q hat man speziell
det Q = £1.

Aus Satz 8.9 folgt nun unmittelbar:

Korollar 8.10 Die Figenschaften (i) und (ii) aus Satz 8.3 sowie
die Figenschaften (iv), (vi) und (vii) aus Satz 8.4 gelten auch,
wenn man “Zeile” durch “Kolonne” ersetzt.

8.3 Entwicklung nach Zeilen und Kolonnen

Schliesslich wollen wir eine weitere Moglichkeit der rekursiven Be-
rechnung der Determinante herleiten, die allerdings nur in Spezi-
alfillen effizient ist, aber in solchen Féllen interessante Formeln und
Zusammenhénge liefern kann.

DEFINITION: Zu jedem Element ay; einer n x n—Matrix A werde
die (n — 1) x (n — 1)-Untermatrix Ay definiert durch Streichen
der Zeile k und der Kolonne [ von A. Der Kofaktor [cofactor] kg
von ay; ist dann die Zahl

ki = (1) det Ay |. (8.15)
A

BreispieL 8.8: Es sei

5 2 1
A=1]13 6 2 |.
1 4 3
Dann ist
2 1 2 1
Ap <4 3>, ko1 = (—1)° 4 3‘2—(2-3—4-1):—2
¢
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BEISPIEL 8.9: Fir

1 3 5 1

2 4 6 3

A_3642

15 3 1

ist
1 3 1 13 1
Apy=|[3 6 2|,  ka=(-1)"|3 6 2|=-2

15 1 15 1

Lemma 8.11 FEs sei A eine Matriz, in deren [-ter Kolonne nur
das Element ay; # 0 ist. Dann gilt

det A = Akl Kkl -

BEWEIS:  Wir bringen zunichst die [-te Kolonne von A durch [ — 1
Kolonnenvertauschungen so ganz nach links, dass die Reihenfolge der
anderen Kolonnen erhalten bleibt. Dann bringen wir analog die k—te
Zeile durch k — 1 Zeilenvertauschungen ganz nach oben. Die Determi-
nante #ndert sich dabei um einen Faktor (—1)¥*1=2 = (~1)¥*! und es
resultiert die Matrix

akl‘* *

o A[k,l]

Bei Anwendung des Gauss-Algorithmus auf diese Matrix gibt es im er-
sten Schritt nichts zu tun: das erste Pivotelement ist ay; und die erste
Restgleichungsmatrix ist Ay, ;. Weiterverarbeitung der letzteren wird
det Ay als Produkt der restlichen Pivotelemente ergeben. Das Pro-
dukt aller Pivotelemente ist also ay; det Ay, ;. Mittels Definition (8.15)
ergibt sich damit gerade die Behauptung. [

Satz 8.12 Ist A eine n x n—Matriz, so gelten fir jedes feste k €
{1,...,n} und jedes feste l € {1,...,n} die Formeln

det A =y ki (8.16)
=1
und
det A= ayrul. (8.17)
=1

Die Formel (8.16) nennt man Entwicklung nach der k-ten Zeile
lexpansion along row k|, und die Formal (8.17) heisst Entwicklung
nach der [-ten Kolonne [expansion along column ).

BEWEIS von Satz 8.12:  Wir koénnen die [-te Kolonne von A als eine
Summe von n Kolonnenvektoren schreiben, von denen jeder nur eine
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einzige Komponente ungleich 0 hat. Wendet man die (geméss Korol-
lar 8.10 geltende) Kolonnenversion von Eigenschaft (i) an auf die Ma-
trix A mit der [-ten Kolonne geschrieben als diese Summe, so folgt un-
ter Beriicksichtigung von Lemma 8.11 gerade die Kolonnenentwicklung
(8.17).

Die Entwicklung (8.16) erhélt man aus (8.17) wiederum durch Anwen-
dung von det A = det AT (Satz 8.9). |

Brispien 8.10:  Fiir eine 3 x 3-Matrix gilt bei Entwicklung nach der
ersten Kolonne:

a1l aiz2 ais
a21 Q22 Qa3 | = ail
az1 asz ass

a2 Q23

—az1
azz ass

= (11022033 1+ a21032013 + 31012023

— G31G220G13 — A21012G33 — A11A32023 -

Dies stimmt mit der eingangs erwidhnten Regel von Sarrus iiberein.

¢
BrispieL 8.11:  Entwickeln wir die bereits betrachtete Matrix
1 3 51
2 4 6 3
A= 3 6 4 2
15 31
nach der zweiten Zeile: Wir kennen bereits ko3 = —2; weiter ist
3 51
ko= (—1)* | 6 4 2 |=-12,
5 3 1
1 51
koo = (—1)* |3 4 2 |=-2,
1 31
1 35
pos = (—1)% |3 6 4 |=28.
1 5 3
Zusammen ergibt sich
det A = ag1 ko1 + ag2 Koz + a23 ka3 + 24 Kog
=2-(-12)+4-(-2)+6-(—2)+3-28
=40.
¢
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8.4 Determinanten von Blockdreiecksmatrizen

Man koénnte hoffen, fiir eine 2 x 2 Blockmatrix gelte

A B
C D

’_detAdetD—dethetC7

aber schon ein ganz simples Beispiel wie

2010
0201
L0 g o|=T1#15=4-4-1-1
010 2

zeigt, dass dies im allgemeinen falsch ist. In der speziellen Situation,
wo B = O oder C = O ist, gilt aber in der Tat folgendes:

Satz 8.13 Fr eine 2 x 2 Blockdreiecksmatrix ist

A O

A B
C D

o D‘:detAdetD bzw. ‘

‘ =det Adet D.
(8.18)

BeEwEls: Wir betrachten den Fall der oberen Blockdreiecksmatrix und
nehmen an, A sei ein m x m Block und D ein (n—m) x (n—m) Block. In
unserer Definition (8.6) leisten offenbar nur jene Permutationen p einen
Beitrag, fiir die p(1),...,p(m) € {1,...,m} gilt; die anderen fiithren auf
mindestens einen Faktor aus B = O. Die relevanten Permutationen p
haben also die Form

(1,...,mym+1,...n) — (pa(1),...,pa(n);m+pp(1),...,m+pp(n—m))

mit pa € S, und pp € S, . Dabei ist sign p = sign pa - sign pp. Aus
der Summe in (8.6) wird damit

A B ; i
o6 D — E SIgN PA - SIEN PD - A1 pa(1) """ Cm,pp(m) X
PAESM
PDESn—m X deD(l) T dn—m,pD(n—m)

= D SiENPA - G1pa() Gmpa(m) X
pAES'm

x> signpp - dipo) - Gnempp(nem)

pDESnfm

=det Adet D.

Durch rekursive Anwendung ergibt sich aus diesem Satz sofort:

Korollar 8.14 Die Determinante einer Blockdreiecksmatrix ist
gleich dem Produkt der Determinanten der diagonalen Blicke.
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Kapitel 9

Eigenwerte und Eigenvektoren

Eigenwerte und Eigenvektoren spielen sowohl in der Theorie als
auch in den Anwendungen eine grosse Rolle. Sie erlauben einfa-
che Abbildungsmatrizen von Selbstabbildungen zu finden und zum
Beispiel Normalformen fiir quadratische Funktionen zu finden. Man
kann mit ihnen aber auch lineare Differentialgleichungen mit kon-
stanten Koeffizienten losen oder, konkret, die Eigenschwingungen
eines elastischen Korpers bestimmen, im einfachsten Falle einer
schwingenden Saite.

9.1 Eigenwerte und Eigenvektoren von
Matrizen und linearen Abbildungen

Wir betrachten lineare Abbildungen F' : V — V|  —— Fxz eines
endlich-dimensionalen Vektorraumes V' in sich und interessieren uns
fiir Vektoren, die bei einer solchen Abbildung bloss gestreckt werden
(allenfalls mit einem negativen Faktor).

DEFINITION: Die Zahl A € E heisst Eigenwert [eigenvalue| der
linearen Abbildung F': V — V| falls es einen Eigenvektor [eigen-
vector| v € V', v # o gibt, so dass

[ Fo=Ju|. (9.1)

Ist \ ein Eigenwert, so ist der zugehorige Eigenraum [Eigenspace]
FE)\ gleich der um den Nullvektor erweiterten Menge der Eigenvek-
toren zu A:

Ey ={veV; Fv=X}| (9.2)

Die Menge aller Eigenwerte von F' heisst Spektrum [spectrum]|
von I und wird mit o(F) bezeichnet.

Als Abkiirzungen fiir die Begriffe “Eigenvektor” und “Eigenwert”
schreibt man oft EV [EVec| und EW [EVall. A

Diese Definitionen gelten insbesondere fiir quadratische Matrizen:
& € E” ist ein Eigenvektor zum Eigenwert A von A € E™*"™ falls

K=o 09

wobei wir hier wieder besser den Skalar rechts schreiben, vgl. (2.21).

Ist A eine Abbildungsmatrix, die eine lineare Abbildung F beziiglich
einer gewissen Basis représentiert, so haben F und A die gleichen
Eigenwerte, und die Eigenvektoren entsprechen sich auf natiirliche
Weise:
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Lemma 9.1 Es sei F' : V. — V eine lineare Abbildung, ky :
V — E", x — & eine Koordinatenabbildung von V' (beziiglich ei-
ner gewdhlten Basis) und A = ky FI{‘_/I die entsprechende Abbil-
dungsmatrix von F. Dann gilt:

A EW von F — A EW von A
x EV von F & EVvon A

BEWEIS: Aus Fz = Az folgt ky(Fz) = ky(Ax) = Akyx = AE. Auf-
grund der Definitionen von sy und A, vgl. (5.26), ist aber A = ky (Fx),
also A€ = A\§. Analog schliesst man unter Verwendung von Ii‘_/l, dass
die Umkehrung gilt. [

Wir kénnen uns also bei der Diskussion von Eigenwertproblemen
weitgehend auf Matrizen beschrinken.

Der zu einem Eigenwert A gehorende Eigenvektor v ist natiirlich
nie eindeutig bestimmt: offensichtlich ist mit v auch jedes (von 0
verschiedene) skalare Vielfache von v ein Eigenvektor, denn

Fv=M = F(aw)= Aav).

Das bedeutet, dass jeder Eigenraum FE) immer mindestens einen
eindimensionalen Unterraum enthélt.

Kann es wohl mehrere linear unabhéingige Figenvektoren zu einem
Eigenwert geben?

Der Eigenraum F), ist die Menge der Vektoren v, fiir die
(F—=X)v=o0 (9.4)

gilt, wo I die Identitét auf V' bedeutet und F'— I definiert ist durch
(F—=M)x := Fr—Xx (Vo € V). Mit F ist auch F'— \I eine lineare
Abbildung von V in sich, und die Eigenvektoren v (zusammen mit
0) bilden gerade den Kern von F' — AI. Dieser Kern besteht eben
genau dann nicht nur aus dem Nullvektor, wenn A ein Eigenwert
ist. Unter Beriicksichtigung von Lemma 5.4 gilt somit:

Lemma 9.2 )\ ist genau dann ein Eigenwert von F' 1V — V,
wenn der Kern von F'— A nicht nur aus dem Nullvektor besteht.
Der Figenraum E\ zu einem Eigenwert X von F' ist ein vom Null-
raum verschiedener Unterraum von V', und zwar ist

E\=ker (F—\I). (9.5)

DEFINITION: Die geometrische Vielfachheit [geometric mul-
tiplicity| eines Eigenwertes A ist gleich der Dimension von FE).
A

Brispier, 9.1:  Die Identitdt I in V hat den Eigenwert 1 und den
zugehorigen Eigenraum Fq =V, denn fiir jeden Vektor gilt ja [x =z =
1x. Also hat der FEigenwert 1 die geometrische Vielfachheit n := dim V.

Fiir die Nullmatrix O € E™*"™ ist analog Fy = E", dim Ey = n. ¢
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BrispieL 9.2:  Fiir eine Rotation im R? um den Winkel ¢ um eine durch
den Ursprung gehende Achse mit der Richtung a ist a ein Eigenvektor
zum Eigenwert 1, denn die Punkte auf der Achse bleiben invariant (fest).
Fiir |¢p| < 7 sind die Ortsvektoren dieser Punkte die einzigen, die fest
bleiben, das heisst es ist £y = span {a}.

Ist ¢ = +m, so gibt es auch noch Eigenvektoren zum Eigenwert —1:
Jeder Vektor in der Ebene, die durch O geht und zu a senkrecht steht,
also jedes x mit (a,x) = 0, ist dann ein Eigenvektor zum Eigenwert —1.
Ergéinzt man a/||a| zu einer orthonormalen Basis von R3, so hat die
Rotation um ¢ = +7 beziiglich dieser Basis gerade die Abbildungsmatrix

1 0 0
0 -1 0
0 0 -1

¢

Brispien 9.3:  Fiir die Projektion P : R? — R? C R3, die in cartesi-
schen Koordinaten definiert ist durch

P:(z1 x $3)T'—>($1 T2 O)T,
gilt

imP={(a1 22 0) ;a2 R},

kerP={(0 0 z3)" ;23 €R}.
Zudem ist

Px=x=1x falls x€imP,
Px=0=0x falls x € ker P,

Also hat P die Eigenwerte 1 und 0, wobei 1 die geometrische Vielfachheit
2 hat, wiahrend 0 die geometrische Vielfachheit 1 hat:

Ei=imP, dmFE =2, FEy=kerP, dimEy=1.

Wir werden gleich sehen, dass dies alle Eigenwerte (und damit auch alle
Eigenrdume) sind.

In den oben vorausgesetzten cartesischen Koordinaten wird die Projek-
tion beschrieben durch die Diagonalmatrix

1
0
0

o = O
o O O

Vollig analog verhélt es sich mit jeder anderen Projektion des R? auf eine
(zweidimansionale) Ebene: Die Eigenwerte sind wieder 1, 1,0, aber die
Eigenvektoren héngen natiirlich sowohl von der gewéhlten Projektion
als auch von der gewéhlten Basis ab. Wihlt man in der Bildebene im P
zweil Basisvektoren und in der Projektionsrichtung ker P den dritten, so
wird die Projektion wieder durch obige Matrix beschrieben. ¢

Auf Matrizen iibersetzt, lautet Lemma 9.2 wie folgt:
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Korollar 9.3 \ ist genau dann ein Figenwert von A € E™*",
wenn A — M singuldr ist.

Der Eigenraum Ey zu einem Figenwert A von A ist ein vom Null-
raum verschiedener Unterraum des E™, und zwar ist

E\ =ker (A — \I), (9.6)

das heisst Ey besteht aus allen Losungen v des homogenen Glei-

chungssystems
(A—-X)v=o. (9.7)

Die geometrische Vielfachheit von \ betrdgt

dim E) = dim ker (A — \I) = n — Rang (A — AI). (9.8)

BEWEIS: Das zweite Gleichheitszeichen in (9.8) folgt aus der Dimen-
sionsformel (5.29); siehe auch Satz 5.12. Alles andere ergibt sich aus
Lemma 9.2 und bereits bekannten Aquivalenzen. [

Wir koénnen also die Eigenvektoren zu einem bekannten Eigen-
wert durch Losen eines singuldren homogenen Gleichungssystems
berechnen. Dabei wollen wir in der Regel eine Basis von F) kon-
struieren, das heisst dim F, linear unabhéngige Losungsvektoren v
berechnen. Wir konnen diese zudem bei Bedarf “normieren”, das
heisst so wihlen, dass ||v|| = 1 ist (in der Euklidischen Norm).

Aber wie finden wir die Eigenwerte? Und wieviele gibt es?

Wir miissen A so wahlen, dass A — AI singulér ist. Nach Satz 8.5
ist A — AI genau dann singuldr, wenn det (A — AI) = 0.

BrispieL 9.4:  Fiir

-7 2 —6
A= 12 —2 12 (9.9)
12 -3 11

erhalten wir mit der Formel (8.7) von Sarrus

—T—-Xx 2 —6
det (A—A)=| 12 —2-Xx 12
12 —3  11-2A

= (=T =MN(=2=N)(11 =X\ +72(=2—\)

+36(—7 — \) — 24(11 — \) + 288 + 216
= (=N + (=7 =2+ 11)\?

— (=22 =TT+ 14472+ 36 — 24)\

+ 154 — 144 — 252 — 264 + 288 + 216
=N 4+224+N1-2.

Es ist also
det (A —AI) = X3 +222 + X —2=:ya()\)

ein kubisches Polynom ya in A, und das gilt offensichtlich analog fiir
jede 3 x 3—Matrix. Ein solches Polynom hat im Komplexen genau drei
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Nullstellen, wenn man diese mit ihrer Vielfachheit zahlt. Es gibt also
drei Eigenwerte, wobei aber zwei davon oder alle drei zusammenfallen
konnen. Zudem konnen zwei Nullstellen konjugiert-komplex sein.

In diesem Beispiel kann man erraten, dass A\ = 1 eine Nullstelle von ya
ist. Das Abspalten [deflation| dieser Nullstelle, das heisst die Division
des Polynoms xa durch den Linearfaktor (1 — \), liefert

(X422 240 —-2) - (1-X) =X —-\—2,

also ein quadratisches Polynom mit den Nullstellen Ao = 2 und A3 = —1.
Somit hat A das Spektrum

o(A) ={1,2,-1}. .

BrispieEL 9.5:  Dass es wirklich komplexe Eigenwerte geben kann, selbst
wenn A reell ist, zeigt schon das einfache Beispiel

0 —1
(1)
A -1

det(A—)\I):‘ L

‘:)\2+1.

Die Eigenwerte sind hier rein imaginér:

Aufgrund der Determinanten-Definition (8.6) sieht man, dass

aj; — A Q12 s Q1n
a1 gy — A -+ a2
det (A — \I) = , "
an1 an2 e Anp — )\

= (=A)"4 (@11 + -+ Q) (A" - Fdet A

= xa(\) (9.10)
ein Polynom ya vom Grade n in A ist. Dessen Hochstkoeffizient ist
(—1)™, der konstante Koeffizient ist gerade det A.

Der zweithochste Koeffizient ist das (—1)"~!'-fache der Summe der
Diagonalelemente von A.

DEFINITION:  Das Polynom

Ya(\) = det (A — ) (9.11)

heisst charakteristisches Polynom [characteristic polynomiall
der Matrix A € E™" und die Gleichung

xa(A) =0 (9.12)

ist die charakteristische Gleichung [characteristic equation].
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Die Summe der Diagonalelemente von A nennt man Spur [trace
von A:

Spur A = an—l—agg—i—---—i—am.‘ (9.13)

A

Lemma 9.4 Das charakteristische Polynom xa hat die Form

xa(A) =: det (A — AI)
= (=A)"+Spur A (=\)""' +... +det A. (9.14)
Aus dem Vorangehenden folgt sofort:

Satz 9.5 )\ € E st genau dann FEigenwert der Matriz A € E™",
wenn A Nullstelle des charakteristischen Polynoms xa ist, das
heisst eine Losung der charakteristischen Gleichung ist.

Das Polynom xa hat natiirlich reelle Koeffizienten, wenn A reell
ist (E = R); es hat komplexe Koeffizienten, wenn A komplex ist
(E = C). Nach dem Fundamentalsatz der Algebra hat ein kom-
plexes (oder reelles) Polynom vom exakten Grad n genau n (im
allgemeinen komplexe) Nullstellen, falls man mehrfache Nullstellen
mehrfach zahlt.

Das heisst man kann xa, das den Hochstkoeffizienten (—1)™ hat,
wie folgt in n Linearfaktoren zerlegen:

XA()‘) = ()\1 - )\)()\2 —A) (A=A,

wobei \, € C, k=1,...,n.

Ein reelles Polynom kann aber auch nicht-reelle Nullstellen haben.
Falls A reell ist, aber A nicht reell ist, so sind auch die zugehorigen
Eigenvektoren nicht reell. (Denn wire v € R" und A € R, so wére

Av € R", aber v\ € R".)

In der Eigenwerttheorie fasst man deshalb in der Regel relle Ma-
trizen als komplexe Matrizen auf, das heisst man lédsst komplexe
Eigenwerte und komplexe Eigenvektoren zu. Deshalb setzen wir im
folgenden E = C voraus.

Es wird sich zeigen, dass die bereits definierte geometrische Viel-
fachheit eines Eigenwertes A nicht unbedingt gleich seiner Vielfach-
heit als Nullstelle von ya ist. Man definiert deshalb:

DEFINITION: Die algebraische Vielfachheit [algebraic multi-
plicity| eines Eigenwertes A ist die Vielfachheit von A als Nullstelle
des charakteristischen Polynoms. A

Das Verhiltnis zwischen algebraischer und geometrischer Vielfach-
heit wird in Abschnitt 9.4 diskutiert werden.

Wir kénnen also bei kleinen Matrizen die Eigenwerte und Eigenvek-
toren nach der folgenden Methode berechnen, die aber fiir grossere
Matrizen (n > 3) unbrauchbar ist, weil zu aufwendig und zu star-
ken Rundungseffekten unterworfen.
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Algorithmus 9.1 (Berechnung von Eigenwerten und Ei-
genvektoren via charakteristisches Polynom)

Um die Figenwerte und Eigenvektoren einer Matriz A € C™*" zu
bestimmen, kann man theoretisch wie folgt vorgehen:

1. Berechnung des charakteristischen Polynoms xa,

Xa(A) = det (A — AI).

2. Berechnung der n Nullstellen Ay, ..., A\, von xa. Die Viel-
fachheit einer Nullstelle ist gleich der algebraischen Vielfach-
heit dieses Figenwertes.

3. Fiir jeden verschiedenen Eigenwert \i: Bestimmung einer
Basis des Kernes von A — M1, des Eigenraumes zu M.
Das heisst Berechnung (mazimal vieler) linear unabhingiger
Losungen des singuldren homogenen Gleichungssystems

(A—)\kI)V:O.

Dazu reduziert man A — A\ I mit dem Gauss-Algorithmus
auf Zeilenstufenform und wdhlt von den n — r freien Para-
metern der Rethe nach immer einen # 0 und die anderen
0. Die Dimension n — r des Losungsraumes ist gleich der
geometrischen Vielfachheit dieses Figenwertes.

BeisrieL 9.6:  Fir die Matrix
5 —1 3
A = 8 -1 6 (9.15)
—4 1 -2

5—x -1 3
xa\)=| 8 —1-x 6
—4 1 —2-A
=(B-A)(=1=MN)(-2-X) +12(-1-))
—6(5— ) +8(—2—\) +24 + 24
=AM =2\+1) .

wird

Die charakteristische Gleichung lésst sich also schreiben als
0=-A(N -2 +1)=-A(A—1)%,
d.h. die Eigenwerte sind
A =1, =1, A3 =0. (9.16)

Zur Bestimmung der Eigenvektoren sind nacheinander die zwei homo-
genen Gleichungssysteme

&1 & & 1 &1 & & 1
4 -1 3 0 5 -1 3 0
8 -2 6 0 8 —1 6 0

—4 1 -3 0 —4 1 -2 0
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durch Reduktion auf Zeilenstufenform zu 1osen. Vertauscht man im er-
sten Systems keine, im zweiten System die erste mit der dritten Zeile,
so ergibt sich:

G & &1 G & &1
(4) -1 3] o0 -4 1 =2/ 0
0 0 of o 0] (1) 2] o
0 0 o] o0 0 0 o] o

Das System links hat Rang 1 und die linear unabhéngigen Lésungen
vy = ( 1 4 0 )T und vy = ( 3 0 —4 )T. Man kann in vy statt
die zweite die erste Komponente null setzen und bekommt dann vy =
( 0 3 1 )T. Das System rechts hat Rang 2 und zum Beispiel die

Losung vy = ( -1 -2 1 )T. Wir erhalten also zu den Eigenwerten
(9.16) die drei Eigenvektoren

1 0 -1
Vi = 4 5 Vo = 3 5 V3 = —2 . (917)
0 1 1

Wir weisen noch darauf hin, dass die Matrix (9.15) des Beispiels 9.6
singular ist. Es gilt ndmlich allgemein:

Lemma 9.6 FEine (quadratische) Matriz A ist genau dann sin-
guldr, wenn sie 0 als Figenwert hat:

A singulir < 0€0(A).
BeEwEeis: Nach Satz 1.7 ist A genau dann singulér, wenn das homogene

System Ax = o eine nichttriviale Losung x hat. Dies ist aber gleichbe-
deutend damit, dass x ein Eigenvektor zum Eigenwert 0 ist.

Alternativer Beweis: Nach Satz 8.5 ist A genau dann singulir, wenn
det A = 0. Dies bedeutet aber nach (9.10), dass der konstante Term im
charakterischen Polynom verschwindet, dieses also 0 als Nullstelle hat,
was nach Satz 9.5 heisst, dass 0 Eigenwert von A ist. [
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9.2 Ahnlichkeitstransformationen;
die Eigenwertzerlegung

Wir betrachten nun wieder eine lineare Abbildung F' : V — V|
x —— Fz eines Vektorraumes V' der Dimension n in sich und die
zugehorigen Abbildungsmatrizen A und B beziiglich zwei verschie-
denen Basen {b,...,b,} und {¥}, ..., }. Analog zu Abschnitt 5.5,
wo jedoch Urbild- und Bildraum verschieden waren, gilt das folgen-
de kommutatives Diagramm:

reV F yeV
lin. Abb.
(Koordinaten-
/ﬁ:vl Lﬁ_]l Hvl [/{‘71 abbildung bzgl.
“alten” Basen)
(Koordinaten
Eeckr A neE” bzgl. “alten” (9.18)
Abb.matrix Basen) '
71| |T 71| T (Koordmater}—
transformation)
(Koordinaten
¢ e E" B n € E" bzgl. “neuen”
Abb.matrix Basen)

Wir erinnern uns daran, vgl. (5.52), dass nach diesem Diagramm
gilt

B=T"'AT, A=TBT!, (9.19)

was bedeutet, dass die n x n-Matrizen A und B dhnlich [similar]|
sind. Der Ubergang A — B = T 'AT wird als Ahnlichkeits-
transformation [similarity transformation| bezeichnet.

Wir stellen uns nun wieder die Frage, wieweit sich die Abbildungs-
matrix durch geeignete Wahl der Basis vereinfachen lasst, das heisst,
wie weit man die Matrix A durch eine Ahnlichkeitstransformation
A — B = T7!AT vereinfachen kann. Diese Frage ist eng verkniipft
mit der Eigenwerttheorie.

Satz 9.7 Ahnlichen Matrizen haben dasselbe charakteristische
Polynom; sie haben also die gleiche Determinante, die gleiche Spur
und die gleichen Figenwerte.

Sowohl die geometrische als auch die algebraische Vielfachheit ei-
nes Figenwertes ist bei dhnlichen Matrizen gleich.
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BEWEIS: Es sei B = T~!AT. Dann gilt fiir die charakteristischen Po-
lynome von A und B

xB(A) = det (B — AI)
= det (T7'AT — \I)
=det (T"'(A - AI)T)
= det T 'det (A — AI)det T
= det (A — AI)
=xa(})

Folglich stimmen nach Lemma 9.4 und Satz 9.5 die Determinanten von
A und B, ihre Spuren und ihre Eigenwerte inklusive der algebraischen
Vielfachheit {iberein.

Dass auch die geometrische Vielfachheit iibereinstimmt, folgt schon aus
Lemma 9.1. Direkter sehen wir, dass aus Av = v folgt

TT'TATT 'v=T"1v )\,
N—— N~ N———
B =w =W

also Bw = w) falls w := T~ 'v. Umgekehrt schliesst man genauso. Das
heisst es ist v Eigenvektor von A zum Eigenwert A genau dann, wenn w
Eigenvektor von B zu ) ist. Kurz, wenn wir T und T~! als Abbildungen
auffassen:

Ex(B) =T 'Ey(A),  Ex(A)=TE\(B) (9.20)

Da T regulér ist, folgt dim E)(B) = dim E\(A). |

Gibt es in V eine Basis aus lauter Eigenvektoren (was nicht immer
der Fall ist), so ist die entsprechende Abbildungsmatrix diagonal:

Lemma 9.8 Fine zu F : V — V gehiorende Abbildungsmatrix ist
genau dann diagonal, wenn die gewdhlte Basis von V' aus lauter
Eigenvektoren von F' besteht.

BEwEIs: Sind vy, ..., v, Eigenvektoren, die eine Basis bilden, und sind
A, ..., A\, die zugehorigen Eigenwerte, so hat Fv; = A\jv; den Koordina-
tenvektor

(0 e 00N 0 - o)T

(mit A; als I-ter Komponente), das heisst die Abbildungsmatrix ist A =
diag (A1, ..., An), vgl. (5.14). Dieser Schluss ist zudem umkehrbar.

DEFINITION: Eine Basis aus Eigenvektoren von F' (oder A) heisst

Eigenbasis [eigen basis| von F' (bzw. A). A
Gibt es eine Eigenbasis vy,...,v,, so gilt also die einfache Abbil-
dungsformel

r=Y &Gue > Fr=Y A&k (9.21)
k=1 k=1
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In diesem Falle gibt es also zu F' eine extrem einfache Abbildungs-
matrix, dhnlich wie das allgemein gilt fiir eine lineare Abbildung
F 'V — W zwischen zwei verschiedenen Rdumen, wo man in
beiden die Basis frei wéhlen kann, vgl. Satz 5.20, wo die Diago-
nalelemente sogar alle 0 oder 1 sind. Aber wihrend man dort im
wesentlichen nur Basen von Kern und Bild bestimmen muss, sowie
die Urbilder der letzteren, ist hier die Bestimmung einer Basis aus
Eigenvektoren eine rechnerisch sehr aufwendige Aufgabe, die man
zudem im allgemeinen nur approximativ losen kann, falls n > 3.

Bereits in Lemma 9.1 haben wir gesehen, dass man sich fiir die Be-
stimmung der Eigenwerte und Eigenvektoren einer linearen Selbst-
abbildung F' auf die Bestimmung der Eigenwerte und Eigenvektoren
einer zugehorigen Abbildungsmatrix A beschrdnken kann.

Fiir Matrizen gilt die folgende Neuformulierung von Lemma 9.8:

Satz 9.9 Zu einer Matriz A € E™™ gibt es genau dann eine
dhnliche Diagonalmatriz A, wenn es eine Eigenbasis von A gibt.
Fiir die requldre Matrix

V:E(Vl vn)

mat dieser Eigenbasis als Kolonnen gilt dann

[AV=VA], dh [A=VAV]| (9.22)

Gibt es umgekehrt eine requldire Matrix V. € E™"™ und eine Dia-
gonalmatric A € E™", so dass (9.22) gilt, so sind die Diago-
nalelemente von A Figenwerte von A und die Kolonnen von V
entsprechende Figenvektoren, die eine Eigenbasis bilden.

BEwEIs: Der erste Teil des Satzes ist ein Spezialfall von Lemma 9.8.
Setzen wir eine Basis aus Eigenvektoren voraus, so dass

(k=1,...,n) (9.23)

gilt, ist klar, dass man diese n Gleichungen zur Matrix-Gleichung (9.22)
zusammenfassen kann, wobei V linear unabhéngige Kolonnen hat, also
regulér ist. Dieser Schluss lésst sich auch umkehren. [

DEFINITION: A =V AV~! heisst Spektralzerlegung [spectral
decomposition] oder Eigenwertzerlegung |eigenvalue decomposi-
tion| von A.

Eine Matrix A, zu der es eine Spektralzerlegung A = VAV™!
mit diagonalem A gibt, heisst diagonalisierbar [diagonalizable|.
A

Eine diagonalisierbare n x n—Matrix lasst sich auf Grund der Spek-
tralzerlegung (9.22) als Summe von n Rang-1-Matrizen schreiben.
Genauer gilt:
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Korollar 9.10 Ist A diagonalisierbar und zerlegen wir die Ma-

trizen V. und V™' aus der Spektralzerlegung A = VAV~ in
Kolonnen- bzw. Zeilenvektoren,

?

V=_(vi - v,), V= : (9.24)

so ldsst sich A als Summe von n Rang-1-Matrizen darstellen:

k=1

Dabei gilt Avy = v\ und wi A = \w).

DEFINITION: Ein Vektor w, fiir den gilt wA = \,w', heisst

linker Eigenvektor [left eigenvector| von A.

BrispieL 9.7:  Die Matrix-Gleichung

-7 2 —6 1 0 -1 1 0 -1 1 0 0
12 -2 12 43 0 ]=43 0 02 0
12 -3 11 01 1 01 1 0 0 -1

A v v A
ist gleichwertig mit den Beziehungen Avy = v, (k= 1,...,3), wenn
)\1:1, )\2:2, )\3:—1 und

() () (D)

Zudem ist

also

LA-Skript 9-12 30. September 2007 (©M.H. Gutknecht



Lineare Algebra (2007) Kapitel 9 — Eigenwerte und Eigenvektoren

oder ausgeschrieben

-3 1 =3 0 0 O -4 1 =3
A= 12 4 12 |+ 24 -6 24 | + 0 0 O
00 0 8§ —2 8 4 -1 3
-7 2 -6
= 12 -2 12
12 -3 11

Wie findet man aber allgemein eine Basis aus Eigenvektoren? Lie-
fert unser Algorithmus 9.1 eine, falls es eine gibt?

In Beispiel 9.7 gab es drei verschiedene Eigenwerte und die zu-
gehorigen Eigenvektoren sind linear unabhéngig, denn andernfalls
wére V nicht invertierbar. In der Tat gilt allgemein:

Satz 9.11 Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind line-
ar unabhdngig.

BEWEIS: Der Satz ist richtig fiir m = 1, da o nicht ein Eigevektor ist.
Wir nehmen an, der Satz sei richtig fiir m Eigenvektoren vy, ..., v, zu
m verschiedenen Eigenwerten Ai,...,A,. Es sei nun A\, 41 ein weiterer
anderer Eigenwert und v, 41 (# 0) ein zugehoriger Eigenvektor. Wire

m
Um+1 = Z’kak, (9.26)
k=1
so wiirde folgen
m
Fumi1 =Y wFog,
k=1

also

m
Ami10mi1 = D VM
k=1

Wegen (9.26) hitte man demnach

m
> WAmir — Ae)vg = o.
k=1 ¥
# 0
Da wvy,...,v linear unabhingig sind, folgt v1 = -+ = v, = 0, im
Widerspruch zu (9.26) und vp,+1 # o. |

Korollar 9.12 Sind die n Eigenwerte von F : V — V (wo n =
dim V') verschieden, so gibt es eine Basis von Figenvektoren und
die entsprechende Abbildungsmatriz ist diagonal.

Das folgende Beispiel zeigt, dass die Umkehrung dieses Korollars
nicht gilt: es gibt auch Matrizen mit mehrfachen Eigenwerten, die
diagonalierbar sind. Das wissen wir allerdings auch schon von der
Einheitsmatrix I.
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BrispiEL 9.8:  Wir setzen Beispiel 9.6 fort: Zur Matrix A aus (9.15)
gehort geméss (9.16)—(9.17) die Identitét

5 -1 3 10 -1 10 -1 100

8 —1 6 43 -2 =43 -2 010

41 -2 01 1 01 1 00 0
A v v A

Die Kolonnen v; und vo von V sind geméiss Konstruktion linear un-
abhéngige Eigenvektoren zum Eigenwert Ay = Ao = 1 mit algebraischer
und geometrischer Vielfachkeit 2. Der Eigenvektor vs gehort zu A3 =0
und ist geméss Satz 9.11 linear unabhéngig zu jeder Linearkombination
von vi und vo. Also sind die drei Vektoren vy, vo, vg linear unabhéngig,
das heisst sie bilden eine Eigenbasis, und V ist reguldr. In der Tat ist

5 -1 3
Vvi=| -4 1 -2 |,
4 -1 3

und somit hat A die Spektralzerlegung

1 0 -1 1 00 5 —1 3
A = 4 3 =2 01 0 —4 1 -2
0 1 1 0 0 0 4 -1 3
Vv A -1
\ ¢

Es gibt leider aber auch nicht-diagonalisierbare Matrizen. Hier ist
das einfachste Beispiel:

BrispieL 9.9:  Die Matrix

11
(o)

hat das charakteristische Polynom ya(\) = (1 — )2, also den doppel-
ten Eigenwert 1. Aber das Gleichungssystem (A — 1I)v = 0 mit der

Koeffizientenmatrix
0 1
A= (00)

hat Rang 1. Es ist alson —r =2 — 1 =1, das heisst der Eigenraum FE;
ist eindimensional; die geometrische Vielfachheit 1 des Eigenwertes ist
damit kleiner als die algebraische Vielfachheit 2. ¢

Dieses Beispiel zeigt, dass die geometrische Vielfachheit kleiner als
die algebraische sein kann, was bedeutet, dass es dann keine Eigen-
basis geben kann. Wie kann man wohl diese Situation charakteri-
sieren? Und ist auch das Umgekehrte moglich?

Es gelten die folgenden zwei grundlegenden Aussagen:

Satz 9.13 Fiir jeden Figenwert gilt, dass die geometrische Viel-
fachheit Eleiner gleich der algebraischen Vielfachheit ist.

Weil der Grad von ya genau n ist, sich also die algebraischen Viel-
fachheiten zu n summieren, folgt sofort die Notwendigkeit der fol-
genden Bedingung.
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Satz 9.14 FEine Matriz ist genau dann diagonalisierbar, wenn fir
jeden Figenwert die geometrische gleich der algebraischen Viel-
fachheit ist.

BEWEIS von Satz 9.13:  Es sei A\g ein fester Eigenwert mit geometrischer
Vielfachheit v. Wir wahlen nun eine Basis vq,...,v, € E" von E), aus,
die wir nach Satz 4.9 zu einer Basis vy, ..., v, von E" ergdnzen kénnen,
welche die Kolonnen einer reguldren Matrix V liefert. Es ist dann

AV = A ( Vi ... Vp )
= ( Avy ... Av, Avyy1 ... Av, )
= ( Vidg ... VAo Avyi ... Avy ) .

Wegen V~lv;, = e, folgt, dass C := V1AV folgende Form hat:

C .= VAV
:( ey ... ey V_lA.VVJrl ce V_lAVn )

(ML E
“\ o F )

Aus der Formel (8.6) fiir die Determinante kann man sehen, dass gilt

B (Ao — ML, E
det (C — AI) =det ( o F AL,

=det ((Ao — A)I,) det (F — AI,,_,),
also nach Satz 9.7 und Determinanten-Eigenschaft v) aus Lemma 8.4
XA(A) = xc(A) =det (C— AI) = (Ao — A\)"det (F — \I,,_,).

Wir schliessen daraus, dass Ay als Eigenwert von A mindestens die al-
gebraische Vielfachheit v hat. [

BEWEIS von Satz 9.14: Aus Lemma 9.8 wissen wir bereits, dass eine
diagonale Abbildungsmatrix genau dann existiert, wenn es eine Eigen-
basis gibt. Es gebe m verschiedene Eigenvektoren. Wir wéhlen nun in
jedem Eigenraum FEy, (k=1,...,m) eine Basis {vy;; j=1,..., 1}

Sind fiir alle Eigenwerte geometrische und algebraische Vielfachheit gleich,
so ist v1 4+ - - - + v, = n, und wir behaupten, dass alle diese n Basisvek-
toren linear unabhéngig sind. Ist ndmlich

m

Vk
Z Z Vi Vkj = 0, (927)

k=1 j=1
~——

=!Cg

so sind die in verschiedenen Eigenrdumen liegenden Vektoren cj ja ent-
weder Eigenvektoren zu \; oder Nullvektoren. Wegen (9.27), das heisst
c1 + -+ ¢, = o, folgt aus Satz 9.11 aber, dass sie das letztere sein
miissen. Aus der Definition von ci sieht man dann, dass alle Koeffi-
zienten g ; null sein miissen, denn die vy ; sind ja Basisvektoren des
k-ten Eigenraumes. Wir schliessen, dass alle Vektoren vy ; zusammen
eine Figenbasis bilden.
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Gibt es umgekehrt eine Eigenbasis {b;} von A, so dass also Ab; =
b\ (I = 1,...,n) gilt, so folgt: Zu einem festen Eigenwert A und
Koeffizienten

(9.28)

o) =

beliebig falls A\ = A,
0 fal