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1. Lebenslauf

Beno Eckmann wurde am 31. März 1917 in Bern als Sohn eines Chemikers und einer Ärztin
geboren.1 Er besuchte die Schulen in Bern – die hervorragenden Schulzeugnisse aus jener Zeit
sind noch vorhanden – und erhielt 1935 die Matur humanistischer Richtung, also mit Griechisch
und Latein. Entgegen dem Wunsch seines Vaters entschloss sich Beno Eckmann zum Studium
der Mathematik, und zwar an der ETH in Zürich. In der kleinen damaligen Studentengruppe
an der Abteilung für Mathematik und Physik der ETH hatte er von Anfang an guten Kontakt
mit Heinz Hopf. Er diplomierte 1939. Nur zwei Jahre später, 1941, schloss er das Doktorat
mit der Dissertation Zur Homotopietheorie gefaserter Räume ab; Referent war Heinz Hopf und
Korreferent Ferdinand Gonseth. Unmittelbar danach, 1942, habilitierte er sich an der ETH in
Zürich.

1Sein Vater Aron und und seine Mutter Berthe stammten aus Osteuropa; sie waren beide vor dem Ersten
Weltkrieg in die Schweiz gekommen, um an der Universität Bern zu studieren. In der Zeit vor dem Ersten Weltkrieg
war die Universität Bern eine beliebter Studienort für osteuropäische und insbesondere russische Studierende.



Während der Zeit seines Studiums geschahen zwei für seinen persönlichen Lebenskreis wichtige
Dinge: 1937 wurde er Schweizer Bürger – als solcher hatte er im Zweiten Weltkrieg viele Wochen
Militärdienst zu leisten – und 1942 heiratete er Doris Wolf. Der Ehe entsprossen drei Kinder.
In seinen späten Jahren wies er gerne darauf hin, dass er schon mehr als 60 Jahre mit Doris
verheiratet sei. Seine Familie mit den Großkindern, Urgroßkindern und Ururgroßkindern war
ihm immer eine große Freude.

Ab 1942 war Beno Eckmann als Dozent an der Universität Lausanne tätig, 1944 wurde er dort
Professeur extraordinaire. Während dieser Zeit behielt er seine Privatdozententätigkeit an der
ETH in Zürich bei. Im Jahre 1947 – also kurz nach Ende des Zweiten Weltkrieges, während dem
fast alle wissenschaftlichen Kontakte mit dem Ausland unmöglich waren – folgte ein längerer
Aufenthalt in den USA. Die Reise führte im Januar über Paris, wo er mehrere Vorträge hielt.
Die Zeit von Februar bis Mitte April verbrachte er als Mitglied am Institute for Advanced Study
in Princeton und von Mitte April bis Anfang Mai schloss sich eine ausgedehnte Vortragsreise an,
während der er zahlreiche der wichtigen Universitäten im Mittleren Westen und an der Ostküste
der USA besuchte. Von Juni bis September war er dann wieder am Institute for Advanced
Study in Princeton. Beno Eckmann erhielt in jener Zeit und auch später aus den USA mehrere
Angebote, die er aber alle ablehnte. Kurz nach seiner Rückkehr in die Schweiz erreichte ihn dann
der Ruf zum ordentlichen Professor an der ETH in Zürich. Diese Stelle trat er im Herbst 1948
an.

Bereits aus der Beschreibung dieses ersten Amerika-Aufenthaltes wird deutlich, dass sich Beno
Eckmann schon früh in seiner Laufbahn bemühte, ein weltweites Netzwerk von wissenschaft-
lichen Kontakten aufzubauen. Davon konnten in der Folge die ETH und vor allem auch seine
vielen Schüler und Schülerinnen in hohem Maße profitieren. Wie intensiv sich diese Bemühungen
gestalteten, geht aus der nachfolgenden kurzen Aufzählung von Gastaufenthalten hervor, die in
den ersten Jahren seiner Professur an der ETH stattfanden.

Im Herbst 1950 schloss sich ein zweiter Amerikaaufenhalt an. In Cambridge (MA) fand in jenem
Herbst der Internationale Kongress für Mathematiker statt. Die Teilnahme am Kongress, bei dem
Eckmann als Sprecher eingeladen war, kombiniert er mit einem Gastaufenthalt an der University
of Michigan und mit einer Vortragsreise. Ein Jahr später führte eine dritte Amerikareise an die
University of Illinois at Urbana-Champaign und zu einer Vortragsreise quer durch den ganzen
Kontinent, sie dauerte von August 1951 bis März 1952. Nur wenige Jahre später reiste er zum
vierten Mal in die USA; von Juli bis August 1955 besuchte er diesmal vor allem die Universitäten
an der Westküste, darunter für einen ausgedehnten Gastaufenthalt die University of California
in Berkeley. Einladungen aus ganz Europa zu Vorträgen und längeren Vorlesungszyklen führten
ihn 1956 und 1957 nach Deutschland, England, Belgien und Italien.

In späteren Jahren folgten viele weitere wissenschaftliche Reisen und Gastprofessuren, auf die
wir nicht in detaillierter Weise eingehen können. Einzig die engen Kontakte mit dem Technion
in Haifa und der Ben Gurion University in Beer-Sheva seien hier speziell noch erwähnt.

Beno Eckmann widmete sich während der Tätigkeit an der ETH in Zürich neben seiner For-
schung in ganz besonderem Maße dem Unterricht, und zwar auf allen Stufen. Dazu gehörten
in seinen ersten Jahren nach 1948 auch mathematischer Unterricht für Ingenieurstudierende
im Fach Darstellende Geometrie. Später waren es dann vor allem Vorlesungen in Algebra und
Topologie, die er betreute. Den einführenden Zyklus der Algebra-Vorlesungen hat er während
mehrerer Jahrzehnte regelmäßig gelesen. Dazu kamen fortgeschrittene Vorlesungen wechselnden
Inhalts, die ein weites Feld in den Gebieten Algebra, Topologie und Differentialgeometrie ab-
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deckten. Die Vorlesungen rückten jeweils die wesentlichen Linien und die Zusammenhänge in
den Mittelpunkt. Glasklar und bis ins Detail nachvollziehbar war die Darstellung des Stoffes.
Und die fortgeschrittenen Vorlesungen führten die Zuhörer in aller Regel bis an die Grenzen der
aktuellen Forschung.

Ganz besonders am Herzen lagen ihm auch die Seminare, in denen die Studierenden über fort-
geschrittene Themen vorzutragen hatten. Wohl alle seine nachmaligen Doktoranden und Dok-
torandinnen erinnern sich an die Vorbereitungen zu diesen Vorträgen: Ungefähr eine Woche vor
dem Termin hatten die Vortragenden im Büro von Beno Eckmann auf Grund des Vortragsma-
nuskriptes zu referieren. Da wurden Lücken angesprochen, es wurde auf Fehler hingewiesen, es
gab Hinweise zu einem effektvollen Vortragsstil, und oft hörten dann die Vortragenden auch von
Weiterungen des Stoffes und von Zusammenhängen, die in der Literatur nicht zu finden waren.

Es ist nicht verwunderlich, dass sich nach derartigen Erfahrungen viele der Studierenden ent-
schlossen, eine Diplomarbeit und eine Dissertation bei Beno Eckmann zu beginnen. Unzählige
Diplomarbeiten und rund 60 Dissertationen hat er während seiner Tätigkeit an der ETH be-
treut. Eine größere Anzahl seiner Doktoranden waren später als Professoren an Hochschulen
des In- und Auslandes tätig. Ein eindrucksvoller “Doktorandenstammbaum”, der aus Anlass
des 80ten Geburtstages von Beno Eckmann von seinen Schülern in Barcelona zusammengestellt
wurde, erstreckt sich über fünf Doktorandengenerationen und seine Äste enthalten Namen von
Personen aus allen fünf Kontinenten.

Neben seiner wissenschaftlichen Tätigkeit stellte sich Beno Eckmann immer wieder für admini-
strative und wissenschaftspolitische Arbeiten zur Verfügung: von 1954 bis 1956 war er Vorsteher
der Abteilung für Mathematik und Physik an der ETH Zürich, von 1956 bis 1960 Sekretär der
Internationalen Mathematischen Union, von 1961 bis 1962 Präsident der Schweizerischen Mathe-
matischen Gesellschaft und von 1973 bis 1984 Mitglied des Forschungsrates des Schweizerischen
Nationalfonds.

Auch um die Publikation mathematischer Texte hat sich Beno Eckmann verdient gemacht:
Er war während vieler Jahre Mitherausgeber der berühmten Grundlehren der Mathematischen
Wissenschaften des Springer Verlags. Ferner war er Mitbegründer der Lecture Notes in Mathe-
matics, welche zu einer Zeit, als es noch kein Internet gab, eine rasche Verbreitung von neuen
Forschungsresultaten in zusammenfassender Form zum Ziele hatten.

Eckmanns größte Leistung nichtwissenschaftlicher Art ist aber zweifellos die 1964 erfolgte Grün-
dung des Forschungsinstitutes für Mathematik an der ETH, dem Beno Eckmann bis zu seiner
Emeritierung im Jahre 1984 auch als Direktor vorstand. Das Institut diente in den ersten Jahren
dazu, den für die Mathematik so wichtigen Gästeaustausch zu erleichtern und die internationale
Zusammenarbeit der Mitglieder des Departementes zu fördern. Aus kleinen Anfängen hat sich
das Institut im Laufe der Jahre zu einem weltweit bekannten Zentrum mathematischer For-
schung entwickelt. Es konnte im Sommer 2004 mit einem glanzvollen, hervorragend besetzten
Kolloquium sein 40jähriges Bestehen feiern.

Viele Ehrungen zeugen von der hohen nationalen und internationalen Wertschätzung Beno
Eckmanns, darunter sind Ehrendoktorate der Universität Fribourg, der École Polytechnique
Fédérale in Lausanne, sowie des Technion in Haifa und der Ben Gurion University in Beer-
Sheva. Anlässlich des Internationalen Mathematiker-Kongresses 1994 in Zürich wurde er zu
dessen Ehrenpräsidenten ernannt. Weitere Ehrungen erhielt er von der Université de Genève
und der Albert Einstein-Gesellschaft in Bern.
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Während andere sich nach der Emeritierung ganz dem Ruhestand widmen, blieb Beno Eck-
mann seiner Tätigkeit und der ETH treu. Eine ganze Reihe von Veröffentlichungen entstanden
während dieser Zeit, darunter auch zahlreiche Forschungsarbeiten. Er betreute die Herausgabe
der Gesammelten Werke von Heinz Hopf und veröffentlichte eine umfangreiche Sammlung von
Übersichtsvorträgen, die er während seiner langen mathematischen Tätigkeit gehalten hatte. Bis
Anfang 2008 war Beno Eckmann regelmäßig in seinem Büro an der ETH anzutreffen; hier dis-
kutierte er gerne intensiv die vielen mathematischen Fragen, die ihn nach wie vor beschäftigten.
Hier erzählte er auch den Gesprächspartnern von seinen vielen persönlichen Erinnerungen und
Erfahrungen aus seiner langen mathematischen Tätigkeit oder unterhielt sich mit ihnen über
seine intensive Beschäftigung mit Literatur, Theater und Musik. Ganz besonders genoss er hier
den Kontakt mit den vielen Gästen “seines” Forschungsinstitutes.

Geistig nach wie vor außerordentlich rege, ließen seine körperliche Kräfte nach seinem 90. Ge-
burtstag merklich nach. Seine letzten Monate verbrachte Beno Eckmann gut betreut zusammen
mit seiner Frau Doris im Hugo Mendel-Heim in Zürich. Er starb am 25. November 2008.

2. Wissenschaftliche Arbeiten

Das umfangreiche mathematische Werk von Beno Eckmann besteht aus 120 Beiträgen in ma-
thematischen Zeitschriften. Er hat ferner die Selecta Hermann Weyl herausgegeben, die Gesam-
melten Werke von Heinz Hopf [Ho01] und eine Sammlung von Essays [E07] aus seinem reichen
mathematischen Leben, die sich an ein allgemeines mathematisches Publikum wenden. Daneben
existiert eine längere Reihe von vervielfältigten Ausarbeitungen seiner Vorlesungen. Eine Aus-
wahl seiner Arbeiten ist in den Selecta Beno Eckmann [E87] zusammengefasst, die zu seinem
70. Geburtstag erschienen sind.

Für das Folgende wollen wir aus der Gesamtheit einzelne Gruppen von Arbeiten herausgreifen
und sie im Zusammenhang besprechen; es treten dabei Entwicklungslinien hervor, die Eckmann
über Jahre in seinem Denken und Forschen verfolgt hat. Aus Platzgründen mussten weitere wich-
tige Arbeiten hier ganz ausgeschlossen bleiben, wie etwa diejenigen, die sich mit komplexen und
fastkomplexen Strukturen beschäftigen. In unserer Darstellung sollen die speziellen Eigenheiten
von Eckmanns Werk besonders hervortreten: Peter Hilton, mit dem Eckmann eine langjährige
enge und fruchtbare Zusammenarbeit pflegte, sagte einmal, Eckmanns Werk zeichne sich durch
unification, clarification und penetration aus (siehe [Hi78]). Beispielhaft zeigt sich dies in Eck-
manns tiefer Überzeugung, dass Topologie und Algebra in einem echt symbiotischen Verhältnis
zueinander stehen, und so ist in seinem Werk mehrfach festzustellen, wie neue Begriffsbildungen
und Ideen parallel oder nacheinander in beiden Gebieten verfolgt werden. Eine solche Einstel-
lung zur Mathematik als eine Gesamtheit ist heute nicht mehr unüblich, aber damals in der
Mitte des 20. Jahrhunderts, als man “der Reinheit der Methode” einen besonderen Stellenwert
einräumte, war das anders.

2.1 Das Resultat von Radon und Vektorfelder auf Sphären

Im Jahre 1938 hatte Beno Eckmann in einem von Heinz Hopf geleiteten Seminar über die
Resultate von Adolf Hurwitz und Johann K.A. Radon über die Komposition quadratischer
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Formen vorzutragen. Es ging dabei um die folgenden Frage:

Für welche ganze Zahlen n und p lassen sich n komplexe bzw. reelle Bilinearformen z1, z2, ..., zn

so bestimmen, dass die Identität

(x2
1 + · · · + x2

p)(y
2
1 + · · · + y2

n) = z2
1 + · · · + z2

n

besteht.

Hurwitz hatte den Spezialfall p = n behandelt und Radon den allgemeinen Fall. In beiden
Fällen wurden für die Beweise ad hoc Methoden verwendet. Eckmann, der sich – wie er später
einmal bemerkte – mit diesen ad hoc Überlegungen nicht richtig anfreunden konnte, suchte einen
anderen Zugang. Er erkannte den Zusammenhang mit der Gruppentheorie, und es gelang ihm,
mit Hilfe von tiefliegenden Sätzen von Issai Schur über das Zusammenspiel von komplexen und
reellen Darstellungen das allgemeine Resultat von Radon zu beweisen. Im reellen Fall lautet
dieses wie folgt:

Genau dann existieren reelle Bilinearformen z1, z2, ..., zn, wenn für n = u · 24α+β mit u > 0
ungerade und 0 ≤ β < 4 gilt p < 8α + 2β .

Topologische Konsequenzen lagen unmittelbar auf der Hand: Eine Lösung des reellen Radon-
Problems für das Zahlenpaar n und p liefert auf der Sphäre Sn−1 gerade p−1 linear unabhängige
Vektorfelder. Dabei sind diese Vektorfelder durch lineare Operationen der Koordinaten auf der
Sphäre Sn−1 gegeben. Die Frage, ob auf den Sphären weitere – in diesem Sinn nicht lineare
– Systeme von stetigen, linear unabhängigen Vektorfeldern existieren, blieb lange offen, bis sie
Frank Adams 1962 ([A62]) im negativen Sinn entschied.

Beno Eckmann hat bei verschiedenen Gelegenheiten (siehe z.B. [114]) den Wunsch und die
Hoffnung geäußert, auf Grund von analytischen Methoden, vielleicht mittels Variationsrechnung,
einsehen zu können, dass die Existenz von stetigen Vektorfeldern auf Sphären die Existenz von
linearen impliziert. Der sehr anspruchsvolle Beweis von Adams wäre dann auf ein relativ ele-
mentares Problem der linearen Algebra und Darstellungstheorie der Gruppen reduziert. Doch
diese Einsicht ist der Mathematik bis heute verwehrt geblieben.

Wir erwähnen noch explizit den Spezialfall p = n: hier besteht ein enger Zusammenhang mit
der Frage nach der Existenz von Divisionsalgebren über den reellen Zahlen. Wie bereits Hurwitz
in der entsprechenden Arbeit feststellte, ergibt sich aus seinem Resultat, dass reelle Algebren,
welche die Normproduktregel erfüllen, nur für die Dimensionen 1, 2, 4, 8 existieren können; es
sind dies die rellen Zahlen, die komplexen Zahlen, die Quaternionen und die Oktaven. Aus den
Arbeiten von John Milnor [BoM58] und Michel Kervaire [K58] ergibt sich etwas allgemeiner,
dass nur in diesen Dimensionen reelle Divisionsalgebren existieren können. Nur wenig später
erschien die Arbeit von Frank Adams [A60] mit ihrem tiefliegenden Resultat zur Hopfinvariante.
Aus diesem folgt die noch stärkere Aussage, dass es in Rn nur für n = 1, 2, 4, 8 eine nullteilerfreie
stetige Multipliplikation mit einem zweiseitigen Einselement geben kann. Alle diese neueren Re-
sultate benötigen für ihren Beweis trotz aller heute bekannten Vereinfachungen fortgeschrittene
Methoden der algebraischen Topologie, wie die sogenannte Bott-Periodizität der unendlichen or-
thogonalen bzw. unitären Gruppe und die damit im Zusammenhang stehende K-Theorie. Auch
in diesem Spezialfall p = n ist also das oben angesprochene Phänomen relevant, dass die Existenz
einer stetigen Operation jeweils auch die Existenz einer (bi)lineare Operation impliziert. Eck-
mann hat in [105] den engen Zusammenhang zwischen den Hurwitz-Radon-Matrizen, wie sie sich
aus der Lösung des ursprünglichen Problems ergeben, und der Bott-Periodizität nachgewiesen
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und darauf aufmerksam gemacht, wie eine tiefere Einsicht in die Natur des oben beschriebe-
nen Phänomens zu einem neuen Verständnis der Bott-Periodizität und damit der topologischen
K-Theorie führen könnte.

2.2 Cohomologie der Gruppen

In seiner Arbeit [15] schließt Eckmann an frühere Arbeiten seines Mentors Heinz Hopf [Ho41a,
Ho44] an. Dieser hatte für eine gegebene diskrete Gruppe G einen abstrakten algebraischen
Komplex definiert, in dem die Homologiebildung die Homologiegruppen eines asphärischen to-
pologischen Raumes mit Fundamentalgruppe G liefert. Dass die Homologiegruppen eines der-
artigen Raumes nur von der Fundamentalgruppe G abhängen, hatte in den dreißiger Jahren
Witold Hurewicz [Hu35] bewiesen; nicht klar war damals aber, ob zu jeder Gruppe G ein der-
artiger Raum existiert und wie er allenfalls zu konstruieren wäre. Eckmann nahm sich dieses
Problems an, arbeitete – abweichend von Hopf – mit der Cohomologie statt mit der Homolo-
gie und konstruierte auf kanonische Weise zu gegebenem G einen algebraischen Komplex, der
dem Cokettenkomplex der universellen Überlagerung eines derartigen Raumes nachgebildet ist:
Es ist die – später so genannte – homogene Standardauflösung von Z über dem Gruppenring
ZG, die hier konstruiert wurde. Mit Hilfe der Coketten beschrieb Eckmann auch explizit die
Produktstruktur der Cohomologie; dies führte zur Definition des Cohomologieringes der Grup-
pe G. Die Arbeit geht detailliert auf die Beziehungen ein, die sich zwischen der topologischen
und algebraischen Sichtweise ergeben, insbesondere spiegeln sich im algebraischen Vorgehen ex-
plizit die Begriffe der universellen Überlagerung und des Produktes in der Cohomologie eines
topologischen Raumes.

Es ist mathematikgeschichtlich interessant, dass die (Co)Homologietheorie der Gruppen prak-
tisch gleichzeitig und unabhängig von Hopf und Eckmann auch von Samuel Eilenberg und Saun-
ders Mac Lane in den USA und von Hans Freudenthal in den Niederlanden in ganz ähnlicher
Weise angegangen wurde. Während des Zweiten Weltkrieges war die wissenschaftliche Kom-
munikation zwischen der Schweiz und dem Ausland fast völlig zum Stillstand gekommen. Von
den neuen Entwicklungen hörte man gegenseitig erst nach Ende des Krieges, als die Kontakte
langsam wieder aufgenommen werden konnten.2

Die Beschäftigung mit der Gruppencohomologie hat Beno Eckmann in [35] fortgesetzt. Dabei
wurden die Beziehungen zwischen den Cohomologiegruppen von einer Gruppe G und einer
Untergruppe U näher untersucht. Unter anderem ist in dieser Arbeit das Resultat zu finden,
das später unter dem Namen Shapiro-Lemma bekannt geworden ist (siehe [35], Theorem 4, [33],
Theorem 3); es drückt die Cohomologie einer Untergruppe als Cohomologie der ganzen Gruppe
mit speziellen Koeffizienten aus. In heutiger Schreibweise lautet es wie folgt:

H∗(U,B) ∼= H∗(G,HomU (Z(G), B)) . (1)

Die allgemeine Theorie in der Cohomologie der Gruppen liefert sofort eine Abbildung (Re-
striktion) R : H∗(G) → H∗(U); sie ist durch die entsprechende Einschränkung der Coketten

2Im Falle von Saunders Mac Lane lässt sich dies etwas genauer festlegen (siehe Mac Lane [ML78]): Eine Note
von Hopf, die als Beitrag zu einer Topologiekonferenz gedacht war und die inhaltsmäßig ungefähr seiner Arbeit
[Ho41a] entsprach, erreichte im Sommer 1941 noch Eilenberg und Mac Lane. Diese erkannten deren Wichtigkeit
sofort, und es gelang ihnen, zu einer gegebenen Gruppe G einen algebraischen asphärischen Komplex zu kon-
struieren, der sich später als eine Variante des Eckmannschen Komplexes entpuppte, nämlich als die inhomogene
Standardauflösung.
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definiert. Nimmt man die Beziehung (1) zur Hilfe, so lässt sich R auch durch den Koeffizienten-
Homomorphismus

B ∼= HomG(Z(G), B)) → HomU (Z(G), B))

beschreiben. Im Falle einer Untergruppe U von endlichem Index in G lässt sich durch Summen-
bildung ein Modulhomomorphismus

HomU (Z(G), B) → B

definieren. Eckmann benützt diesen Homomorphismus, um daraus mit Hilfe der Beziehung (1)
eine Abbildung (Transfer) T in der der Restriktion umgekehrten Richtung H∗(U) → H∗(G)
zu definieren.3 Die Namensgebung folgte dabei der Tatsache, dass in der Dimension 1 die so
definierte Abbildung zum “klassischen” gruppentheoretischen Transfer (Verlagerung) dual ist.
Die Definition erfolgte zusätzlich auch explizit mit Formeln in der Standardauflösung von [15].
Gegenüber der Arbeit [15] sind hier wichtige notationelle Neuerungen festzustellen, wie etwa die
Verwendung von Pfeilen für Abbildungen, von exakten Folgen und von Diagrammen; es sind
dies Notationen, wie sie sich in jener Zeit rasch in der ganzen Mathematik einbürgerten. Aus
den gegebenen Definitionen des Transfers4 ergaben sich leicht eine Reihe von Folgerungen, die
sich für mannigfache Anwendungen in der Gruppentheorie als wichtig erweisen sollten, darunter
vielleicht die wohl bekannteste Folgerung, dass die Zusammensetzung T ◦ R : H∗(G) → H∗(G)
nichts anderes als die Multiplikation mit dem Index von U in G ist.

Mit der Gruppenhomologie und -cohomologie und ihren Anwendungen in der Gruppentheo-
rie hat sich Beno Eckmann in seinem Werk mehrfach wieder beschäftigt. Nach der erfolgrei-
chen Definition der Transferabbildung war Eckmann mehr denn je davon überzeugt, dass die
(Co)Homologie von Gruppen auch in der klassischen Gruppentheorie wichtige Anwendungen
besitzen würde, die über die bereits bekannte Interpretation der zweiten und dritten Cohomolo-
giegruppe durch Gruppenerweiterungen hinausgehen würden. In der Tat hatte sich gezeigt (siehe
[StJ65], [StU66]), dass die einer Gruppenerweiterung zugeordnete, aus der Lyndon-Hochschild-
Serre-Spektralreihe stammende exakte Fünf-Term-Sequenz derartige rein gruppentheoretische
Anwendungen erlaubte, welche das Rechnen mit Kommutatoren betrafen, wie sie etwa in der
Definition nilpotenter Gruppen auftreten. Aus Sicht der Gruppentheorie bestand deshalb ein
Bedürfnis, diese Sequenz auf einfache Weise, d.h. ohne den involvierten Apparat der Spektral-
reihen herzuleiten. Dies wurde in der Arbeit von Eckmann und Stammbach [68] geleistet. Es
schloss sich eine Reihe weiterer Arbeiten mit P. Hilton an ([72], [73], [74], [76] (zum Teil auch
gemeinsam mit U. Stammbach), welche die Theorie zentraler Gruppenerweiterungen betrafen: in
dieser Situation lässt sich die Fünf-Term-Sequenz durch einen weiteren Term (siehe auch [Ga68])
verlängern, was eine Reihe von gruppentheoretischen Anwendungen auf sogenannte Stammer-
weiterungen und auf zentrale Produkte erlaubte.

Die Beschäftigung mit der Cohomologietheorie der Gruppen setzte sich in einer langen Reihe
von Arbeiten zur homologischen Dualität fort. In seiner Dissertation hatte sich Robert Bieri
[Bi72] mit Gruppen beschäftigt, deren ganzzahlige Cohomologie und Homologie eine zur Poin-
caré-Dualität analoge Dualität aufweisen (siehe auch [JW72]). Darunter fallen selbstverständlich

3Bereits in der etwas früher fertiggestellten Arbeit [33] hat Eckmann diese Transfer-Abbildung definiert.
4Gemäß einer mündlichen Mitteilung von Beno Eckmann ging seine Definition des Transfers auf eine Anregung

von Emil Artin und John Tate zurück, welche der Gruppen(co)homologie erst dann algebraische Relevanz zu-
sprechen wollten, wenn die klassische gruppentheoretische Konstruktion des Transfers (der Verlagerung) in diese
Theorie eingebettet werden konnte. Artin und Tate haben in den unmittelbar folgenden Jahren die Gruppenco-
homologie in der Klassenkörpertheorie verwendet; siehe u.a. [T52].
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Gruppen, deren Eilenberg-Mac Lane-Raum eine orientierbare Mannigfaltigkeit ist, dann aber
auch z.B. endlich erzeugte torsionsfreie nilpotente Gruppen. Unmittelbar daran anschließend
stellten sich viele Fragen, und eine Reihe von Verallgemeinerungen boten sich an, insbeson-
dere wenn man sich – wie Beno Eckmann – von der Topologie leiten ließ. Die Arbeiten [75],
[77], [78], [79], [80], [82], [83] – viele davon gemeinsam mit Robert Bieri – gingen einem Teil
dieser Fragen nach.5 Insbesondere wurde in diesen Arbeiten der Begriff der Poincaré-Dualität
verallgemeinert, wobei ein dualisierender Modul auftrat, mit dem man die Koeffizienten auf
der Seite der Cohomologie zu tensorieren hatte, um eine Dualität zu erhalten. Der dualisieren-
de Modul ergab sich dabei jeweils als die höherdimensionale Endengruppe Hn(G, ZG), wobei
n die (Co)Homologiedimension der Gruppe G bezeichnet.6 Ein Spezialfall dieser allgemeine-
ren Dualität ergibt sich zum Beispiel dann, wenn der Eilenberg-Mac Lane-Raum von G eine
nicht orientierbare Mannigfaltigkeit ist. In diesem Fall besteht eine verallgemeinerte Poincaré-
Dualität, wenn als dualisierender Modul Ẑ verwendet wird, also die unendlich zyklische abelsche
Gruppe mit nichttrivialer G-Operation. Es ergaben sich viele weitere Beispiele von Gruppen mit
verallgemeinerter Dualität, wobei auch weit kompliziertere dualisierende Moduln auftraten.

Besonders interessant ist im Zusammenhang mit der Poincaré-Dualität der Fall der Dimension
2. Offensichtlich liefern hier die Flächengruppen Beispiele. Es stellt sich sofort die Frage, ob
algebraisch gegebene Poincaré-Dualitätsgruppen stets Flächengruppen sind. In einer Serie von
Arbeiten hat Eckmann nach wichtigen Vorarbeiten von Robert Bieri, Ralph Strebel und Heinz
Müller (siehe [BS78], [Mu81]) diese Frage zusammen mit Peter Linnell im positiven Sinne klären
können (siehe [88], [90], [91], [92]). Den Beweis hat Eckmann in [97], [98] zusammenfassend
dargestellt.

2.3 Eckmann-Hilton Dualität

Wohl im Zusammenhang mit dem Aufkommen der Kategorientheorie in den späten 40er Jahren
(siehe [EML45]) traten in natürlicher Weise Fragen der Dualität von kategorietheoretischen Be-
griffen auf. Bei den Konstruktionen der Komplexe, und insbesondere beim algebraischen Beweis
für die Tatsache, dass im Rahmen der (Co)Homologietheorie der Gruppen die Homologiebildung
nicht von der gewählten freien Auflösung abhängt (siehe Hopf [Ho44]), erkannte man rasch, dass
dies auch galt, wenn an Stelle der freien G-Moduln projektive G-Moduln zugelassen wurden. So
lag es damals nahe, den kategorietheoretischen Begriff des projektiven Moduls zu dualisieren.
Dies führt auf den Begriff des injektiven Moduls. Reinhold Baer, mit dem Beno Eckmann an
der University of Illinois at Urbana-Champaign bei seinem Aufenthalt 1951/52 engen mathema-
tischen und persönlichen Kontakt hatte, hat wohl damals in diesem Zusammenhang auf seine
frühere Arbeit [B40] hingewiesen. In dieser hatte Baer jeden Modul M in einen umfassenden
Modul einbetten können, welcher eine zur Eigenschaft injektiv äquivalente Eigenschaft besitzt.
Zusammen mit Andreas Schopf7 gelang es Beno Eckmann einen neuen einfachen Beweis des

5Wie Beno Eckmann in den Selecta [E87], p. 824 angemerkt hat, sind Teile der Arbeiten später redundant
geworden; Kenneth S. Brown [B75] und Ralph Strebel [StR76] haben (unabhängig voneinander) gezeigt, dass
die Definition der “Duality group” die Eigenschaft FP impliziert. Davon machten Eckmann und Bieri in ihren
Beweisen noch keinen Gebrauch.

6Die Gruppe der Enden eines topologischen Raumes, die als H1(G, ZG) interpretiert werden kann, wurde
bereits um 1950 von Heinz Hopf, Hans Freudenthal und Ernst Specker untersucht.

7Andreas Schopf hat seine schriftliche Diplomarbeit an der ETH bei Beno Eckmann verfasst. Für sein hervor-
ragendes Diplom und die Diplomarbeit wurde er mit dem Kern Preis und der Silbernen Medaille der ETH ausge-
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Resultates von Baer zu geben, und insbesondere zu einem gegebenen Modul M einen – in einem
gewissen Sinn kleinsten – injektiven Obermodul U(M) zu konstruieren, es ist dies die (bis auf
Isomorphie eindeutig bestimmte) injektive Hülle von M . Für diesen Nachweis benützten Eck-
mann und Schopf den Begriff der wesentliche Erweiterung von M , indem sie zeigten, dass die
injektive Hülle U(M) gleichzeitig die maximale wesentliche Erweiterung von M ist. Die entspre-
chende kurze Arbeit [34] gehört zu den am häufigsten zitierten Arbeiten in der homologischen
Algebra überhaupt.

Über den damaligen Stand der “homologischen Algebra”, soweit dies die Gruppencohomologie
betrifft, gibt die Arbeit [40] Auskunft. Es ist dies der Text des Vortrages, den Beno Eckmann
am Internationalen Mathematiker-Kongress 1954 in Amsterdam gehalten hat. Hier werden ganz
allgemein die verschiedenen Cohomologietheorien behandelt, die sich dadurch definieren lassen,
dass die Betrachtung auf verschiedene Arten von Coketten eingeschränkt werden, seien es Co-
ketten, die zu einer Untergruppe gehören, seien es Coketten, die einer Endlichkeitsbedingung
genügen.

Der Begriff der Dualität, wie er sich als heuristisches Prinzip aus der Kategorientheorie ergab,
spielte in der Folge im Werk Beno Eckmanns eine wichtige Rolle. Dabei war insbesondere auch
der topologische Begriff der Homotopie wichtig. Eine Übertragung des Begriffes der Homotopie
auf die Situation von Moduln führte zu zwei dualen Begriffsbildungen, nämlich zu einer injek-
tiven und einer projektiven Homotopie (siehe [41]). Es lassen sich damit Homotopiegruppen
für Moduln definieren, wie sich auch mit der Homotopie im Zusammenhang stehende topologi-
sche Begriffe, wie etwa die Begriffe der Suspension und des Schleifenraumes, in die Modultheo-
rie übertragen lassen. Daraus ergeben sich dann entsprechende exakte Sequenzen. Im Grunde
genommen wurde in den erwähnten Arbeiten zur Modultheorie eine “homologische Algebra”
entwickelt, die anstelle der Funktoren Tor und Ext Funktoren setzt, die durch Homotopiegrup-
pen definiert werden. In der Folge hat sich die Theorie der Tor und Ext rasch und erfolgreich
entwickelt – dabei spielte sicher das Buch von Cartan-Eilenberg [CE56] eine wichtige Rolle – ,
während die Homotopiegruppen von Moduln für viele Jahre kaum in weiten Kreisen bekannt
wurden. Erst in neuester Zeit haben die damals in die Modultheorie eingeführten Begriffe wieder
an Wichtigkeit gewonnen, nämlich in der modernen modularen Darstellungstheorie von endli-
chen Gruppen (siehe [He60], [He61], [B91] [C96]). Dabei gingen die Ursprünge leider oft fast
ganz verloren, als auf die alten Arbeiten kaum mehr Bezug genommen wurde.

Die entsprechenden Überlegungen zur Homotopietheorie von Moduln hat Beno Eckmann zu-
sammen mit Peter Hilton durchgeführt – sie stehen am Anfang ihrer langen und erfolgrei-
chen Zusammenarbeit. Interessanterweise gibt es aber zu diesem Thema keine gemeinsame
Veröffentlichungen, sondern nur zwei Übersichtsvorträge, der eine von Beno Eckmann (siehe
[41]), der andere von Peter Hilton (siehe [Hi58]). Diese Tatsache mag mit dazu beigetragen
haben, dass die Homotopietheorie von Moduln damals wenig beachtet wurde. Zu diesem The-
menkreis gibt es ferner eine gemeinsame Arbeit von Eckmann und Kleisli [48]. Im Anschluss
an die Dissertation von Heinrich Kleisli wird hier im Falle einer Frobeniusalgebra, also z.B. für
den Fall der Gruppenalgebra einer endlichen Gruppe, die Homotopietheorie und die Beziehung
zur Gruppencohomologie näher untersucht. In diesem speziellen Fall lassen sich die aus der
Homotopie gewonnenen exakten Sequenzen mit Hilfe der (gewöhnlichen) Cohomologiegruppen

zeichnet. Die Diplomarbeit bildete den Ausgangspunkt für die gemeinsame Arbeit [34]. Nach einer mehrjährigen
Assistententätigkeit an der ETH starb er im Herbst 1959 unter tragischen Umständen während eines Amerikaau-
fenhaltes.
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beschreiben.

Wie bereits angemerkt, haben Eckmann und Hilton diese algebraische Entwicklungsspur nicht
intensiv weiter verfolgt. Der Grund mag in der frühen Erkenntnis gelegen haben, dass die im Sin-
ne der Kategorientheorie dualen Begriffsbildungen der injektiven und projektiven Homotopie von
Moduln eine (wohl als wichtiger erachtete) Dualität in der Topologie suggeriert. Dieser topolo-
gischen Dualität sind die unmittelbar nachfolgenden gemeinsamen Arbeiten ([42]-[46], [48], [50])
von Eckmann und Hilton gewidmet.8 Der wesentliche Gedanke wird bereits in [41] angedeutet.
Die Rückübersetzung der algebraischen Überlegungen in die Topologie liefert eine Dualität zwi-
schen der Homotopietheorie und der Cohomologietheorie (siehe dazu weiter unten). Die entspre-
chenden Grundlagen hat Eckmann 1962 in seinem Vortrag am Internationalen Mathematiker-
Kongress in Stockholm (siehe [58]) dargestellt. Dies ist die Eckmann-Hilton-Dualität, wie sie als
Gebietsbeschreibung in der Mathematics Subject Classification der Mathematical Reviews vor-
kommt. In seinem Artikel über das Werk von Beno Eckmann (siehe [Hi78]) gibt Peter Hilton an,
dass diese sich auf die Homotopie gründende Dualität das Leitmotiv für die vielen gemeinsamen
Arbeiten war, die sich in den Folgejahren anschlossen.

Prominent unter dieses Arbeiten ist die – von den damaligen Studierenden so genannte – “Tri-
logie” zum Thema Group-like structures in general categories [52], [56], [57], wo dieser Ge-
sichtspunkt voll zum Tragen kommt. Der Anfangspunkt war das wohlbekannte Resultat der
algebraischen Topologie, dass die Homotopieklassen von Abbildungen π(X,Y ) eine Gruppe bil-
den, wenn Y eine “Gruppe bis auf Homotopie” ist.9 Um eine “Gruppe” C in einer allgemeinen
Kategorie C zu definieren, verlangen Eckmann und Hilton in analoger Weise einen Morphismus
m : C ×C → C, welcher für jedes X in C die Menge der Morphismen C(X,C) zu einer Gruppe
macht, und zwar (im kategorietheoretischen Sinn) natürlich in X. Das Dualitätsprinzip lässt
sich dann voll ausschöpfen. Es suggeriert als erstes die Definition einer Cogruppe in einer all-
gemeinen Kategorie; ferner wurde die Aufmerksamkeit nun besonders auf diejenigen Funktoren
gerichtet, welche die Gruppen- bzw. Cogruppenstruktur respektierten. Insbesondere von einem
heuristischen Standunkt aus erwies sich dies im allgemeinen wie auch bei speziellen Anwendun-
gen als sehr fruchtbar: In vielen Gebieten wurden auf diese Weise neue Resultate suggeriert, die
anschließend bewiesen werden konnten.

Als ein einfaches Resultat, das sich aus den ganz grundlegenden Überlegungen in diesen drei
Arbeiten ergibt, mag hier das folgende angeführt werden. Wenn X in der Kategorie C eine
Cogruppe ist und Y in C eine Gruppe, so besitzt die Morphismenmenge C(X,Y ) zwei Grup-
penstrukturen, die eine kommt von X, die andere von Y . Gemäß [52], Theorem 4.17 stimmen
diese zwei Gruppenstrukturen aus ganz allgemeinen Gründen überein. Daraus ergibt sich so-
fort, dass verschiedene Cogruppenstrukturen in X bzw. verschiedene Gruppenstrukturen in Y
zu ein und derselben Gruppenstruktur in C(X,Y ) führen und dass ferner diese Gruppenstruk-
tur abelsch ist. Als eine konkrete Anwendung dieses allgemeinen und ganz formalen Resultates
ergibt sich, dass die Fundamentalgruppe einer topologischen Gruppe bzw. eines H-Raumes im-
mer abelsch ist. In den drei Arbeiten haben die Autoren in einer systematischen Weise sowohl
einen Überblick über viele Begriffe der Kategorientheorie gegeben, wie auch auf viele konkrete

8Über den interessanten und für das Werk von Eckmann charakteristischen Wechsel des Fokus von der Topo-
logie zur Algebra und wieder zurück zur Topologie, der sich in diesen gemeinsamen Arbeiten offenbart, vergleiche
man den detaillierten Überblick in [Hi80].

9Der letztere Begriff war von Hopf in seiner Arbeit [Ho41b] geprägt worden. Der Vorschlag, solche Räume
H-Räume zu nennen, geht offenbar auf J.P. Serre zurück.
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Anwendungen dieser allgemeinen Theorie hingewiesen. Ganz offensichtlich haben Eckmann und
Hilton bereits zu diesem frühen Zeitpunkt klar die Möglichkeiten erkannt, welche die konse-
quente Verwendung der Kategorientheorie zur Vereinheitlichung der Mathematik leisten kann.
Dieser Standpunkt ist heute allgemein geworden, so dass heutige Mathematiker Mühe haben,
sich anderes vorzustellen.

Die kategorietheoretischen Überlegungen waren inspiriert durch die oben erwähnte topologi-
sche Dualität, wie sie in [53] und [59] beschrieben worden sind: Der Schleifenraum ΩX eines
punktierten topologischen Raumes X ist offensichtlich ein H-Raum, die Suspension ΣX ebenso
offensichtlich ein coH-Raum. Die resultierenden Gruppen [ΣX,Y ] und [X,ΩY ] sind natürlich
isomorph und mittels Iteration führt dies zu Gruppen

Πn(X,Y ) = [ΣnX,Y ] = [Σn−1X,ΩY ] = · · · = [X,ΩnY ] ,

die nach obigem für n ≥ 2 abelsch sind. Da die Sphäre Sn als n-te Suspension der Nullsphäre
S0 angesehen werden kann, erhält man

Πn[S0, Y ] = [Sn, Y ] = πn(Y ) ,

also die n-te Homotopiegruppe von Y . Indem man “dual” vorgeht und den Eilenberg-Mac Lane
Raum K(Z,m) als Schleifenraum ansieht, erhält man eine Cohomologietheorie

Hm(X, Z) = [X,K(Z,m)] .

Diese stimmt für CW-Komplexe mit der zellulären (bzw. singulären) Cohomologie überein. Die
Räume K(Z,m), bilden das sogenannte Eilenberg-Mac Lane-Spektrum. Neben diesem gibt es
andere Spektren, die beim analogen Vorgehen zu allgemeineren Cohomologietheorien führen,
die das “Dimensionsaxiom” nicht erfüllen. So erhält man zum Beispiel die K-Theorie, indem
man das Bott-Spektrum verwendet; es besteht aus der unendlichen unitären Gruppe U für m
ungerade und aus ΩU für m gerade.

2.4 Harmonische Ketten, ℓ2-Cohomologie

Im Jahre 1949 publizierte Beno Eckmann den Artikel Coverings and Betti numbers [19]. Wie
sich etwa 30 Jahre später zeigte, war diese Arbeit der Anfang einer intensiven Entwicklung,
die auf einer systematischen Nutzung von Hilbertraum-Strukturen in Kettengruppen und Co-
homologiegruppen beruht und im Rahmen der ℓ2-Cohomologie aufgegriffen wurde (siehe [115]).
Eckmann betrachtet ein endliches, simpliziales und zusammenhängendes Polyeder P , welches ein
Überlagerungsraum des Polyeders P , mit simplizial operierender Decktransformationengruppe
G, ist. Er beweist, dass sich die Betti-Zahlen bn(P ) von P aus der Darstellung von G in der
Homologie des Überlagerungskomplexes P berechnen lassen und gibt eine explizite Formel für
diese Betti-Zahlen.

Seine Beweis ist kurz und elegant und verwendet den Begriff von simplizialen harmonischen
Ketten, ein heute geläufiger Begriff im Rahmen der ℓ2-Cohomologie. Für ein endliches simpli-
ziales Polyeder haben die reellen Kettengruppen eine natürliche Euklidische Struktur, und es
ist deshalb sinnvoll, vom zur Randabbildung ∂ adjungierten Operator δ zu sprechen, sowie vom
sogenannten simplizialen Laplace-Operator ∆ = ∂δ + δ∂, einem Endomorphismus der Ketten-
gruppen. Die Elemente im Kern von ∆ heißen harmonische Ketten. Eckmann beweist, dass
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die harmonischen Ketten Zykeln sind und dass jede Homologieklasse genau einen harmonischen
Repräsentanten besitzt. Der Raum der harmonischen n-Ketten ist somit natürlich isomorph
zur n-ten Homologiegruppe. Dies gilt sowohl für P wie auch für den Bahnenraum P , mit dem
Unterschied, dass im Falle von P zusätzlich die Decktransformationengruppe G auf den Ketten-
gruppen operiert. Eckmann beweist, dass der Raum der G-invarianten harmonischen n-Ketten
von P isomorph ist zur n-ten Homologiegruppe von P . Indem er den G-invarianten Teil als Bild
eines Projektionsoperators, nämlich der Mittelbildung bezüglich der Gruppenoperation auffasst,
erhält er hieraus eine explizite Formel für die Dimension des Raumes der G-invarianten har-
monischen n-Ketten, und diese Dimension ist genau die gesuchte n-te Betti-Zahl bn(P ) von
P .

In der allgemeineren Situation der ℓ2-(Co)homolgie sind die Definitionen wie folgt (siehe [115]).
Der Einfachheit halber skizzieren wir den Fall, wo P → P die universelle Überlagerung eines
endlichen, zusammenhängenden simplizialen Polyeders P mit G = π1(P ) bezeichnet. Die Deck-
transformationengruppe G operiert dann simplizial, ist nun aber nicht mehr unbedingt endlich,
aber abzählbar, da der Bahnenraum P/G endlich ist. Der G-Vektorraum der reellen simpli-
zialen n-Ketten von P besitzt auch in diesem allgemeineren Fall eine natürliche Euklidische
Struktur. Eine orthonormale Basis ist durch die Vektoren gegeben, welche den n-Simplexen ent-
sprechen. Es folgt daraus, dass die G-Operation auf dem Raum der n-Ketten isometrisch ist.
Vervollständigt man diese Kettenräume bezüglich der ℓ2-Norm, so erhält man einen Ketten-
komplex von Hilbert-G-Räumen. Der adjungierte Operator δ zum beschränkten Randoperator
∂ entspricht dem Corandoperator, und ∆ = δ∂ + ∂δ ist der Laplace-Operator, dessen Kern
per definitionem aus den harmonischen ℓ2-Ketten besteht. Die (reduzierte) ℓ2-Homologiegruppe
Hn von P ist definiert als Raum der harmonischen ℓ2-Ketten von P in der Dimension n. Diese
ℓ2-Homologiegruppe Hn ist ein Hilbert-G-Modul und besitzt als solcher eine von Neumann-
Dimension βn(P ), die eine Homotopieinvariante von P ist. Die βn(P ) heißen ℓ2-Betti-Zahlen
von P und sind nicht-negative, reelle Zahlen. Sie sind häufig gleich 0, aber im Unterschied zu
den gewöhnlichen Betti-Zahlen im allgemeinen nicht ganzzahlig. Eine fundamentale Eigenschaft
der ℓ2-Betti-Zahlen von P ist die Tatsache, dass, analog wie im Falle der gewöhnlichen Betti-
Zahlen, die Eulercharakteristik χ(P ) durch die alternierende Summe

∑
(−1)nβn(P ) = χ(P )

gegeben ist. Beno Eckmann verwendet dies in [103] um Folgendes zu beweisen:

Ist G amenabel und unendlich und sind die simplizialen Homologiegruppen Hi(P, Z) für 0 <
i < N = dim(P ) alle gleich 0, so besteht die Ungleichung (−1)dim(P )χ(P ) ≥ 0. Ferner ist χ(P )
genau dann gleich 0, wenn zusätzlich die simpliziale Homologiegruppe HN(P, Z) verschwindet.

Mit einer Zusatzüberlegung ergibt sich daraus für ein Polyeder P der Form K(G, 1) mit G
unendlich und amenabel, dass χ(P ) = 0 ist. In [107] untersucht Beno Eckmann die Umkeh-
rung dieses Satzes im Falle, wo P = M eine 4-dimensionale, geschlossene Mannigfaltigkeit mit
unendlicher, amenabler Fundamentalgruppe G ist. Er zeigt, dass die Bedingung χ(M) = 0 zu-
sammen mit dem Verschwinden der Endengruppen H i(G, ZG) für i = 1, 2 impliziert, dass M
ein K(G, 1)-Raum und mithin G eine 4-dimensionale Poincaré-Dualitätsgruppe ist.

Falls P = M eine geschlossene, nicht unbedingt orientierbare N -dimensionale Mannigfaltig-
keit ist, so erfüllen die ℓ2-Homologiegruppen von P als Hilbert-G-Moduln ganz allgemein die
Poincaré-Dualität Hn

∼= HN−n. Somit ist βn(M) = βN−n(M) . Ist G unendlich, so gilt immer
β0(P ) = 0, so dass für eine geschlossene Mannigfaltigkeit M der Dimension N mit unendlicher
Fundamentalgruppe stets folgt βN (M) = 0. Zum Beispiel ergibt sich für P=F , eine geschlossene,
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nicht unbedingt orientierbare Fläche mit unendlicher Fundamentalgruppe:

β0(F ) = 0, β1(F ) = −χ(F ), β2(F ) = 0 .

Weitere Anwendungen betreffen den Defekt def(G) einer endlich präsentierbaren Gruppe G. Ist
P eine endliche Präsentierung von G mit e Erzeugenden und r Relatoren, so ist def(P ) = e− r,
und def(G) ist definiert als Maximalwert von def(P ), wobei P die endlichen Präsentierungen von
G durchläuft. Es ist eine elementare Tatsache, dass die Ungleichung def(G) ≤ b1(G)−b2(G) gilt,
wobei bi(G) für die i-te Betti-Zahl des Eilenberg-Mac Lane Raumes K(G, 1) steht. Bezeichnen
wir die ℓ2-Betti-Zahlen von K(G, 1) mit βi(G), so gilt nach Theorem 4.1.2 von [115]

def(G) ≤ 1 − β0(G) + β1(G) − β2(G) .

Die folgenden Beispiele illustrieren den Nutzen dieser zweiten Ungleichung. Ist G eine endlich
präsentierbare amenable Gruppe G, so folgt def(G) ≤ 1, denn in diesem Fall ist β1(G) = 0.
Andere Beispiele von Gruppen mit β1 = 0 sind die Gruppen mit der Kazhdan-Eigenschaft
T , die Gruppen der Form H × K mit beiden Faktoren unendlich und die Knotengruppen;
alle diese Gruppen haben somit einen Defekt ≤ 1. Eine PD2-Gruppe σ ist nach einem im
Abschnitt 2.2 erwähnten Satz von Eckmann-Linnell [92], [98] isomorph zu einer Flächengruppe.
Ein wesentlicher Schritt im Beweis dieses Satzes besteht darin zu zeigen, dass es eine surjektive
Abbildung σ → Z gibt, also b1(σ) > 0 ist. Dies kann man, wie Beno Eckmann bemerkt hat,
mittels der ℓ2-Betti-Zahlen wie folgt sehen. Aus bekannten allgemeinen Sätzen schließt man,
dass eine PD2-Gruppe σ ein endliches CW -Modell K(σ, 1) besitzt. Schreiben wir χ(σ) für die
Eulercharakteristik von K(σ, 1), so folgt:

χ(σ) = 1 − b1(σ) + b2(σ) = β0(σ) − β1(σ) + β2(σ) = −β1(σ)

und somit
b1(σ) ≥ 1 .

Für die Fundamentalgruppe π einer Fläche vom Geschlechte g > 0 liefert die Standardprä-
sentierung für den Defekt im orientierbaren Fall 2g − 1 = 1 − χ(π) als untere Schranke und im
nicht-orientierbaren Fall g−1 = 1−χ(π). Zusammen mit der oberen Schranke 1+β1(π) = 1−χ(π)
ergibt sich daraus auf Grund des Satzes von Eckmann-Linnell, dass der Defekt einer beliebigen
PD2-Gruppe σ gleich 1 − χ(σ) ist.

Beno Eckmann hat die ℓ2-Cohomologie in [111] auch auf weitere Situationen in einem erstaun-
lich umfangreichen Gebiet der algebraischen Topologie und Algebra angewendet, so auf die
Hausmann-Weinberger Invariante (siehe [HW85]) von endlich präsentierbaren Gruppen, auf die
holomorphe Eulercharakteristik einer Kähler-Mannigfaltigkeit der komplexen Dimension 2 und
(in [118]) auf Gitter in zusammenhängenden halbeinfachen Liegruppen.

2.5 Algebraische K-Theorie

Die Hattori-Stallings-Spur ΦP eines endlich erzeugten projektiven ZG-Modul P ist eine Z-
wertige Funktion, die auf den Konjugationsklassen der Gruppe G definiert ist. Eine Vermutung
von Hyman Bass besagt, dass, wie im Falle eines freien Moduls, höchstens der Wert ΦP (e) ver-
schieden von 0 sein kann; ΦP (e) = κ(P ) nennt man die Kaplansky-Spur. Nach einem Satz von
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Kaplansky ist κ(P ) ≥ 0, und κ(P ) = 0 gilt genau dann, wenn P = 0 ist. Damit verwandt
ist die Augmentierungsspur ǫ(P ) = dimC(P ⊗G C), wobei C als trivialer G-Modul aufzufas-
sen ist. Sie entspricht der Summation der Werte von ΦP über alle Konjugationsklassen. Ist die
Bass-Vermutung erfüllt, so gilt offenbar κ(P ) = ǫ(P ). Erfüllt eine Gruppe G für alle endlich
erzeugten projektiven ZG-Moduln die letztere Gleichung, so sagt man G erfülle die schwache
Bass-Vermutung. Die Bass-Vermutung ist zum Beispiel für endliche Gruppen erfüllt, denn in
diesem Fall zeigt sich, dass ein endlich erzeugter projektiver ZG-Modul P unter der Skalarer-
weiterung Z → Q zu einem freien QG-Modul Q⊗Z P wird. Allgemeiner ist die Bass-Vermutung
für amenable Gruppen erfüllt, aber auch für freie Gruppen und allgemeiner, nach einem Re-
sultat von Peter Linnell, für alle residuell endlichen Gruppen. Eckmann hat in [99] bewiesen,
dass eine torsionfreie Gruppe G die Bass-Vermutung erfüllt, falls für alle Elemente x ∈ G, die
rationale Cohomologiedimension von Cx/〈x〉 endlich ist, wobei Cx den Zentralisator von x in
G bezeichnet. Eckmanns Beweis verwendet eine bekannte Berechnung der zyklischen Homologie
des Gruppenrings QG. Die oben definierte Klassenfunktion ΦP kann als Element ΦP in der
zyklischen Homologie von QG in der Dimension 0 aufgefasst werden. Wie Beno Eckmann zeigt,
impliziert die Voraussetzung über die cohomologische Dimension der Zentralisatorquotienten,
dass ΦP in dem der Konjugationsklasse von e ∈ G entsprechenden Summanden der zyklischen
Homologie liegt und dies entspricht genau der Aussage der Bass-Vermutung.

Unter Verwendung von Resultaten von Robert Bieri und Ralph Strebel (siehe [Bi76], [StR76]) ge-
lingt es Beno Eckmann, die Bedingung betreffend der cohomologischen Dimension der Zentralisa-
torquotienten im Falle der Gruppen mit Cohomologiedimension 2 nachzuweisen (siehe [99]) und
somit die Bass-Vermutung für diese Klasse von Gruppen zu beweisen.

In den Arbeiten [110], [116] untersucht Eckmann endlich erzeugte projektive Moduln M über
N (G), der komplexen von Neumann-Algebra von G, eine Banach-Algebra, welche die komplexe
Gruppenalgebra CG umfasst. Ein endlich erzeugter projektiver N (G)-Modul M besitzt eine
von Neumann-Dimension dim(M) ∈ R. Dabei gilt dim(M) = 0 genau für M = 0. Die von
Neumann-Dimension ist wie folgt mit der Kaplansky-Spur eines endlich erzeugten projektiven
ZG-Moduls P verknüpft: es gilt κ(P ) = dim(N (G)⊗ZGP ). Eckmann zeigt, dass für einen endlich
erzeugten projektiven ZG-Modul P , der projektive N (G)-Modul N (G) ⊗ZG P frei und damit
isomorph zu N (G)κ(P ) ist. Erfüllt G die schwache Bass-Vermutung, so ist ferner κ(P ) = ǫ(P ),
und mithin N (G) ⊗ZG P ∼= N (G)ǫ(P ). Dies verwendet Eckmann um zu zeigen, dass für einen
endlich dominierten zusammenhängenden CW -Komplex X die ℓ2-Eulercharakteristik von X
mit der üblichen Eulercharakteristik übereinstimmt, falls die Fundamentalgruppe von X die
schwache Bass-Vermutung erfüllt.

2.6 Charakteristische Klassen von Darstellungen von Gruppen

In den Arbeiten [84], [86], [89], [96] studiert Beno Eckmann (in Zusammenarbeit mit G. Mislin)
charakteristische Klassen von Gruppen-Darstellungen. Im Falle einer reellen n-dimensionalen
Darstellung ρ mit darstellenden Matrizen von positiver Determinante, ist die Eulerklasse en(ρ) ∈
Hn(G, Z) definiert als Eulerklasse des durch ρ induzierten flachen, orientierten Rn-Bündels über
dem klassifizierenden Raum von G.

Die Arbeit [84] bezieht sich auf die Situation einer Q-Darstellung einer endlichen Gruppe G. Für
die Eulerklasse en(ρ) einer solchen Darstellungen wird bewiesen, dass ihre Ordnung durch eine
von der endlichen Gruppe G und der spezifischen n-dimensionalen Darstellung unabhängigen,
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optimalen Schranke En beschränkt ist, die in überraschender Weise mit den Bernoulli-Zahlen
zusammenhängt (siehe [84], Theorem 3.2).

Analog sind die Chernklassen ci(ρ) ∈ H2i(G, Z) einer komplexen n-dimensionalen Darstellung
ρ als Chernklassen des durch ρ induzierten flachen Cn-Bündels über BG definiert. Es zeigt sich,
dass die gleiche optimale Schranke Ei für die Ordnung von ci(ρ) auftritt, falls die Darstellung ρ
reell ist und rationalen Charakterwerte besitzt (siehe [84], Theorem 4.2). Beispiele zeigen, dass
dies für nichtreelle Darstellungen im allgemeinen nicht richtig bleibt, und zwar auch dann nicht,
wenn die Darstellung rationale Charakterwerte besitzt.

In der Arbeit [86] werden Darstellungen über beliebigen Zahlkörpern betrachtet. Es werden uni-
verselle Schranken für die Eulerklasse von reellen Darstellungen endlicher Gruppen in Abhängig-
keit vom reellen Zahlkörper, über dem sie definiert sind, angegeben; entsprechende Schranken
gelten für die Chernklassen (siehe [89]).

Es ist leicht zu sehen, dass es keine universelle Schranke für die Ordnung der Chernklassen
ci(ρ) für komplexe Darstellungen von beliebigen, nicht unbedingt endlichen Gruppen geben
kann; insbesondere sind für N ≫ j die universellen Chernklassen cj(C) ∈ H2j(GLδ

N (C), Z) =
H2j(GLδ

∞
(C), Z) der identischen Darstellung der diskreten Gruppe GLδ

N (C) von unendlicher Or-
dung. In [93] wird das Verhalten dieser Chernklassen cj(C) unter Körperautomorphismen von C

studiert. In diesem Zusammenhang ist es zweckmäßig, die sogenannten profiniten Chernklassen
zu betrachten. Ist K ein Zahlkörper, so lässt sich die Wirkung der Galois-Automorphismen der
Körpererweiterung K ⊂ C auf diesen Chernklassen explizit bestimmen. Daraus lassen sich uni-
verselle Schranken für die Chernklassen von Darstellungen über dem Zahlkörper K für beliebige,
auch unendliche Gruppen herleiten.

Dank. Die Autoren danken Frau Doris Eckmann herzlich für viele mündliche Informationen sowie für
die freundliche Erlaubnis, Einsicht in persönliche Unterlagen zu nehmen, die Beno Eckmann betreffen.
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Zürich 89 (1944), p. 25-34
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(1973), p. 103-124

[79] Finiteness properties of duality groups (with R. Bieri), Comment. Math. Helv. 49 (1974), p. 74-83

[80] Amalgamated free products of groups and homological duality (with R. Bieri), Comment. Math.
Helv. 49 (1974), p. 460-478

[81] Aspherical manifolds and higher-dimensional knots, Comment. Math. Helv. 51 (1976), p. 93-98
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[85] Two-dimensional Poincaré duality groups and pairs (with R. Bieri), in: C.T.C. Wall (Ed.): Homo-
logial Group Theory, London Math. Soc. Lecture Note Series 36 (1979), p. 225-230

[86] On the Euler class of representations of finite groups over real fields (with G. Mislin), Comment.
Math. Helv. 55 (1980), p. 319-329

[87] Some recent developments in the homology theory of groups (Groups of finite and virtually finite
dimension), J. Pure Appl. Algebra 19 (1980), p. 61-75

[88] Poincaré duality groups of dimension two (with H. Müller), Comment. Math. Helv. 55 (1980), p.
510-520

20



[89] Chern classes of group representations over a number field (with G. Mislin), Compositio Math.
44 (1981), p. 41-65
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[7] Curjel, Caspar Robert, Über die Homotopie- und Cohomologie-Gruppen von Abbildungen, 1961

[8] Kleisli, Heinrich, Homotopy theory in abelian categories, 1962

[9] Huber, Peter Jost, Homotopy theory in general categories, 1962

[10] Stärk, Roland, Nullsysteme in allgemeinen Kategorien, 1963
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11eingereicht an der Universitat de Barcelona

23



[43] Zufferey, Richard, Sur le produit cotensoriel des comodules et ses foncteurs dérivés Cotor, 1974
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