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Zusammenfassung

Sei D eine kompakte konvexe Teilmenge des euklidischen Raumes R"™ fiir n > 1.
Dann besitzt jede stetige Abbildung f : D — D mindestens einen Fixpunkt.
Dieses Resultat hat der hollandische Mathematiker Luitzen E. J. Brouwer an-
fangs des 20. Jahrhunderts erstmals bewiesen und damit den Grundstein fiir
viele weitere Untersuchungen im Gebiet der topologischen Fixpunkttheorie ge-
legt. In dieser Arbeit stelle ich dem urspriinglichen Beweis von Brouwer einen
neueren Beweis mit Homologietheorie gegeniiber. Letzterer ist typisch fiir die
Algebraische Topologie, wo man versucht, geometrische Aussagen in die Algebra
zu {ibersetzen und mit deren Methoden zu beweisen.
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1 Einleitung

Im Mittelpunkt dieser Arbeit steht ein klassisches Resultat der topologischen

Fixpunkttheorie. Aus diesem Grund beginne ich mit einigen allgemeinen Grund-

begriffen und Notationen im Zusammenhang mit Fixpunkten und Fixpunktraum-
en. Anschliessend stelle ich den Brouwerschen Fixpunktsatz vor und illustriere

seine Bedeutung an zwei Anwendungen.

Ein topologischer Raum soll immer ein topologischer Hausdorffraum sein.
Im ersten Teil bewegen wir uns fast ausschliesslich im euklidischen Raum R™
fiir n > 1 mit der Standardtopologie. Zwei spezielle Unterrdume sind die n-
dimensinale Finheitskugel

D" ={z eR" | |z| <1}
und deren topologischer Rand, die (n — 1)-dimensionale Sphire

S" 1 = {z € R" | |z| = 1}.

1.1 Fixpunkte und Fixpunktriaume

Sei X ein topologischer Raum und f : X — X eine Abbildung. Dann heisst
x € X ein Fizpunkt von f, falls x = f(z). Einen Fixpunkt zu besitzen, ist
damit auf den ersten Blick die Eigenschaft einer Abbildung. Bei gegebenem
topologischem Raum X ist es aber moglich, dass die Existenz eines Fixpunktes
von f: X — X nur vom Raum X abhéngt.

Definition 1.1. Ein topologischer Raum X heisst ein Fizpunktraum, falls jede
stetige Abbildung f : X — X mindestens einen Fixpunkt besitzt. Man sagt
auch, der Raum X habe die Fizpunkteigenschaft.

Beispiel 1.2. Das abgeschlossene Intervall [a, b] C R fiir @ < b hat die Fixpunk-
teigenschaft. Sei f : [a,b] — [a,b] stetig. Da a die kleinste Zahl in [a, b] ist und
f(a) in [a, b] liegt, gilt a— f(a) < 0 und auf dhnliche Weise folgt b— f(b) > 0. Die
Abbildung = +— = — f(x) ist stetig und hat somit nach dem Zwischenwertsatz
mindestens eine Nullstelle, welche somit ein Fixpunkt von f ist.

Beispiel 1.3. Die reelle Zahlengerade R ist kein Fixpunktraum, da beispiels-
weise die stetige Abbildung x +— x + 1 keinen Fixpunkt besitzt.

1.2 Der Brouwersche Fixpunktsatz

Entgegen obiger Beispiele ist es im allgemeinen nicht einfach, zu entscheiden, ob
ein gegebener topologischer Raum ein Fixpunktraum ist oder nicht. Resultate
in diesem Bereich sind entsprechend interessant. Der Brouwersche Fixpunktsatz
ist ein solches Resultat.

Theorem 1.4 (Brouwer). Jede stetige Abbildung f : D™ — D" besitzt minde-
stens einen Fizpunkt.



Beweis. ITm Abschnitt 2 betrachte ich den urspriinglichen Beweis von Brouwer,
dem ich im Abschnitt 3 einen Beweis mit Homologietheorie gegeniiberstelle. [

Seien X,Y topologische Rdume und h : X — Y ein Hom6omorphismus.
Angenommen X habe die Fixpunkteigenschaft und g : Y — Y sei stetig. Als
Komposition stetiger Abbildungen ist f = h 1 ogoh : X — X ebenfalls stetig
und besitzt folglich einen Fixpunkt zo € X. Wir erhalten f(zg) = h~togoh(xg)
= xo und somit g o h(zg) = h(zg). Das heisst h(zg) ist ein Fixpunkt von g.
Damit haben wir gezeigt, dass die Fixpunkteigenschaft topologisch invariant ist
und es folgt aus dem Brouwerschen Fixpunktsatz, dass alle kompakten konvexen
Unterrdume des R™ die Fixpunkteigenschaft besitzen, da sie homéomomorph zu
D™ sind.

Beispiel 1.5. Das offene Intervall (a,b) C R fiir a < b ist kein Fixpunktraum,
da es homdomorph zu R ist (siche Beispiel 1.3).

Im Fall n = 1 bestehen die kompakten konvexen Unterrdume aus einem
einzelnen Punkt oder aus einem abgeschlossenen Intervall. Fiir einen Raum
bestehend aus einem Punkt ist die Fixpunkteigenschaft klar, und fiir die ab-
geschlossenen Intervalle haben wir in Beispiel 1.2 gesehen, dass sie aus dem
Zwischenwertsatz folgt. Im Jahr 1909 gelang es BROUWER!, den Fall n = 3 zu
zeigen und wenig spiter konnte er den allgemeinen Fall von n > 1 beweisen.
Dazu beniitzte er den Begriff des Grades von Abbildungen zwischen Mannig-
faltigkeiten, den er wenig vorher entwickelte und mit dem er unter anderem
auch die Sétze iiber die Invarianz der Dimension und die Invarianz des Gebietes
zeigen konnte.

Der Brouwersche Fixpunktsatz hat eine grosse Bedeutung in der reinen Ma-
thematik, insbesondere fiir die Entwicklung der topologischen Fixpunkttheorie.
Er hat aber auch zahlreiche Anwendungen in sehr praxisorientierten Gebieten.
Ich illustriere das an zwei Beispielen.

1.3 Zwei Anwendungen

Die erste Anwendung stammt aus der Mathematik, hat aber keinen direkten Be-
zug zu Fixpunkten. Es ist eine der vielen Moglichkeiten, den Fundamentalsatz
der Algebra zu beweisen. Ich mag diesen Beweis besonders gut, weil er entgegen
dem iiblichen Vorgehen der Algebraischen Topologie, eine algebraische Aussa-
ge mit Hilfe einer topologischen beweist. In der zweiten Anwendung versichert
uns der Brouwersche Fixpunktsatz, dass es in einem bestimmten Input-Output
Modell der Wirtschaft eine Gleichgewichtssituation von Angebot und Nachfrage
gibt.

ILuitzen Egbertus Jan Brouwer, 1881-1966, hollindischer Mathematiker und Philosoph



Fundamentalsatz der Algebra

Der Fundamentalsatz der Algebra ist ein Teil der Doktorarbeit von GAUSS? aus
dem Jahr 1799. Eine mogliche Formulierung lautet folgendermassen.

Theorem 1.6. Jedes komplexe Polynom p(z) = ag + a1z + a2z + ... + a,2"
mit n > 1 und a, # 0 besitzt mindestens eine komplexe Nullstelle.

Beweis. Betrachte das normierte Polynom ¢(z) = @ mit Koeffizienten b; = -+
fiir ¢ = 0,...,n. Es reicht, die Aussage fiir ¢ zu zeigen, da p und ¢ dieselben
Nullstellen besitzen. Definiere

D ={zeC||z| <R},

wobeil R = 2+ |bg| + |b1] + ... + |bp—1]|- Die Abbildung g auf D, definiert durch

- 2— g, |2 <1
o) = g(re?) ={ o
Z = RontTs sonst,

ist stetig und wir zeigen jetzt g(D) C D. Fiir |z] <1 haben wir

B q(2) az) | _ lq(2)]
90:)| = |2~ o | < 121+ | s | = o1+
b b R 1
§1+|o|+|1|+R+| 1|+ <141<R

und fiir 1 < |z| < R

96611 = |5 - 7

_ z
Rzn—1 Rzn—1 R
[bo| + |b1] + - .- + [br-1]

R

} bo +b12+ . +bn,12n71
= |z — —

<R+

R—-2
—-1=R+——-1<R.
+ R

Somit ist g : D — D eine stetige Abbildung auf einem kompakten konvexen
Unterraum D C C. Identifiziere C mit R? durch x + iy < (x,y). Dann hat
g nach dem Brouwerschen Fixpunktsatz einen Fixpunkt zp € D und aus der
Definition von g folgt ¢(zo) = 0. O

Existenz von Gleichgewichten in der Wirtschaft

Das Input-Output Modell von LEONTIEF? ist eine Analysemethode der empiri-
schen Wirtschaftsforschung insbesondere fiir volkswirtschaftliche Analysen. Es
modelliert die Situation von N Produzenten, welche fiir die Herstellung ihres
eigenen Produktes eine gewisse Menge von Produkten der anderen benétigen.

2Johann Carl Friedrich Gauss, 1777-1855, deutscher Mathematiker, Astronom und Physiker
3Wassily Leontief, 1906-1999, russisch-amerikanischer Wirtschaftsforscher



Fir 1 < 4,7 < N bezeichne z; das Einkommen des Produzenten ¢ und f;;
den Betrag, fiir welchen er Produkte des Produzenten j einkauft, wobei f;;
positiv ist und stetig von x; abhéngt. Das Einkommen eines Produzenten soll
aussschliesslich vom Verkauf seines Produktes stammen und er soll das ganze
Einkommen wieder in Produkte der anderen Produzenten investieren. Das heisst

N
1=1
und
N
zi =Y fij(x;) fivallei=1,...,N. (1.2)
j=1

Unter der Bedingung (1.2) versichert uns der Brouwersche Fixpunktsatz,
dass es in diesem System eine Gleichgewichtssituation gibt. Das heisst, dass es
Einkommen (und damit verbundene Produktionsmengen) z9,...,2% gibt, so
dass auch die Bedingung (1.1) erfiillt ist.

Satz 1.7. Sei N € N, C € R positiv und f;; : R — R firl <i,j < N
stetige positive Abbildungen, welche die Bedingung (1.2) erfiillen. Dann besitzt

die Abbildung
N
2oz fur(zi)

SN ()

auf der Menge D = {x = (x1,...,2y5) € RV | Zivzl x; < C'} mindestens einen
Fizpunkt.

g(z) =

Beweis. Die Stetigkeit von g folgt aus der Stetigkeit der Abbildungen f;;. Bleibt
g(D) C D zu zeigen. Sei = (x1,...,zn) € D, dann ist

N N N N
Zfil(»’ci) +..o.t Zfz‘N(xi) = Zflj(l'l) +...+ ZfNj(SCN)
i=1 i=1 j=1 j=1

Somit g(x) € D fiir alle + € D und da D C RY ein kompakter konvexer

Unterraum ist, folgt aus dem Fixpunktsatz von Brouwer, dass g mindestens
einen Fixpunkt in D besitzt. O

Die Anwendung dieses Satzes auf unser Modell ist klar. Fiir die Konstante
C konnen wir beispielsweise N K nehmen, wobei K das gesamte sich im Umlauf
befindende Kapital ist.



2 Urspriinglicher Beweis von Brouwer

Der urspriingliche Beweis des Brouwerschen Fixpunktsatzes basiert auf dem Be-
griff des Abbildungsgrades. Brouwer entdeckte, dass man jeder stetigen Abbil-
dung zwischen zwei geschlossenen Mannigfaltigkeiten eine homotopieinvariante
ganze Zahl zuordnen kann, und nannte sie den Grad der Abbildung. Bei der
Betrachtung von stetigen Abbildungen S™ — S” stellte er fest, dass ihr Grad
immer +1 betragen muss, falls sie keinen Fixpunkt besitzen. Dies fiithrte ihn
zum Beweis des Fixpunktsatzes.

In diesem Abschnitt werde ich dem Vorgehen von Brouwer folgen, und ver-
suchen seine Konzepte in heute iiblicher Terminologie zu formulieren. Ich fiihre
zuerst den Abbildungsgrad ein, allerdings nicht allgemein fiir stetige Abbil-
dungen zwischen Mannigfaltigkeiten, sondern lediglich fiir stetige Abbildungen
S™ — S™. Das reicht fiir unseren Zweck und fiithrt uns direkt zum Beweis, wie
er in der Publikation [1] von Brouwer aus dem Jahr 1911 erschienen ist.

2.1 Der Grad von stetigen Abbildungen S” — S"

Veranschaulichung im Fall n =1

Vor der allgemeinen Definition mochte ich eine Interpretation des Grades ei-
ner stetigen Abbildung f : S! — S! geben. Betrachte den Wert f(z) € S!,
withrend z einmal im Uhrzeigersinn um S! liuft. Dann ist der Grad von f
die Anzahl Umdrehungen im Uhrzeigersinn minus die Anzahl Umdrehungen im
Gegenuhrzeigersinn. Er ldsst sich bestimmen, indem wir S* im Uhrzeigersinn
durch Punkte z1,..., 24, 2g+1 = 21 in ¢ Kreisbogen Ay, ..., A4 zerlegen, so dass
maxy yea, |f(z) — f(y)] <1 fiir alle i = 1,...,¢. Damit ist der kiirzeste Kreis-
bogen A; zwischen f(z;) und f(zi41) fiir 1 < i < ¢ eindeutig bestimmt. Der
Kreisbogen A; heisst positiv, wenn er im Uhrzeigersinn von f(z;) nach f(z;11)
lduft, andernfalls heisst er negativ. Wihle ein & € S!, so dass & # f(z;) fiir
1 < i < g und bezeichne mit pt die Anzahl positiver A;, die ¢ enthalten, mit
p~ die Anzahl negativer A;, die ¢ enthalten. Der Grad von f ist dann die Zahl
pT — p~. Wir werden sehen, dass sie weder von der Unterteilung noch von der
Wahl von ¢ abhangt.

Fiir die allgemeine Definition erweitern wir das Konzept der Kreisbégen zu
sphérischen Simplices.

Simplices in R™

Eine Menge von n + 1 Punkten {xg,z1, ...,z,} in R™ heisst in allgemeiner
Lage, wenn xg,x1, ...,%, nicht auf einer gemeinsamen (n — 1)-dimensionalen



Hyperebene liegen. Dies ist dquivalent zu

:L'(lJ ooxp 1
det(zg...xzpn)=1... ... ... 1]#0.
wobei (xll, ..., 2}) die Koordinaten des Punktes x; sind.

Definition 2.1. Sei A = {zg,21,...,2,} C R™ in allgemeiner Lage. Dann

heisst
J{:EEIR" =3 A mit0<)\i§1,z/\i1}

i=0 i=0
das von A aufgespannte n-Simplex. Die Menge A heisst die Eckenmenge von o.

Jedes von einer nicht leeren Teilmenge B C A aufgespannte Simplex 7 heisst
eine Seite von 0. Ist ) # B C A heisst 7 eine echte Seite von . Die Vereinigung
aller echten Seiten ist der Rand von o.

Definition 2.2. Ein endlicher Simplizalkomplex K ist eine endliche Menge von
Simplices, die folgende zwei Bedingungen erfiillt.

1. Von jedem Simplex o € K, sind auch alle seine Seiten in K.

2. Fiir alle Simplices 0,7 € K mit 0 N7 # ) ist 7 N o eine gemeinsame Seite
von ¢ und 7.

Die Eckenmenge von K ist die Vereinigung der Eckenmengen seiner Simpli-
ces. Die Menge |K| = Uyexo bezeichnet den K unterliegenden topologischen
Raum.

Definition 2.3. Ein orientiertes n-Simplex ist ein n-Simplex ¢ zusammen mit
einer festen Anordnung seiner Eckpunkte. Wir schreiben [o] = [zg, 21, ..., Tp]
und definieren die Orientierung von [o] als sign[o] = signdet(zg . .. zy).

Lemma 2.4. Seien [0] = [p,21,...,2n) und [7] = [¢,21,...,Tn] 2wei orien-
tierte n-Simplices und H die von den Punkten x1,...,x, aufgespannte (n—1)-
dimensionale Hyperebene. Dann liegen p und q genau dann auf verschiedenen
Seiten von H, wenn sign[o] # sign[r].

Beweis. Die beiden Punkte p und ¢ liegen genau dann auf verschiedenen Seiten
von H, wenn der Geradenabschnitt von p nach ¢ definiert durch ¢t — (1—1¢)p+tq
fiir 0 < ¢t < 1 die Hyperebene H in einem Punkt h = (1 — ¢3)p + t»q schneidet.
Wegen h € H und der Multilinearitédt der Determinante gilt dann

0 =det(h,x1,...,2,) = det((1 — tp)p + thq, T1,. .., Tn)
= (1 —tp)det(p,x1,...,2n) + tpdet(q, 1, ..., 2,).

Wegen t, > 0 und 1 — ¢, > 0 folgt sign[o] # sign[r]. Liegen p und ¢ auf
derselben Seite von H, dann schneidet der Geradenabschnitt von p nach ¢ die



Hyperebene H in keinem Punkt. Das heisst det((1 —¢)p+tq, z1,. .., 2,) # 0 fiir
alle t € [0, 1]. Die Determinante ist stetig und aus dem Zwischenwertsatz folgt
det((1—t)p+tq,x1,...,2,) >0, Vt € [0,1] oder det((1 —t)p+tq,x1,...,2,) <
0, V¢ € [0,1]. Somit ist insbesondere sign[o] = sign[7]. O

Sphérische Simplices und Triangulierungen von S”

Sei A = {z0,21,...,2,} eine Menge von n + 1 Punkten auf S® C R"*! so
dass AU {0} in allgemeiner Lage liegt. Dann ist der Nullpunkt nicht im von A
aufgespannten n-Simplex o enthalten, und die Abbildung

1/):(7HS”FW{LE€IR"Jrl

r=> N, )\iEOViO,l,...,n},

i=0

die jedem Punkt x € o den Schnittpunkt des vom Nullpunkt ausgehenden
Halbstrahls durch x mit S™ zuweist, ist wohldefiniert und ein Homéomorphismus.

Definition 2.5. Seien A,0 und % wie oben. Dann heisst das homdomorphe
Bild von o unter v das von A aufgespannte sphdrische n-Simplex s. Die Seiten
von s sind Bilder der Seiten von ¢. Der Rand von s ist das Bild des Randes von
.

Ein orientiertes sphdrisches n-Simplex [s] ist ein sphirisches n-Simplex zu-
sammen mit einer festen Anordnung seiner Eckpunkte. Die Orientierung von
[s] entspricht derjenigen von [zg, 21, ..., 2Zn,0].

Sei X ein topologischer Raum. Eine Triangulierung von X ist ein Simplizi-
alkomplex K zusammen mit einem Homdomorphismus |K | =, X. Nach obigen
Betrachtungen ist es moglich, eine Triangulierung von S™ zu konstruieren, de-
ren Simplizialkomplex nur aus n-Simplices besteht, die via ¢ homdomorph zu
sphérischen n-Simplices sind. Ein solche Triangulierung koénnen wir als Unter-
teilung von S™ in sphérische n-Simplices auffassen, die sich nicht iiberschneiden
und deren (n — 1)-dimensionale Seiten genau zwei n-Simplices gemeinsam sind.

Sei T von nun an eine solche Triangulierung von S™. Die Eckenmenge E(T)
von T sei die Eckenmenge des zugrundeliegenden Simpliziakomplexes. Die Ecken-
menge eines sphirischen Simplex s von T bezeichnen wir mit F(s).

Eckenabbildungen und ihr Grad

Zunéchst betrachten wir nun Abbildungen, die nur auf den Eckpunkten E(T)
einer Triangulierung definiert sind und diese auf S™ abbilden.

Definition 2.6. Eine Abbildung ¢ : E(T) — S™, so dass gilt

max |p(z) —e(y)| <1, Vs €T, (2.1)
z,y€E(s)



nennen wir eine Fckenabbildung auf T'.

Sei ¢ eine Eckenabbildung auf T. Falls die Menge {p(z) € S™ | = €
E(s)} U {0} fiir ein s € T in allgemeiner Lage liegt, spannt sie wegen der
Bedingung (2.1) eindeutig ein sphérisches n-Simplex auf, das wir mit s, be-
zeichnen. Ein orientiertes sphérisches Simplex [s] = [zo,...,2,] wird zu ei-
nem orientierten sphérischen Simplex [s],, dessen Orientierung derjenigen von
[e(x0), .-, @(xn), 0] entspricht. Mit folgendem Beispiel wird klar, dass sich unter
@ die Orientierung verédndern kann.

Beispiel 2.7. Die Eckenabbildung « : E(T) — S™ ordnet jedem Eckpunkt x

von T seinen Antipodenpunkt —x zu. Betrachte ein [s] = [zq,...,2,] € T.
—x} —xptt o1
sign[s], = signdet(—xo, ..., —Tn,0) = sign S
0 e 0 1

= (—1)"*!signdet(zo, . . ., 7,,0) = (—1)" " sign[s].

Betrachten wir wieder eine beliebige Eckenabbildung ¢ auf T'. Liegt die Men-
ge {p(x) € S™ |z € E(s)} U {0} fiir ein s € T nicht in allgemeiner Lage, heisst
s, degeneriert. Im entsprechenden Fall von [s] besitzt [s], keine Orientierung
und per Konvention ist sign[s], = 0.

Der Rand von s, ist die Vereinigung aller sphirischen Simplices, welche von
einer Eckenmenge {p(z) € S” | z € F} mit F C E(s) aufgespannt werden.

Die Menge {s,, | s € T'} ist im allgemeinen keine Triangulierung von 8", weil
degenerierte oder sich iiberlappende sphérische Simplices s, auftreten kénnen.
Sie hat aber folgende Eigenschaft.

Lemma 2.8. Seien eine Triangulierung T von S™ und eine FEckenabbildung
wie bisher. Wihle ein & € S™ nicht auf dem Rand eines s, fiir alle s € T und
definiere

pi(f,T, p)=#{reT|&er, Asignr, = tsignr}.

Dann ist die Zahl D(E,T,p) = pt(,T,¢) —p~ (&, T, @) unabhingig von der
Wahl von &.

Beweis. Betrachte zuerst den Fall, dass keines der s, fiir s € 1" degeneriert ist.
Wihle &, ¢ € S™ nicht auf dem Rand eines s, fiir alle s € T" und verbinde £ und
¢ mit einem Weg auf S™, der keine Seite eines s, tieferer Dimension als n — 1
durchliuft. Wenn ¢ entlang dieses Weges nach ¢ wandert, kann sich D(€, T, )
nur éndern, wenn ¢ eine (n — 1)—dimensionale Seite eines s, kreuzt. Eine solche
Seite ist das Bild einer (n — 1)-dimensionalen Seite von genau zwei sphérischen
n-Simplices s = (p, 21, ...,oy) und r = (¢, 21, ..., T, ). Wegen Lemma 2.4 gilt

sign s # signr. (2.2)



Betrachten wir nun die (n — 1)-dimensionale Hyperebene H, welche durch den
Nullpunkt und die Seite (¢(z1),...,¢(rn)) geht und von & gekreuzt wird. Es
sind zwei Situationen zu betrachten.

(i) ¢(p) und ¢(q) liegen auf derselben Seite von H. In diesem Fall verlisst
(oder betritt) & sowohl s, wie auch r,. Nach Lemma 2.4 ist signs, = signr,
und mit (2.2) folgt, dass p* (€, T, ) und p~ (&, T, ) beide um 1 abnehmen (zu-
nehmen) und folglich D(&, T, ¢) unveréndert bleibt.

(ii) ¢(p) und ¢(q) liegen auf verschiedenen Seiten von H. In diesem Fall
verlésst £ das sphérische Simplex s, und betritt 7, oder umgekehrt. Die beiden
beiden Simplices haben aber nun dieselbe Orientierung. Somit verdndert sich
keines der p* (&, T, ) und damit D(&, T, ) auch hier nicht.

Es bleibt noch der Fall mit degeneriertem s,,. Weil wir £ und ¢ so wéhlen, dass
sie nicht auf dem Rand eines s, liegen, gibt es ein € > 0 und eine Eckenabbildung
¢ E(T) — S™, so dass

o kein s, degeneriert ist fiir alle s € T und |p(z) — ¢'(x)] < € fur alle
x € E(T),

o fiir alle nicht degenerierten s, gilt signs, = sign s/, und

e ¢ beziehungsweise ( liegt genau dann im Innern von s/, wenn es im Innern
von s, liegt.

Damit entspricht ¢’ dem ersten Fall und D(¢, T, ¢) = D((, T,¢’) = D(&,T,¢') =
D(&,T,¢). O

Nach diesem Lemma kénnen wir also D(§,T, ) = D(T, @) schreiben. Die
Argumentation im degenerierten Fall in obigen Beweis liefert ein allgemeineres
Resultat.

Lemma 2.9. Seien T eine Triangulierung von S™ und ¢ eine Eckenabbildung
wie bisher. Dann gibt es € > 0, so dass fiir jede Eckenabbildung ¢’ : E(T) — S™
mit Vo € E(T) : |p(z) — ¢'(z)] < e gilt D(T,¢) = D(T,¢").

Der Grad von stetigen Abbildungen S” — S™

Sei f: S™ — S” stetig. Weil f stetig und S™ kompakt ist, konnen wir unsere
Triangulierung 7" von S™ so wéhlen, so dass max, yes |f(x) — f(y)] < 1 fiir alle
s € T. Es ist klar, dass die Einschrénkung f |g(r) eine Eckenabbildung im
Sinn von (2.1) ist. Wir schreiben ¢y = f |g(7y und nennen ¢y die zu f und T
gehorende Eckenabbildung.

Lemma 2.10. Fir jede stetige Abbildung f : S™ — S™ ist die Zahl D(T, ¢y)
unabhdngig von der Triangulierung T'.

Beweis. Wir kénnen eine gegebene Triangulierung 7" von S™ beliebig verfeinern,
indem wir ihrer Eckenmenge endlich viele neue Punkte und entsprechende Seiten
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hinzufiigen. Auf diese Weise kénnen wir zu je zwei Triangulierungen T und 7"
eine gemeinsame Triangulierung 7" finden. Sowohl D(T', ¢¢) wie auch D(1", ¢)
sind dann mit D(T”, <p’f’) identisch. Das folgt aus wiederholter Anwendung der
Beobachtung, dass beim Hinzufiigen eines Eckpunktes zu T' die Zahl D(T), ¢y)
sich nicht veréindert. Das wiederum folgt aus Lemma 2.8, wenn wir fiir unsere
Berechnung einen Punkt ¢ im Innern eines unverdnderten sphérischen Simplex

wiahlen. O

Die Zahl D(T, ¢¢) héngt also nur von f : S — S™ ab und wir schreiben
D(T,¢5) = D(f).

Definition 2.11. Sein > 1 und f : S™ — S™ eine stetige Abbildung. Dann
heisst die Zahl D(f) der Grad von f.

Beispiel 2.12. Es ist klar, dass die Identitdt 1 : S® — S™ den Grad 1 hat.

Beispiel 2.13. Eine stetige Abbildung f : S™ — S”, so dass f(S™) C S"
nicht dicht ist, hat den Grad 0. Wihle zur Berechnung einen Punkt & ¢ f(S™).
Insbesondere hat jede konstante Abbildung den Grad 0.

Beispiel 2.14. Die Antipodenabbildung « : S® — S™, a(x) = —z hat den
Grad (—1)"*! (siehe Beispiel 2.7).

Bemerkung 2.15. Fiir Abbildungen S° — SY kann obige Definition des Grades
nicht verwendet werden. Wir lassen uns von den Beispielen 2.12 bis 2.14 leiten,
um die Definition folgendermassen zu erweitern: D(1) =1, D(«) = —1 und die
beiden anderen Abbildungen haben den Grad Null.

Homotopieinvarianz des Grades

Wir kommen jetzt zu der zentralen Eigenschaft des Grades von stetigen Abbil-
dungen.

Theorem 2.16. Seien n >0 und fo ~ f1: S™ — S™ zwei homotope Abbildun-
gen. Dann ist D(fo) = D(f1).

Beweis. Fiir den Fall n = 0 ist die Aussage klar, da jede Homotopie konstant
ist. Betrachte n > 1. Sei F': 8" x [0, 1] — S™ eine Homotopie von fy nach f; und
wir schreiben F'(z,t) = fi(z). Weil S™ x [0, 1] kompakt ist und F' stetig, kénnen
wir ein Triangulierung T' so wihlen, dass f; |g(m= @y, fiir alle t € [0,1] eine
Eckenabbildung ist, und wir kénnen & € S™ so wihlen, dass £ nicht auf einer
(n — 1)-dimensionalen Seite eines s, , liegt fiir alle s € 7' und alle ¢ € [0, 1].
Ausserdem ist £ € s, & & € 5, , fiir alle ¢, € [0, 1], und damit signs,, , =
sign sy, , fiir alle ¢,¢' € [0,1]. Somit ist D(f;) konstant auf [0, 1]. O

Korollar 2.17. FEine stetige Abbildung f : S™ — S™ ohne Fizpunkt hat den
Grad D(f) = (—=1)"*1.

11



Beweis. Wenn f keinen Fixpunkt hat, dann geht der Geradenabschnitt von f(x)
nach —x definiert durch ¢t — (1 —t)f(z) — to fir 0 < ¢ < 1 nicht durch den
Nullpunkt. Damit ist F': S™ x [0,1] — S™,

(1—t)f(x) —ta
(= /() — ta]

wohldefiniert und eine Homotopie von f zur Antipodenabbildung a aus Beispiel
2.14. Wegen Theorem 2.16 ist D(f) = D(a) = (—=1)"+1. O

F(z,t) =

Bemerkung 2.18. Die Umkehrung von Korrollar 2.17 ist nicht giiltig. Betrach-
te die Identitdt auf S™ fiir n gerade und n > 0. Sie hat den Grad 1, aber besitzt
offensichtlich mindestens einen Fixpunkt.

2.2 Beweis des Fixpunktsatzes

Nach Korollar 2.17 besitzt jede stetige Abbildung S™ — S™, die nicht den Grad
+1 hat, einen Fixpunkt. Insbesondere besitzt jede stetige Abbildung S™ — S™
mit Grad Null einen Fixpunkt. Dies ist der Kern von Brouwers urspriinglichem
Beweis.

Beweis. [Brouwerscher Fixpunktsatz] Bezeichne mit
" ={z=(zo,...,zn) € S" | £z, > 0}

die obere respektive die untere Halbsphére von S™ und bemerke, dass die Projek-
tionen p : ST — D", welche die letzte Koordinate weglassen, Homéomorphismen
sind.

Sei f: D" — D" stetig. Dann ist die Komposition
g=p ltofop:St ST
ebenfalls stetig. Erweitere g stetig zu g : 8™ — 8% C S™ durch
N  g(zo,...,zn) xr €87
) = ooy ={ S0 el

Wie im Beispiel 2.14 ist D(g) = 0, weil g(S™) C S7} nicht dicht ist in S™. Nach
Korollar 2.17 besitzt § einen Fixpunkt zo. Da x9 € S’ und g = g auf S7, ist
xo auch ein Fixpunkt von g und p(zo) ein Fixpunkt von f. O

3 Beweis mit Homologietheorie

Knapp hundert Jahre nach Brouwer stehen uns heute neue mathematische
Werkzeuge zur Verfiigung, die einen sehr eleganten Beweis ermoglichen. Die-
ser ist aber abstrakt und kaum geometrisch anschaulich, wie der urspriingliche
Beweis. Zuerst bedarf es einen gewissen Aufwand, die notigen Definitionen und
Eigenschaften dieser neuen Werkzeuge zu erarbeiten.
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3.1 Kategorien und Funktoren

Ich beginne mit einigen Grundbegriffen aus der Kategorientheorie. Sie ermoglichen,
den Beweis des Brouwerschen Fixpunktsatzes kurz und prézis zu fomulieren.

Definition 3.1. Eine Kategorie K ist eine Klasse von Objekten A, B,C, ...
zZusammen mit:

1. einer Familie von Mengen K(A, B), definiert fiir jedes Paar (A, B) von
Objekten. Die Elemente der Menge K(A, B) heissen Morphismen von A

nach B und fiir f € (A, B) schreibt man f: A — B oder A ENy:)

2. einer Funktion C : K(4,B) x K(B,C) — K(A,C), definiert fiir jedes
geordnete Tripel (A, B,C) von Objekten. Die Funktion C' heisst Kompo-
sitionsgesetz, fiiv C(f, g) schreibt man g o f oder auch gf, und sie muss
folgende zwei Bedingungen erfiillen:

(a) Das Kompositionsgesetz ist assoziativ, fiir A Lp%oltp gilt
also fo(goh)=(fog)oh

(b) Fiir jedes Objekt B gibt es einen Morphismus 15 € (B, B), so dass
gilt folp=ffirf:B—Cund lpog=gfirg: A— B.

Beispiel 3.2. Die Kategorie M hat als Objekte beliebige Mengen und als Mor-
phismen Abbildungen mit dem iiblichen Kompositionsgesetz.

Beispiel 3.3. Die Kategorie 7OP der topologischen Rdume mit den stetigen
Abbildungen.

Beispiel 3.4. Die Kategorie 7OP? der Paare (X, A) von topologischen Réumen
mit A C X. Die Morphismen sind die stetigen Abbildungen f : (X, A) — (Y, B)
definiert durch f : X — Y, so dass f(A4) C B. Einen topologischen Raum X
identifizieren wir kanonisch mit (X, 0).

Beispiel 3.5. Eine Spezialisierung von 7OP? ist die Kategorie 7OP, der
topologischen Rdume mit Basispunkt mit den basispunkterhaltenden stetigen
Abbildungen.

Beispiel 3.6. Beispiele fiir algebraische Kategorien sind GR oder AB die Ka-
tegorien der Gruppen beziehungsweise der abelschen Gruppen mit den Grup-
penhomomorphismen als Morphismen.

Seien u : A — B und v : B — A zwei Morphismen einer Kategorie K, so dass
vou = 14. Dann heisst v ein Linksinverses von u und u ein Rechtsinverses von v.
Wenn u sowohl ein Linksinverses v; wie auch ein Rechtsinverses v,- besitzt, dann
nennt man u einen Isomorphismus. In diesem Fall gilt v; = v;(uv,) = (viu)v,
= v, und der Morphismus v; = v,, geschrieben u~!, heisst Inverses von w.
Zwei Objekte A, B einer Kategorie sind isomorph oder dquivalent, geschrieben
A~ B, wenn es einen Isomorphismus v : A — B gibt.
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Beispiel 3.7. Die Isomorphismen in den Beispielen 3.2 bis 3.6 sind die bijekti-
ven Abbildungen in M, die Homéomorphismen in 7 OP, die Homéomorphismen
mit A — B bijektiv in 7OP? und die Gruppenisomorphismen in GR oder AB.

Betrachtet man gleichzeitig mehrere Morphismen zwischen mehreren Ob-
jekten einer Kategorie IC, ist es hilfreich diese mit Pfeilen in einem Diagramm
darzustellen.

A—2~ B
1)
D

c g

(3.1)

Das Diagramm heisst kommutativ, wenn uf = vg. Allgemeiner heisst ein Dia-
gramm kommutativ, wenn fiir jedes geordnete Paar (A, B) im Diagramm, jeder
Pfad von aufeinanderfolgenden Pfeilen beginnend in A und endend in B densel-
ben Morphismus ergeben.

Definition 3.8. Seien K und £ zwei Kategorien. Ein kovarianter Funktor
T : K — L ordnet jedem Objekt A € K ein Objekt T(A) € £ und jedem
Morphismus u € K(A, B) einen Morphismus T'(u) € L(T(A),T(B)) zu, so dass

1. T(14) = 1p(a) fiir jedes Objekt A € K

2. T(uowv) =T(u)oT(v) fir alle Morphismen « und v fiir die w o v definiert
ist

Beispiel 3.9. Der Vergissfunktor TOPe — TOP, (X,z) — X, u +— u ldsst
die Information iiber den Basispunkt fallen, basispunkterhaltende Abbildungen
werden zu Abbildungen.

Beispiel 3.10. Die Zuordnung der Fundamentalgruppe* liefert uns einen Funk-
tor 7TOPe — GR, (A,a) — m1(A,a). Jede basispunkterhaltende Abbildung f :
(A,a) — (B,b) induziert einen Homomorphismus 71 (f) : m1 (4, a) — 71 (B,b),
so dass m1(1(a,0)) = 1r,(4,0) und 71 (f 0 g) = 71 (f) o mi(g).

Bemerkung 3.11. Ein kovarianter Funktor T': I — L ordnet kommutativen
Diagrammen in K kommutative Diagramme in £ zu. Betrachte Diagramm (3.1).
Es gilt T(u) o T(f) = T(uf) = T(vg) = T(v) o T(g). Insbesondere werden
Isomorphismen in K zu Isomorphismen in L.

Definition 3.12. Seien S, T : K — L zwei kovariante Funktoren. Eine natirliche
Transformation ¥ von S nach T ordnet jedem Objekt X € K einen Morphis-
mus x € L(S(X),T(X)) zu, so dass fiir alle A,B € K und u : A — B das

4Die Fundamentalgruppe wird oft im Rahmen einer Einfithrungsvorlesung in Topologie
behandelt und ist beispielsweise in [5] zu finden.

14



Diagramm

s(4) 2L 5(B)

o) |+

T(A) - T(B)

kommutativ ist.

3.2 Beweisidee

Anstatt den Brouwerschen Fixpunktsatz direkt zu beweisen, zeige ich, dass er
dquivalent ist zum Retraktionssatz, den ich anschliessend beweise.

Aquivalenz von Retraktionssatz und Fixpunktsatz

Sei A C X ein Unterraum von X. Dann heisst eine stetige Abbildung r : X — A
eine Retraktion von X auf A, wenn r |4= 14. Gibt es eine solche Retraktion,
heisst A ein Retrakt von X.

Theorem 3.13. Es gibt keine Retraktion r : D™ — S™~1,

Proposition 3.14. Der Brouwersche Fixpunktsatz und der Retraktionssatz sind
dquivalente Aussagen.

Beweis. Nehmen wir an, die stetige Abbildung f : D™ — D™ habe keinen
Fixpunkt. Da = # f(x) fiir alle z € D", ist der Halbstrahl beginnend in z in
Richtung f(z) fiir alle x € D™ eindeutig bestimmt. Wir definieren die Abbildung
r: D" — 8"! indem wir jedem z den Schnittpunkt dieses Halbstrahl mit S*~!
zuweisen. Damit ist r stetig und f |gn= r, also ist r eine Retraktion. Umgekehrt
sei 7 : D™ — S"~1 eine Retraktion, dann ist f(z) = —r(z) eine fixpunktfreie
stetige Abbildung S"~! — S”~1. O

Beweis des Retraktionssatzes

Angenommen es giibe eine Retraktion r : D™ — S"~1 dann ist das Diagramm

Snfl

A

Dn

kommutativ, wobei ¢ : S?~! — D" die Inklusion ist. Angenommen wir hitten
einen kovarianten Funktor H : 7TOP — AB und wenden H auf obiges Diagramm
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an. Wir erhalten das Diagramm

H(snfl) H(1)=1 H(snfl) ,
HG) %7
H(D"™)

welches wiederum kommutativ ist. Die Homologietheorie wird uns Funktoren
H liefern mit H(D") = {0} und H(S"~!) = Z. Folglich kann obiges Diagramm
nicht kommutativ sein, was uns einen Widerspruch zur Existenz der Retraktion
r liefert.

Beispiel 3.15. Im Fall von n = 2 kénnen wir den Fundamentalgruppenfunk-
tor aus Beispiel 3.10 verwenden. Die Kreisscheibe ist kontrahierbar und folglich
71 (D?) = {0}; fiir die Kreislinie berechnet man 1 (S!) 2 Z. Unter der Annah-
me, dass es eine Retraktion r : D? — S! gibt, erhalten wir das Diagramm

Z—1>Z

NS

{0}

welches nicht kommutativ sein kann und somit zu einem Widerspruch fiihrt.
Folglich gibt es keine Retraktion r : D? — St.

)

Bemerkung 3.16. Im Fall von n > 3 ist sowohl 1 (D™) wie auch 71 (S" 1) tri-
vial und das resultierende Diagramm fiihrt nicht zum gewiinschten Widerspruch.
Wir benotigen andere Funktoren, die unser topologisches Problem algebraisie-
ren, aber den Unterschied zwischen D™ und S”~! auch in hoheren Dimensionen
in die Algebra iibersetzen.

3.3 Homologietheorie

Der Begriff der Homologie wurde 1895 von POINCARE® eingefiihrt und in der
Folge entwickelten sich darunter mehrere dhnliche Methoden, um Eigenschaften
von Rédumen in algebraische Strukturen zu iibersetzen. Diese Methoden wurden
1945 von EILENBERG® und STEENROD” unter dem Begriff der Homologietheorie
axiomatisiert. Damit war ein neues mathematisches Werkzeug geschaffen, das
heute aus der Algebraischen Topologie nicht mehr wegzudenken ist.

In diesem Abschnitt definiere ich Homologietheorie axiomatisch nach Eilenberg-
Steenrod und ziehe einige Folgerungen aus den Axiomen, insbesondere berechne
ich die Homologie von D™ und S™~! fiir n > 1. Das wird den Beweis des Re-
traktionssatzes analog zum Beispiel 3.15 ermoglichen.

5Henri Poincaré, 1854-1912, franzosischer Mathematiker
6Samuel Eilenberg, 1913-1998, polnischer Mathematiker
"Norman Steenrod, 1910-1971, amerikanischer Mathematiker
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Die Axiome einer Homologietheorie

Sei I : TOP? — TOP? der Funktor (X, A) — (A4, 0), der jeder stetigen Abbil-
dung f : (X,A) — (Y, B) die stetige Abbildung I(f) = f |a: (A,0) — (B,0)
zuordnet. In der Folge schreibe ich fiir das Paar (A, () kurz A.

Definition 3.17. Eine Homologietheorie fiir die Kategorie TOP? ist eine Fa-
milie {H,, | n € Z} von kovarianten Funktoren

H,:TOP®> — AB

zusammen mit einer Familie {0,, | n € Z} von natiirlichen Transformationen
On:H,— H,_ 101,

so dass die folgenden Axiome erfiillt sind.

e Homotopieinvarianz
Seien f,g: (X, A) — (Y, B) homotope Abbildungen in 7OP?, das heisst
es gibt eine stetige Abbildung H : X x [0,1] — Y, so dass H |sx[0,1]C B,
H(-,0) = f und H(-,1) = g. Dann gilt fiir alle n € Z

H,(f)=H,(g9): H,(X,A) — H,(Y,B).

e Lange exakte Sequenz von Raumpaaren
Fiir jedes Raumpaar (X, A) ist die folgende lange Sequenz exakt

an+l(X1A) Hn(l) Hn(]) an(XvA)
L — —_— _—

H,(A) H,(X) H (X, A) =2

wobeii: A — X und j: (X,0) — (X, A) die Inklusionen sind. Das heisst,
das Bild jedes Homomorphismus ist genau der Kern seines Nachfolgers.

o Ausschneidung
Seien A, B Unterrdume von X, so dass der Abschluss von A im Innern von
B enthalten ist. Dann induziert die Inklusion ¢ : (X \ A, B\ A) — (X, B)
fiir alle n € Z einen Isomorphismus

H,(i): Hy(X \ A, B\ A) = H,(X,B).

o Disjunkte Vereinigung
Sei {X; | ¢ € I} eine Familie von topologischen Réumen fiir eine belie-
bige Indexmenge I und j; : X; — Hz‘e ; X; die Inklusion. Dann ist der

Abbildung
P H.Gi) : P Hu(Xi) = H, (H Xi>

i€l iel iel

fiir alle n € Z ein Isomorphismus.
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Gilt zusétzlich das folgende Axiom, heisst die Homologietheorie eine gewdhnliche
Homologietheorie.

o Dimenstonsazriom
Sei {e} der Raum bestehend aus einem Punkt. Dann ist H,({e}) = {0}
fiir alle n # 0.

Im folgenden sei {H,, | n € Z} zusammen mit {9,, | n € Z} eine gewohnliche
Homologietheorie.

Wir nennen H,, (X, A) die n-te Homologiegruppe von (X, A). Die Abbildun-
gen 0, heissen Randoperatoren. Die Gruppe Hy({e}) ist die Koeffizientengruppe
der Homologietheorie.

Proposition 3.18. Fliir jeden topologischen Raum X ist H,(X,X) = {0} fir
alle n € Z.

Beweis. Betrachte die lange exakte Sequenz des Paares (X, A). Ist H,,(A) LLIVN
H,(X) ein Isomorphismus fiir alle n € Z, dann ist Bild 0,,(X, A) = Kern H,,_1(7)
= {0} und daher Kern 9,(X, A) = H, (X, A) = Bild H,(j) = {0}, da Kern H,(j)
= Bild H,, (i) = H,(X). Insbesondere ist H, (X, X) = {0}. O

Proposition 3.19. Seien (X, A) und (Y, B) homotopieiquivalente Raumpaare,
dann ist Hy, (X, A) = H,(Y, B) fiir alle n € Z.

Beweis. Sei f : (X, A) — (Y, B) eine Homotopiedquivalenz mit Homotopiein-
versem g. Dann ist g o f ~ 1(x 4) und wegen den Funktoreigenschaften und
der Homotopieinvarianz Hy,(f) o Hn(g) = 1, (x,4) und genauso Hy,(g) o H,(f)
= 1p,(v,B)- Also ist H,(f) ein Isomorphismus mit Inversem H,(g) fiir alle
n € Z. O

Korollar 3.20. Ist X zusammenziehbar dann ist H,(X) = H,({e}) fiir alle
n € Z, insbesondere ist H,(D?) = H,, ({e}) fiir alle d,n € Z, d > 1.

Beweis. X ist genau dann zusammenziehbar, wenn X homotopiedquivalent zu
einem Punkt ist. O

Die Mayer-Vietoris Sequenz

Drei topologische Riume A, B, X heissen ein Tripel (X, B, A), falls A C B C X.

Lemma 3.21. Sei (X, B, A) ein Tripel, dann gibt es eine natirliche exakte
Sequenz

(@)

H (B A) H, ) On(X,B,A)

Onnr(X.5.4), 2D, H(x, B) A,

H,(X,A)

wobei i : (B, A) — (X, A) und j : (X,A) — (X, B) die Inklusionen sind.
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Beweis. Definiere den Randoperator 9, (X, B, A) als Komposition

9.(X,B) Ho1 (k)
- -

On(X, B, A) : Hy(X,B) H,_1(B) H,_1(B,A),

wobei k : B — (B, A) die Inklusion ist. Die Komposition H,, (B, A) — H,(X,A) —
H, (X, B) ist die Nullabbildung, da sie sich als H, (B, A) — H,(B, B) = {0} —
H, (X, B) schreiben lisst. Die Exaktheit folgt aus den langen exakten Sequenzen
der Paare (X, B), (X, A) und (B, A) und aus dem kommutativen Diagramm

Hy1(X, B) —— Hy, (B, A) ————— Hy, X)

N
/

Die Natiirlichkeit von 0, (X , B, A) folgt aus der Natiirlichkeit von 8n(X ,B). O

NN
NN SN

Definition 3.22. Sei X ein topologischer Raum mit Unterrdumen X;, Xo und
Xo = X1 N Xa, so dass die Inklusion ! : (X1, Xo) — (X, X3) fiir alle n € Z
einen Isomorphismus H,(l) : H, (X1, Xo) = H, (X, X5) induziert. Dann heisst
(X; X1, Xo) eine excisive Triade.

Satz 3.23 (Mayer-Vietoris-Sequenz). Sei (X; X1, Xa) eine excisive Triade und
A C Xog = X1 N Xy, Dann gibt es eine natiirliche lange exakte Sequenz, die
sogenannte Mayer-Vietoris-Sequenz

Ont1(X;X1,X2) Hp(i1)®Hp (i2)
— T - %

H,(Xo,A)
Hy (§1)—Hn(j2)

H,(X:1,A) ® H,(X2, A)

Hy (X, A) 2n6XX)

wobei i1 2 : (X0, A) — (X1,2,4) und j12: (X1,2,4) — (X, A) die Inklusionenen
sind.
Beweis. Definiere den Randoperator 9, (X; X1, Xs) als die Komposition

-1
O0n(X; X1, X2) : Hy(X, A) Halk), H, (X, X5) Ha )"

On (X1,X0,4)
Sl b RN

H, (X1, Xo)
anl(X07 A)a

wobei k : (X,A) — (X, X3) die Inklusion und 9, (X7, X9, A) der Randope-
rator zum Tripel (X3, Xo, A) ist. Die Exaktheit folgt aus dem kommutativen
Diagramm

H, (X0, A) — H,(X1,A) — H, (X1, Xo) —— Hp—1(Xo, A)

l | | |

Hn(XQ;A)%Hn(XvA)ﬂHn(X;XQ)% nfl(XQ;A)v
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dessen Zeilen exakte Sequenzen von Tripeln sind. O

Bemerkung 3.24 (Mayer-Vietoris-Sequenz fiir Pushouts). Seien X, X1, X5 to-
pologische Rdume und f : X — X3, g : X — X stetige Abbildungen, dann
heisst X1 Ux Xo der Pushout von f und ¢ und ist definiert durch X;UX3/ ~ mit
Jr1of(x) ~ jaog(x) fiir alle x € X, wobei ji 2 : X1,2 — X1 Ux X2 die Inklusionen
sind. Ist zudem X C X; ein Deformationsretrakt von X; und abgeschlossen in
X4, dann gibt es eine natiirliche lange exakte Sequenz, die sogenannte Mayer-
Vietoris-Sequenz fiir Pushouts

6n+1(X?X11X2) Hn(f)@Hn(g)

Hp (X, {x})

Hn(jl)_Hn(jZ)

Hn (X1, {z}) & Hn (X2, {z})

Hn(Xl Ux XQ,{ZE}) M e

Fiir den (sehr technischen) Beweis verweise ich auf das Buch [9] von Liick.

Der Einhidngungsisomorphismus

Der Kegel C'X iiber einem topologischen Raum X ist der Quotient

(X [0,1])/(X > {1}).

Die Einhingung X ist Quotient von (X x[—1,1])/ ~ unter der Aquivalenzrelation
(z,1) ~ (y,1) und (z,—1) ~ (y, —1) fiir z,y € X. Wir bezeichnen das Bild von
X x [0,1] in ¥X mit C+ X und dasjenige von X x [—1,0] mit C_X.

Satz 3.25. Sei (X,x) ein topologischer Raum mit Basispunkt. Dann gibt es
einen Isomorphismus, genannt Einhdngungsisomorphismus,

o

0w s Hyt (X, {2}) = Ho(2X, {o})

Beweis. Identifiziere X mit X x {0} in £X. Dann kénnen wir X als Pushout
C1 X Ux C_X schreiben, das heisst

X —2-0.X.

C.X——3%X
J1

Die Bemerkung 3.24 liefert uns folgende Mayer-Vietoris Sequenz

' 6n+1 Hn(X7 {:C}) Hn(il)@Hn(iQ)

Hn(jl)_Hn(jZ)

H,(C_X,{z}) & H,(Cy X, {z})
Ho(SX, {z}) 2 .
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Die Inklusionen {z} — C+X und {z} — C_X sind Homotopiedquivalenzen.
Daher ist H,(Cy+ X, {z}) = H,(C_X,{z}) = H,({z},{z}) = {0} fir allen € Z
und der Randoperator

Ot Ho (X, {z}) = Hp_1(X, {z})

ist ein Isomorphismus fiir alle n € Z. O

Homologie der Sphire

Fiir jeden wegzusammenhingenden topologischen Raum X und jeden Basis-
punkt z € X induzieren die Inklusion X = (X,0) — (X, {z}) und die Projekti-
on X — {e} fiir alle n € Z einen Isomorphismus

Ho(X) = Ho({e}) ® Ha(X, {x}).

Die Bijektivitit folgt dabei aus der langen exakten Sequenz von (X, {z}) und
der Tatsache, dass die Komposition H,({z}) — H,(X) — H,({e}) ein Isomor-
phismus ist.

Fiir d > 1 ist S? wegzusammenhiingend und ¥8%~! 2 8¢, Damit ist
H,(S%) = H,(28% 1Y) = H,({e}) ® H, (28!, {z})
=~ Hy({e}) ® Hn—l(sd_la {z}),

wobei die letzte Isomorphie wegen dem Einhédngungsisomorphismus aus Satz
3.25 folgt. Nach wiederholter Anwendung dieses Satzes erhalten wir

Hn(S7) 2= Hy({e}) ® Hn-a(S", {z}).

Mit dem Auschneidungsaxiom ist H,_4(S°, {z}) = H,,_4({e}). Fiir eine gewshn-
liche Homologietheorie mit Koeflizientengruppe Z erhalten wir fiir n,d € Z,
d>0
Z®Z n=d=0
H,(8Y)=! 7 n=0,d#0odern#0,n=d
{0} sonst.

Zuriick zum Beweis des Retraktionssatzes

Wir wenden nun die Homologiefunktoren H,_; einer gewthnlichen Homolo-
gietheorie mit Koeflizientengruppe Z auf unser Retraktionsdiagramm an, und
erhalten

H,_1(1
Hnil(sn_l) 1( )

Hn,1 (Sn—l)

Hy—1(3) Hy—1(r)
H, 1 (D").
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Fiir n = 1 respektive n > 1 ergibt das die beiden Diagramme

767 —r 747 respektive 7 7 7.
y / i

In beiden Fallen ist klar, dass das Diagramm nicht kommutativ sein kann. Damit
haben wir den Retraktionssatz bewiesen, falls es eine gewthnliche Homologie-
theorie mit Koeffizientengruppe Z gibt. Ein Beispiel fiir eine solche Homologie-
theorie ist die singuldre Homologie. Ihre Konstruktion und die Verifizierung der
Axiome wird beispielsweise in [9] beschrieben.

Schlussbemerkungen

Definition des Abbildungsgrades mit Homologietheorie

In der neueren Literatur (zum Beispiel in [7]) wird der Grad von Abbildungen
S™ — S oft mit Hilfe der Homologie definiert. Betrachte dazu eine gewthnliche
Homologietheorie mit Koeffizientengruppe 7, dann ist H,(S™) = Z fiir n > 1.
Damit entspricht jeder Homomorphismus H,,(S™) — H,(S™) der Multiplikation
mit einer ganzen Zahl.

Definition 3.26. Der Grad einer Abbildung f : S® — S™ ist die ganze Zahl d,
so dass H,(f)(z) = dz, wobei H,(f): H,(S™) — H,(S™) der von f induzierte

Homomorphismus ist.

Es stellt sich heraus, dass diese Definition dquivalent ist zur urspriinglichen
Definition von Brouwer. Einige Eigenschaften, welche wir fiir den urspriinglichen
Beweis des Fixpunktsatzes benotigten, lassen sich aus dieser neuen Sichtweise
einfach herleiten.

e Die Homotopieinvarianz des Grades folgt direkt aus dem Axiom der Ho-
motopieinvarianz der Homologietheorie. Die Umkehrung dieser Aussage —
zwei Abbildungen f,g : S™ — S™ sind homotop, falls D(f) = D(g) — ist
ein fundamentales Theorem von Hopr8.

e Die Identitdt 1 : S™ — S™ hat den Grad 1, weil H,, ein Funktor ist und
deshalb H,, (1) = 1p, (sn).

e Eine stetige Abbildung f : S” — S™, mit f(S™) nicht dicht in S™ hat den

8Heinz Hopf, 1894-1971, schweizer Mathematiker deutscher Herkunft, 1931-1965 an der
ETHZ téatig
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Grad Null. Wéhle einen Punkt = € S™ \ f(S™), dann ist das Diagramm

f

§" ————=s»

|

S™\ {x}

kommutativ, wobei i : S™ \ {2} — S™ die Inklusion ist.
Aber H,(S™\ {z}) = {0}, da S™\ {z} zusammenziehbar ist. Daraus folgt
Hy(f) = 0.

Im konkreten Fall der singuléren Homologie l4sst sich auch das Korollar 2.17
recht anschaulich beweisen und der urspriingliche Beweis von Brouwer kann
gefithrt werden.

Andere Beweise des Brouwerschen Fixpunktsatzes

Im Gegensatz zum geometrisch anschaulichen Beweis von Brouwer ist der Beweis
mit Homologietheorie dusserst abstrakt. Nachdem die n6tigen Konzepte erarbei-
tet sind, folgt er aber sehr elegant via dem Retraktionssatz. Neben diesen beiden,
gibt es noch mindestens zwei grundsétzlich unterscheidbare Beweismethoden.
Zum einen ist dies ein kombinatorischer Beweis von KNASTER-KURATOWSKI-
MAZURKIEWICZ® aus dem Jahr 1929, andererseits die analytischen Beweise wie
der von MILNOR!? von 1978 und derjenige von Lax!! von 1999. Siehe [8] fiir
diese Beweismethoden und [4] fiir weitere Varianten analytischer Beweise.
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