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1 Einleitung

Diese Arbeit gibt einen Einstieg in die ebene Kurventheorie. Es werden alle wichti-
gen Begriffe erlautert und erste wichtige Sétze, insbesondere der Hopf’sche Umlauf-
satz bewiesen. Begleitend dazu wurde ein Applet auf Basis von LEMUREN erstellt,
das insbesondere die Krimmung illustiert. Dieses Applet bietet die Moglichkeit, eige-
ne Kurven zu zeichnen und diese nach Kriimmung und Umlaufzahl zu untersuchen.
Ausserdem enthélt diese Arbeit eine Dokumentation der Entstehung des Applets, sowie
MATLAB-Implementierungen der Algorithmen. Das Applet und die MATLAB-Codes
konnen auf der Homepage http://www.math.ethz.ch/ lemuren/bsc/haggerr/ herun-
tergeladen werden.

Es empfiehlt sich, das Applet wiahrend des Lesens dieser Arbeit offen zu haben, da
einige Illustrationen und vor allem die Aufgaben am Ende jedes Kapitels darauf verwei-
sen. Dies soll den Lerneffekt verstarken und die ebene Kurventheorie gut versténdlich
einfithren. Einige Begriffe aus der Analysis wie die des Wegintegrals oder der Differen-
zierbarkeit werden als bekannt angenommen. Die Vorlesungen Analysis I und II sind
daher die Grundvoraussetzung fiir das Lesen dieser Arbeit.

2 Die Kriimmung

Wir haben alle eine Intuition dafiir, wann eine Kurve gekriimmt ist. Dieser Abschnitt
versucht den Begriff der Kriimmung zu formalisieren und erste explizite Rechenbeispie-
le zu geben. Ein Skript, welchem dieser Abschnitt teilweise folgt, sowie weiterfithrende
Themen findet man unter [DG1] (allerdings ohne Beweise und Beispiele).

2.1 Definition (C*-Kurve)

Sei I C R ein Intervall. Eine Abbildung ¢: I — R? heisst eine C2-Kurve, falls sie zweimal
stetig differenzierbar ist.

2.2 Definition (regular)

Eine C2-Kurve c: I — R? heisst reguldr, falls ¢(t) # 0 fiir alle ¢ € T gilt.

2.3 Definition (Kriimmung)

Sei ¢: I — R? eine regulidre C%-Kurve. Wir definieren die beiden Vektorfelder e; und e
wie folgt:




Die Funktion k(t) := ﬁ (€1(t), e2(t)) heisst dann die Krimmung von ¢ an der Stelle

t.

Da die Ableitung einer reguléren Kurve nirgends verschwindet und wir von der Kurve
C? gefordert haben, ist das Einheitstangentialvektorfeld e; iiberall stetig differenzierbar.
Das Einheitsnormalenvektorfeld e ist demnach ebenfalls iiberall stetig differenzierbar.
Daraus folgt, dass die Kriimmung an jedem Punkt wohldefiniert und stetig ist.

2.4 lllustration

Um die Kriimmung besser zu verstehen betrachten wir zunéchst eine Illustration.

=
4
positiv gekrimmte Kurve negativ gekrimmte Kurne ungekrimmte Kure

Im ersten Bild ist der Winkel zwischen €7 und es kleiner als 90 Grad, was bedeutet,
dass die Kriimmung positiv ist. Die Schlaufe wird gegen den Uhrzeigersinn durchlaufen
und erfahrt im eingezeichneten Punkt eine Linkskurve. Im zweiten Bild ist der Winkel
gerade grosser als 90 Grad und die Kriimmung damit negativ. Die Schlaufe wird mit
dem Uhrzeigersinn durchlaufen und dreht nach rechts. Im dritten Bild verlduft die Kurve
geradeaus und die Kriitmmung ist Null. Vergleiche auch mit der Aufgabe 2.9 i).

2.5 Bemerkung (alternative Definition)

Oft definiert man die Kriimmung auch wie folgt:

Diese Definition erweist sich in der Praxis meist als niitzlicher, weil wir so die Kriim-
mung ~ direkt aus der Kurve ¢ und ihren Ableitungen bestimmen kann. Die Aquivalenz
dieser Definitionen zeigt man wie folgt:



= —— (é(t),ea(t))  (wegen (¢(1), ex(t)) = 0)

— s |E(t)| lea(t)| cos < (E(t), ea(t))

—— |é(t)] sin<t(é(t),e1(t)) (weil eq senkrecht zu ey steht)

= T deten(0,0)
- ,é),g (1), #(1))

2.6 Definition (Umparametrisierung)

Sei ¢: [a,b] — R? eine regulire C2-Kurve und f: [d,b] — [a, b] ein C?-Diffeomorphismus
mit f(t) # 0 fiir alle ¢ € [a,b]. Dann heisst co f eine requlire Umparametrisierung von c.

Falls zusitzlich f(@) = a, f(b) = b gilt, dann heisst die Umparametrisierung orientie-
rungserhaltend.

2.7 Lemma

Die Kriimmung ist invariant unter reguldren, orientierungserhaltenden
C?-Umparametrisierungen.

Beweis. Sei c: [a,b] — R? eine regulire C2-Kurve und e; = % das zugehorige Tan-

getialvektorfeld. Sei weiter ¢ := co f eine regulire Umparametrisierung. Da f (t) keine
Nullstelle hat und f(a@) > 0 ist, folgt aus dem Zwischenwertsatz, dass f(t) > 0 fiir alle
t € [a,b] gilt. Fiir die Kriimmung folgt nun also:



O

Aus diesem Lemma folgt, dass die Krimmung wirklich eine Eigenschaft der Kurve
selbst und nicht etwa eine Eigenschaft der Parametrisierung ist. Nehmen wir eine Umpa-
rametrisierung, die nicht orientierungserhaltend ist, das heisst, durchlaufen wir die Kurve
in die entgegengesetzten Richtung, so dndert die Kriimmung in jedem Punkt ihr Vorzei-
chen. Der Betrag der Kriimmung bleibt aber erhalten. Dies nachzurechnen sei dem Leser
als Ubung iiberlassen.

2.8 Beispiele

Wir betrachten nun einige einfache Beispiele, um das Konzept der Kriimmung etwas
besser zu verstehen. Diese Beispiele sind sehr wichtig. Wir werden sie spater immer
wieder verwenden, um uns gewisse Begriffe besser vorstellen und Sétze verifizieren zu
koénnen.

2.8.1 Gerade

Sei ¢: R — R2? eine Gerade:

1 _ 1
er(t) = g = (@) cea(t) = ( ﬁ)
V2 V2

Damit lasst sich die Kriimmung fiir alle ¢ € R berechnen:

K1) = oo (€1(8), e2(t)) = 0.




2.8.2 Graphen

Ein Graph ist eine Kurve ¢: I — R? der folgenden Form:

1 éa(t)
\/ ¢ 2 &
er®) = i = | Vi |- e Vie®®
1+é2(t)2 1+62(t)2
10 .
. e (1)2)3
alt) = | _aw " e

L+ea(t)? (14¢a(t)?)?

Fiir einen Graph gilt also:

H= -1 (6 (¢ 1) = é(t) (I+ea(t)?) ét)
k(1) = rr(en(t), ea(t)) 1028 ()
Oder direkt mit der alternativen Definition:
L det (o) #)) — 1 1 0 ) _ _ &wn
w(t) = Gryp det(é(t), €t) = g det <c'2(t) at)) ~ Gremnl’

2.8.3 Kreis

Sei c: [0,27] — R? ein Kreis:

0= (320)

k(1) = det <—sint —cost>

cost —sint

2.8.4 Acht
Sei c: [0,27] — R? wie folgt definiert:

sint cost
olt) = ( sint > '

Anschaulich beschreibt ¢ eine stehende Acht mit Mittelpunkt 0. Die Kriimmung kénnen
wir auch in diesem Fall berechnen:



K(t) = 1 d (Cos2 t —sin®t —4 sint cos t)
‘(cos2 t — sin?t)2 + cos? t‘3 cost —sint
sin®t 4+ 3 sint cos?t

|(cos? t — sin” t)2 + cos? t‘S.

2.9 Aufgaben

Um einige der Aufgaben lésen zu konnen, sollte man nebenbei das Applet offen ha-
ben. Das Applet steht auf der Homepage http://www.math.ethz.ch/~lemuren/bsc/
haggerr/ zum Download bereit.

i) Betrachte nochmal Illustration 2.4:

1
positiv gekrimmte Kurne negativ gekrimmte Kurve ungekrimmte Kurve

Verifiziere mit Hilfe des Applets, dass eine Links- bzw. eine Rechtskurve immer eine
positive bzw. negative Kriimmung bedeutet.

ii) Betrachte folgende zwei Ellipsen. Welche hat eine grossere Kriimmung?

O

iii) Betrachte die Kriimmung & fiir die vorgegebenen Kurven im Applet. Welche Kurven
haben eine konstante Kriimmung x = C'?7 Rechne explizit nach, dass diese Kurven
wirklich eine konstante Kriimmung haben.



iv) Berechne die Kriimmung der Astroide:

3
c: [0,27] — R2, ¢(t) = (2?53 §>

Ist die Kriimmung iiberall definiert?

v) Betrachte diese Spirale mit der Parametrisierung unten. Zeige dass die Kriitmmung
monoton wachsend ist.

c: [0,7] — R% c(t) =

7N

(m—1) cos(lOt))
(m —t) sin(10¢)

2.10 Losungen
i) -
ii) Ohne nédher auf die Ellipsen einzugehen, zeigen wir ein allgemeineres Resultat, nam-

lich dass die Skalierung einer Kurve um den Faktor K > 0 gerade einer Skalierung
der Kriimmung um den Faktor - entspricht. Sei c(t): [0, L] — R? eine reguléire

C%-Kurve mit Kriimmung «: [0, L] — R und ck(t) := K c(t) die um den Faktor
K > 0 skalierte Kurve. Fiir die Krimmung kg von cg gilt dann:

1 1 1

"QK(t) = |CK(t)‘ <€'1(t),62(t)> = |K C(t)’ <€1(t)762(t)> - E H(t)ﬂ

weil e; und es fiir ¢ und cg tbereinstimmen. Die Kriimmung ist also nicht skalie-
rungsinvariant, sondern umgekehrt proportional zur Skalierung der Kurve. Damit
besitzt die kleinere Ellipse in jedem Punkt eine grossere Kriitmmung als die grossere
Ellipse.



iii) Mit Hilfe des Applets sehen wir, dass unter den angegebenen Kurven nur Geraden
und Kreise konstante Kriimmung haben. Dies haben wir schon in den Beispielen
2.8.1 fiir Geraden und 2.8.3 fiir den Einheitskreis gezeigt. Mit Aufgabe ii) wissen
wir, wie sich die Kriimmung unter Skalierung verhélt. Damit haben wir das Re-
sultat, dass ein reguldr parametrisierter Kreis mit Radius R konstante Kriimmung
i% hat. Wir bekommen ein positives Vorzeichen, wenn wir den Kreis gegen den
Uhrzeigersinn durchlaufen und ein entsprechend negatives Vorzeichen sonst. Man
kann sogar zeigen, dass jede regulire C?-Kurve mit konstanter Kriimmung in einer
Gerade oder einem Kreis enthalten ist.

iv) Die Astroide ist definiert durch:
3
cos’t
t)= | . .
c( ) <81n3 t>
Daraus berechnen wir:

_ 24 ai
c'(t):( 3 cos tsmt)j

3 sin?t cost
é(t) = 6 cost sin?t — 3 cos® ¢
T \6sint cos?t —3sin3t )’

1 S
k(t) = W det(¢(t), é(t))
1

_ 4y 02 2, 4
= @ cosTt {1 9 snT{ coZ1)32 (—18 cos™ t sin“t + 9 cos“t sin* ¢

— 18 sint cos® t + 9 sin®t cos t)

1

 27|sint cost|?
_ 1
"~ 3 |sint cost|’

(—9) sin?t cos®t

Die Kriimmung ist demnach an den Stellen ¢t = 0, 7, , 37”, 27 nicht definiert. Das
sind genau die Spitzen der Astroide. An diesen Stellen ist die Kurve nicht regulér
und daher das Tangentialvektorfeld nicht wohldefiniert.

v) Wir haben:

‘ _ ((m —1t) cos(10t)
c: [0,7] = R2 ¢(t) = <(7T — 1) sin(lOt))
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und damit:

. [—cos(10t) — 10 (7 — t) sin(10¢)
&) = <— sin(10t) + 10 (x — t) cos(10t)> ’

S(1) — 11 sin(10¢) — 100 (7w — t) cos(10t)
&) = <—11 cos(10t) — 100 (7 — t) sin(lOt)> ’
1 Lo
K(t) = W det(¢(t), E(t))
1

= 2 N2 2
= {5100 (r = pyzyrz (L1 cos(108) 41000 (w — £)7 sin(101)

4210 (7 — t) sin(10t) cos(10t) + 11 sin?(10¢)
41000 (7 — t)? cos?(10t) — 210 (7 — t) sin(10t) cos(10t))

: 2
N (1 + 100 (77 _ t)2)3/2 (11 + 1000 (71— _ t) )
10 1

(1100 (1 — )2 (14100 (7 — £)2)372°

Beide Terme sind monoton wachsend fiir ¢ € [0, 7]. Daher ist die Kriimmung der
Spirale ebenfalls monoton wachsend.

3 Winkelfunktionen

Dieser Abschnitt beschéftigt sich als Vorbereitung fiir den Hopf’schen Umlaufsatz mit
Winkelfunktionen und den Eigenschaften von geschlossenen Kurven. Der Abschnitt folgt

dem Skript [WI].

3.1 Definition (geschlossen)

Wir betrachten eine regulire C2-Kurve c: [0, L] — R? als geschlossen, falls es ein € > 0
und eine C?-Kurve é: [0, L + ¢] — R? mit

i) c(t) = ¢(t) fur alle t € [0, L],

ii) é(t) =¢é(t— L) fur allet € [L, L + €]

gibt.

Eine regulire C2-Kurve c: [0, L] — R? heisst einfach geschlossen, falls sie geschlossen
und auf [0, L) injektiv ist.

Oft bezeichnet man eine Kurve auch als geschlossen, falls lediglich der Anfangspunkt
mit dem Endpunkt iibereinstimmt. Dies ist aber fiir unsere Zwecke nicht niitzlich, da wir
die Kriimmung auf der gesamten Kurve definieren wollen und wir damit auch in diesem
Punkt Regularitit und C? fordern miissen.

11



3.2 Definition (Winkelfunktion)

Sei V: [0,L] x [0, K] — S' := {(z) € R? : |z| = 1} ein Einheitsvektorfeld, dann heisst
¢:[0,L] x [0, K] — R die zu V gehoérige Winkelfunktion, falls gilt:

Vit,s) = <cos o(t, s)> 7

sin p(t, s)

Ist ein Vektorfeld in nur einer Variable V: [0, L] — R? gegeben, wie zum Beispiel
bei einem Tangentialvektorfeld an eine regulire Kurve, so betrachten wir das Vektorfeld
V:[0,L] x {0} — R? mit V(t,0) := V(¢). Analog sind dann auch Winkelfunktionen fiir
das entsprechende Einheitsvektorfeld definiert.

3.3 Lemma (Existenz von Winkelfunktionen)
Fiir jedes differenzierbare Einheitsvektorfeld V': [0, L] x [0, K] — R? existiert eine zuge-

horige differenzierbare Winkelfunktion .

Beweis. Sei V(t,s) = (;g’j;), dann gilt z(¢,s)% + y(t,s)?> = 1 und wir kénnen ¢

wéhlen, so dass:

gilt.
Definiere nun ¢: [0, L] x [0, K] — R wie folgt:

t oy Ox
- 1\ Y Yt / /
(10(757 5) _/0 l’(t ’O)at/(t 70) 6t/(t ,O)y(t 70) dt
s oy ox
[0 5505 = SE0.0.5) 5 +

Damit ist ¢ als Summe von differenzierbaren Funktionen ebenfalls differenzierbar.
Betrachte nun die folgende Funktion von t und s:

F(t,s):= (x(t,s) — cos p(t,5))* + (y(t, s) — sinp(t, )%

Wegen ¢(0,0) = ¢ und der Wahl von ¢ folgt direkt, dass F'(0,0) = 0 ist. Als néchstes
zeigen wir, dass dF = 0 und damit F' = 0 gilt. In der folgenden Rechnung werden wir

12



fiir eine bessere Ubersicht alle Abhéingigkeiten von s und ¢ weglassen. Natiirlich sind z,
y und ¢ immer noch Funktionen von s und ¢ und die Ableitungen auch entsprechend zu
verstehen. Folgende zwei Gleichungen werden wir verwenden, um dF = 0 zu zeigen:

i) x4+ gy = %(SU2 +y?)=0,
ii) ¢ = (zvy — 2y) (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung).

Damit folgt:

10F . .. . . )
35 = (@ —cosp) (@ + ¢gsing) + (y —sinp)(y — pcosy)

=3T —Tcosy + zPsing — @sinpcosp + Yy — ysing — yp cos ¢ + @ sin p cos ¢
= (Zz + yy) — (£ cosp + ysinp) + @(xsinp(t) — ycosp)

=0 — (22 + y?) (L cos g + ysin @) + (zy — 2y)(xsinp — ycos @)

= —xcos p(zd + yy) — ysin p(zd + yy)

= —(zcos o+ ysinp) (2 + y*)

= 0.

Analog folgt auch %—f =0.
Zusammen mit F'(0,0) = 0 haben wir also F(t,s) = 0 und damit x(¢,s) = cos p(t, s)
und y(t, s) = sinp(t, s). O

3.4 Definition (Umlaufzahl)

Sei c: [0, L] — R? eine geschlossene, regulire C2-Kurve, e (t) = ég' das Einheitstange-

tialvektorfeld und ¢ die zugehorige Winkelfunktion, dann ist die Umlaufzahl von ¢ wie
folgt definiert:

3.5 Bemerkung

Ist o(t, s) eine Winkelfunktion fiir das Einheitsvektorfeld V', so ist fiir jedes k € Z auch
o(t, s) + 27k eine Winkelfunktion fiir V.

Haben wir zwei Winkelfunktionen ¢ und ¢ fiir V', so gibt es ein k € Z, sodass ¢ — p =
27k.

Demnach héngt die Umlaufzahl nicht von den Wahl der Winkelfunktion ab und ist da-
mit wie die Kriilmmung eine Eigenschaft der Kurve. Wegen e (L) = e1(0) ist p. ausserdem
immer ganzzahlig.

13



Wir kénnen uns die Umlaufzahl als die Anzahl Drehungen um die eigene Achse vorstel-
len, wiahrend wir entlang der Kurve laufen. Auch hier betrachten wir wieder gerichtete
Drehungen. Eine Drehung gegen den Uhrzeigersinn zdhlen wir positiv, eine Drehung ge-
gen den Uhrzeigersinn entsprechend negativ. Folgende kleine Beispiele illustrieren diesen

Umstand.
3.6 Beispiele
Umlaufzahl -2 Umlaufzahl -1 Umlaufzahl 0 Umlaufzahl 1 Umlaufzahl 2

3.7 Definition (Isotopie)

Seien co und ¢ : [0, L] — R? zwei geschlossene, regulire C2-Kurven. Eine stetige Funktion
F:[0,L]x[0,1] — R? heisst Isotopie zwischen co und 1, falls die folgenden Eigenschaften
erfiillt sind:

i) F(t,0) = co(t),
i) F(t,1) = ei(t),
iii) F(-,s): [0, L] — R? ist eine geschlossene, regulire C2—Kurve fiir alle s € [0, 1].

Die beiden Kurven heissen dann isotop.

3.8 Satz
Seien ¢y und ¢y : [0, L] — R? zwei isotope C2-Kurven, dann gilt pe, = pe, .

Beweis. Sei F' eine Isotopie zwischen ¢y und ¢; und definiere ¢s(t) := F(t,s). Sei weiter
¢: [0,L] x [0,1] — R die zu F gehorige Winkelfunktion. Die Funktion p: [0, 1] — Z mit
p(s) = pe, = 5=(p(L, s) — (0, s)) ist stetig und damit konstant. O

3.9 Korollar

i) Die Umlaufzahl einer Kurve ist unabhéngig von der Wahl des Startpunkts.
ii) Die Umlaufzahl einer Kurve ist invariant unter reguliren Umparametrisierungen.

iii) Die Umlaufzahl einer Kurve ist invariant unter Verschiebungen.

14



iv) Die Umlaufzahl einer Kurve ist invariant unter Drehungen.

v) Die Umlaufzahl einer Kurve &ndert das Vorzeichen unter Spiegelungen.

Beweis. Wegen Satz 3.8 genligt es, wenn wir fiir i) bis iv) eine Isotopie angeben.

i) Sei cp: [0,L] — R? eine geschlossene, regulire C?-Kurve und sei ¢; die gleiche
Kurve mit Startpunkt co(to):

er(t) = co(t + to), firt+t <L
! Co(t—i—to—L), fart+tg > L.

Eine Isotopie konnen wir dann direkt angeben:

F(t 8) _ Co(t—i-sto), fijrt—l—stg < L
’ co(t + sto — L), fiir t + sto > L.

ii) Sei co: [0,L] — R? eine geschlossene regulire C2-Kurve und c¢; := ¢y o f eine
regulére Umparametrisierung von c¢g. Wie wir schon einmal gesehen haben, folgt
damit bereits f(¢) > 0 fiir alle ¢ € [0, L]. Eine Isotopie ist dann gegeben durch:

F(t,s) =co((1 — s)t+ sf(t)).

Es bleibt zu zeigen, dass F'(-, s) regulér ist. Dies folgt aus:

%f(t, s) = ((1 —s) + sf(t)) co((1 — s)t + sf(t)) # 0 fiir alle s € [0,1].

iii) Sei co: [0, L] — R? eine geschlossene, regulire C?-Kurve und ¢; die um den Vektor
a € R? verschobene Kurve, dann koénnen wir eine Isotopie wie folgt angeben:

F(t,s) = co(t) + sa.

iv) Sei cg: [0, L] — R? eine geschlossene, regulire C2-Kurve und A = (:ﬂfi —Cgisnww)

eine Drehung um den Winkel 1. Eine Isotopie zwischen ¢g und der beziiglich dem
Ursprung um den Winkel ¢ gedrehten Kurve ¢; = A ¢ ist gegeben durch:

15



_ (cos(sy) —sin(sy)
F(ts) = <sin(sw) cos(s1)) >Co(t)'

Eine allgemeine Drehung erhalten wir durch Komposition von Verschiebungen und
Drehungen um den Ursprung. Wegen iii) ist die Umlaufzahl also auch invariant
unter allgemeinen Drehungen.

v) Sei cp: [0, L] — R? eine geschlossene, regulire C?-Kurve und sei ¢; die um die
x-Achse gespiegelte Kurve. Seien weiter ¢; die zu ¢; gehorigen Winkelfunktionen:

Daraus folgt (bis auf ein Vielfaches von 27) ¢1 = —¢p und damit:
= 5 (1(1) @1 (0) = 5 (~¢o(L) + ¢(0)) = -
Pcy = o ®Y1 1 = o ®o ®o = —Pco

Eine allgemeine Spiegelung erhalten wir durch Komposition von Drehungen, Ver-
schiebungen und der oben angegebenen Achsenspiegelung. Aus iii) und iv) folgt
dann, dass die Umlaufzahl auch unter allgemeinen Spiegelungen das Vorzeichen
wechselt.

O

3.10 Aufgaben
i) Betrachte folgende Skizze:

16



SRS

Ordne die Kurve aufsteigend nach der Umlaufzahl.

Hinweis: Bist Du Dir nicht sicher, so verwende das Applet, um die Umlaufzahlen
zu verifizieren.

ii) Sei c: [0,27] — R2, ¢(t) = Z?I?I die Standardparametrisierung des Einheitskrei-
ses. Gib explizit eine Winkelfunktion an, die dem Tangetialvektorfeld entspricht
und zeige, dass diese Kurve Umlaufzahl 1 hat. Zur Erinnerung: Wir suchen eine

Funktion ¢, die e; = |28| = <Z?§z((z))> erfiillt.

iii) Wie dndert sich die Umlaufzahl, wenn wir eine geschlossene Kurve in die entgegen-
gesetzte Richtung durchlaufen?

3.11 Losungen

i) Umlaufzahl -1 haben: II, VI und VIIL
Umlaufzahl 0 haben: ITI und VII.
Umlaufzahl 1 haben: I und X.
Umlaufzahl 2 hat: IV.

Umlaufzahl 3 haben: V und IX.

—sint

ii) Wir haben e; = (
cost
¢(t) := t+ 5. Die Umlaufzahl p ist dann gegeben durch p = % (p(2m) —p(0)) = 1.

) und konnen damit sofort eine Winkelfunktion angeben:

iii) Sei c: [0, L] — R? eine geschlossene Kurve. Die Kurve in entgegengesetzte Rich-
tung zu durchlaufen, bedeutet gerade é(t) := ¢(L — t) zu betrachten. Wenn ¢ eine
Winkelfunktion fiir ¢ ist, so ist ¢(t) := ¢(L — t) — m eine Winkelfunktion fiir ¢,

17



denn wenn man die Kurve in entgegengesetzter Richtung durchlduft, dreht sich das
Tangetialvektorfeld in jedem Punkt auf der Kurve gerade um 7. Daraus folgt nun
direkt:

4 Der Hopf'sche Umlaufsatz

4.1 Definition (Gesamtkriimmung)

Sei ¢ eine geschlossene, regulére C2-Kurve, dann heisst [ x(t) ds(t) die Gesamtkrimmung
oder das Krimmungsintegral von c.

4.2 Satz (Hopf'scher Umlaufsatz)

Fiir eine geschlossene, regulire C2-Kurve c gilt:

/ (1) ds(t) = 2.,

c

wobei p. die Umlaufzahl der Kurve ist.
Falls ¢ einfach geschlossen ist, dann gilt sogar:

/ k() ds(t) = +2r.

[

Beweis. Dieser Beweis wurde aus der Vorlesung Differentialgeometrie I Herbst 2009,
gehalten von Prof. Urs Lang an der ETH Ziirich, entnommen.

Sei c: I — R? eine geschlossene, regulire C2-Kurve und sei (ej,es) die zugehorige
positiv orientierte Orthonormalbasis in jedem Punkt. Schreibe das Vektorfeld e (t) mit
Hilfe einer Winkelfunktion ¢:

ex(t) = (COS‘P(t)> .

sin ()

Ableiten von e; fiihrt zu folgendem Ergebnis:

a(t = pto) (o))

cos ()
= @(t) e(t)
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und daher:

Sei nun c: [0, L] — R einfach geschlossen. Mit Hilfe von Korollar 3.9 bringen wir ¢ in
folgende Position:

i) Die Kurve wird gegen den Uhrzeigersinn durchlaufen. Dies ist gerade der Fall p. < 0
(Spiegelung).

ii) Das Bild von c ist vollstandig in der oberen Halbebene enthalten (geeignete Wahl

des Startpunktes), beginnt in ¢(0) = (8) und hat Startrichtung |§E8§\ = <(1))

(Verschiebung und Drehung).

Sei A:={(s,t) €R?2:0< s,t <L} und f: A— St :={(z) € R?: |z| = 1} wie folgt
definiert:

|§8\» falls s =t
sy = d (0 falls (s,0) = (0.L)
s,t) =
(3), falls (s,t) = (L,0)
c(t)—c(s)
O —c(s)]’ sonst.
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Fiir f existiert nun eine stetige Winkelfunktion @: A — R mit ¢(0,0) = 0.
Diese Winkelfunktion ¢ induziert eine Winkelfunktion ¢(t) = ¢(t,t) fir e1(t) =
Ft,t) = 28
EREOIN
Wie oben gilt dann:

=¢(L, L) — ¢(0,0)

= (@(L, L) — (0, L)) + (#(0, L) — ¢(0,0))
T+

= 2.

Wir durchlaufen dir Kurve zuerst in der zweiten Variablen und erhalten einen Winkel
von ¢(0,L) — ¢(0,0), was offensichtlich gerade 7 ist. Dann bleiben wir in der zweiten
Variable stehen und durchlaufen mit der ersten Variablen die Kurve. Wir erhalten einen
Winkel von ¢(L, L) — (0, L), was nochmal 7 ist. Daher haben wir als Umlaufzahl gerade
+1.

Analog gilt p. = -1, falls die Kurve mit dem Uhrzeigersinn durchlaufen wird (vergleiche
mit Korollar 3.9 v)).

Eine nette Animation zum besseren Verstindnis des letzten Arguments findet man

unter [HO].
Ul

Mit Hilfe dieses Satzes konnen wir in vielen Féllen die Umlaufzahl direkt ausrechnen,
wahrend wir uns mit der Winkelfunktion sehr schnell ziemlich schwer tun. In manchen
Biichern wird das Kriimmungsintegral auch direkt als Definition fiir die Umlaufzahl ver-
wendet. Die Definition iiber die Winkelfunktion ist aber ebenfalls niitzlich, zum Beispiel
um eine geometrische Anschauung zu bekommen.

4.3 Beispiele

Betrachten wir nun einige Beispiele, um den Hopf’schen Umlaufsatz zu verifizieren:
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4.3.1 Kreis

Fiir einen Kreis c: [0,27] — R2, c(t) = <g Zi:f) gilt:

/C/-a(t) ds(t) = /O%; ()] dt = /027r dt = 27

und damit p = 1 wie erwartet.

4.3.2 Acht

Wir vergleichen mit Beispiel 2.8.4:

sint cost
oft) = < sint )’
é(t) = (COSQt — sin? t) ’

cost
sin®t + 3 sint cos?t

|(cos? t — sin? t)2 + cos? ¢ 3

Damit folgt fiir die Gesamtkriimmung:

2 e} : 2
t+3 t t
/ﬁ(t) ds(t) = / sin® ¢ + 3 sint cos p—
c 0 |(cos?t — sin®t)2 + cos? t|

Es sei dem Leser als Ubung iiberlassen, sich davon zu iiberzeugen, dass das Integral
verschwindet. Dazu zeigt man, dass der Integrand punktsymmetrisch um 7 ist.

4.3.3 Astroide

Wir vergleichen mit Aufgabe 2.9 iv):

3
cos’t
cft) = <sin3 t> ’

. —3 cos?t sint
eft) = < 3 sin?t cost ) ’
1

~ 3 sint cost|’
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Wiederum berechnen wir die Gesamtkriimmung:

2
/n(t)ds(t):/o M e(t)] dt

2

1

= / _—3 \/cos4t sin®t + sin* ¢ cos2 t dt
o 3 |sint cost|

2 1
:/ —————— |sint cost| dt
0 |sint cost|

= —2m.

Wir haben also eine Kurve, die gegen den Uhrzeigersinn verlduft, aber eine Gesamt-
krimmung von —27 aufweist. Betrachten wir die numerisch berechnete Gesamtkriim-
mung im Applet, so bekommen wir allerdings einen Wert von +27. Wie kommt diese
Differenz zu Stande? Der entscheidende Punkt ist, dass die Astroide keine regulire C?-
Kurve ist. Wir werden dieses Problem im néchsten Satz l6sen. Dazu bendtigen wir aber
erst einige Definitionen.

4.4 Definition (stiickweise C?)

Eine stetige Kurve c: [0, L] — R? heisst stiickweise C?, falls eine natiirliche Zahl n
und Punkte 0 = tg < ... < t, = L € [0, L] existieren, sodass ¢, , ) zweimal stetig
differenzierbar ist fiir alle ¢ = 1, ...,n. Die Punkte ¢; heissen Eckpunkte von ¢, sofern ¢ in
t; nicht C? ist.

Eine solche Kurve heisst regulir, wenn sie auf allen Teilstiicken ¢/, _, 4,y regulér ist
und sowohl der rechtsseitige wie auch der linksseitige Limes des Tangentialvektorfeldes
an den Eckpunkten existiert und nicht verschwindet.

4.5 Definition (Winkelfunktionen fiir stiickweise C*-Kurven)

Sei c: [0, L] — R? eine stetige, reguliire, stiickweise C?-Kurve mit Eckpunkten 0 < #; <
.. <tn, <L €[0,L] und e; das fast iiberall definierte Einheitstangentialvektorfeld. Wir
verallgemeinern den Begriff der Winkelfunktion auf stiickweise C2-Kurven wie folgt:

Wihle eine Winkelfunktion ¢o auf ¢/ ,), eine Winkelfunktion ¢; auf ¢y, 4. ) fiir
i=1,...,n— 1 und eine Winkelfunktion ¢, auf ¢, 1), sodass gilt:

a; = limy_yy, i(t) — limy g, @i—1(t) € [—7, 7).

Dies ist moglich auf Grund der Eigenschaft der Winkelfunktionen, dass fiir jede Win-
kelfunktion ¢ und jedes k € Z auch ¢ + 27k eine Winkelfunktion ist. Ausserdem sind
die a; ausserhalb von 47 wohldefiniert, da die Winkelfunktion auf (—m, ) eindeutig ist
(vergleiche mit Bemerkung 3.5).
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Im Fall o; = £7 wahlen wir «; := 7, falls die Kurve nach dem Eckpunkt in Durch-
laufrichtung links weg geht und «; := —m, falls die Kurve nach rechts weg geht. Man
betrachte dazu die anschliessende Illustration.

Die aus den einzelnen Teilen zusammengesetzte (nicht stetige) Funktion heisst Win-
kelfunktion ¢ von c. Die «; heissen Aussenwinkel von c.

Die Umlaufzahl einer stiickweise C?-Kurve ist dann analog iiber die Winkelfunktion
definiert:

4.6 lllustration

Um besser zu verstehen, was mit den Aussenwinkeln gemeint ist, betrachten wir folgende
Mlustration.

o0 0

Man muss sich den Aussenwinkel « als den Winkel in [—, 7| vorstellen, um welchen
das Tangentialvektorfeld an einem Eckpunkt gedreht wird. Im Fall & = +x wéhlen wir
aus Konsistenzgriinden +, falls die Kurve einen Linksknick und —m, falls die Kurve
einen Rechtsknick erfahrt.

4.7 Satz (Umlaufsatz fiir stiickweise C*-Kurven)

Fiir eine stetige, stiickweise C2-Kurve c: [0, L] — R?, die zusitzlich regulir und geschlos-
sen ist, gilt:

/K)(t) ds(t) + Z a; = 27pe,
¢ i=1

wobei p. die Umlaufzahl und die «; die Aussenwinkel von ¢ bezeichnen.
Analog wie fiir reguliire einfach geschlossene C2?-Kurven, gilt auch fiir entsprechende
stiickweise C2-Kurven p = +1.

23



Beweis. Sei ¢ eine Winkelfunktion fiir ¢ und seien 0 < t; < ... < t, < L die zu den «;
gehorigen Eckpunkte. Zur Vereinfachung schreiben wir ¢y := 0 und ¢,,41 := L. Ausserdem
definieren wir ©;(t) := |, +,,,)(t) wie in der Definition der Winkelfunktion fiir stiickweise

C%-Kurven. Fiir C?-Kurven wissen wir, dass x(t) = |f((f))| gilt, also konnen wir

Pl tit1) ®)

H<t)|(ti»ti+l) - ‘ firi=0,...,n,

€It ti41) (t)’

schreiben. Damit haben wir fiir die Gesamtkriimmung:

Clltsrtita

/ st ds(t) = 3 / K1) 6ty A5 ()
¢ i=0 7 €Il ]

_ Z ¢‘(ti7ti+1) () ds(t)

1=0 c\[tiyti+1] ‘él(tivti+1) (t) ‘

n ti+1 .
' @i(t) .
go/t @] |t

n ti+1
=> / it)d
i=0 Vi

= ;(t_l)lgrl @i(t) — th_{ftl wi(t))

n

= ¢(L) = (0) = Y_(lim i(t) — lim ;1 (£)
=1

n
= 2mp. — Z Q.
i=1

Fiir den einfach geschlossenen Fall betrachten wir zunichst eine Kurve c: [0, L] — R,
die nur an einer Stelle ¢ nicht C? ist. Induktiv folgt die Aussage dann fiir beliebig viele
Stellen.

Sei  eine Winkelfunktion fiir ¢. Die Winkelfunktion verhélt sich ausserhalb der Sprung-
stelle wie eine Winkelfunktion einer C2-Kurve, das heisst wir kénnen fiir jedes ¢ > 0
eine einfach geschlossene C?-Kurve ¢, mit Winkelfunktion ¢, finden, sodass Cl0,to—e =
Ce|[0,t0—e] UNd C|[tg4e,1] = Ce|[to+e,z]- FUr die ¢c kann der Hopf’sche Umlaufsatz angewendet
werden, also gilt p.. = £1, wobei wir ohne Beschrankung annehmen koénnen, dass alle ¢,
Umlaufzahl 4+1 haben. Daraus folgt:
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Ke(t) ds(t)

)
3
Il

€

to+e€

—

Ke(t) ds(t) + /

to—e

S(t) dt + / (1) ds(t)

Cel[0,tg—e] Ce|[tg+e,L]

to+e
= / k(t) ds(t) + / Ge(t)dt + / k(t) ds(t)
C|[0,tg—e] to—e Clftg+e,L]
= / K(t) ds(t) + pe(to +€) — pe(to — €) + / k(t) ds(t)
€|[0,t9—¢] C|ltg+e,L]
= / k(t)ds(t) + ¢(to +€) — p(to — €) + / k(t)ds(t) firallee > 0.
€|[0,t9—¢] Cl[tg+e,L]

Mit € — 0 folgt:

27 = //{(t) ds(t) + o,

wobei o den Aussenwinkel bei ty bezeichnet. Damit haben wir p. = +1 gezeigt. Ent-
sprechend hétten wir p. = —1 bekommen, wenn wir ¢ in die andere Richtung parametri-
siert hatten. O

4.8 Bemerkung

Wir haben jeweils angenommen, dass der Startpunkt kein Eckpunkt der geschlossenen
Kurve ist. Dies spielt aber natiirlich keine Rolle, da die Umlaufzahl unabhéngig vom
Startpunkt ist und wir auch einfach in einem anderen Punkt starten kdnnen.

4.9 Beispiele
4.9.1 Acht

sint cost
sint
sin® t+3 sint cos? ¢
(cos? t—sin? t)2+cos?
ist und die Umlaufzahl 0 betrégt. Mit Hilfe von Satz 4.7 konnen wir die Umlaufzahl jetzt
auch anders bestimmen.

Betrachte die Acht wie in Beispiel 2.8.4: c: [0,27] — R?, ¢(t) := ( > . Wir wissen

schon aus Beispiel 4.3.2, dass die Kriimmung durch (t) =

o gegeben

Die Teilkurven c1 := ¢|jg 5 und ¢z := ¢z 24 sind einfach geschlossen und haben je
einen Eckpunkt mit Aussenwinkeln «; und as. Daraus folgt:
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/ (1) ds(t) = / 1 (#) ds(t) + / () ds(t)

C C1 Cc2
=2Tpe, + 2P, — O] — 2
=2m — 2T — o] — Qg
= —(a1 + a2).

cos?t —sin?t

Ausserdem haben wir ¢(t) = < ) Der Winkel zwischen ¢(0) = (1) und

cost
é(m) = <_1 1) betréigt gerade 5. Damit betrigt der Aussenwinkel oy ebenfalls 71— 5 = 7.
Analog folgt auch ag = —F. Somit haben wir:
1
pe=5- k(t) ds(t)
m C
= —5— (a1 +a2)
= 0’

wie erwartet.

4.9.2 Astroide

Kommen wir zuriick zur Astroide. Wir hatten da in Beispiel 4.3.3 das Problem, dass
die analytisch berechnete Gesamtkriimmung deutlich vom numerisch berechneten Wert
des Applets abgewichen ist. Wir hatten das auf die Nichtregularitit der Parametrisierung
zuriickgefiithrt. Doch wo genau liegt das Problem und welchen Wert nimmt die Umlaufzahl
der Astroide an? Diese Fragen kénnen wir mit Hilfe von Satz 4.7 kldren. Allerdings miissen
wir dafiir erst noch etwas arbeiten, da der Satz nur fiir regulére stiickweise C?-Kurven

3
cos t) ist tatséchlich iiberall

gilt. Unsere Parametrisierung c: [0,27] — R2, ¢(t) = <sin3t

C?, jedoch in t = 0, 5, 37”, 27 nicht reguldr. Wir konnen die Astroide auf Kosten der

Differenzierbarkeit regularisieren. Betrachte dazu folgende Parametertransformationen:
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£1:00,1] — [0, g], £i(t) == arcsin(V1),
f2:10,1] = [, 7). fo(t) = arccos(~ V),

Fo: 0,1] = [, 377’], f5(t) = arcsin(V) + .
3T

fa:[0,1] — [7,27r],f4(t) := arccos(—V/1) + .

Man beachte, dass die f; keine reguldren Parametertransformationen sind, da alle f;
in 1 nicht differenzierbar sind. Dies spielt aber hier keine Rolle, da die Kriimmung in
den Eckpunkten sowieso nicht definiert ist. In allen anderen Punkten sind die Parame-
tertransformationen regulér und die Kriimmung daher auch invariant unter Verkniipfung
mit diesen. Insbesondere é&ndert sich die Umlaufzahl auch nicht. Betrachten wir also die
Umparametrisierungen:

c(t) == (co f1)(t) =
ca(t) = (co fo)(t) =

calt) == (e o)1) = <_(1 _;t)2> ’

ca(t) = (co fu)(t) =

Die Vereinigung dieser Teilkurven bilden eine reguliire, stiickweise C? Parametrisierung
der Astroide und daher kénnen wir den Satz 4.7 anwenden. Das Kriimmungsintegral
bleibt —27, allerdings haben wir jetzt die Aussenwinkel a2 3 4 zu berechnen. Berechnen
wir erst die Ableitungen der ¢;:

o
w

~—~~

[l

S~—

Il
7N
)
[\G][V}
~_

Q.

B

—

(an)

S~—

Il
RN
Niw O Nlw
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Damit sind alle Aussenwinkel «; = m, da die Astroide in allen Eckpunkten einen
Linksknick erfahrt. Nun konnen wir die Umlaufzahl bestimmen:

4

1
e= o ([ r()ds(t) + )  ai)
AL
= % (=27 + 4m)

Die Umlaufzahl der Astroide ist also +1, wie uns das Applet schon suggeriert hat. Das
Applet berechnet das Kriimmungsintegral nicht fiir exakte Kurven, sondern lediglich fiir
beliebig genaue Approximationen. Das bedeutet gerade, dass bei der Astroide die Ecken
abgerundet werden und es somit keine zu beriicksichtigenden Winkel gibt. Wir erinnern
uns, dass wir fiir den Beweis des Umlaufsatzes fiir stiickweise C?-Kurven ebenfalls etwas
ahnliches gemacht haben. Wir haben da auch versucht die urspriingliche Kurve durch
beliebig genaue C?-Kurven zu ersetzen und damit den Satz gezeigt.

4.10 Aufgaben
Offne bitte das Applet, um die Aufgaben bearbeiten zu kénnen.

i) Betrachte die Gesamtkriimmung fiir die vorgegebenen Kurven. Fiir welche Kurven
gilt [ k(t)ds(t) =0, 2m oder —27?

ii) Zeichne eigene, einfach geschlossene Kurven und verifiziere damit den Hopf’schen
Umlaufsatz.

iii) Wahr oder falsch? Uberlege dir zuerst die Antworten und iiberpriife sie dann mit
dem Applet.

1. Die Gesamtkriimmung ist unabhéngig davon in welcher Richtung man die
Kurve durchléuft.

2. Die Gesamtkriimmung einer geschlossenen Kurve ist invariant unter Skalie-
rungen.

3. Man kann fiir jedes p € Z eine geschlossene Kurve finden, sodass deren Ge-
samtkrimmung 2mwp betragt.

iv) Versuche einen rechten Winkel zu zeichnen. Was fallt dir im Bezug auf die Gesamt-
krimmung auf? Entspricht das deiner Erwartung?

v) Berechne mit Hilfe des Hopf’schen Umlaufsatzes die Winkelsumme eines konvexen
n-Ecks.
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vi)

vii)

Sei ¢ eine geschlossene, reguliire C2-Kurve, die in genau einem Punkt (ausser dem
Anfangs- und Endpunkt natiirlich) nicht injektiv ist. Ausserden habe dieser Punkt
genau zwei Urbilder ¢; und t2 und der Winkel zwischen ¢(¢1) und ¢é(t2) sei kein
Vielfaches von m. Zeige, dass diese Kurve dann Umlaufzahl -2, 0 oder +2 hat.

Finde mit Hilfe des Applets Gegenbeispiele zur Aussage von Aufgabe vi) im Fall,
wo der Punkt mehr als zwei Urbilder hat und im Fall, wo der Winkel zwischen ¢(t1)
und ¢é(t9) ein Vielfaches von 7 ist.

4.11 Losungen

i)
ii)

iii)

iv)

vi)

1. Falsch. Sie wechselt gerade das Vorzeichen. Fiir Kurven mit Umlaufzahl 0 gilt
die Aussage natiirlich.

2. Richtig. Dies kann man auf verschiedene Arten begriinden. Skalieren wir die
Kurve, so dndert sich nichts an der Winkelfunktion und daher auch nichts an
der Umlaufzahl. Man kann es aber auch direkt {iber das Integral nachrechnen.

3. Richtig. Zum Beispiel kann man einfach p-mal den Kreis in positiver oder
negativer Richtung durchlaufen. Fiir den Fall p = 0 haben wir mit der Acht
schon ein Beispiel gesehen.

Wenn man den rechten Winkel genug genau zeichnet, springt die Gesamtkriimmung
um 3. Das ist auch genau das, was wir erwartet und auf den letzten paar Seiten
gezeigt haben. Bleibt nur zu sagen, dass das Applet die Aussenwinkel schon im In-
tegral mit einberechnet, wihrend wir analytisch die Aussenwinkel separat addieren

miissen. Vergleiche dazu auch mit dem Beispiel 3.10.2.

Die Seiten den n-Ecks sind Geraden und damit ist die Kriimmung iiberall 0. Ausser-
dem ist ein konvexes n-Eck einfach geschlossen, die Umlaufzahl also +1, wenn wir
das n-Eck gegen den Uhrzeigersinn parametrisieren. Daraus folgt, dass die Summe
der Aussenwinkel gerade 27 sein muss. Seien «; die Aussenwinkel und g; die In-
nenwinkel. Wegen f; = m — a; haben wir also > ;' | fi =Y 1 T —; = nw — 21 =
(n —2)m.

Die Bedingung, dass der Winkel zwischen ¢(¢1) und é(t2) kein Vielfaches von 7 ist,
stellt sicher, dass sich die Kurve in P := ¢(t1) = c(t2) selbst schneidet und nicht
bloss beriihrt. Da P genau zwei Urbilder hat, gibt es an diesem Punkt genau zwei
Tangetialvektoren. Sei av € [0,27] der Winkel zwischen diesen beiden Tangential-
vektoren. Da die Kurve in genau einem Punkt P nicht injektiv ist, konnen wir die
Kurve in zwei einfach geschlossene, stiickweise C?-Kurven ¢; und ¢y zerlegen. Die
Aussenwinkel bei P sind dann gerade m — o und — (7 — o). Daraus kénnen wir nun
die Umlaufzahl bestimmen:
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D = % / 1 (#)ds(t)
- % (/Cl K(t)ds(t) + /02 K(t)ds(t))
— % (27 pe, + 2Tpey, — (M — @) + 7 — )

= Pcy + Pesy -

Da die Teilkurven ¢ und ¢y einfach geschlossen sind, folgt mit Satz 4.7, dass deren
Umlaufzahl +1 sein muss. Damit gibt es fiir p. nur die Moglichkeiten -2, 0 und +2.

vii) Diese beiden Kurven widerlegen die Aussagen:

A s

Die linke Kurve hat Umlaufzahl 4, die rechte hat Umlaufzahl 1, wie man sich
iiberlegen oder mit dem Applet nachpriifen kann.

5 Algorithmen und Dokumentation

Die Idee dieses Applets ist es, eine Visualisierung der Kriimmung und des Kriimmun-
gintegrals von ebenen Kurven zu geben. Dazu soll man selbststdndig Kurven zeichnen
kénnen und vom Applet dann die entsprechende Kriimmung, sowie das Kriimmungsin-
tegral zurtickbekommen. Ausserdem soll es vorgefertigte Kurven bieten, welche analog
auf Krimmung und Gesamtkriimmung untersucht werden. Diese Dokumentation zeigt
die Entstehung dieses Applets vom ersten Versuch bis zum fertigen Applet. Es werden
alle bendtigten Algorithmen in Pseudocode angegeben. MATLAB-Codes zur direkten
Verwendung kénnen von der Homepage heruntergeladen werden.

Problemstellung: Fiir jede Kurve, bestehend aus einer Menge von Pixeln, soll die
Kriimmungsfunktion sowie das Kriimmungsintegral graphisch dargestellt werden.

5.1 Erste Probleme

Wir haben bisher immer auf dem R? gearbeitet und dort unsere Begriffe wie C2, requlir
und Krimmung definiert. Doch ein Computer arbeitet nur mit Pixeln, also auf einer dis-
kreten Menge. Zeichnen wir mit einem beliebigen Graphikprogramm eine Kurve auf den
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Bildschirm, so sehen wir bei guter Auflosung auch wirklich eine Kurve. Der Computer
sieht allerdings nur eine diskrete geordnete Menge aus Punkten mit ganzzahligen Koordi-
naten. Ein Pixel entspricht dann einer Einheit. Wiirden wir diese Punkte dann wiederum
auf einem Blatt Papier als ausgefiillte Kastchen zeichnen, wiirden wir nur erahnen kon-
nen, dass diese Menge aus Punkten eine Kurve darstellt. Entfernen wir uns allerdings
von dem Blatt Papier, so sehen wir tatséchlich eine Kurve. So funktioniert auch die An-
zeige bei einem Computer. Der Computer zeigt uns eine Menge von Punkten an und
unser Auge fiigt diese zu einer Kurve zusammen. Als Eingabe fiir unseren Algorithmus
bekommen wir also bestenfalls eine geordnete Menge aus Punkten. Daraus ergeben sich
direkt einige Fragen, die vor einer allfilligen Implementierung geklart werden miissen:

i) Macht es bei einer Menge aus Pixeln iiberhaupt Sinn von Kriimmung zu sprechen?

ii) Wie sind unsere Begriffe wie C2, Regularitit und Kriimmung im Kontext der Pixel
zu verstehen? Zum Beispiel: Was bedeutet es fiir eine solche Kurve C? zu sein?

iii) Uber was genau integrieren wir, wenn wir das Kriimmungsintegral bestimmen wol-
len?

Es geht also zunédchst darum, unsere Begriffe diesem Problem entsprechend neu zu
erkléren.

5.2 Erster Losungsansatz

Betrachten wir zunachst unsere Eingabe als geordnete Menge von Punkten in der Ebene.
Verbinden wir diese Punkte in der Reihenfolge der Eingabe, erhalten wir ein Polygon.
Begniigen wir uns mit der Eigenschaft stiickweise C2, so entspricht diese Kurve unseren
Anforderungen und wir kénnen die Kriimmung explizit ausrechnen. Betrachten wir dieses
Vorgehensweise genauer, stellen wir allerdings fest, dass sich dieser Ansatz als vollig
untauglich erweist, denn die Krimmung eines Polygons ist ausserhalb der Ecken tiberall
0. Nehmen wir zuséatzlich an, dass die Pixel sich jeweils entweder an einer Seite oder an
einer Ecke beriihren, so gibt es fiir die Aussenwinkel nur die Méglichkeiten 0, £7, £7,
:l:%r und +7. Dies wére ein langweiliges Bild und wiirde nicht dem entsprechen, was wir
uns unter der Kriimmung vorstellen.

In unserem ersten Losungsansatz hatten wir es gar nicht erst versucht, Begriffe wie
C? oder Regularitit fiir unser Problem zu interpretieren. Dies war einer der Griinde,
warum dieser Ansatz schlussendlich untauglich war. Wir miissen also einen Ansatz finden,
der diese Begriffe benutzt, um dann auch die Kriimmung nach unserer Vorstellung zu
definieren. Dies werden wir in unserem zweiten Losungsansatz versuchen.

5.3 Zweiter Losungsansatz

Zeichnen wir eine Kurve auf dem Bildschirm, so erhélt der Computer eine Menge von
Pixeln und verunméglicht uns damit die Kriimmung direkt iiber die Parametrisierung
auszurechnen. Die zentralen Fragen die sich hier stellen, sind:
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Ist dieser Vorgang in irgendeinem Sinne umkehrbar? Kdnnen wir eine Kurve aus den
Pizeln zuriickgewinnen?

Das Ziel wird also sein, aus der Menge von Pixeln eine Parametrisierung zu kon-
struieren, die der urspriinglichen Kurve moglichst nahe kommt. Haben wir eine solche
Parametrisierung gefunden, so kénnen wir Begriffe wie die Krimmung erkléren, indem
wir sie einfach auf diese Parametrisierung anwenden. Eine gezeichnete Kurve heisst dann
beispielsweise C?, falls die entsprechend berechnete Parametrisierung C? ist. Unser an-
fangliches Problem hat sich also darauf reduziert, anhand der Pixel eine Parametrisierung
zu konstruieren. Damit hatten wir schonmal direkt die anfanglichen Fragen geklart. Bleibt
die Frage wie man eine solche Parametrisierung erhélt. Eine typische Methode dafiir ist
die Polynominterpolation. Dabei gibt man sich zuerst den Grad eines Polynoms vor und
sucht dann sowohl in x- wie auch in y-Richtung das Polynom m-ten Grades, welches den
gegebenen Pixel ((x1,v1), ..., (Tn,¥yn)) am néchsten kommt. Als Kriterium benutzt man
die sogenannte Kleinste-Quadrate-Methode, welche das Quadrat der Abstédnde zwischen
Kurve und Pixel minimiert. Diese Polynome zu finden ist in der Tat nicht besonders
schwierig. Es sind lediglich zwei lineare Gleichungssysteme zu 16sen.

Betrachten wir zunéchst alles nur in x-Richtung, die y-Richtung funktioniert analog.
Die zu minimierende Funktion ist definiert durch f(a1, ..., am) := > o (p(i) — x;)?, wobei
p(X) =311 a; X7 das gesuchte Polynom ist.

Das Minimum dieser Funktion findet man durch Ableiten:

a—ak:ZZ jzz(:)ajzj—xi ik

i=1

!
=0.

Dies ist dquivalent zu folgendem linearen Gleichungssystem:

ZZ:I Z:O ZZ:l 1:1 . Zﬂ?:l. m ap ZZ:I X Z:O
Dt it Dt R > e i ai die1 T it

> i T R Wi > am D i

Dieses Gleichungssystem ist genau dann losbar, wenn m < n gilt. Der Fall m > n ist
aber auch nicht interessant, da wir beliebig viele Polynome m-ten Grades finden kénnen,
die genau durch diese n Punkte z1, ..., x, verlaufen. Formal sieht der Algorithmus dann
SO aus:
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Algorithm 1 Polynominterpolation
Input:

e Pixelkoordinaten x := (z1,...,x,) und y := (y1, ..., Yn)
e gewiinschter Grad des Polynoms m
Output:

e je ein Polynom fiir x und y, welches den Pixeln beziiglich der Kleinste-Quadrate-
Methode am néchsten kommt

for all j,k =0 to m do
Agj o= 0 7
end for
for all £ =0 tom do
bk = Z?:l xI; ik
C = Dy Yi i
end for
Lose die linearen Gleichungssysteme Ap = b und Aq = c.

return p(t) := > ;L pipt® and q(t) == > 00 i tF

Die Parametrisierung lautet dann c: [1,n] — R?, ¢(t) := <§Eg>

In der folgenden Grafik sehen wir ein kleines Beispiel fiir n = 10, m = 5. Zur besseren
Veranschaulichung wurden die Pixel noch zusétzlich zu einem Polygon verbunden.

Folygon der Eingabe
41 interpoliertes Polynom

N

o
/ \__\1;//1

Die néchste Frage, die sich unweigerlich stellt, ist die nach dem optimalen Grad des
Polynoms. Der Grad darf auf jeden Fall nicht zu klein sein, da das Polynom ja der Kurve
moglichst folgen soll. Allerdings darf der Grad auch nicht zu gross sein, wie wir in der
folgenden Grafik sehen (n = 10,m =9).
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FPolygon der Eingabe
interpoliertes Paolynom

| N\

Das Polynom geht jetzt zwar durch alle Punkte, aber sie weicht vor allem an den Enden

sehr stark vom Polygon der Eingabe ab. In zahlreichen Tests hat sich m ~ § als gute

Wahl herausgestellt. Darauf wollen wir aber an dieser Stelle nicht nédher eingehen.

5.4 Splines

Wir haben in letzten Abschnitt gesehen, dass sich Polynome als Approximation fiir kleine
Eingabemengen relativ gut eignen. In der Praxis ist die Eingabe allerdings in der Re-
gel viel grosser, als die, welche wir bisher betrachtet haben. Eine typische Eingabe waren
zum Beispiel n = 500 Pixel. Um eine sinnvolle Approximation dafiir zu finden, brauchten
wir ungefér ein Polynom vom Grad m = 250. Betrachten wir das zu 16sende lineare Glei-
chungssystem, stellen wir aber fest, dass der Rechenaufwand fiir grosse m sehr schnell
sehr gross wird. Ausserdem ist die Matrix fiir grosse m schlecht konditioniert, da die
Eintrdge exponentiell anwachsen. Das bedeutet, dass eine numerische Losung des Glei-
chungssystems grosse Fehler aufweisen kann. Daher wollen wir nun versuchen, die Kurve
nur stiickweise zu approximieren und dann an den Endpunkten zusammen zu setzen. Dies
scheint auch im praktischen Sinne sinnvoll, denn wenn wir eine Kurve zeichnen, wollen
wir nicht, dass sich die Approximation in den ersten Punkten noch dndert wiahrend wir
schon die letzten Punkte zeichnen.

Die Losung an dieser Stelle heisst Spline. Splines sind Kurven, die sich aus einzelnen
Kurven zusammensetzen und an den Endpunkten gewisse Stetigkeitseigenschaften er-
fiillen. In unserem Fall wire das C2, denn wir wollen ja schlussendlich die Kriimmung
bestimmen. Sei pg;; das vorhergehende Polynom und py., das Polynom, das wir an pg;
ansetzen wollen. Der Grad der Polynome sei m und die Anzahl Pixel pro Polynom sei n.
Damit wir am Verkniipfungspunkt C? haben, miissen wir folgende Anfangsbedingungen
erfiillen:
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pneu(l) = Dait (n)7
pneu(l) = Palt (n)a
ﬁneu(l) = Palt (n)

Dies fiihrt zu folgenden Lagrangefunktion, die es zu minimieren gilt:

L(ah vy Qs A, M, V) = Z(pneu(i) - xi)z - A (pneu(l) - palt(”))
=1
— M (pneu(l) - palt(n)) -V (pneu(l) _p.alt(n))‘

Daraus ergibt sich wieder ein lineares Gleichungssystem, das man analog wie in Algo-
rithmus 1 I6sen kann.

Essentiell fiir die spétere Spline-Interpolation ist folgender Algorithmus, der &hnlich
funktioniert wie Algorithmus 1, nur dass wir eben am Anfangspunkt noch zusétzlich die
Bedingung C? haben.
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Algorithm 2 Polynominterpolation mit Anfangsbedingungen

Input:

e Pixelkoordinaten z := (z1,...,x,) und y := (Y1, ..., Yn)
e gewiinschter Grad des Polynoms m

e die Anfangsbedingungen p(1),p(1), (1) und ¢(1),4(1),g(1)

Output:

N N~ = == = e s

e je ein Polynom fiir x und y, welches den Pixeln beziiglich der Kleinste-Quadrate-
Methode am néachsten kommt und die Anfangsbedingungen erfillt

// Losen des Extremwertproblems mit Randbedingungen fihrt zu folgendem linearen
Gleichungssystem: //

for all £ =0 to m do
for all j =0 tom do
Agg =237 i
end for
Akmr1) == =1, Agma2) = =k, Agmy3) = —k(k—1)
end for
for all j =0 tom do
A1) = 1, Agng2)j == J, Apmgs)j =30 — 1)
end for
: for all jk=m+1tom+ 3 do
Aj]{ =0
: end for

: for all £ =0 to m do

b =250 a; ik
Ck = 2 Z?:l Yi ik

: end for

: bm+1 = p(l)a bm+2 = p(1)> bm+3 = p(l)

: emt1 = q(1), emy2 := ¢(1), emys := G(1)

: Lose die linearen Gleichungssysteme Ap = b und Aq = c.
: return p(t) := > 1" pptt and q(t) == 3 1L, qr tF
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Algorithmus 2 erlaubt uns, die Kurven so zusammenzusetzen, dass die Krimmung
iiberall definiert ist. Dadurch haben wir drei wesentliche Vorteile gegeniiber der normalen
Polynominterpolation gewonnen:

i) Die Matrizen der zu lésenden Gleichungssysteme sind nicht beliebig gross. Das Lo-
sen der Gleichungssysteme erfolgt dadurch wesentlich schneller und gréssere nume-
rische Fehler auf Grund der schlechten Konditionierung kénnen vermieden werden.

ii) Die Approximation héngt nur lokal von den eingegebenen Werten ab. Berechnen
wir beispielsweise die Kurve in den ersten 10 Pixel, so hdngt das Ergebnis nicht
von den néchsten 10 gezeichneten Pixel ab.

iii) Wir konnen die Approximation besser kontrollieren, da sie gleichméssiger ist. Es
kann dadurch nicht passieren, dass an manchen Stellen zu viele Freiheitsgrade ver-
wendet werden. Wenn zu viele Freiheitsgrade verwendet werden, beginnt die Kurve
um das Polygon zu oszillieren (vergleiche die Grafik im Abschnitt oben).

Als néchstes wollen wir geschlossene Eingaben betrachten. In diesem Kontext bedeutet
das einfach nur (x1,y1) = (2n, yn). Wir wollen, dass die Approximation auch in diesem
Punkt C? ist. Mit dem Wissen iiber Splines ist dies aber kein Problem mehr, wir haben
lediglich eine weitere Randbedingung fiir das letzte Stiick.
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Algorithm 3 Polynominterpolation mit Anfangs- und Endbedingungen

Input:

e Pixelkoordinaten x := (z1,...,z,) und y := (y1, ..., Yn)
e gewiinschter Grad des Polynoms m

e die Anfangsbedingungen p(1),p(1),5(1) und ¢(1),¢(1),§(1), sowie die Endbedin-
gungen p(n), p(n),p(n) und ¢(n),¢(n), §(n)

Output:

N NN DN DN DN = = == = = = = =

e je ein Polynom fiir x und y, welches den Pixeln beziiglich der Kleinste-Quadrate-
Methode am néchsten kommt und die Randbedingungen erfiillt.

// Losen des Extremwertproblems mit Randbedingungen fihrt zu folgendem linearen
Gleichungssystem: //

for all £ =0 to m do
for all j =0 tom do
Agy =230 i
end for
Ak(m+1) = —1, Ak(m+2) = —k, Ak(m+3) = —k(k —1)
Ak(m+4) = —n¥, Ak(m+5) 1= —knF1, Ak(m+6) = —k(k — 1)”k_2
end for
for allijtomdo
Ami); =1, Apny2)j =7, Az =30 — 1) ,
A(m+4) =0, Apnysy; = 30071 Apnaeyj = 4G — /2
: end for
s for all jjk=m+1tom+gdo
Ajk? =0
: end for

: for all £ =0 to m do

b =250 a; ik
Cri=2 11 i ik

: end for

s g1 = p(1), bz 1= P(1), bz :=P(1)
: bmya :=p(n), bys = p(n), bye == p(n)
: Cma1 i =4q(1), cm q(1), cmys :=G(1)
: Cmyd 2= q(n), Cm+5 —CI( )s Cm+6 = G(n)

: Lose die linearen Gleichungssysteme Ap = b und Aq = c.
. return p(t) :== S 7 pett and q(t) == 1L qr tF
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Jetzt miissen wir die Algorithmen nur noch zusammen setzen, um den gesamten Al-
gorithmus fiir die Spline-Interpolation zu erhalten.
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Algorithm 4 Spline-Interpolation

Input:

e Pixelkoordinaten x := (z1,...,x,) und y := (y1, ..., Yn)

e gewiinschter Grad der einzelnen Polynomstiicke m

Output:

=

10:
11:
12:
13:

14:

15:

16:

17:
18:

19:
20:

e je einen Spline fiir x und y, welcher den Pixeln beziiglich der Kleinste-Quadrate-
Methode am néchsten kommt

= L)

// Die Linge der einzelnen Stiicke ist hier willkirlich gewdhlt, man konnte auch jeden
anderen Wert nehmen oder es als Variable der Fingabe freigeben. //
Fithre Algorithmus 1 fiir ((x1,v1), ..., (z10,¥10)) und Grad m aus und erhalte die
ersten Teile 71 (¢) und s1(¢) des Splines.
dwl = 7"1(1), dmg = 7'“1(1) d x3 — ’I'“'l(l)
dy1 = s1(1), dyp := 51(1), dy3 := 51(1)
ez1 := 1r1(10), ezo := 71(10), ex3 := 71(10)
6y1 = 81(10), €y2 = 31(10) 6y3 = 81( O)
foralli=2tol—1do
Fiihre Algorithmus 2 fiir ((x10¢—1), Y10(i—1))s -+ (Z10i; ¥10i), Grad m und Anfangs-
bedingungen ey1, €2, €23 sowie ey1, ey2, €y3 aus und erhalte die Teile r;(t) und
si(t) des Splines.
€Crl — T‘Z'(]_l), €r2 = 7’1(11), €r3 — T‘Z(ll)
€yl = 82'(11), €y2 = éi(ll), €y3 = 52'(11)
end for
// Falls die Kurve geschlossen ist, benutzen wir hier Algorithmus 3, ansonsten noch-
mal Algorithmus 2. //
if ($1,y1) = (xnayn) then
/] Wir geben an dieser Stelle etwas mehr Freiheitsgrade, da wir hier im Allgemei-
nen eine grossere Eingabe und zusdtzlich noch Endbedingungen zu erfiillen haben.
//
Fiihre Algorithmus 3 fiir ((z197-1);Y10(1-1))s -+ (Tn, Yn), Grad m + 3, Anfangsbe-
dingungen e;1, €;2, €;3 SOWie €y1, €2, €3 und Endbedingungen d;1, d;2, d;3 sowie
dy1, dy2, dy3 aus und erhalte die letzten Teile r;(¢) und s;(t) des Splines.
else
Fiihre Algorithmus 2 fiir ((z107-1),Y10(0-1))s - (Tn, ¥n), Grad m, Anfangsbedin-
gungen e;1, €2, €3 SOWie €y1, €y2, €y3 aus und erhalte die letzten Teile ri(t) und
s1(t) des Splines.
end if
return (ri(t),...,r(t)) and (s1(t), ..., si(t))
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Die Parametrisierung lautet dann c: [1,n] — R?, ¢(t) := (: t)>, wobei

r,s: [1,n] — R? die zusammengesetzten Kurven seien:

:=r(¢) fur ¢t € [1,10],

= it — 10(i — 1) + 1) fiir t € [10(i — 1),10{] und i = 2, ...l — 1,
=1t —10(1 — 1) + 1) fur ¢ € [10( — 1), n],

= s1(t) fur t € [1,10],

= si(t —10(i — 1)+ 1) fiir t € [10(i — 1),10i] und i = 2, .. — 1,
(t—10(1—1)+1) firt € [10(I — 1), n).

:Sl

5.5 Implementierung der Kriimmung

Mit Hilfe der gewonnenen Parametrisierung kénnen wir die Kriimmung explizit ausrech-
nen lassen. Da Polynome leicht analytisch abgeleitet werden konnen, brauchen wir dazu
auch keine numerische Differentiation.

Algorithm 5 Kriimmung
Input:

e Pixelkoordinaten z := (z1,...,x,) und y := (Y1, ..., Yn)
e gewilinschter Grad der Approximation m
Output:
e die Kriimmungsfunktion x(t)
1: Wende Algorithmus 4 auf z und y mit Grad m an und erhalte den Spline c.
2 k(t) = =1 det(é(t), é(t))

|é(t) |
3: return k(t)

Die Gesamtkriimmung erhalten wir durch eine Integration der Kriimmungsfunktion.
Die Kriimmungsfunktion ist leider kein Polynom mehr, sodass wir eine numerische Inte-
gration anwenden miissen. Wir benutzen dazu die Simpsonregel, um eine adaptive Qua-
dratur durchzufiihren. Adaptiv bedeutet hier, dass wir die Schrittweite fiir die Simpson-
regel der Kriimmung anpassen. Dadurch vermeiden wir grossere numerische Fehler, falls
die Kriimmung an einigen Stellen stark ansteigt oder abféllt.
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Algorithm 6 numerische Integration

Input:

e die zu integrierende Funktion f
e die Integrationsgrenzen a und b

e die Toleranz tol, ein Mass flir den maximal zulédssigen Fehler der numerischen In-
tegration

e cinen Startwert ;,, der bei der allerersten Ausfiihrung beliebig gewihlt werden
kann (typischerweise 0 oder 1)

Output:

D T W N

e das numerisch berechnete Integral von f {iber das Intervall [a, b]

h:=b—a
. Unterteile das Integrationsintervall in zwei Hdlften und verwende die Simpsonregel:
Q=15 (f(a) +4f(a+5) + fla+5))
i Qr = 13 (fla+5) +4f(a+ ) + f(b))
Q:=0Qr+CQr
. Falls der Fehler klein genug ist, fiihre noch eine abschliessende Extrapolation durch.

Falls nicht, unterteile das Intervall in zwei Hélften und beginne von vorne.

7. if |Q — Qin| < tol then
6 .

8: Qout = %

9: else

10:  Fihre den Algorithmus 6 fiir das Intervall [a, a+%], die Funktion f und die Toleranz
tol aus. Verwende (), als Startwert und nenne das Ergebnis wieder Qr,.

11:  Fiihre den Algorithmus 6 fiir das Intervall [a+%, b], die Funktion f und die Toleranz
tol aus. Verwende QQr als Startwert und nenne das Ergebnis wieder Qg.

12: Qout = QL + QR

13: end if

14: return Q.
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sm1§ cos t) . Wir werden
sint

diese Kurve in Pixel umwandeln und dann mit unseren Algorithmen eine Approximati-
on der Kurve zuriickgewinnen, damit wir sehen was passiert. Ausserdem lassen wir die
Kriimmung und die Gesamtkriimmung berechnen. Daran sehen wir dann, ob unser Al-
gorithmus funktioniert, da wir die Kriimmung auch schon explizit berechnet haben. Zu
bemerken wire an dieser Stelle noch, dass die Pixel hier keine ganzzahligen Koordinaten
haben, was wir aber in den Algorithmen auch nicht verwendet haben.

Betrachten wir als Beispiel die Kurve c: [0, 27] — R?, ¢(t) :=

Polygon der Eingabe Krimmung
interpoliertes Polynom Gesamtkrimmung
1 E— 2
J £
i 5-
05 ;.f :E
! =
/ &
I
0 i 2 0
. ]
05 r \ >
= L
\ ) g -
e O E . . . . .
1 05 0 05 A z 20 40 60 80 100
X

Pixel
Als Pixel wurden die Punkte z; = sin(£5) cos(%), y; = sin(%) fir i = 1,...,101
verwendet und der Grad der Polynome ist 5.

Man vergleiche nun mit Beispiel 1.8.4, um sich davon zu {iberzeugen, dass die Kriim-
mung mit den analytisch berechneten Kurve in etwa iibereinstimmt. Wir sehen auch, dass
die Gesamtkriimmung {iber die ganze geschlossene Kurve gerade 0 ist, was wir schon in
den Beispielen 3.3.2 und 3.10.1 gezeigt haben.

5.6 Eckpunkte

Wir haben gesehen, dass unsere Algorithmen fiir Kurven mit relativ schwacher Kriim-
mung gut funktioniert. Jetzt wollen wir sehen was passiert, wenn wir eine Kurve mit sehr
starker Kriilmmung oder gar Eckpunkten haben. Betrachten wir zunéchst die Astroide:
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Polygon der Eingabe Kriimmung
interpoliertes Polynom Gesamtkrimmung
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Als Pixel wurden die Punkte @; = cos(£5)3, y; = sin(%5)3 fiir i = 1,...,101 verwendet
und der Grad der Polynome ist wieder 5.

Wir sehen direkt, dass die Gesamtkriimmung in der zweiten Ecke aus dem Bild lduft.
Lassen wir uns die Gesamtkriimmung fiir die gesamte Kurve ausgeben, erhalten wir
ungefar —67. Wir hatten in Beispiel 3.10.2 allerdings eine Umlaufzahl von +1 berechnet.

Zoomt man in einer Ecke ndher ran, kann man auch erahnen, warum das passiert:

Folygon der Eingabe
interpoliertes Polynom

0.9995 |

0.999 ¢

Die Approximation iiberschneidet sich in der Ecke, sodass aus einer Linkskurve eine
Rechtskurve wird. Die Uberschneidung ist leider so gering, dass man sie nicht deutlich
sehen kann, aber man sieht auch an der Kriimmungskurve, dass der Eckpunkt félschli-
cherweise negativ gezéihlt wird.

Betrachten wir noch ein weiteres Beispiel, wo unsere Algorithmen versagen:

44



Fohygon der Eingabe Kriimmung
interpoliertes Polynom Gesamtkrimmung
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Als Pixel wurden die Punkte x; = [i/25 — 2| -1, y; =1—2(1—|[i/50 — 1/2| — 1|) fiir
i=1,...,101 verwendet und der Grad der Polynome ist wieder 5.

Das Polynom beginnt nach der ersten Ecke um das Quadrat zu oszillieren. Dadurch
oszilliert auch die Kriimmung um 0, dem exakten Wert zwischem den Ecken. Das ist
natiirlich nicht was wir wollen. Daher betrachten wir im néchsten Abschnitt eine neue
Methode, mit welcher wir diese beiden Probleme nicht haben.

5.7 Bézierkurven

Bézierkurven sind spezielle Polynome, die zwischen 1960 und 1970 zum ersten mal von
Pierre Bézier und Paul de Casteljau unabhéngig voneinander verwendet wurden, um
Kurven zu approximieren.

Wir werden quadratische Bézierkurven konstruieren und dann spéater kubische Bézier-
kurven implementieren. Der Grund dafiir ist, dass die Konstruktion mit steigendem Grad
immer miithsamer wird, man aber sehr schnell sehen kann was passiert.

Seien zwei Punkte P; und P» gegeben. Eine lineare Bézierkurve verbindet diese beiden
Punkte einfach nur:

Bl(t) =P, (1 —t) + Py t.

Lineare Bézierkurven sind fiir uns also nicht weiter interessant.
Betrachten wir also quadratische Bézierkurven. Dafiir seien drei Punkte Py, P» und Ps

gegeben. Wir sehen uns erstmal ein Beispiel an, um zu sehen was passiert und rechnen
dann die Kurve explizit aus.
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Wir haben die beiden Strecken Go(t) = P (1 —t) + Pyt und G1(t) = P2 (1 —t) + Pst.
Jetzt verbinden wir die beiden Punkte G1(t) und Ga(¢) fiir alle ¢ € [0, 1] wieder zu einer
Strecke Gy. Die Funktion B2(t) := Gy(t) heisst dann die quadratische Bézierkurve von
Pl, P2 und Pg.

Die Bézierfunktion B2(t) kann explizit angegeben werden:

B?(t) = Gy(t)
=Go(t) (1 —t) +Gi(t)t
=(P(1-t)+Pt)(1—t)+ (P(1—1t)+ Pst)t
=P (1-t)2+2Pt(1 —t) + P3t%

)
1

Fir Bézierkurven hoheren Grades wiederholen wir diese Konstruktion einfach. Fiir
kubische Bézierkurven mit vier Punkten P;, P», P3 und P, berechnen wir beispielsweise
die beiden quadratischen Bézierkurven B2(t) bzw. B3(t) fiir Pi, P> und P3 bzw. Py, P;
und Py. Danach verbinden wir wieder B?(t) und B2(t) fiir alle ¢ € [0, 1] mit einer Strecke
G:. Die kubische Bézierkurve ist dann definiert durch B3(t) := Gy(t). Es gilt

B3t)=P (1 —t)>+3Pyt(1 —t)>+3Pst3(1 —t) + Py t>.

Den Beweis dieser Aussage sei dem Leser iiberlassen. Eine schone Animation zur Kon-
struktion findet man unter |BE].

In der Praxis werden hauptsdchlich kubische Bézierkurven verwendet und auch wir
werden einen Spline implementieren, der auf kubischen Bézierkurven basiert. Bézierkur-
ven haben einige wichtige Vorteile gegeniiber der Polynominterpolation:

i) Die Bézierkurve liegt immer innerhalb der konvexen Hiille der vorgegebenen Punk-
ten. Dies folgt direkt aus der Konstruktion der Kurven. Grosse Oszillationen werden
dadurch vermieden.
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ii) Liegen die Punkte alle auf einer Gerade, so ist auch die Bézierkurve eine Gerade.
Eine sehr niitzliche Eigenschaft, die ebenfalls direkt aus der Konstruktion folgt.

iii) Die Kurven haben eine einfache Form. Es muss kein Gleichungssystem gelost wer-
den.

Obwohl uns Eigenschaft iii) erlauben wiirde, Bézierkurven beliebig hoher Ordnung
zu berechnen, wollen wir lieber wieder auf Splines zuriickgreifen. Der Grund dafiir ist
einerseits, dass auch Bézierkurven von allen Punkten abhéngen und wir so wieder bei
jedem zusétzlichen Punkt die Kurve d&ndern. Andererseits erfiillen die Bézierkurven keine
Minimierungseigenschaften, sodass wir nicht kontrollieren kénnen, was fiir sehr grosse
Punktmengen passiert.

Bei den Bézierkurven haben wir leider keine Freiheitsgrade, die wir ausniitzen kénn-
ten, sodass es nicht ganz klar ist, wie wir die einzelnen Kurven zusammensetzen sollen.
Natiirlich wollen wir aber wieder C? haben. Dafiir gibt es einen Trick, den man fiir Spli-
nes oft verwendet. Man betrachtet die eingegebenen Punkte als Variabeln und berechnet
die ersten zwei Ableitungen. Dadurch erhélt man Bedingungen an die Punkte, die fir
C? erfiillt werden miissen. Diese sogenannten Stiitzpunkte kann man dann so wihlen,
dass die C?-Bedingung erfiillt ist und die oben genannten Eigenschaften nicht verloren
gehen. Eine explizite Herleitung dazu findet man unter [BE2|. Betrachten wir zunéchst
den Algorithmus fiir den geschlossenen Bézier-Spline.
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Algorithm 7 geschlossener Bézier-Spline

Input:

e Pixelkoordinaten x := (z1,...,x,) und y := (y1, ..., Yn)

Output:

— = =
w72

T T
SRS

N N NN ==
W= O © ® =

e je ein geschlossener kubischer Bézierspline fiir  und y

// Definition aller Stitzpunkte //

es =21 +ll“2, €3 = %1‘1 +§$2
f2 = %yl t3Y2, €3:= %Zh —i—%yz
€3(n—1)+2 = 3 Tn + %901, €3(n—1)43 =

2 i —
J3(n=1)+2 "= 5§ Yn T 391, fa(n-1)43 =
€2+€3(n—1)+3

Tn+ 3T
yn+%yl

Wl ool

€] = 2
et f3tm—1)43
fl = P}

€3(n—1)+4 = €1
f3m-1)+4a = N1
foralli=1ton—-2do
2 1 1 2
€3i42 1= 5 Tit1 T 3 Ti42, €3i43 = 3 Ti+1 + 5 Ti42

— — 3
f3it2 == 5 Yir1 + 5 Yit2, [3i+3 = 3 Yit1 + 5 Yit2
€3i+2t€3(i—1)+3

€3i+1 1= 5
. TairotS3ii—1)4s

J3ip1 = ——5——
: end for
. . €3(n—1)+21T€3(n—2)+3
Ce3(n—1)+1 = 3
. 312t fam-2)43
: f3(n—1)+1 = 2

: // Berechnung der Bézier-Splines fir die Stitzpunkte //
: for alli=0ton—1do

Bz(t) = €341 (1 — t)g + €3;+42 t(l — t)2 + e3i+3 t2(1 — t) + €3i4+4 t3
Ci(t) := faix1 (1 — )3 + faizat(1 — )% + faixat? (1 —t) + faipatd

: end for
: return (By,...,B,—1) and (Cy, ...,Cp_1)

Im ungeschlossenen Fall haben wie an den beiden Enden ungewollte Freiheitsgrade,

die wir irgendwie ausfiillen miissen. Am einfachsten ist es, wenn man einfach je einen
virtuellen Punkt einfiigt. Im ungeschlossenen Fall haben wir also folgenden Algorithmus:
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Algorithm 8 ungeschlossener Bézier-Spline

Input:

e Pixelkoordinaten x := (z1,...,x,) und y := (y1, ..., Yn)
Output:

e je ein ungeschlossener kubischer Bézierspline fiir z und y

// Einfigen zweier virtueller Punkte //
To 1= 221 — T2, Tyl = 2%y — 2251

Yo := 2Y1 — Y2, Ynt1 = 2Yn — 2Yn-1

// Definition aller Stitzpunkte //

eo = 1 xo + 2 T1

Jor=35%+ 35w

for alli=0ton—1do
€3i42 1= 2 Tip1 + § Tit2, €3i43 1= %xiﬂ =+ %$i+2
foive = 5 Yir1 + 3 Yiva, 343 1= 5 Yir1 + 3 Viro

€3i+2+es(i—1)+3

._.
=

€3i+1 - D)
_ JfaitetSf3a-1)43
- 2

—_
=

f3it1:
: end for

—_
[\V]

€3n+2+€3(n—1)+3

—_
w

P €3n+l =

2
) o Jant2tfam-1)+3
D fangl =

: // Berechnung der Bézier-Splines fir die Stitzpunkte //

: foralli=0ton—1do

B;i(t) :=e3;4+1 (1 — t)g + ezirot(l — t)2 + e3i+3 t2(1 — 1)+ e3i44 t3
Ci(t) := fair1 (1 = )° + faipa t(1 = 1)* + faira t*(1 — t) + faia t®
: end for

: return (By, ..., B,_1) and (Cy, ...,Cp_1)

N = = = = s
S © ® O U

Bleibt zu erwdhnen, dass man bei der Implementierung etwas vorsichtiger sein muss,
als es hier vielleicht den Eindruck macht. Einerseits muss man bei der Approximation
des ersten Stiicks im geschlossenen Fall die Stiitzpunkte des letzten Stiicks schon kennen,
was natiirlich nicht geht. Daher sollte man das erste Stiick erst nach dem letzten Stiick
anfiigen. Andererseits muss der Benutzer vor dem Zeichnen der Kurve angeben, ob er
eine geschlossene Kurve zeichnen wird oder nicht, damit wir entscheiden kénnen, welchen
Algorithmus wir bendtigen.

Die Algorithmen zur Berechnung der Kriimmung und des Kriimmungsintegrals kénnen
wir auch hier anwenden und uns so direkt mit den Problemféllen der Polynominterpo-
lation beschéaftigen. Betrachten wir also nochmal die Astroide, diesmal mit Algorithmus

7
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In der ersten Grafik hat sich im Vergleich zur Polynominterpolation auf den ersten
Blick nichts gedndert. In der zweiten Grafik sehen wir aber eine deutliche Verdnderung.
Die Kriimmung lauft jetzt in positiver statt in negativer Richtung aus dem Bild und die
Gesamtkrimmung 1duft gegen 27. Das ist genau das was wir wollten. Der Grund fiir
dieses verbesserte Verhalten liegt tatséchlich in der ersten Grafik, wenn man sie genau
betrachtet:

Polygon der Eingabe
interpoliertes Polynom

0.995

0.99

0.985

0.01-0.005 0 0005 0.01
*

Die Approximation iiberschneidet sich nicht mehr, sondern rundet die Ecke schon ab.
Daher bekommen wir in diesem Punkt eine stark positive Krimmung im Gegensatz zur
Polynominterpolation, die uns eine stark negative Kriimmung berechnet hat. Einen wei-
teren Vorteil des Bézier-Splines sehen wir in der néchsten Grafik, die wieder ein Quadrat
zeigt.
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Die Seiten den Quadrats werden exakt approximiert, da per Konstruktion beim Bézier-
Spline vier Punkte, die auf einer Gerade liegen, durch eine Gerade approximiert werden.
Dadurch zeigt auch die Kriimmung das gewiinschte Verhalten.

Mit Bézier-Splines sind wir also auch fiir extreme Eingaben geriistet, wihrend wir bei
normalen Eingaben wie zum Beispiel Kreisen gegeniiber der Polynominterpolation nichts
verlieren. Daher sind Bézier-Splines auf jeden Fall vorzuziehen.

6 MATLAB-Codes

Die MATLAB-Codes, die wihrend der Erstellung dieser Arbeit geschrieben und unter
anderem dazu verwendet wurden, die Grafiken zu erstellen, kbnnen unter http://www.
math.ethz.ch/ lemuren/bsc/haggerr/ heruntergeladen werden. Sie sind unkommen-
tiert und an manchen Stellen auch nicht optimal codiert. Dem Leser steht es frei diese
Codes mit MATLAB zu testen und gegebenenfalls zu verwenden.

7 Kontakte

Diese Bachelor-Arbeit wurde vom Projekt LEMUREN unterstiitzt. Sie bildet die Grund-
lage zur Entwicklung neuer E-Learning Ressourcen im Rahmen des Projekts LEMUREN.
Weitere Informationen: http://www.lemuren.math.ethz.ch
Kontakt: lemuren@math.ethz.ch

Das Applet wurde von Heinz Rasched in JAVA implementiert und kann unter http:
//www.math.ethz.ch/ lemuren/bsc/haggerr/ heruntergeladen werden.

Bemerkungen hierzu an: heinz.rasched@math.ethz.ch
Allgemeine Fragen oder Bemerkungen an: rhagger@student.ethz.ch
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