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Zusammenfassung

In dieser Arbeit behandeln wir den Beweis des Satzes von Hasse-Minkowski und fiihren in die
dafiir benétigten theoretischen Grundlagen ein, insbesondere in die Theorie der p-adischen Zahlen
und der quadratischen Formen.
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1 Einleitung

Der Satz von Hasse-Minkowski behandelt die Frage, wann wir eine rationale Zahl m durch eine quadratische
Form f = szzl a; . X; X mit rationalen Koeffizienten darstellen kénnen. Die Fragestellung klingt
harmlos, die Methoden zu deren Losung sind jedoch komplex. Im Jahr 1921 gelang es Helmut Hasse
(1898-1979) in seiner Dissertation [3]|, die Frage zumindest in der Theorie mit dem Beweis folgenden
Satzes zu l6sen.

Satz. (Hasse-Minkowski). Eine quadratische Form f stellt die Null iber den rationalen Zahlen Q genau
dann nichttrivial dar, wenn sie die Null iber allen p-adischen Kérpern Q, sowie tiber den reellen Zahlen
R nichttrivial darstellt.

Die p-adischen Koérper Q, waren damals noch eine Neuheit. Zu verdanken sind sie Hasses Lehrer Kurt
Hensel (1861-1941). Dieser entwickelte die Theorie der p-adischen Zahlen in seinen Arbeiten zwischen
1899 und 1913 mit der Absicht, ein zahlentheoretisches Werkzeug analog zu den Potenzreihen aus der
Funktionentheorie zu schaffen ([7] S.9). Genauer gesagt betrachtete Hensel ganze Zahlen f € 7Z als
Funktionen auf dem Raum P der Primzahlen in Z, wobei der Wert von f an p € P durch

f(p) := f (mod p)

definiert ist. Nun stellt sich die Frage, ob man auf diesen Funktionen f auch hohere Ableitungen sinnvoll
definieren kann. Hier erfolgt die Analogie zu den Polynomen f(Z) € C[Z] iiber den komplexen Zahlen
bzw. zu den rationalen Funktionen f(Z) = ¢g(Z)/h(Z) € C(Z) mit g, h € C[Z]. Die hoheren Ableitungen
einer rationalen Funktion an einem Punkt a € C mit h(a) # 0 werden durch die Taylor-Entwicklung

£(2)=) an(Z-a)" =ao+ai1(Z - a) + an(Z — a)* + ...
n=0

gegeben. Analog dazu kann man eine natiirlich Zahl f durch ihre sogenannte p-adische Entwicklung
f=ao+ap+ayp’ + ...+ anp”

darstellen, die man einfach durch Division der Zahl durch Primzahlpotenzen erhélt. Zum Beispiel ist die
3-adische Entwicklung der Zahl 46 durch 46 = 1+ 0-3 + 2-3? + 1 - 3% gegeben. Betrachtet man solche
Darstellungen, bei denen die Primzahlpotenzen unbeschrankt grof werden, die Zahl also durch eine Folge
von unendlich vielen Koeffizenten definiert ist, so erhélt man nach etwas Feinarbeit die p-adischen Zahlen.
Die Leserin findet mehr iiber diese Vorgehensweise in Jiirgen Neukirchs Algebraische Zahlentheorie [6].

In den ersten zwanzig Jahren nach ihrer Entwicklung bekamen die p-adischen Zahlen nur wenig
Aufmerksamkeit geschenkt. Erst durch den Satz von Ostrowski aus dem Jahr 1918 wurde ihre Bedeutung
ersichtlich. Der Satz besagt, dass alle moglichen Vervollstindigungen von Q genau durch die reellen Zahlen
R und durch die p-adischen Kérper Q, gegeben sind (siehe Satz 2.12). Dies &nderte die Perspektive auf
die rationalen Zahlen grundlegend, welche nun aus topologischer Sicht nicht mehr nur Teilmenge der
reellen Zahlen waren, sondern eines Spektrums an topologischen Kérpern [8§].

Jedoch war nicht nur die Entwicklung der p-adischen Zahlen notwendig, um die Kriterien im Satz
von Hasse-Minkowski aufzustellen und zu beweisen, sondern auch mafigebliche Arbeit in der Theorie der
quadratischen Formen. Diese wurde von Hermann Minkowski (1864-1909) Ende des 19. Jahrhunderts
begriindet [5].

In der vorliegenden Arbeit werden wir die theoretischen Grundlagen présentieren, die fiir das Versténdnis
des Satzes von Hasse-Minkowski notwendig sind. Zuerst beschreiben wir die p-adischen Zahlen, dann das
Hilbert-Symbol, welches zur Untersuchung quadratischer Formen in drei Variablen dient, und anschlieffen
quadratische Formen im Allgemeinen. Zum krénenden Schluss besprechen wir den Satz von Hasse-
Minkowski und dessen Beweis, bei dem die gesamte erarbeitete Theorie zur Anwendung kommt. Dabei
haben wir uns dazu entschieden, die p-adischen Zahlen @, als Vervollstindigung der rationalen Zahlen
Q einzufiihren, da so die Verbindung zwischen den Vervollstdndigungen von Q und der Aussage des
Satzes von Hasse-Minkowski besser ersichtlich wird. Allerdings gehen wir auch kurz auf die algebraische



Herangehensweise ein, welche die p-adischen ganzen Zahlen als projektiven Limes definiert. Wir setzen
vom Leser Grundkenntnisse der Topologie sowie der Algebra, insbesondere iiber Gruppen, Ringe und
Korper, voraus. Indessen fiihren wir viele elementare Definitionen auf, von denen wir annehmen, dass die
Leser sie kennen — einerseits, um deren Erinnerung wachzurufen, andererseits, um Missverstindnissen
vorzubeugen und die Notation klarzustellen.

Fiir den Hauptteil der Arbeit haben wir — wo nicht anders angegeben — F. Q. Gouvéas Buch p-adic
Numbers - An Introduction [2], J.-P. Serres A Course in Arithmetic [11] und A. Schmidts Einfihrung in
die algebraische Zahlentheorie [9] verwendet. Genauer haben wir uns bei der Konstruktion der p-adischen
Zahlen in Kapitel 2 Abschnitt 2.1 dem Titel entsprechend hauptséichlich an F. Q. Gouvéa gehalten, im
Abschnitt 2.2 wiederum an A. Schmidt. Im Kapitel 3 iiber das Hilbert-Symbol und im Kapitel 4 iiber
quadratische Formen sind wir A. Schmidt und J.-P. Serre gleichermafen gefolgt. Im Beweis des Satzes
von Hasse-Minkowski im Kapitel 5 folgten wir hauptséchlich J.-P. Serre.

Ich mochte mich an dieser Stelle bei Prof. Richard Pink und Jennifer-Jayne Jakob fiir die Betreuung
dieser Arbeit und die hilfreichen Verbesserungsvorschlidge bedanken.

2 Die p-adischen Zahlen

2.1 Konstruktion der p-adischen Zahlen

Wir erinnern uns erst an die Definitionen des Absolutbetrags und Abstands, um darauf basierend den
p-adischen Betrag zu definieren, welcher uns spéter zu den p-adischen Zahlen fithren wird.

Definition 2.1. Ein Absolutbetrag (kurz Betrag) auf einem Koérper K ist eine Funktion
| |: K— R>q
mit den Eigenschaften:
1. |z =0 =0 fir alle z € K,
2. |zy| = |z||y| fur alle z,y € K,
3. |z +y| < |z|+ |y| fiir alle 2,y € K (Dreiecksungleichung).

Aufserdem bezeichnen wir einen Absolutbetrag als nichtarchimedisch, wenn zusétzlich die sogenannte
verschirfte Dreiecksungleichung

4. |z +y| < max(|xl, |y[)
gilt, andernfalls nennen wir ihn archimedisch.

Aus 2. folgt insbesondere, dass |1| = |1||1| = 1 und |z~!| = |z7!||z|/|z| = 1/|z| ist. Das einfachste
Beispiel eines Betrages ist der triviale Betrag | |1, der sich auf jedem Korper K definieren 14sst, und zwar
ist er fiir x € K gegeben als

|z]¢r = 1 fiir  # 0 und |0]¢ = 0.

Definition 2.2. Zu einem Betrag auf K definieren wir den entsprechenden Abstand von zwei Elementen
z,y € K als

d(x,y) = |z —yl.

Mit dem eben definierten Abstand ist K ein metrischer Raum, und wir kénnen damit offene Bille
und somit eine Topologie auf dem Korper K beziiglich des Betrags definieren.

Definition 2.3. Sei K ein Korper und | | ein Betrag auf K. Sei € K und r € R+ eine positive reelle
Zahl. Dann ist der offene Ball mit Radius r und Mittelpunkt z definiert als

B(z,r):={y e K| d(z,y) <r}.



Wir konnen auf K eine Topologie mit den offenen Billen als Subbasis definieren, so dass alle offenen
Mengen beziiglich dieser Topologie als Vereinigung von beliebig vielen endlichen Schnitten solcher Bille
gebildet werden.

Definition 2.4. Der Standardbetrag auf den rationalen Zahlen Q ist durch

] = T firxz >0
T =z firz <0

definiert. Der Hintergrund der Notation | | wird in den folgenden Seiten noch ersichtlich werden,
inzwischen dient sie vor allem zur Unterscheidung von anderen Betrégen.

Definition 2.5. Sei p eine Primzahl in Z. Die p-adische Bewertung auf Q ist die Funktion
vt QF — R,

wobei Q* die Einheiten in Q sind, sodass fiir jede Zahl r € Q* der Wert v,(r) als die eindeutige ganze
Zahl definiert ist, fiir die

r= p”P(T)% mit a,b € Z, ggT(a,b) =1 und p1{ad

gilt. Wir setzen auferdem v,(0) := 400 und erweitern v, somit auf Q.
Die p-adische Bewertung hat folgende Eigenschaften:

Proposition 2.6. Fir z,y € Q gilt vy,(xy) = vp(z) + vp(y) und vy(xr +y) > min(v,(x),v,(y)). Dabei
setzen wir fiir Rechenoperationen mit oo die iblichen Regeln voraus, insbesondere +0o + (+00) = +00.

Beweis. Ist xy = 0, so kénnen wir annehmen, dass y = 0 ist, und es gilt

vp(y) = v,(0) = +00 = vy () + vp(y)
und
vp(z +y) = vp(z) = min(v,(z), vp(y))-

Ist zy # 0, so gilt
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Wenn v, (y) > vp(z) ist, dann sind auf der rechten Seite weder Zahler noch Nenner durch p teilbar, also
muss dasselbe auch fiir die linke Seite zutreffen. Somit folgt, dass in diesem Fall v, (z + y) = vp(z) ist.
Ist v,(x) = vp(y), so ist es moglich, dass p den Zahler a,b, + a,b, teilt. In diesem Fall gilt daher, dass
vp(@ +y) > vp(2) = min(v,(2), vp(y)) ist. 0

Definition 2.7. Fiir r € Q definieren wir den p-adischen Betrag als

p~ (") fiir r #£0
Irlp == .
0 fir r = 0.

Ausgehend von diesem konnen wir fiir Zahlen z,y € Q den p-adischen Abstand festlegen als

dp(z,y) = |2 = ylp-



Lemma 2.8. Der p-adische Betrag ist ein nichtarchimedischer Absolutbetrag. Insbesondere gilt fiir x,y €
Q. dass |oyly = |al,lyl, und |z + yl, < max(fol,, lyl,) ist

Beweis. Fiir den p-adischen Betrag gilt per Definition, dass |z|, =0 < 2 =0 fiir 2 € Q ist. Fiir z,y € Q
mit x = 0 gilt |zyl, = 0 = |z|,|yl,. Ist 2y # 0, so erhalten wir |zy|, = p~Ur@¥) = pwr(@)—w) =
p~ @ p=u @) = |z|,]y|,. Aus Definition 2.1 zusammen mit Proposition 2.6 folgt direkt, dass der p-
adische Betrag nichtarchimedisch ist. O

Der p-adische Betrag ist auf den ersten Blick sehr unintuitiv. Betrachten wir zum Beispiel die Zahl
e = 37~%. Dann ist der Standardbetrag | 55|00 = %02‘ um vieles Kleiner als der 7-adische Betrag
1o = 7* = 2401. Noch direkter sicht man den Unterschied am Beispiel [p”|s = p" und [p™|, = p~"
fiir eine Primzahl p.

3

Definition 2.9. Wir nennen zwei Betréige | | und | |" auf einem Korper K &dquivalent, wenn sie dieselbe
Topologie auf K definieren.

Fiir den Beweis von Lemma 2.11 iiber dquivalente Betréige definieren wir noch die Folgenkonvergenz.

Definition 2.10. Sei | | ein beliebiger Betrag auf einem Korper K. Man sagt, eine Folge (zy,)nen mit
zn € K konvergiert gegen den Grenzwert z € K beztiglich | |, wenn fiir alle € > 0 ein ng € N existiert,
sodass |z, — x| < € fiir alle n > ny ist.

Lemma 2.11. Seien | | und | |' zwei Betrige auf einem Kdrper K. Dann sind folgende Aussagen
aquivalent:
1. | | wnd | |" sind dquivalente Betrdge.

2. Es gilt |z] <1< |z <1 fir alle v € K.
3. Es ezistiert eine Zahl a € Rsq, sodass |z|' = |z|* fir alle x € K gilt.

Beweis. 1. = 2.: Seien | | und | |' zwei dquivalente Betrige auf K und z € K, sodass |z| < 1 ist. Es folgt
aus den Definitionen von Konvergenz und Aquivalenz, dass

|z] <1< lim |2|" =0 bez. | |«
n—oo
& Ve > 0 3ng € N sodass Vn > ng gilt ||z]" — 0|OO =|z"| <e

< Ve > 0 Ing € N sodass Vn > ng gilt |2" — 0] < e

& lim 2™ =0 bez. | |.
n—oQ

Mit derselben Argumentation erhalten wir auch die Aquivalenz |z|' < 1 & lim,, ,o 2" = 0 bez. | |'. Da
| | und | |" &quivalent sind und somit dieselbe Topologie auf K induzieren, erhalten wir das Resultat

|z <1< lim 2" =0bez || & lim 2" =0bez | |' & |z|' < L.
n—00 n—00

2. = 3.: Nehmen wir an, es existiert kein z € K* mit der Eigenschaft |z| < 1. Dann gibt es auch kein
z € KX mit |z| > 1, denn sonst wire |z7!| = 1/|z| < 1. Nach der Annahme in 2. gilt |z| < 1< |z|' <1
und ebenso |z| > 1 < |z|' > 1. Wenn also kein € K* mit der Eigenschaft |¢| < 1 oder |z| > 1 existiert,
so miissen beide Betrége gleich dem trivialen Betrag sein, und wir sind fertig. Sonst finden wir ein z € K*
mit |z| < 1 und somit nach Annahme |z|" < 1. Wir setzen o« :=log(|z|")/log(|z|), sodass |z|" = |z|* gilt.
Nun miissen wir zeigen, dass der Exponent « fiir alle y € K* gleich ist.

Sei y € K*, y # x. Fiir den Fall |y|" = |2|' < 1 erhalten wir nach Annahme und der Argumentation
im obigen Absatz

yl' =o' & lya ' =16 |ya™ [ =14 |y| = |,



und somit |y|® = |z|* = |z|' = |y|'. Fiir den Fall |y|' = 1 erhalten wir ebenso
yl' =1 [yl =1,

und somit 1 = |y|* = |y|'.

Sei nun |y|" # |z|' und |y|’ # 1. Sei B die reelle Zahl, sodass |y|' = |y|® gilt. Dann gilt auch fiir alle
ganzen Zahlen n, dass |y"|" = |y"|” ist. Folglich kénnen wir annehmen, dass |y|’ < 1 und somit |y| < 1
ist, denn sonst ersetzen wir y einfach durch y~=!. Seien nun n,m € Z¢ beliebig. Es gilt

n |/ n
" < z™| ‘i’m <1e ‘;1‘ <1efy" < |z™|.

Wenden wir auf die dufieren Ungleichungen den Logarithmus an, so erhalten wir
nlog(lyl') <mlog(|z|') < nlog(|y|) < mlog(lz]).
Aufserdem sind 0 < |z, |z, |yl, ly|" < 1. Somit ist deren Logarithmus negativ, und wir erhalten

! !
n  log(l2l) o n _ log(z) . log(l2[) log(lz|)

- , , > 0.
m "~ log(lyl') ~ m = log(ly|) log(|y]") " log(|y|)

Da n und m beliebig in Z~q waren, gilt diese Gleichung fiir alle positiven rationalen Zahlen n/m € Q.
Diese liegen dicht in R+, daher gilt

log(|z|') _ log(|«])

log(lyl")  log(lyl)’

und folglich erhalten wir
_ log(lz") _ log(Jyl")
a = =
log(lz)  log(lyl)
Demnach ist |y|' = |y|® fiir alle y € K.
3. = 1.: Sei nun |z|" = |z|* fiir alle x € K. Es folgt, dass

lze—c <relz—cd*<re|z—c<r/e

fiir alle ¢ € K gilt. Das heifst, jeder offene Ball beziiglich des einen Betrages ist auch ein offener Ball
beziiglich des anderen. Somit definieren beide dieselbe Topologie auf K und sind dquivalent. O

Nun kommen wir zu dem in der Einleitung schon erw&hnten Satz von Ostrowski.

Satz 2.12 (Ostrowski). Sei V = {p € N | p prim} U{oo}. Jeder nichitriviale Betrag auf Q ist dquivalent
zu einem der Betrdge | |, mitv € V.

Beweis. Wir verweisen den Leser fiir diesen langen Beweis an [2] S. 46ff. O

Das bedeutet, dass wir nur den Standardbetrag | |o und die p-adischen Betréige | |, beachten miissen,
wann immer wir nichttriviale Betrige auf QQ untersuchen. Entsprechend wird sich die Relevanz des Satzes
von Ostrowski in den folgenden Seiten zeigen, wenn wir die Vervollstindigungen von Q beziiglich der
Betrige auf Q konstruieren. Hierfiir benotigen wir noch folgende Definition.

Definition 2.13. Sei | | ein beliebiger Betrag auf einem Korper K.

e Eine Cauchyfolge beziiglich | | in K ist eine Folge (z,)nen mit z, € K, sodass fiir alle € > 0 ein
ng € N mit |z, — z,| < € fir alle m,n > ng existiert.

e Der Korper K wird als vollstindig beziiglich des Betrags | | bezeichnet, falls jede Cauchyfolge
beziiglich | | in K konvergiert.



Ist | | der triviale Betrag auf Q, so sind sowohl die Cauchyfolgen als auch die konvergenten Folgen
beziiglich diesem gleich den schliefslich stationiren Folgen in Q, d.h. die Folgenglieder #ndern sich ab
einem bestimmten Index nicht mehr. Die rationalen Zahlen sind daher vollstindig beziiglich des trivialen
Betrages. Aus Definition 2.9 und Lemma 2.11 folgt, dass dquivalente Betréige dieselben Bedingungen fiir
Konvergenz, Cauchyfolgen und Vollstindigkeit induzieren. Wenn wir die Vollstandigkeit von Q beziiglich
nichttrivialer Betrége erdrtern wollen, geniigt es somit nach Satz 2.12, nur die Betrége | |, mit v € V
zu betrachten. Allerdings sind nicht alle Cauchyfolgen konvergent in Q beziiglich | |,. Wie man eine
solche Folge konstruiert, kann die Leserin in [9] auf S. 157 nachlesen. Demzufolge ist Q nicht vollstédndig
beziiglich der Betrége | |, mit v € V. Diese Beobachtung fithrt zu der Frage, ob wir den Kérper Q zu
einem vollstdndigen Korper erweitern kénnen.

Definition 2.14 (Vervollstédndigung). Sei K ein Koérper und | | ein Betrag auf diesem. Dann ist die
Vervollstindigung von K beziiglich | | ein Korper L, sodass gilt:

1. Es gibt eine Einbettung K — L.
2. Der Betrag | | ldsst sich auf I erweitern, und L ist vollsténdig beziiglich dieses Betrages.

3. Kist dicht in L, d.h. fiir jedes Element z € L existiert eine Folge (z,,) in K C L, sodass (z,) gegen
x konvergiert.

Proposition 2.15. FEuxistiert eine Vervollstindigung I von K, dann ist L. eindeutig bis auf Isomorphie.

Beweis. Wir skizzieren hier nur den Beweis. Der Leser kann die Details in [2] auf S. 59, 250f nachverfolgen.
Wenn eine weitere Vervollsténdigung [E von K existiert, so gibt es nach der Definition einer Vervollstédndigung
eine Einbettung f: K — E, welche den Betrag der Elemente in K erhélt. Somit ist f stetig, und da der
Korper K dicht in L liegt, ldsst sich f als stetige Funktion zu einer stetigen Abbildung f:L — E
erweitern. Es ist noch zu zeigen, dass f ein Kérperhomomorphismus und somit injektiv ist. Auf dieselbe
Weise erhalten wir aus der Einbettung g: K — I einen Koérperhomomorphismus §: E — L. Die
Komposition § o f bzw. f o § erhélt den Betrag, ist also stetig, und ist beschriinkt auf Q gleich der
Identitét. Da Q dicht in L und K liegt, sind § o f bzw. f o § auch gleich der Identitit auf L bzw. E, und
L und E sind isomorph. O

Wir definieren nun Konstruktionen, mit denen wir eine Vervollstandigung von QQ beziiglich der Betrige
| |y mit v € V erzeugen kénnen.

Definition 2.16. Sei C, = {(x,) | (z,) ist eine Cauchyfolge bzgl. | |,}, der Ring aller Cauchyfolgen
in Q beziiglich des Betrags | |, fiir ein v € V' mit komponentenweiser Addition und Multiplikation. Des
Weiteren sei Ny = {(z5) | limy_seo|Tnls = 0} C C, das maximale Ideal der Cauchyfolgen, die beziiglich
| |» gegen Null konvergieren.

Einen Beweis dafiir, dass C, ein Ring und N, tatsichlich ein maximales Ideal ist, bildet eine Ubung
in Analysis, welche der Leser in [2] auf S. 53f und S. 249 nachpriifen kann.

Satz 2.17. Die Vervollstindigung von Q beziglich des Betrags | |, ist durch den Quotienten
Qy :==0Cy /Nv

gegeben. Im Falle v = oo ist die Vervollstindigung Qo isomorph zu den reellen Zahlen R. Fiir v = p mit
p prim nennen wir Q, den Korper der p-adischen Zahlen.

Wir werden den Satz in mehreren Schritten in Form von Lemmas beweisen. Da N, ein maximales
Ideal ist, sehen wir, dass Q, tatsichlich ein Korper ist. Ferner miissen wir die Eigenschaften, die Q, nach
Definition 2.14 haben muss, verifizieren. Fiir Q,, = R erachten wir die Aussage als bewiesen, da R als
die Vervollstandigung von Q beziiglich | | definiert ist und entsprechende Eigenschaften in den meisten
Analysisvorlesungen gezeigt werden. Daher fokussieren wir im Folgenden auf die Kérper Q, mit p prim.

Lemma 2.18. Fs gibt eine Finbettung Q — Q,.



Beweis. Fiir eine Primzahl p betrachten wir die Abbildung

v:Q— Qp

z = [(2)],

bei der z € Q auf die Aquivalenzklasse der konstanten Folge (x) in Q, abgebildet wird. Diese Abbildung
ist injektiv: Werden zwei verschiedene Elemente x # y € Q auf dieselbe Aquivalenzklasse [(z)] = [(y)] €
Qj abgebildet, so unterscheiden sich die konstanten Folgen (z) und (y) nur durch die Folge (z) := (z—y),
welche beziiglich des Betrags | |, gegen Null konvergiert. Das bedeutet nach Definition 2.10, dass wir
fiir alle e > 0 die Ungleichung |z — 0], < € erhalten. Folglich ist |z|, = 0 und somit 2 = z —y = 0. Die
Abbildung 4 ist also injektiv. O

Das folgende Lemma ermdglicht uns, den p-adischen Betrag auf den Koérper QQ, zu erweitern.

Lemma 2.19. Sei fiir eine Primzahl p eine Cauchyfolge (x,) € C,\N,, gegeben. Dann ist die Folge
reeller Zahlen (|z,|p) schliefllich stationdr, d.h. es existiert ein Index ng € N, sodass |Ttm|p = |Tnlp fir
alle m,n > nq ist.

Sind auferdem (xy), (yn) € Cp\N, Cauchyfolgen, deren Klassen [(x,)] und [(y,)] in Q, gleich sind,
dann nehmen die Folgen (|xn|p) und (|ynlp) schlieflich denselben stationdren Wert an, d.h. es ezistiert
no € N, sodass |Tn|p = |ynlp fiir alle n > ng ist.

Beweis. Sei (x,,) eine Cauchyfolge beziiglich | |, fiir eine Primzahl p, welche nicht gegen Null konvergiert.
Folglich existieren eine reelle Zahl ¢ und ein Index n; € N, sodass

|Znlp > ¢ > 0 fiir alle n > ny
gilt. Ebenso kénnen wir aufgrund der Cauchyeigenschaft ein n, € N finden, sodass wir
|z, — @4 |p < c fiir alle n,m > no
erhalten. Wir setzen nun ny = max(ni,ns) und bekommen so fiir n,m > ng die Ungleichung
|20 — Zmlp < ¢ <max(|zy]p, [Tmlp)-
Wir kénnen annehmen, dass |zy,|, > |zp|p ist und daher |z, — Zp|p < |Tm]p- Aulerdem gilt, dass

|Zmlp = 1Zn + (@m — Tn)lp < max(|Tolp, [Tm — Talp) = |[Talp,

da auf jeden Fall |z, — zp|p < |Zm|p gelten muss. Somit haben wir die erwiinschte Gleichheit |z,,|, =
|$n|p-

Seien nun (z,), (yn) € Cp\N, Cauchyfolgen, deren Klassen [|z,|,] und [|y,|,] in Q, gleich sind. Das
bedeutet, dass wir (z,,) als (yn) + (25) schreiben konnen, wobei (z,) € N, eine Nullfolge ist. Nach dem
ersten Teil des Lemmas nehmen die Folgenglieder von (|z,|,) und (|y,|,) fiir ein ausreichend grofes
n € N jeweils stationdre Werte Z und § an. Somit gilt fiir den Limes

= lim |In|p = nlgngo lyn + Zn|p < nILII;O(|yn|p + |Zn|p) =g+ nlgnéo |Zn|p =9,

n—ro0
und demnach ist # < g. Ebenso kénnen wir (y,) als (z,) + (2,) schreiben, wobei 2, = —z, ist, und
nach derselben Argumentation § < Z erhalten. Folglich ist Z = ¢, und die beiden Folgen (z,) und (y,)
nehmen denselben stationéren Wert an. O

Definition 2.20. Sei z € Q, fiir eine Primzahl p, und sei (z,) € Cp ein Représentant von z. Dann
definieren wir den p-adischen Betrag auf Q, als

|zl = nlgr;o |Znp-



Laut Lemma 2.19 existiert dieser Limes, da die Folge (|z,|p)nen schlieflich stationdr ist, und ist
wohldefiniert, da fiir zwei verschiedene Représentanten (z,) und (y,) von z die Gleichheit des Limes
limy o0 |Znlp = limp oo [Ynlp gilt.

Lemma 2.21. Die Menge der rationalen Zahlen Q liegt als Bild der Einbettung Q — Q) dicht in Q.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass jeder offene Ball um ein Element z € Q, die Aquivalenzklasse einer
konstante Folge, also ein Element des Bildes von Q, enthilt. Sei B(z,€) der offene Ball um = mit Radius
€ € Ryg, und sei (z,,) eine Cauchyfolge, die x représentiert. Sei auierdem € € R+o mit 0 < € < ¢; dann
existiert ein ng € N, sodass
[Ty — Xy |p < €

fir alle n,m > ng. Sei y = z,, und [(y)] die Klasse der entsprechenden konstante Folge in Q,. Wir
zeigen, dass diese im Ball B(z,€) liegt. Das Element « — [(y)] € Q, wird durch die Folge (z, —y) € C,
dargestellt, und wir erhalten fiir n > ng, dass

[(xn —Y)lp = nh_{go |20 —ylp = nh—>Holo |Zn — Tnolp < €<€.
Somit liegt die Klasse [(y)] der konstanten Folge (y) im Ball B(x,¢€), und wir sind fertig. O

Jetzt miissen wir nur noch iiberpriifen, dass der Kérper der p-adischen Zahlen Q) selbst vollsténdig
beziiglich | |, ist.

Lemma 2.22. Der Kirper der p-adischen Zahlen Q, ist vollstindig beziiglich des p-adischen Betrags
| Ip-

Beweis. Sei z = (z;);en eine Cauchyfolge in Q,. Dann liegen die Folgenglieder z; selbst in Q, und werden
jeweils durch die Cauchyfolge (z; ,)nen mit Elementen in Q reprisentiert. Wir miissen zeigen, dass ein
Element y = [(yn)nen] € Q, existiert, sodass x gegen y konvergiert — das heifit, dass es fiir alle € > 0
einen Index ig gibt mit |z; — y|p = limy 00 |Zin — Ynlp < € fiir alle i > ip. Da Q dicht in Q) liegt, finden
wir fiir jeden Index i € N und fiir alle € > 0 eine rationale Zahl y; € Q, sodass fiir die Klasse [(y;)] der
konstanten Folge (y;) der Abstand |z; — [(y:)]|, < € ist, also lim, o |#:n — Yi]p < €. Somit erhalten
wir fiir ein beliebiges ¢ > 0 eine Folge (y;);eny von rationalen Zahlen y;. Diese ist eine Cauchyfolge: Sei
(¥i.n)nen die konstante Folge mit y; , = y; fiir alle n. Dann ist fiir ausreichend grofe i,j € N

Yi = yjlp = Hm [Yin = yjnlp
= lim [(zj0 = Yjn) = (@in = Yin) + (Tin = Tjn)lp
< hm 255 = Yjalp + UM [Zin = Yinlp + 0 |25 = )],
< 3,

wobei die letzte Ungleichung aus der Definition der y; und aus der Cauchyeigenschaft der Folge z =
(2;)sen folgt. Wir haben also eine Cauchyfolge (y;)iexn, welche ein Element y := [(y;)ien] in Q, darstellt,
und zeigen nun, dass die Folge x gegen y konvergiert. Sei € > 0 gegeben. Wir zeigen, dass es ein ig € N
gibt, sodass |z; — y|, < 2¢ ist. Es gilt

|z — y|p = T}LTI;O |$i,n - yn|p
= lm [(@in —yi) + (i —yn)lp
< lim |$i,n — yi|p + lim |yz - yn|P'
n— 00 n—r00

Aufgrund der Definition von y; erhalten wir lim,,_, o |#; n—Yi|p < €. Aukerdem ist (y;);en eine Cauchyfolge.
Demnach gilt fiir ein ausreichend grofes iy € N und i,n > io, dass |y; — yn|p < € ist, und somit ist fiir
i > ig auch lim,,_,o |y; —Yn|p < €. Folglich erhalten wir fiir ¢ > ¢, dass |z; —y|, < 2e ist. Die Cauchyfolge
x = (z;);eny konvergiert somit gegen y € Q. O

Folglich ist Q, die Vervollstdndigung von Q beziiglich | |, fiir alle v € V. Nach dem Satz von Ostrowski
(2.12) beschreiben die Korper Q, bis auf Isomorphie alle nichttrivialen Vervollstindigungen von Q.
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2.2 Die ganzen p-adischen Zahlen

Im folgenden Abschnitt bezeichnet p wie gehabt immer eine Primzahl. Des Weiteren bezeichnen wir mit
a € Z/p"Z die Restklasse des Elements a € Z in Z/p"Z mit n € N.

Definition 2.23. Der Ring der ganzen p-adischen Zahlen ist definiert als
Zp:={z €Qp||z], <1} ={z € Qy | v, > 0}.

Der p-adische Betrag ist nichtarchimedisch, daher impliziert |z|, <1 und |y|, < 1, dass |z +y|, <1 und
|z|ply|p < 1ist, wodurch wir eine Ringstruktur auf Z, erhalten.

Durch die Einbettungen Z — Q — Q, und aufgrund der Tatsache, dass v,(z) > 0 fiir alle x € Z ist,
sehen wir, dass Z in Z, enthalten ist.

Lemma 2.24. Die ganzen Zahlen Z liegen dicht in Z,.

Beweis. Wir zeigen, dass wir jedes Element a € Z, beliebig genau durch ganze Zahlen annéhern kénnen,
indem wir fiir jedes i € N eine konstante Folge (y;) mit y; € Z finden, sodass |a — [(:)]], < p ¢ gilt.
Sei a € Z, reprasentiert durch die Folge (an)nen, und sei i € N fixiert. Wir wissen, dass vp(a) > 0 und
(an)nen eine Cauchyfolge ist, und konnen demnach durch Weglassen endlich vieler Anfangsglieder der
Folge annehmen, dass

vp(ap) > 0 und vy(ay, — ay) > i fiir allen,m € N

gilt. Wir schreiben jedes Folgenglied als a,, = ¢, /d,, mit ¢, € Z und d,, € N mit p { d,,. Wir definieren
y; € 7 als ganze Zahl, sodass d,y; = ¢; mod p’ ist. Dies ist wohldefiniert, da d; in (Z[p™Z)* liegt. Wir
zeigen nun, dass |a, —y;|, < p~* ist. Sei n € N beliebig. Dann gilt aufgrund der Annahme v, (a, —a,,) > i
fir alle n,m € N, dass

= (cl: —%:pig fireinc€eZ, de Nund ptd

ist. Wir multiplizieren mit den Nennern und erhalten d(c,d; — c1d,,) = picdid,. Da p 1 d gilt, erhalten
wir p? | (¢,dy —c1d,,). Aufgrund der Definition von y; gilt ebenso p' | (c,dy —dyy;d,,)- Die Primzahl p teilt
d; ebenfalls nicht, daher erhalten wir p’ | (¢, — y;d,,). Somit existiert ein b € Z, sodass p'b = (¢, — yidy)
und p'b/d, = (¢n/dn — y;i) = an — y;. Daher ist |a, — yi|, < p~% und da n € N beliebig gewihlt war, gilt
das fiir alle n. Somit ist fiir die konstante Folge (y;) der Abstand |a — [(y:)]|p = limp oo |an — yilp < p~°
fiir beliebig grofe ¢ € N. Wir konnen folglich das Element a € Z, beliebig genau durch ganze Zahlen

y; € 7 approximieren. O

Lemma 2.25. Die Inklusion 7 — Z, induziert einen natirlichen Isomorphismus
ZIp"T =5 7Ly p" Ly

Beweis. Ein Element a € Zj, liegt genau dann in p"Z,, wenn vp,(a) > n ist. Daher wird eine ganze Zahl
a dann auf die Null in Z,/p"Z, abgebildet, wenn sie in p"Z liegt. Die obige Abbildung ist also injektiv.
Sei nun @ € Z,/p"Z,, und sei a ein Représentant von @ in Z,. Da die ganzen Zahlen Z nach Lemma 2.24
dicht in Z, liegen, konnen wir ein a,, € Z mit konstanter Folge (a,) finden, sodass |a — [(an)]lp < p™"
ist, beziehungsweise gilt v,(a — [(ay,)]) > n. Somit ist [(a,)] ebenfalls ein Reprasentant des Elements a
in Z,/p™Z,, und a, ist ein Urbild dessen in Z/p"Z. O

Durch dieses Lemma ergibt es Sinn, p-adische ganze Zahlen modulo einer Primzahlpotenz als Elemente
von Z/p™Z zu betrachten.
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Exkurs: Die p-adischen ganzen Zahlen als projektiver Limes
Sei Z/p™Z der Ring ganzer Zahlen modulo p™ fiir n € N. Wir erhalten Homomorphismen

bn: P "L — L[p" L

a (mod p") + a (mod p™ 1)

)

und dadurch ein System
s Lp"TT = LT — - — TpP T — TP

Der projektive Limes lim Z/p™Z ist definiert als der Ring, dessen Elemente Folgen (ay)pen mit a, €
Z/p"7Z sind, welche die Kompatibilititsbedingung erfiillen — das bedeutet

apt+1 = ap (mod p™) fiir alle n € N.

Mit der Addition (a,) + (bn) = (an + b,) und der Multiplikation (a,) - (b,) = (an - b,) hat der
projektive Limes eine Ringstruktur. Durch Lemma 2.25 ergibt es Sinn, Elemente a € Z, modulo einer
Primzahlpotenz zu betrachten, und wir kénnen jedem Element a € Z, eine Folge (a,)nen zuordnen,
sodass a,, € Z/p"Z die Restklassen von a modulo p" sind. Diese erfiillen die Kompatibilitdtsbedingung,
da

ant1 (mod p) = (a (mod p"*)) (mod p") = a (mod p") = a,

gilt. Die Folge (a,)nen ist somit in im Z/p"Z enthalten. Die Restklassenfolgen der Elemente a € Z,
entsprechen sogar genau den Elementen in 1&12/ p"Z, wie folgender Satz zeigt.

Satz 2.26. In der oben beschriebenen Weise kinnen wir jeder p-adischen ganzen Zahl a € Z, die
Folge ihrer Restklassen modulo p"™ im projektiven Limes L(iﬂlZ/p"Z zuordnen und erhalten somit einen
Isomorphismus

®: 7, —» l‘ng/p”Z.

Beweis. Es gilt ®(a+0b) = (an +bn)nen = (an)nen+ (bn)nen = ®(a) + () und (a-b) = (as - bp)nen =
(an)nen - (bp)nen = ®(a) - ®(b) fiir alle a,b € Z,. Die Abbildung ist somit ein Homomorphismus. Ist
®(a) = ®(b) fiir a,b € Zp, so gilt fiir alle n € N, dass

a (mod p") = b (mod p")

< a—b=0 (mod p")

Sla—bl, <p ™
Daher ist a — b = 0 in Z,, und ® ist injektiv. Sei nun (a,)nen mit a, € Z/p"Z. Wir wihlen einen
Représentanten A,, € Z fiir jedes a,. Sei € > 0 gegeben, und ng € N, sodass p~"° < e ist. Aufgrund der
Kompatibilitidtsbedingung gilt fiir alle n,m > ng € N, dass A,, = A,,, modulo p™ ist. Somit erhalten wir
|Ap—Aplp, <p ™ < e Die Folge (A;,)nen ist demnach eine p-adische Cauchyfolge und stellt ein Element
a € Zp dar. Die Restklassen von a modulo p™ stimmen mit den a,, {iberein, somit ist ®(a) = (ap)nen,
und die Surjektivitdt von ® ist bewiesen.

Die Konstruktion iiber den projektiven Limes ist somit ein alternativer Weg, um die p-adischen ganzen
Zahlen aufzubauen. Den Kérper der p-adischen Zahlen Q,, erhilt man aus Z, als Erweiterung Z,[p™']
oder als Quotientenkdrper des Integritétsbereichs Z,, wie aus Lemma 2.29 unten hervorgeht.

Wir ergriinden nun weitere Eigenschaften der p-adischen Zahlen Q, in Bezug auf die p-adischen
ganzen Zahlen 7Z,, insbesondere deren Einheiten und Quadrate.

Lemma 2.27. Ein Element u € Q, ist genau dann eine Einheit in Z,, wenn vp(u) = 0 bzw. |ul, =1
gilt.
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Beweis. Sei u € Q, mit |u|, = 1. Dann gilt [u™!|, = 1/Jul, = 1, und sowohl u als u™! liegen in Z,.
Folglich ist u ist eine Einheit in Z,. Sei umgekehrt u € Q, eine Einheit in Z,. Dann gibt es ein v € Z,
sodass uv = 1 und |u|y|v|, = 1 ist. Da u und v in Z,, liegen, gilt |u|p, |v|, < 1 und folglich |u|, =1. O

Korollar 2.28. Ein Element u € Zj, ist genau dann eine Einheit in Z,, wenn seine Restklasse @ € Z/pZ
ungleich 0 ist.

Beweis. Es gilt fiir u € Zy, dass u € Z; < vp(u) =0 0 € (Z,/pZ,)* & @ # 0 ist. O
Lemma 2.29. Wir kinnen jedes Element x € Q) eindeutig als

z=p"u
mit u € Z,0 und n € Z schreiben.

Beweis. Sei © € Q, und v,(z) = n fiir ein n € Z. Dann ist v,(p~"z) = 0, sodass nach Lemma 2.27
p~"w € Z; gilt, und z = p"u fiir u := p~"x ist. Sei umgekehrt x = p"u fiir ein n € Z und u € Z;, so ist
n = v,(z) und u = p~"z. Die Darstellung ist somit eindeutig. O

Durch die Darstellung x = p™u der Elemente in QQ, reduzieren sich Fragen zu deren Eigenschaften auf
die Untersuchung der Primzahlpotenzen p™ und der p-adischen Einheiten u. Wir werden diese Darstellung
nun ausnutzen, um die Quadrate in Q, in Satz 2.36 zu bestimmen. Dafiir fiilhren wir zuerst das Legendre-
Symbol ein und untersuchen seine Eigenschaften.

Definition 2.30 (Quadratischer Rest). Eine ganze Zahl a € Z heifit quadratischer Rest modulo p,
wenn p { a und das Bild von a in (Z/pZ)* ein Quadrat in (Z/pZ)* ist. Wenn p { a gilt, jedoch a kein
quadratischer Rest ist, so nennt man a quadratischer Nichtrest.

Es sei hier angemerkt, dass es keinen quadratischen Nichtrest modulo 2 gibt, da (Z/2Z)* nur das
Element 1 enthilt, welches ein Quadrat ist. Basierend auf obiger Definition kénnen wir das Legendre-
Symbol fiir ganze Zahlen einfiihren.

Definition 2.31. Das Legendre-Symbol (%) fiir Zahlen a € Z ist folgendermafsen definiert:

+1 falls a quadratischer Rest modulo p,

<a> =0 falls pla,
P —1 falls a quadratischer Nichtrest modulo p ist.

P
als das Legendre-Symbol der Restklasse von u modulo p in Z/pZ betrachten. Eine wichtige Eigenschaft
des Legendre-Symbols ist dessen Multiplikativitét, die wir im Lemma 2.34 zeigen werden. Der Beweis
des Lemmas verwendet primitive Wurzeln, welche wir hier kurz einfithren wollen.

Wir konnen das Legendre-Symbol auf u € Zj, erweitern, indem wir durch Satz 2.25 den Ausdruck ( )

Definition 2.32. Ein Element a der Einheitengruppe (Z/pZ)* mit Ordnung ord(a) = p — 1 heifit
primitive Wurzel modulo p. Wir nennen eine Zahl g € Z primitive Wurzel modulo p, wenn ihre
Restklasse § € (Z/pZ)* eine primitive Wurzel ist.

Eine primitive Wurzel erzeugt aufgrund ihrer Ordnung die Einheitengruppe (Z/pZ)* durch Multiplikation,
da (Z/pZ)* genau p — 1 Elemente enthélt. Die Existenz primitiver Wurzeln wird in einer einfithrenden
Algebravorlesung gezeigt und kann sonst in [9] auf S.18 nachgelesen werden — wir setzen sie hier demnach
voraus. Mit folgender Eigenschaft primitiver Wurzeln ist die Multiplikativitdt des Legendre-Symbols in
Lemma 2.34 fast schon bewiesen.
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Lemma 2.33. Sei q eine Primzahl ungleich 2. Fir g € Z eine primitive Wurzel modulo q und k € N gilt

()

Das heifit, die Potenz g* einer primitven Wurzel ist genau dann ein quadratischer Rest, wenn k gerade
15t.

Beweis. Ist k gerade, gilt g¥ = (g*/?)?, und g* ist somit ein quadratischer Rest. Sei umgekehrt g¥ = h?
in (Z/qZ)*. Da g eine primitive Wurzel ist, gilt auferdem, dass h = g" fiir ein n € N ist. Daraus erhalten
wir g¥ = ®" und g*—2" = 1. Das bedeutet, dass die Ordnung ord(g) des Elements g die Potenz k — 2n
teilt. Allerdings ist die Ordnung ord(g) = g — 1, also gerade, und somit ist auch k gerade. O

()=G)G)

Beweis. Es gilt plab genau dann, wenn p|a oder p|b erfiillt ist. Also ist die linke Seite genau dann gleich
Null, wenn es die rechte Seite ist. Die beweist sogleich die Aussage fiir p = 2, da das Legendre-Symbol
in diesem Fall nicht den Wert —1 annehmen kann.

Es gelte nun p # 2 und p 1 ab. Sei g eine primitive Wurzel modulo p, so dass die Klasse g von g in (Z/pZ)*
alle anderen Elemente in (Z/pZ)* durch Multiplikation erzeugt. Da a und b nicht durch p teilbar sind,
kénnen wir ihre Klassen in Z/pZ als @ = " und b = §° mit 7, s € N schreiben. Wir erhalten aus Lemma

2.33 somit " - N o o /g N
(5)=(5) =co=coer=($)(5)=() ()

und die Behauptung ist bewiesen. O

Lemma 2.34. Es gilt

fiir p prim und a,b € Z,.

Um die Quadrate in Q, zu finden, benétigen wir noch Hensels Lemma.

Satz 2.35 (Hensels Lemma). Sei f(X) = ap+ a1 X + a2 X% +...+a; X! ein Polynom mit Koeffizienten
in Z, und f'(X) die formale Ableitung f'(X) = a1 + 2asX + ... + 1y X' ! von f(X). Nehmen wir an,
es existiert fiir m > 1 eine p-adische ganze Zahl xy € Z,, sodass

f(zo) =0 (mod p™) und vy(f'(x0)) =k mit 2k <m
ist. Dann kdnnen wir eine p-adische ganze Zahl x € Z, finden, sodass f(z) = 0 und x = z¢ (mod p™~*)
18t.
Beweis. Dieser Satz wird in [9] auf S. 167 bewiesen. O

Nun haben wir das nétige Werkzeug, um die Quadrate in Q, zu bestimmen.

Satz 2.36. Seix = p"u € Q, mit u € Z,;. Das Element x ist genauw dann ein Quadrat in Qp, wenn

2|n und {(Z) =1 firp#2,
u =1 (mod 8) firp=2.

Beweis. Sei x = p"u in Q, mit u € Z;. Ist r ein Quadrat mit Quadratwurzel y € Q,, dann gilt
n = vp(x) = vp(y - y) = 2vp(y), und n ist notwendigerweise gerade. Ist ein solches n gegeben, so ist z
genau dann ein Quadrat, wenn v eines ist. Da u € 7 ist, haben wir p { u, und fiir eine Quadratwurzel
v gilt somit ebenfalls p{ v und v € Z)5.

Ist p # 2 und u hat eine Quadratwurzel v in Z,;, dann ist u quadratischer Rest modulo p. Sei umgekehrt
u ein quadratischer Rest modulo p, dann hat das Polynom f(X) = X? — u modulo p eine Nullstelle
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y € (Z/pZ)*, und die Ableitung ist f'(y) = 2y # 0 modulo p. Nach Satz 2.35 gibt es eine Losung v € Zy,
und v ist ein Quadrat in Z,. Ist n gerade, dann ist auch z = p™u ein Quadrat in Q,.

Sei nun p = 2 und u = v? € Z; ein Quadrat, so gilt v € Z. Daraus folgt 2 { v und 2 { v, und wir
kénnen v = 1 4+ 2z und v = 1 + 2y mit z,y € Zy schreiben. Aus u = v? erhalten wir

1+22=(1+2y)? =1+4y +4y°> =1+ 4y(1 +9)
s x=2y(l+y).

Da entweder 2 | y oder 2 | (1 + y) gilt, erhalten wir 4 | z und folglich u = 1 + 2z =1 (mod 8).

Ist umgekehrt 4 = 1 (mod 8), dann ist 3 eine Nullstelle des Polynoms f(X) = X2 —u modulo 23 = 8,
denn 32 —u =1—1 =0 (mod 8). Fiir die Ableitung gilt auRerdem, dass vo(f'(3)) = v2(6) = 1 und
2-1 < 3. Aus Satz 2.35 folgt, dass ein zg € Z, mit f(zo) = 0 existiert. Entsprechend ist u = 2 ein
Quadrat. O

Korollar 2.37. Die Untergruppe der Quadrate Q;Q C Q) ist offen in Q. Auferdem gibt es fiir jedes
€ Q) ein € >0, sodass

Yy
|y—x|p<e=>;€@;2

fiir jedes y € Q, gilt.

Beweis. Die erste Aussage ergibt sich folgendermaften aus Satz 2.36. Fiir p # 2 ist eine Einheit u € Z;
genau dann ein Quadrat, wenn v = v? (mod p) fiir ein v € Z, ist. Der offene Ball B(u,1) = u + pZ, in
Z, ist demnach in Q;Q enthalten, und somit hat auch ein Element z = p"u € Q;z eine offene Umgebung
x + p"T'7Z, in Q), welche ebenfalls in Q)? liegt. Fiir p = 2 ist u € Z* genau dann ein Quadrat, wenn
u = 1 (mod p?) gilt. Folglich ist der offene Ball B(u,p™2) = u +p§Zp C Z) in Q? enhalten, und
z = p"u € Qf? hat eine offene Umgebung = + p"*3Z, C QJ, welche in Q;? liegt. Die Menge der
Quadrate Q;z ist somit offen in Q fiir alle Primzahlen p.

Dale Q;z und (Q);2 C Qp offen ist, existiert ein €' > 0, sodass der offene Ball B(1,¢') in Q;2 liegt.
Wir setzen nun fiir z € Q¢ den Wert € := |z],¢’ > 0. Dann gilt fiir y € Q, mit |y — |, < ¢, dass

X
D

) _ _
|5 - 1|p = |m|pl|y_m|17 < |w|p16: €.

Wir erhalten £ € B(1,€') und folglich £ € Q2.

3 Das Hilbert-Symbol

Wir beschreiben nun das Hilbert-Symbol, welches der Untersuchung der Lésungen quadratischer Formen
in drei Variablen dient. Im gesamten Abschnitt bezeichne Q, mit v € V = {p € N | p prim} U {oco}
wieder den Korper der reellen Zahlen R = Q4 oder einen der Kérper der p-adischen Zahlen Q, fiir eine
Primzahl p.

Definition 3.1 (Hilbert-Symbol). Das Hilbert-Symbol (a,b), fiir Zahlen a,b € Q ist folgendermafen
definiert:

= +1, wenn Z? — aX? — bY? = 0 eine Losung (z,z,y) # (0,0,0) in Q> hat.

(a,b), = —1, wenn eine solche Losung nicht existiert.

Der Wert von (a,b), dndert sich nicht, wenn man a oder b mit einem Quadrat multipliziert, da die
Variablen quadratische Faktoren absorbieren kénnen. Daher definiert das Hilbert-Symbol eine Abbildung
QX /QX? x QX/Qr? — {£1}. Wir untersuchen nun einige Eigenschaften des Hilbert-Symbols.

Definition 3.2. Fiir b € Q) definieren wir die Normgruppe von b in Q als

Ny:={a€ Q) |a=r*—bs* mitr,s€Q,}
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Proposition 3.3. Die Normgruppe Ny fiir b € Q) ist eine Untergruppe von Q.. Ist b ein Quadrat in
., dann gilt N, = Q.

Beweis. Seien a = r2 — bs? und @ = 7> — b3? in N. Dann ist

ad = (r* — bs®) (7 — bs?)
= (r7)? = b(rd)? — b(7s)? + (bs3)* + 2brsis — 2brsis
= (rf — bs8)? — b(rs — i's)*> € Ny.

AuRerdem ist a~* durch

1 r? — bs? r 2 s 2
= = — b _ € Nb
r2 —bs?  (r?2 —bs?)? r2 — bs? r2 — bs?
gegeben. Mit 1 = 12 —b0? enthilt N, auch das neutrale Element von Q¢ und ist somit eine Untergruppe.
Ist b= ¢ ein Quadrat in Q, so kénnen wir jedes a € Q) als

a+1 2 a—1\2 a+1 2 a—1\2
() - () - () () e

schreiben. Demnach gilt N, = Q), wenn b ein Quadrat ist. O

Proposition 3.4. Seien a,b € QX, dann gilt (a,b), = 1 genau dann, wenn a in der Normgruppe Ny
liegt — das heifit, genau dann, wenn a in der Form r> — bs? mit r,s € Q, geschrieben werden kann.

Beweis. Sei zuerst b = ¢? ein Quadrat. Dann hat die Gleichung Z% —aX? — ¢2Y? = 0 als Losung (c,0,1)
fiir alle a € Q, und somit ist (a,b), = 1 fiir alle a. Ebenso gilt N, = Q) und somit liegen alle a € Q
auch in Ny.

Sei nun b kein Quadrat und (a,b), = 1. Dann hat die Gleichung Z2? — aX? — bY2 = 0 eine Losung
(z,z,y) # (0,0,0) in (Q,)3. Falls z = 0 ist, dann ist b im Widerspruch zur Annahme ein Quadrat
b= (z/y)?. Es gilt daher x # 0, und so kénnen wir a als a = (z/x)? — b(y/x)? schreiben.

Sei nun umgekehrt a = r? — bs? mit r,s € Q,. Dann hat die Gleichung Z? — aX? — bY? = 0 die
Losung (r,1,s) € (Q,)*. Somit ist (a,b), = 1. O

Proposition 3.5. Das Hilbert-Symbol hat folgende Eigenschaften fir alle a,b,c € QJ:
1. (a,b), = (b,a), und (a,b?), =1,

(a,—a), =1 und fira#1 gilt (a,1 —a), =1,

wenn (a,bc), =1, dann gilt (a,b), = (a,c),,

(a,b)s = (a, ~ab), = (a, (1 - )b},

(a,1)y =1 und (a,a), = (a,—1),,

Beweis. 1.: Die Eigenschaft (a,b), = (b,a), folgt aus der Austauschbarkeit der Variablen. Des Weiteren
hat die Gleichung Z2 —aX? —b?Y? = 0 wie im Beweis von Proposition 3.4 als Losung (b, 0, 1), und somit
gilt (a,b?), = 1.

2.: Die Gleichung Z? —aX? 4+ aY? = 0 hat als Lésung (0,1, 1), daher ist (a,—a), = 1. Fiir a # 1 hat
die Gleichung 72 — aX? — (1 — a)Y? = 0 als Losung (1,1, 1), somit ist auch (a,1 —a), = 1.

3.: Sei (a, be), = 1. Dann liegt be nach Proposition 3.4 in N,. Ist (a,b), = 1 und somit b in N,, so ist
¢ = b~!(bc) ebenfalls in N, und (a, ¢), = 1. Ebenso impliziert (a,c), = 1, dass ¢ und folglich b = ¢=*(bc)
in N, liegen, und somit (a,b), = 1 ist. Damit folgt aus (a,bc), = 1, dass (a,b), = (a,c), ist.

4. Ist (a,b), = 1, so gilt (a,b), = (a,b(—a)?), = (a,—ab(—a)), = 1, da die Variablen der Gleichung
Z?—aX?-bY? = ( quadratische Faktoren absorbieren. Aus 2. und 3. erhalten wir (a, —ab), = (a, —a), =
1. Sei umgekehrt (a,—ab), = 1. Dann gilt nach 3., dass (a,b), = (a,—a), = 1 ist, und somit gilt
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(a,b)y, = (a, —ab),. Ist (a,b), = 1, so gilt auch (a,b(1—a)?), = 1 und nach 2. und 3. somit (a,b(1—a)), =
(a,1—a), = 1. Sei umgekehrt (a, (1 — a)b), = 1. Dann folgt ebenso (a,b), = (a,1 —a), = 1, und somit
ist (a,b), = (a, (1 — a)b),.

5.: Die Gleichung Z? —aX? —Y? = 0 hat als Losung (1,0,1), also ist (a,1), = 1. Aus 2. wissen wir,
dass (a,—a), = 1 ist, und zusammen mit 3. ergibt das (a, a), = (a,—1),. O

Wir werden nun genaue Formeln fiir den Wert von (a, b), iiber den Kérpern Q, herleiten. Aus diesen
wird auch folgen, dass das Hilbert-Symbol eine bimultiplikative Abbildung ist, d.h. es hat die niitzliche
Eigenschaft, dass (a,bc), = (a,b)y(a,c), gilt. Wir miissen dafiir das Hilbert-Symbol fiir alle moglichen
Kombinationen von Elementen a,b € Q, ausrechnen. Da das Hilbert-Symbol eine Abbildung Q. /QX? x
QX /QX? — {£1} definiert, ist es ausreichend, wenn wir das Symbol nur auf den Aquivalenzklassen in
Q/QX? berechnen. Diese sind folgendermafRen gegeben.

Lemma 3.6. 1. Die Gruppe R*/R*? hat Ordnung 2 und wird durch die Reprisentanten {1,—1}
beschrieben.

2. Fiir p # 2 hat die Gruppe Q /@;2 Ordnung 4. Die Elemente werden durch die Reprisentanten
{1,u,p,pu}
gegeben, wobei u € Z,; ein beliebiger quadratischer Nichtrest ist.

3. Fiir p=2 hat die Gruppe Q /Q;2 Ordnung 8. Die Elemente werden durch die Reprisentanten
{£1, £5, £2, £10}
gegeben.

Beweis. 1.: Fiir alle Zahlen a € R gilt, dass entweder a -1 € R*? oder a - (—1) € R*2, also sind durch
{1, —1} Représentanten gegeben.

2.: Auch hier ist zu zeigen, dass fiir alle € Q und einen beliebig gewéhlten quadratischen Nichtrest
u € Z, genau ein Reprisentant x € {1,u,p,pu} die Bedingung a = zq fiir ein Quadrat ¢ € Q;2 erfiillt,
also dass az~! € Q;Q ist. Sei nun a = p"v € Q, mit v € Z,, und sei u € Z, ein quadratischer Nichtrest.

Aus Satz 2.36 wissen wir, dass a = p"v genau dann ein Quadrat ist, wenn 2|v,(a) und (%) =1 gilt.

Ist a = p™v ein Quadrat, so ist es nach Multiplikation mit p oder dem quadratischen Nichtrest u kein
Quadrat mehr, daher gilt a -1 € Q;z mit 1 als einzig mdglichen Reprisentanten. Ist a kein Quadrat,
jedoch gilt 2 | n, dann ist v quadratischer Nichtrest. Somit gilt (”“pfl) = (%) (§) =(-1)? =1
und @ -u~?! € Q;z. Ist a kein Quadrat, jedoch v ein quadratischer Rest, so gilt 2 { v,(a). Folglich ist
a-p~' € QF?. Fiir a mit 2 { v,(a) und v quadratischer Nichtrest gilt demnach a - (pu)~' € Q). Somit
wird durch {1,u, p,up} ein vollstindiges Reprasentantensystem gegeben.

3.: Hier ist Ahnliches wie fiir 2. zu zeigen. Allein die Bedingung fiir Quadrate #ndert sich: Ein Element
a=p" € Q5 mit v € Z3 und p = 2 ist nach Satz 2.36 genau dann ein Quadrat, wenn 2 | n und v =1
(mod 8) ist. Sei nun a = p™v mit v € Z5 gegeben. Aufgrund 2 { v miissen wir fiir v nur vier verschiedene
Falle beachten:

e v =1 (mod 8): Dann ist v-1 =1 (mod 8).

e v =3 (mod 8): Dann ist v - (—5) = v - (=5)"1 = —-15=1 (mod 8).

e v=5 (mod 8): Dann ist v-5=v-5"1 =25 =1 (mod 8).

):
):
( ):
(mod 8):

e v="T Dann ist v - (=1) = 1 (mod 8).

Gilt auch 2 { n, miissen wir a zusétzlich mit 27! multiplizieren. Das bedeutet, dass wir insgesamt 8
verschiedene Félle haben, die alle durch das Représentantensystem {1, £5,+2, £10} dargestellt werden.
O
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Durch Lemma 3.6 wird der Rechenaufwand fiir die Félle R, Q; und Q, mit p # 2 schon erheblich auf
4 4+ 16 + 64 Werte verringert. Durch die Eigenschaft (a,b), = (b, a), des Hilbert-Symbols reduziert sich
der Aufwand abermals. Folgendes Lemma wird uns helfen, im Satz 3.8 die Werte des Hilbert-Symbols
zu berechnen.

" . +1
Lemma 3.7. Der Korper Z/pZ enthilt genau 23~ Quadrate.

Beweis. Seig € (Z/pZ)* eine primitive Wurzel modulo p. Das Element g generiert demnach alle Elemente
in (Z/pZ)*. Gleichzeitig wissen wir aus Lemma 2.33, dass fiir ein k¥ € N das Element g* genau dann ein
Quadrat in (Z/pZ)* ist, wenn k gerade ist. Die Ordnung von g ist p— 1, daher gibt es (p—1)/2 Quadrate
in (Z/pZ)*. In Z/pZ ist aukerdem die Null auch ein Quadrat, somit gibt es dort (p+1)/2 Quadrate. [

Satz 3.8. Die Werte des Hilbert-Symbols sind folgendermajen gegeben.
1. Uber dem Kdorper R gilt

(1, =)o = (=1, 1) = (1,1) 0 = 1 und (=1, —1)s = —1.

Das Hilbertsymbol (a,b), ist also genau dann gleich 1, wenn mindestens einer der beiden Koeffizienten
a oder b positiv ist.

2. Uber dem Kdirper Qp mit p # 2 und u,v € Z, gilt
p—1
(B.p)p = (-1, ()= (%), (wv),=1

3. Uber dem Korper Qo und u,v € 75 gilt

u—1v—1

(2,2 =1, @u)=(-1)*F, (4v)s = (-1)*FF,

wobei wir hier mit (—1) fiir a € Zy den Ausdruck (—1)® ™°4 2 bezeichnen.

Insbesondere ist das Hilbert-Symbol bimultiplikativ, woraus sich auch die restlichen Werte iiber Q, mit p
prim ergeben.

Beweis. Wir werden hier 1. und 2. beweisen, indem wir das Hilbert-Symbol fiir alle moglichen Kombinationen
von Elementen berechnen. Die Bimultiplikativitéit des Hilbert-Symbols ergibt sich dann direkt aus den
berechneten Resultaten. Der Beweis von 3. ist vor allem eine Anwendung von Proposition 3.5 und kann
in [9] auf S. 174 nachgelesen werden. Dort werden abermals alle Werte einzeln ausgerechnet, sodass sich
auch hier die Bimultiplikativitit direkt ergibt.

1.: Alle Quadrate in R sind positiv. Daher hat die Gleichung Z? —aX? —bY? = 0 mit Koeffizienten in
R* genau dann eine nichttriviale Losung in R?, wenn a, b oder beide strikt positiv sind, da die Summe der
linken Seite der Gleichung sonst nicht Null ergeben kann. Daher gilt (1, —1)s = (=1,1)00 = (1, 1) = 1
und (—1,-1)s = —1.

2.: Betrachten wir nun Q, mit p # 2. Es folgt aus Satz 2.36, dass ein quadratischen Rest u € Z, ein
Quadrat ist. Daraus folgt nach Proposition 3.5, dass (a,u), = 1 fiir alle a € Q) gilt. Somit sind die Félle

(p,u)p =1= (%), (u,v)p =1 und (pu,u), =1= (%) 1= (p,u)p(u,u), fir alle v € Z,* und fiir u ein
quadratischer Rest geklart.
Wir berechnen nun den Wert von (p,u), fiir u € Z* ein quadratischer Nichtrest. Betrachten wir die
Gleichung
7% —pX? —uY? =0.
Nehmen wir (p,u), =1 an, dass also diese Gleichung eine nichttriviale Losung (z,z,y) € Qz hat. Dann

kénnen wir durch Multiplizieren der Gleichung mit der Primzahlpotenz p=* mit k := min(v, (), v,(z), v, (y))

erreichen, dass z,y und z in Z, liegen und nicht alle durch p teilbar sind. Wir zeigen nun durch
Widerspruch, dass nur a durch p teilbar ist. Wenn y durch p teilbar ist, so muss auch z durch p
teilbar sein, und in Folge ist pz? durch p? teilbar. Das bedeutet, dass x ebenfalls durch p teilbar ist
— ein Widerspruch zu unserer Wahl von k. Sei nun z durch p teilbar. Durch analoge Argumentation ist
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ebenso y und somit auch x durch p teilbar, und wir erhalten denselben Widerspruch. Demnach gilt, dass
Y,z € Z,; und = € Z, ist, und wir kénnen die Gleichung sinnvoll modulo p betrachten. Wir erhalten

2> —uy® =0 (mod p),

also ist u = 22 /y? (mod p) ein quadratischer Rest modulo p. Dies widerspricht unserer Wahl von u. Somit

kann nicht (p,u), = 1 gelten, und wir erhalten (p,u), = —1 = (%) Zusammen mit dem vorherigen

Resultat gilt folglich fiir alle u € Z, dass (p,u), = (%)

Sei wieder u € Z,' ein quadratischer Nichtrest. Wir berechnen nun (u,u), und (pu,v), fir v € Z.
Dafiir betrachten wir die Gleichung
ut—-X2-Y?=0.

Da die Funktionen Y — Y2 und X — u~! — X2 modulo p nach Lemma 3.7 jeweils (p+ 1) /2 verschiedene
Werte in Z/pZ annehmen und Z/pZ nur p verschiedene Elemente hat, muss es eine Losung (z,y) € (Z,)?
der Gleichung modulo p geben. Wir haben also 2 + 4> = u~! (mod p). Da u nicht durch p teilbar
ist, gilt das ohne Beschrinkung der Allgemeinheit auch fiir z. Wir definieren das Polynom f(X) =
u ! — X% —y% Da x eine Losung modulo p und auferdem f'(z) = 2z Z 0 (mod p) ist, kénnen wir Satz
2.35 anwenden und erhalten eine Losung xy € 7Z, des Polynoms. Wir multiplizieren das Polynom mit
u und erhalten 0 = 1 — uxj — uy?. Folglich hat die Gleichung Z?> — uX? — uY? = 0 eine nichttriviale
Losung (1,z0,y) € (Qp)?, und es gilt (u,u), = 1. Aus 1 = (u,u), = (up?,u), folgt mit Proposition 3.5
(3.), dass (pu,u), = (p,u), = —1 ist, da u quadratischer Nichtrest ist. Das heifit, fiir beliebige v € Z

v

gilt (pu,v), = () = (p,0)y(,0),.

Aus den bisherigen Resultaten und Proposition 3.5 (3.) konnen wir des Weiteren schliefen, dass
(p,p)p = (p,—1)p = (%)’ da —1in Z) liegt. Wir wissen, dass eine primitive Wurzel g die Eigenschaft
g?~' =1 hat. Da ebenso (—1)? = 1 gilt und p—1 als Ordnung von g minimal ist, erhalten wir gl#—1/2 =

Pl -
—1 und somit (p,p), = <‘7 - > = (—l)pTl. Aus Proposition 3.5 (4.) folgt (p,pu), = (p, —p*u), =

p

(p, —u)p = (%) = (p,p)p(p, u)p- Analog erhalten wir mit Proposition 3.5 (5.) das Resultat (pu,pu), =

(pu,—1), = (’71), da —1 ein Einheit in Z ist. Dies zeigt die Werte des Hilbert-Symbols fiir p # 2. [J

Aus diesem Satz erhalten wir folgendes Korollar.

Korollar 3.9. Das Hilbert-Symbol ist eine nichtausgeartete bimultiplikative Abbildung auf
Q/Qy? x Qy /Q*.

Beweis. Die Bimultiplikativitdt haben wir schon mit Satz 3.8 bewiesen. Es ist noch zu zeigen, dass ein
Element a € Q) mit der Eigenschaft (a,b), = 1 fiir alle b € Q) in QX? liegt. Dies folgt ebenfalls aus
den errechneten Werten aus Satz 3.8. Gilt iiber R fiir ein a € R, dass (1,a)sc = (—1,a) = 1 ist, so
folgt @ = 1 (mod R*2), und a ist ein Quadrat. Sei nun a € Q, mit p # 2 prim, sodass a die Relationen
(a,p)p = (a,u)p, =1 fiir einen quadratischen Nichtrest w erfiillt. Gilt a = u, so folgt (a,p)p, = (u,p)p =
(3) = 1, im Widerspruch zu der Wahl von u. Gilt a = p, so folgt aus (u,a), = (u,p), = (3) =1
gleichfalls ein Widerspruch. Somit kann auch dieser Fall nicht vorkommen. Gilt a = pu, so erhalten
wir (pu,u)p, = (p,uw)p(u,u)p, = 1. Aus (u,u), = 1 folgt (p,u), = 1, was wieder der Wahl von u als
quadratischer Nichtrest widerspricht. Somit kann dieser Fall auch nicht vorkommen. Daher muss a = 1
(mod Q) gelten, und folglich ist a ein Quadrat.

Der Beweis iiber Q2 geht analog zu Q). O

Der Korper der rationalen Zahlen @ ist in den Korpern Q, mit v € V' als Unterkorper enthalten. Fiir
Zahlen a,b € Q* konnen wir daher das Hilbert-Symbol (a, b), ihrer jeweiligen Bilder in Q, betrachten.
Eine bemerkenswerte Eigenschaft des Hilbertsymbols fiir Elemente in Q ist die Produktformel, welche
wir in Satz 3.11 beweisen. Ein Teil des Beweises basiert auf dem Quadratischen Reziprozititsgesetz,
welches wir hier vorstellen.
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Lemma 3.10 (Quadratisches Reziprozitétsgesetz). Seien p,q > 2 zwei Primzahlen. Dann gilt

(@)= ()

Fir die Primzahl 2 gilt

Beweis. Einen Beweis findet der Leser in [9] auf S. 24ff. O

Satz 3.11 (Produktformel des Hilbert-Symbols). Seien a,b € Q*. Dann gilt (a,b), = 1 fir fast alle
v €V, auflerdem gilt die Produktformel
Il (a0, =1

veV

Beweis. Da das Hilbert-Symbol invariant bleibt, wenn wir a oder b mit Quadraten multiplizieren, konnen
wir annehmen, dass a und b beide quadratfrei sind und in Z liegen. Ganze Zahlen haben endlich viele
Primteiler, daher gilt fiir fast alle Primzahlen p, dass p { ab und somit a,b € Z, ist. Nach Satz 3.8 folgt
daher (a,b), =1 fiir fast allev € V.

Wir beweisen nun die Produktformel. Aufgrund der Bimultiplikativitdt und Symmetrie des Hilbert-
Symbols miissen wir uns nur auf die Félle der Tupel (a,b) = (—1,—1), (—1,p) oder (p, ¢) fiir Primzahlen p
und ¢ konzentrieren, da alle ganzen Zahlen durch Multiplikation von Primzahlen und —1 erzeugt werden.
Durch die speziellen Eigenschaften der Primzahl 2 ergeben sich daraus sechs Fille.

1. Sei (a,b) = (=1,-1). Es gilt (—1,-1)oc = -1, (-1,-1), =1 fiir 2{p und (-1,—-1), = —1.
2. Sei (a,b) = (—1,p) mit p # 2 eine Primzahl. Es gilt (—1,p)sc = 1, (—1,p)y = 1 fiir ¢ nicht gleich p
oder 2, (—1,p)p = (51) = (=1)*z und (=1,p)> = (-1)*="

3. Sei (a,b) = (—1,2). Die Gleichung Z2 — (—1)X2 — 2Y2 = 0 hat als Losung (1,1,1), und daher gilt
(-1,2), =1fir allev € V.
4. Sei (a,b) = (p,q) mit p,q # 2 Primzahlen. Es gilt (p,¢)ec = 1, (p,q)» = 1 fiir r # 2,p oder

—1g-—1 . .
q, (p7 q)OO = ]-: (p7 q)q = (g): (p7 q)p = (%) und (pa q)2 = (_1) 2 = . Mit dem Qua‘dra‘tISChen
Reziprozititsgesetz erhalten wir

(P, 0)q(P;0)p(P, )2

I
~/~
QI
~_
™~
SRS
N

|

=
]
L
[
o1

5. Sei (a,b) = (2,p) mit p # 2 eine Primzahl. Es gilt (2,p)oc = 1, (2,p)q = 1 fiir ¢ # 2 oder p,
. pz—
(27p)p = (%) und (27]7)2 = (_1) 8

p2-1

2
P2 = ()N = = (D= ) =1
6. Sei (a,b) = (2,2). Es gilt (2,2), =1fur allev € V.
In jedem der sechs Félle erhalten wir, dass das Produkt [], .y (a,b), = 1 ist. O

Es folgen nun drei Lemmas, die dazu dienen, Satz 3.15 zu beweisen. Jenen werden wir im Beweis des
Satzes von Hasse-Minkowski verwenden. Auch der Chinesische Restsatz und die simultane Approximation
werden uns wieder begegnen.
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Lemma 3.12 (Chinesischer Restsatz). Seien ai,...,ar € Z und seien mq,...,my € Zs1 paarweise
teilerfremd. Dann gibt es ein x € Z, sodass

T =a; mod m;
T =as mod ma
T = ay mod my
und x mod myms ---my eindeutig ist.
Beweis. Dies ist ein Satz der elementaren Algebra. Ein Beweis ist in [9] auf S.9 zu finden. O

Lemma 3.13 (Satz von Dirichlet). Seien a und m zwei teilerfremde ganze Zahlen in Z>1. Dann gibt es
unendlich viele Primzahlen p, sodass p =a mod m.

Beweis. Der Beweis dieses Satzes erfordert Methoden, deren Einfiihrung eine weitere Bachelorarbeit
filllen wiirden. Die neugierige Leserin verweisen wir daher an [9] Kapitel 8 oder an [11] Kapitel 6. O

Lemma 3.14 (Simultane Approximation). Seien vy, ...,v, paarweise verschiedene Elemente in'V, und
x; € Qy, beliebige dazugehirige Zahlen. Dann gibt es eine Folge (ag)ren rationaler Zahlen, die fir alle
i€{l,...,n} gegen x; in Q,, konvergiert.

Beweis. Seien py,...,p, paarweise verschiedene Primzahlen, z; € Q,, beliebig, und ., € R. Wir miissen
zeigen, dass fiir ein beliebiges N € N ein 2 € Q existiert, sodass

N N

& = Tocloo < p~ und |z — il < p
fir alle ¢ erfiillt ist. Durch Multiplikation aller z; und ., mit einer entsprechenden natiirlichen Zahl
kénnen wir annehmen, dass z; € Z,, fiir ¢ = 1,...,n gilt. Wir fixieren N € N. Nach dem Chinesischen
Restsatz existiert ein xy € Z, welches das System von Kongruenzen z = z; (mod pl¥) erfiillt. Aus den
Kongruenzen folgt, dass |z — z;|,;, < p~" gilt. Wir definieren die ganze Zahl m := p!¥ - - p}’ und wihlen
ein 7 € N teilerfremd zu m ausreichend grof, sodass |m/r|e < p~~. Wir mdchten eine ganze Zahl a € Z

finden, sodass die Ungleichung
am -
|$0—7—1’oo|oo <p "

erfiillt ist. Existiert ein solches a, so gilt fiir x := 2o — “* die gewiinschte Ungleichung |2 — 250 |oe < pN.

Da 7 teilerfremd zu m ist, gilt ebenso |[am/r|,, < p~ . Demnach erhalten wir mit der verschirften
Dreiecksungleichung ebenso

am am
|z — zilp, = |wo — e xi|pi < max(|zg — milp,, |—

)=p~.

=p

Di

Wir definieren a als eine ganze Zahl, sodass |- (7o — Zeo) — @lee < 1 ist. Zum Beispiel erfiillt dies
a:=[(r0—Too)], wenn - (zo — Too) < 0ist, und a := [ (70 — o) ], wenn - (zo — o) > 0 ist. Somit
gilt
am m T N
wO_T_:I:OO|OO:|7|00|E<m0_w00)_a|0<)§p ’
wie gewiinscht. Da wir ein entsprechendes x =: a fiir alle N € N finden koénnen, erhalten wir eine Folge
rationaler Zahlen (an)nen, die gegen die Elemente 2; € Qp, mit ¢ = 1,...,n und zo, € R konvergiert. [

Satz 3.15. Seien ay,...a, rationale Zahlen in Q*, und seien €;, € {1} firi=1,...,n undv € V.
Es existiert genau dann ein x € Q™ mit der Eigenschaft, dass (a;,x), = €, fir allei =1,...,n und
v € V, wenn folgende drei Bedingungen erfillt sind:

1. Fast alle €;, sind gleich 1.
2. Firallei=1,...,n gilt [T,y €0 =1
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3. Fir alle v € V ewistiert ein x, € QF, sodass (a;, &y)y = € fir allei=1,...,n.

Beweis. Angenommen es existiert ein « € Q*, sodass (a;,z), = €;, fir alledi = 1,...,nund v € V.
Dann folgen die erste und zweite Bedingung aus Satz 3.11. Die dritte Bedingung ist erfiillt, indem wir
einfach z, = x setzen.

Seien umgekehrt €; , € {£1} mit i = 1,...,n und v € V gegeben, sodass sie die Bedingungen 1.-3.
erfiillen. Wir kénnen die a; mit einer geeigneten Quadratzahl multiplizieren ohne das Hilbert-Symbol zu
verdndern, und daher die a; als ganze Zahlen annehmen. Wir definieren die endlichen Mengen S := {alle
Primteiler der a;} U{2,00} und T := {v € Vle; , = —1 fiir mindestens ein i}. Die Menge T ist aufgrund
der ersten Bedingung im Satz endlich.

Wir nehmen zuerst an, dass SN7T = @ ist. Wir definieren zwei ganze Zahlen

m:=8 H ¢ und a:= H /.

£€5,0£2,00 LT l400

Aufgrund SNT = () gilt auch 2 { a, und a und m sind teilerfremd. Wir wenden Lemma 3.13 an, wonach
unendlich viele Primzahlen p existieren, sodass p = a (mod m) gilt. Da S und T nur endlich viele
Primzahlen enthalten, existiert ein p ¢ SUT mit p = a (mod m). Wir werden nun zeigen, dass das
Element z := ap € Z die Bedingung (a;,z), = €;,, fiir allei =1,...,n und v € V erfiillt.

Liegt v € S, so gilt wegen der Annahme S NT = ) und der Definition von T, dass ¢; , = 1 fiir alle
i ist. Das heifst, wir miissen (a;,x), = 1 fiir alle i = 1,...,n zeigen. Ist v = 0o, so folgt dies aus z > 0.
Sei nun v = ¢ eine Primzahl. Aus der Konstruktion von z folgt = ap = a®> (mod m). Da ¢ und 8 die
Zahl m teilen, ist z ein Quadrat modulo ¢ fiir ¢ # 2 und ein Quadrat modulo 8 fiir ¢ = 2. Aufserdem gilt
¢ 1z, und demnach ist z eine g-adische Einheit. Nach Satz 2.36 ist 2 somit ein Quadrat in Q,. Folglich
gilt (a;,x), = 1 fiir alle 4.

Ist hingegen v = q € S, folgt aus der Definition von S, dass alle a; g-adische Einheiten sind. Auferdem
ist 2 € S und daher g # 2. Nach der Wertetabelle in Satz 3.8 und der Bimultiplikativitat des Hilbert-
Symbols erhalten wir fiir jedes b = ¢y € Q, die Gleichung

X vg(b)
(a6, B), = (@, " D), = (az, g)1e®) = () .
q

Gilt auch ¢ € T und g # p, so gilt ¢ t z. Somit ist v,(xz) =0 und (a;,z), = 1 = €; 4 fiir alle i.
Liegt ¢ € T, so gilt aufgrund der Konstruktion von = = ap, dass v,(z) = 1 ist. Wir miissen also
a;

zeigen, dass (a;, z), = (7) = €;,4 gilt. Nach der dritten Bedingung im Satz existiert ein z, € Q) mit

(@i, zq)q = €4 fiir alle i. Da g € T liegt, gilt fiir mindestens einen Index j, dass €; 4 = —1 ist. Wir wenden

1\ valzq)
die obige Formel auf (aj,24), an und sehen, dass (%’) = —1 ist, also dass vy(x,) ungerade ist.

vg(zq)
7] a;
€i,g = @3, T =\—= =\|—=)=ax
¢ = ( a)q (q) <q> ( )a
firi=1,...,n.

Es bleibt nur noch der Fall v = p zu zeigen. Aus der zweiten Bedingung im Satz erhalten wir, dass
[[,ey € = 1 fiir alle i = 1,...,n gilt. Da p { a,a; gilt, folgt a,a; € Z; und (a;,z), = (a;,ap), =
(@i, a)p(ai, p)p = (ai,p)p. Da wir fiir v # p schon (a;, ©), = €;,, gezeigt haben, ergibt sich in Kombination
mit der Produktformel fiir das Hilbert-Symbol zusammen mit der zweiten Bedingung im Satz

Daraus folgt

1 _ 1
v;ép(ai,p)v ngp €iv

= €ip-

(aiap)p = H

Somit haben wir die Aussage fiir den Spezialfall SNT = () gezeigt. Der allgemeine Fall kann wie folgt
auf den Spezialfall zuriickgefiihrt werden. Nach der dritten Bedingung im Satz existiert fiir jedes v € V
ein z, € QY, sodass (a;, z,), = €, fiir alle ¢ gilt. Da S eine endliche Menge ist, kénnen wir die Elemente
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Z, mit v € S mittels der simultanen Approximation aus Satz 3.14 durch eine Folge rationaler Zahlen
gleichzeitig anndhern. Das bedeutet, fiir beliebiges € > 0 existiert ein y € Q, sodass fiir alle z, mit v € S
die Ungleichung

ly — x|y < €
gilt. Wahlen wir e ausreichend klein, erhalten wir aus Korollar 2.37, dass y/z, ein Quadrat in QJ ist.
Daraus folgt insbesondere, dass (a;, %)y = (@i, v 2= )y = (a4, )y fiir allev € Sund i = 1,...,n gilt. Wir
dndern nun die Vorgaben ab und setzen €; , := €; ,(a;,y), fiir alle v € V und i = 1,...,n. Fiir die neuen

Werte gilt €;, = 1 fiir alle v € S, und somit erhalten wir wieder den Spezialfall SNT = (). Auf diese
Weise finden wir ein & € Q* mit (a;, ), = &, fiir alle v € V und alle 4. Wir definieren nun ein Element
z = &y € Q* und zeigen, dass es fiir unsere urspriinglichen Werte ¢; , die Bedingung (a;, ), = €4
erfiillt. Es gilt }
. . . é;
(ai, @)y = (as, Ty)y = (a5, %)y (as,y)o = ei,v(aiay)v = m

und somit (a;, )y =€, fir allev € Vundi=1,...,n. O

= €iw

4 Quadratische Formen

In diesem Abschnitt entwickeln wir die Theorie der quadratischen Formen. Eine solche Form kann zum
Beispiel durch ein Polynom f(X) = aX? + bX; X2 + ¢X3 mit Koeffizienten in einem Koérper k und
X = (X1, X2, X3) in einem Vektorraum M = k® dargestellt werden.

4.1 Allgemein

Definition 4.1. Sei M ein Vektorraum iiber einem Korper & der Charakteristik char(k) # 2. Dann ist
eine quadratische Form auf M eine Funktion @: M — k mit den Eigenschaften:

1. Q(az) = a*Q(z) fir a € k und z € M,

2. Die Abbildung (z,y) — 1 (Q(z +y) — Q(z) — Q(y)) ist bilinear.

Wir nennen das Paar (M, Q) einen quadratischen Raum. Da wir an den Fillen interessiert sind,
in denen der Raum M ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber einem der Koérper Q oder Q, ist,
beschranken wir unsere Ausfithrungen im Folgenden auf quadratische Formen auf endlich-dimensionalen
Vektorrdumen. Anhand Punkt 2 in der Definition 4.1 kénnen wir die mit Q assoziierte symmetrische
Bilinearform als

7,0 = 3 (Q +) ~ Q) ~ Q)

definieren. Es gilt Q(x) = [z, z], und somit gibt es eine Bijektion zwischen den quadratischen Formen auf
M und symmetrischen Bilinearformen auf M x M. Sind zwei quadratische Raume (M, Q) und (M', Q")
gegeben, so definieren wir einen Morphismus von (M,Q) nach (M’,Q’) als eine lineare Abbildung
¢ : M — M’ mit der zusitzlichen Eigenschaft, dass Q' o ¢ = Q, also [¢(x), ¢(y)] = [z,y] gilt. Ist ¢ ein
Isomorphismus von M nach M', so sprechen wir von einem Isomorphismus von (M, Q) nach (M',Q").

Definition 4.2. Sei (e;)}; eine Basis des k-Vektorraums M. Dann wird die Darstellungsmatrix
A = (ai;) von @ beziiglich dieser Basis durch die Eintrage a;; = [e;,e;] definiert. Die Matrix A ist
symmetrisch, da auch die Bilinearform symmetrisch ist. Somit erhalten wir den Wert von ) an z € M
beziiglich der gegebenen Basis als

fo(z) = Z aijriz; = o' Aw,

.3

wobei ' die Transposition des Vektors z ist. Wir nennen fo(X) = >, ; a;;X;X; mit einer Variablen
X = (X1,...,Xp) eine Darstellung von @ beziiglich der Basis (e;)7;.
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Wenn wir mit Hilfe einer invertierbaren Matrix B einen Basiswechsel vollziehen, dann ist die Matrix
A" von @ beziiglich der neuen Basis gleich A’ := B-A-Bt. Daraus folgt, dass det(A’) = det(A)-det(B)? ist,
und somit, dass det(A) ist bis auf Multiplikation mit einem Element in £*? durch Q bestimmt. Der Wert
von det(A) modulo k*? ist daher invariant unter Basiswechsel, und wir nennen ihn die Diskriminante

d(Q) := det(A4) (mod k*2) von Q.

Definition 4.3. Sei (M, Q) ein quadratischer Raum iiber k. Zwei Elemente x,y € M heifen orthogonal,
falls [z,y] = 0 gilt. Wir bezeichnen die Menge aller Elemente, die orthogonal zu einer Untermenge H
von M sind, als das orthogonale Komplement H' von H. Das orthogonale Komplement M des
Vektorraums M wird auch als Kern ker(Q) der quadratischen Form () bezeichnet. Dariiber hinaus
nennen wir zwei Unterriume M; und M, von M orthogonal, wenn M; C M;- (und somit M, C Mi-)
ist.

Definition 4.4. Wir bezeichnen eine Basis (e;)? ; eines quadratischen Moduls (M, @) als orthogonale
Basis, wenn ihre Elemente paarweise orthogonal sind. In diesem Fall kdnnen wir M als die direkte
Summe M = key ®...® ke, = k™ schreiben, und die Matrix A von @ beziiglich dieser Basis nimmt eine
diagonale Form an:

aq 0 0
0 as 0
0 O an

Wir erhalten folglich die Darstellung fo(X) = a1 X7 + ... + a, X2 beziiglich dieser orthogonalen Basis.

Satz 4.5. Fir jeden quadratischen Raum (M, Q) existiert eine orthogonale Basis. Somit hat jede quadratische
Form Q eine Darstellung der Form fo(X) = a1 X? + ...+ a, X2 mit a; € k.

Beweis. Wir beweisen den Satz durch eine Induktion nach der Dimension dim(M) =: n des Vektorraums
M. Die Induktionsverankerung durch n = 0 ist trivial. Sei also n > 0 und nehmen wir an, dass jeder
quadratische Raum mit Dimension < n eine orthogonale Basis hat. Gilt Q(x) = 0 fiir alle z € M, so ist
jede Basis (e;)=; von M orthogonal, denn es gilt [e;,e;] = 0 fiir alle ¢,j € {1,...,n}. Sonst wéhlen wir
ein Element e, € M sodass Q)(e,,) = [en, €r] # 0. Das orthogonale Komplement H von ke,, bestehend aus
Vektoren « € M mit [e,,z] = 0 ist ein (n — 1)-dimensionaler Unterraum, und wir kénnen M = H & ke,
schreiben. Der Raum H hat nach Induktionsannahme eine orthogonale Basis (e;)?~;". Da e, orthogonal
zu allen eq,...,e,_; ist, ergibt die Basis (ey,...,e,) eine orthogonale Basis von M.

Aus Definition 4.4 folgt, dass somit jede quadratische Form @ eine Darstellung der Form fo(X) =
a1 X? + ...+ a, X2 mit a; € k besitzt.

Definition 4.6. Wir bezeichnen eine quadratische Form @ als ausgeartet, wenn ihr Kern ker(Q)
ungleich Null ist. Gilt jedoch ker(Q) = 0, so nennen wir () nichtausgeartet.

Proposition 4.7. Eine quadratische Form @ auf M ist genau dann ausgeartet, wenn fir die zugehorige
Diskriminante d(Q) = 0 gilt.

Beweis. Sei () ausgeartet und (e;)?_, eine orthogonale Basis von M, sodass e,, € M und somit [e,, e,] =
0 ist. Die Matrix A von @) beziiglich dieser Basis ist diagonal mit Diagonaleintrigen a; = [e;,e;] fir
i = 1,...,n. Demnach erhalten wir det(4) = 0 und d(Q) = 0. Ist hingegen d(Q) = 0, so gilt fiir
die Matrix A beziiglich einer orthogonalen Basis (e;)?;, dass det(4) = 0 ist. Demnach ist einer der

Diagonaleintriige a;; = [e;, e;] = 0. Daraus folgt Q(e;) = 0 und somit fiir alle z = (z1,...,2,)! € M, dass
] = £ Qe+ €) — Q) — Qler)
= % (@1,...,z;+ 1, z) Az, .z + 1,000, 2,) — Q(2))
= (@) - Q@) =0
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gilt. Der letzte Schritt folgt daraus, dass a;; = 0 ist, und daher der i-te Eintrag von x irrelevant ist. Die
Form @ ist folglich ausgeartet. O

Eine Konsequenz daraus ist, dass die Diskriminante d(Q)) # O einer nichtausgearteten Form @) als
Element in k> /k*? ausgedriickt werden kann.

Definition 4.8. Der Rang Rg(Q) einer quadratischen Form @ auf M ist der Rang der zugehorigen
Matrix A.

Ist @ nicht ausgeartet, gilt also Rg(Q)) = dim(M). Da wir nach Definition 4.4 und Satz 4.5 fiir den
Vektorraum M 22 k™ erhalten, werden wir von nun an nur noch quadratische Formen iiber k™ betrachten.

Definition 4.9 (Aquivalenz). Wir nennen zwei quadratische Formen @ und @’ bzw. deren Darstellungen
f und f' beziiglich einer gegebenen Basis dquivalent, wenn die jeweiligen Raume (", Q) und (k”l , Q"
isomorph sind. Das heifst, es gibt einen Isomorphismus ¢ : k" — k”l, sodass @' o ¢ = @ (und somit
n =n') gilt. Wir schreiben Q ~ Q' bzw. f ~ f'.

Beispiel 4.10. Seien f und g Darstellungen quadratischer Formen beziiglich derselben Basis.

1. f(X)=X2 - X3 =(X; — X5)(X; + Xp) ist dquivalent zu g(X) = X; X5 durch

=a((1 7 ) (%))

2. Fiir alle a,b € k gilt f(X) := aX? ~ bX? =: g(X) genau dann, wenn ein ¢ € kX existiert, sodass
a = bc? ist:
f(X) =aX? =b*X}? = g(cX).

3. Sei f eine Form von Rang n und a € k* ein Skalar. Dann ist a® f ~ f durch o f(X) = f((a-1,,)-X),
wobei I, die (n x n)-Identitdtsmatrix iiber k bezeichnet.

Ein Isomorphismus ¢ : k™ — k™ zweier dquivalenter quadratischer Formen @ und @' auf n Variablen
ist einfach ein Basiswechsel. Somit gilt auch fiir die zu den Formen gehorigen Diskriminanten d(@)) und
d(Q"), dass d(Q) = d(Q') in k> /k*? oder d(Q) = d(Q') = 0 ist.

Seinun f(X) =1, a;; X7 +2 ZK]. a;; X; X; die Darstellung einer quadratischen Form in n Variablen
iiber kK, wobei wir durch Basiswechsel a;; = a;; fiir ¢ < j setzen konnen, sodass die dazugehorige
Matrix A = (a;;);';=; symmetrisch ist. Der entsprechende quadratische Raum ist das Tupel (K", f).
Wir unterscheiden im Folgenden in der Bezeichnung nicht mehr zwischen einer quadratischen Form und
deren Darstellung beziiglich einer Basis.

Definition 4.11. Wir sagen, dass eine quadratische Form f ein Element a in k darstellt, wenn es
ein x # 0 in k™ gibt, sodass f(z) = a ist. Gilt f(x) = 0 nur fiir z = 0, so sagen wir, dass f die Null nur
auf triviale Weise darstellt.

Aus Definition 4.9 geht hervor, dass f genau dann ein Element a € k auf nichttriviale Weise darstellt,
wenn das auch fiir alle dquivalenten Formen von f gilt.

Definition 4.12. Wir nennen eine quadratische Form f isotrop, wenn es ein x € k™ mit x # 0 gibt,
sodass f(z) = 0 ist. Das heifit, die Form f stellt die Null nichttrivial dar.

Fiir eine ausgeartete quadratische Form geschrieben als f(X) = a1 X? + ... + a, X2 ist mindestens
einer der Koeffizienten, sagen wir a,, gleich Null. Somit existiert eine Nullstelle z := (0,...,0,1) € k™
mit f(z) = 0. Das bedeutet, dass jede ausgeartete quadratische Form isotrop ist. Daher werden wir
uns im restlichen Abschnitt vor allem auf nichtausgeartete Formen beziehen, um herauszufinden, unter
welchen Umsténden diese isotrop sind.

Proposition 4.13. Eine nichtausgeartete quadratische Form f = a3y X? von Rang 1 ist nicht isotrop.
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Beweis. Es gilt f(X) =0& a1 X2 =0& X? =0 < X; = 0. Die Form f stellt die Null also nur auf
triviale Weise dar. O

Satz 4.14. Sei f eine nichtausgeartete quadratische Form, welche isotrop ist. Dann stellt f jedes Element
in k dar.

Beweis. Sei f(X) = a1 X? + ...+ a, X2 mit ay,...,a, € kX und a ein beliebiges Element in k. Nach
Annahme existiert ein z = (z1,...,2,) € k", # 0, sodass f(z) = a1z} + ... + apz? = 0 ist. Nach
eventueller Umnummerierung kénnen wir annehmen, dass z; # 0 gilt. Fiir ein beliebiges t € k definieren
wir basierend auf z ein neues Element y = (y1,...,¥,) € k" mity # 0 als yy := x1(1+¢) und y; := x;(1—1t)
fiir 4 > 2. Wir erhalten

fly) = aryi + ...+ anyy
a1z (1 42t +t2) + axz3(1 — 2t + %) ... + a, 23 (1 — 2t + t7)
=1+ (arz] + ...+ apx?) + 2t(a123 — (@223 + ... + anz?))

= 2t(a1x% — (—alx%))

= 4ta; 23,
Wir setzen t = a/4a; 2% und erhalten somit f(y) = a. O

Wir definieren nun eine Verkniipfung der quadratischen Formen. Seien f(X;,Xs,...,X,) und
9(X1,Xo, ..., X;n) zwei quadratische Formen. Dann definieren wir

f+g = f(X17X27' .. 7Xn) +g(Xn+1aXn+27' .. 7Xn+m)
f;g = f(Xl,XQ, e ,Xn) — g(Xn+1,Xn+2, - ;Xn+m)

als quadratische Formen in n + m Variablen. Somit erhalten wir aus Satz 4.14 folgendes Korollar.

Korollar 4.15. Seien g und h zwei nichtausgeartete quadratische Formen, deren Rang > 1 ist, und sei
f = g=h. Dann sind folgende Eigenschaften dquivalent:

1. Die Form f ist isotrop.
2. FEs existiert ein Element a in k>, welches sowohl von g als auch von h dargestellt wird.

3. Es existiert ein Element a in k>, sodass g—aZ? und h—aZ? beide isotrop sind, wobei Z eine weitere
Variable tiber k ist.

Beweis. 1. = 2.: Sei f(X) = g(Xy,...,X;) — h(X,41,...,X,,) isotrop. Dann existiert ein x € k™ mit
x # 0, sodass f(z) = g(z1,...,2,) — h(xpq1,...,2,) = 0 und somit g(z1,...,2z,) = h(Tpi1,...,2,) =:
a € k ist. Gilt a # 0, so ist 2. erfiillt. Ist hingegen a = 0, so stellt zumindest eine der beiden Formen g
und h die Null nichttrivial dar, sagen wir g. Nach Satz 4.14 stellt g alle b € k dar, und somit auch alle
Werte in k>, die von h dargestellt werden. Somit existiert ein b € k£, das sowohl von g als auch von h
dargestellt wird.

2. = 3.: Sei a € k™ ein Element, das von g und h dargestellt wird. Das heifit, es existiert ein z € k",
sodass g(z) = a ist. Folglich gilt g(z) — al? = 0, und wir erhalten eine quadratische Form §j = g—aZ?2,
welche isotrop ist. Analog erhalten wir eine isotrope Form h = h—aZ2.

8. = 1.:Sei a in k*, sodass g—aZ? und h—aZ? beide isotrop sind. Es gibt fiir g also ein Element (z, z) =
(T1,...,%r,2) € k"L sodass g(z) —az? = 0 ist. Gilt 2 = 0, so ist g isotrop. Sonst ist (z1/2,...,7./2,1)

ebenfalls eine Nullstelle von g—aZ?, und es gilt g(x,/z,...,7,/z) = a. Wir gehen analog fiir h—aZ? vor
und erhalten ebenso entweder eine Nullstelle (z,,1,...,z,,0) € k»~"t1 sodass h isotrop ist, oder ein
Element (2,41/2,...,2,/%,1) € k"~"1 sodass h((z,41/Z,.-.,%,/Z) = a ist. Nun zeigen wir, dass in

allen diese Fillen f isotrop ist. Sind g und h beide isotrop, so folgt daraus direkt, dass f = g—h auch
isotrop ist. Wenn hingegen nur g und nicht A isotrop ist, dann stellt g nach Satz 4.14 alle Elemente in
k> dar, also auch alle, die von h dargestellt werden. Somit ist f = g—h auch in diesem Fall isotrop. Gilt
fiir g als auch h, dass sie nicht isotrop sind, dann stellen beide das Element a € £* dar. So ist auch in
diesem Fall f(x1/z,...,2./2,2p41/%,...,2n/2) = a—a =0 und f isotrop. O
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Satz 4.16. Sei f = a1 X? + ... + a, X2 eine quadratische Form in n Variablen, welche das Element
a € k* darstellt. Dann ist f dquivalent zu einer Form

aX12 + g(Xg, . ,Xn),
wobei g eine quadratische Form in n — 1 Variablen ist.

Beweis. Die Idee des Beweises ist, dass wir ausgehend von einem Vektor y = (y1,...,y,) € £™\{0} mit
f(y) = a eine invertierbare Matrix S mit diesem Vektor als erste Spalte bilden kénnen, und aus dieser
Matrix die zu f dquivalente Form f/(X) := f(SX) = f(y)X? + h(X1,...,X,) erhalten, wobei die Form
h sich aus den restlichen Termen von f(SX) ergibt. Die Form f' hat folglich das Element a als Koeffizient
fiir X?. Durch eine Substitution kann man die Mischterme X; X; mit i # 1 entfernen und erhilt somit
eine quadratische Form f"(X) := aX? + g(Xs,...,X,) ~ f, wobei g eine quadratische Form in n — 1
Variablen ist. Die Details dieses Spiels mit Matrizen kann die Leserin in [9] auf S. 183 nachlesen. O

Satz 4.17. Seien f, f' auf k™ und g auf k" quadratische Formen. Ist f ~ f', so gilt f+g ~ f'+g.

Beweis. Sei A die n x n—Matrix, sodass f(X) = f/(AX) gilt. Sei I,. die (r x r)-Identitdtsmatrix. Wir
definieren eine neue Matrix
B A 0
={0 1 )

Dann gilt (f4+9)(X) = (f'4+9)(BX), und daher ist f+g ~ f'+g. O

Definition 4.18. Seien f(X) = a1 X7 +...+a, X2 und g(X) = by X{ +...+b, X2 quadratische Formen.
Man nennt f und g benachbart, wenn sie die folgende Bedingung erfiillen:

e Es gibt zwei Indizes i # ¢, sodass a; = b; fiir alle j € {i, ¢} und a; X? + a; X} ~ b; X}? + b X7 gilt.
Sind f und g vom Rang 1, so bezeichnen wir sie als benachbart, wenn ay X? ~ by X7 ist.
Benachbarte Formen sind dquivalent zueinander. Umgekehrt gilt folgender Satz:

Satz 4.19 (Witt’scher Kettendquivalenzsatz). Sind f und g zwei dquivalente quadratische Formen, so
existiert eine Kette fy,..., fm von quadratischen Formen, sodass

1. fo=f und fn, =g,
2. f; und f;11 sind benachbart fir alle i =0,...,m — 1.

Beweis. Da wir diesen Satz nur fiir einen Schritt im Beweis von Satz 4.23 brauchen und der Beweis selber
nicht sonderlich erleuchtend ist, skizzieren wir ihn hier nur und verweisen den Leser fiir Details auf [9]
S. 187. Existiert eine Kette von f(X) = a1 X? +...+a,X2 nach g(X) = b X? + ...+ b,X? wie im Satz
beschrieben, so nennen wir f und g kettendquivalent und schreiben f & g. Der Beweis dieses Satzes beruht
auf Induktion iiber den Rang n der Formen f und g, wobei wir diese ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
als nichtausgeartet annehmen kénnen. Fiir n = 1, 2 folgt die Aussage direkt aus Definition 4.18. Fiirn > 3
folgt aus der Aquivalenz von f und g, dass f den ersten Koeffizienten b; von ¢ darstellt. Unter den zu f
kettenfiquivalenten Formen kénnen wir damit eine Form f':=¢; X? +... + ¢, X2 mit minimalem r < n
finden, sodass ch% + ...+ c,,Xf auch b; darstellt. Durch einen Widerspruchsbeweis ergibt sich » = 1
und somit ¢; X7 ~ by X7. Daraus folgt f' = 1 X7+ o X3 +... 4 X2 b XZ+ X5 +...+c, X2 =1 ¢,
und nach Induktionsannahme erhalten wir co X3 + ... + ¢, X2 &~ by X3 + ... + b, X2. Daraus folgt f ~
ff~¢g ~g. O
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4.2 Quadratische Formen iiber Q, R und Q,

Der Satz von Hasse-Minkowski dient dem besseren Verstindnis quadratischer Formen iiber Q durch
solche iiber den Korpern Q,. Dies ist nur hilfreich, wenn wir iiber letztere Aussagen treffen kénnen.
Diese werden wir in diesem Abschnitt besprechen. Uber die Darstellung von Formen iiber Q und R
kénnen wir davor noch folgende Aussage treffen.

Definition 4.20. Wir bezeichnen eine Zahl a € Z als quadratfrei, wenn a nicht durch ein Quadrat
ungleich 1 in Z teilbar ist — das heiflt, wenn a # 0 ist und ihre Primfaktorisierung a = pyps - - - pj, mit
P1,- .., Pk prim keine Primzahl mehrfach enthélt.

Proposition 4.21. e Jede nichtausgeartete quadratische Form f diber Q von Rang n ist dquivalent
zu einer Form f(X) =0 X2 + ...+ b, X2 mit by,...,b, € Z\{0} quadratfreie ganze Zahlen.

o Jede nichtausgeartete quadratische Form f diber R von Rang n ist dquivalent zu einer Form f(X) =
bi X7+ ...+ b, X2 mit by,... b, € {£1}.

Beweis. Sei f eine nichtausgeartete quadratische Form vom Rang n {iber Q. Aus Satz 4.5 und Proposition
4.7 folgt die Aquivalenz von f zu einer Form der Gestalt f'(X) = a; X2 +...4a, X2 mit aj,...,a, € Q*.
Wir schreiben die Koeffizienten als a; = r;/s; fiir i = 1,...,n, wobei r; und s; € Z keine gemeinsamen
Teiler besitzen. Wir multiplizieren f' mit k := []"_, s? und erhalten die Form ¢ := kf' mit ganzzahligen
Koeffizienten a; € Z. Da k ein Quadrat ist, gilt auch g ~ f' (siehe Beispiel 4.10 (3.)). Nun kénnen wir die
Koeffizienten von g als @; = b;c? mit b;, ¢; € Z schreiben, wobei b; fiir alle i quadratfrei ist. Nach Beispiel
4.10 (2.) gilt fiir alle i, dass @; X? ~ b; X? und demnach g(X) = a3 X7 +...+@, X2 ~ by X7 +...+b, X2 =
f(X) ist. Die Form f hat quadratfreie ganzzahlige Koeffizienten, und es gilt f ~ f.

Sei nun f ~ a1 X? + ...+ a, X2 eine nichtausgeartete quadratische Form iiber R. Da alle positiven
Zahlen in R Quadrate sind, kénnen wir jede reelle Zahl als Produkt von +1 und einem Quadrat und
somit alle Koeffizienten als a; = £c? schreiben. Analog zum ersten Teil des Beweises konnen wir den
quadratischen Faktor ¢? fiir alle i herausdividieren und erhalten eine zu f dquivalente Form f(X) :=
+X7 4.+ X2 O

Wir betrachten nun nichtausgeartete quadratische Formen f iiber den reellen Zahlen R bzw. den
p-adischen Korpern Q, und arbeiten einige Kriterien aus, welche Einblick geben, wann eine solche
Form isotrop iiber dem jeweiligen Korper ist. Im restlichen Abschnitt sei daher mit einer quadratischen
Form immer eine nichtausgeartete quadratische Form gemeint. Wir beginnen damit, Invarianten der
quadratischen Formen iiber R und dann iiber Q, auszuarbeiten.

Sei f eine quadratische Form von Rang n {iber den reellen Zahlen R. Wir wissen aus Proposition
4.21, dass f dquivalent ist zu

wXi+... +a, X2

mit a; € {£1}. Daher kénnen wir f als
XP+. +X2-YP—... Y2

schreiben, wobei r und s ganze Zahlen sind, sodass r + s = n ist. Das Tupel (r, s) wird durch f eindeutig
bis auf Vertauschen von r und s bestimmt. Einen Beweis zur Eindeutigkeit findet der Leser in [9] auf S.
189f. Das Tupel (r, s) ist also eine Invariante der Aquivalenzklasse von f und wird als die Signatur von
f bezeichnet. Aufserdem bezeichnen wir f als definit, wenn entweder r oder s = 0 ist. In diesem Fall ist
f nicht isotrop, da die Summe von Quadraten ungleich Null in R nicht Null ergeben kann. Ansonsten
sind r,s > 1, und wir nennen f indefinit. Jede indefinite Form ist isotrop — man wahle zum Beispiel
X7 =1=Y7 und O fiir alle anderen Variablen — und stellt somit nach Satz 4.14 jedes Element in R dar.

Sei wieder V' = {p € Z| p prim} U {oo}. Wie wir in Abschnitt 4.1 herausgearbeitet haben, ist die
Diskriminante einer quadratischen Form eine Invariante ihrer Aquivalenzklasse. Ist f(X) ~ a1 XZ +...+
a, X2 eine Form iiber Q,, so bezeichnen wir ihre Diskriminante als d, (f) und kénnen diese schreiben als

dy(f) = ay - - - a,, modulo Q2.
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Ist die Signatur einer Form f iiber R durch (r,s) gegeben, so gilt f ~ X7 +...+ X2 —Y? —... - Y2
und fiir die Diskriminante folglich do.(f) = (—1)*.
Eine weitere Invariante quadratischer Formen iiber Q, ist die sogenannte Hasse-Invariante.

Definition 4.22. Sei (a,b), € {£1} das Hilbert-Symbol iiber Q,. Wir definieren die Hasse-Invariante
einer quadratischen Form f ~ a; X? +... + a,X? iiber Q, als

e(f) = H(ai:aj)v-

1<j

Satz 4.23. Die Hasse-Invariante ist tatsichlich eine Invariante einer Aquivalenzklasse quadratischer
Formen iiber Q, und wohldefiniert. Das heifit, zwei dquivalente quadratische Formen f(X) ~ a1 X} +
coit an X2 und g(X) ~ b1 X7 + ...+ by X2 diber Q, fiir ein v € V haben dieselbe Hasse-Invariante

eo(f) = €u(9)-

Beweis. Seien f und g zwei dquivalente quadratische Formen iiber QQ, von Rang n. Ist n = 1, so erhalten
wir als Hasse-Invariante fiir beide Formen ein leeres Produkt, welches per Konvention gleich 1 ist. Wenn
n = 2 ist, gilt fiir die Form f die Bedingung €,(f) = (ai,a2), = 1 genau dann, wenn die Gleichung
Z? — a1 X? — a3Y? = 0 eine nichttriviale Losung iiber Q, hat — das heift, genau dann, wenn die Form
Z2~f isotrop ist. Da f ~ g ist, gilt nach Satz 4.17, dass Z2~f ~ Z2-g ist. Folglich ist Z?>~¢g =
7% — by X? — by Y2 = 0 ebenfalls isotrop. Das ist genau dann der Fall, wenn €,(g) = (b, bs) = 1 ist. Somit
haben wir fiir n = 2 gezeigt, dass €,(f) = €,(g) ist.

Wir beweisen die restlichen Félle n > 3 durch eine Induktion iiber n. Die Induktionsverankerung
ist durch den Fall n = 2 gegeben. Sei nun der Rang der Formen f und g gleich n > 3 und die Hasse-
Invariante fiir alle dquivalenten Formen von Rang < n gleich. Die Formen f und g sind dquivalent und
daher nach Satz 4.19 durch eine Kette benachbarter Formen f = fy,..., f;» = g verbunden. Es geniigt
daher zu zeigen, das die Hasse-Invariante fiir zwei benachbarte Formen f und g gleich ist. Seien also f
und g benachbarte Formen. Wir kénnen nach Permutation der Indizes annehmen, dass a; = b; fiir alle
i>3und f' = a1Y? 4+ ayZ? ~ b, Y? + b, Z? =: ¢’ gilt. Nach Induktionsannahme ist €,(f') = €,(g")
und daher (a;,as)y = (b1, b2)y. Aus f' ~ g’ und somit d,(f') = d,(¢') in QX /Q? folgt auberdem, dass
ajas = bybac? fiir ein ¢ € QY ist. Folglich erhalten wir

& (f) = H(ai,aj)v = (a1,0a2)p(a1,a3 - ap)y(az,as---ap)y H (@i, aj)y

i<j 3<i<y
= (a1,a2)s(ar02, a5~ an)y ] (ai,a;)u
3<i<y
= (b1, b2)u(biba, bs - by)y [ (bisb))w
3<i<j

= H(biabj)v = ev(g),

i<j
und die Behauptung ist bewiesen. O

Da jede Form f iiber R zu einer Form mit Koeffizienten in {£1} &quivalent ist, folgt aus Satz 4.23,
dass fiir jede quadratische Form {iber den reellen Zahlen die Hasse-Invariante von der Form e (f) =
[1(£1,£1)o ist. Wir erinnern uns, dass nach Satz 3.8 fiir das Hilbert-Symbol (1,1)e, = (1,—1)ee =
(=1,1)oo = 1 und (-1, —-1)s = —1 gilt. Daraus folgt, dass die Diskriminante und die Hasse-Invariante
fiir quadratische Formen f iiber R folgende Werte annehmen:

1 fir s =0 (mod 2)
—1 fir s=1 (mod 2)
1 fir s=0,1 (mod 4)
—1 fiir s =2,3 (mod 4).



Wir kennen die Werte von de (f) und € (f) somit genau dann, wenn wir den Wert von s modulo 4
kennen. Wenn der Rang der Form f also < 3 ist, kdnnen wir von den beiden Invarianten direkt f selbst
(bis auf Aquivalenz) bestimmen.

Beispiel 4.24. Sei f eine quadratische Form iiber R von Rang n = 3 mit Diskriminante de(f) = 1 und
Hasse-Invariante € (f) = —1. Somit gilt s = 0 (mod 2) und s = 2,3 (mod 4). Da der Rang n < 4 ist,
folgt daraus, dass s = 2 und f ~ X7 — X2 — X? ist.

Wir untersuchen nun, wann eine quadratische Form f iiber Q, fiir p prim isotrop ist. Dafiir lassen
sich Bedingungen aus den beiden Invarianten

dy(f) = a1 ---a, modulo Q*
ep(f) = H(aiaaj)P

1<j

der Aquivalenzklasse von f ableiten, welche wir in Satz 4.26 zeigen werden. Dafiir bendtigen wir folgendes
Lemma, welches wir aus Korollar 3.9 erhalten.

Lemma 4.25. Seien a,a’ € QX /Qx? fir eine Primzahl p und 0,1’ € {+1}. Wir definieren H]! := {b €
Q¥ /Qr? | (a,b)p, = n} und setzen r := 2 fiir p # 2 und r := 3 fiir p=2. Dann gilt Folgendes:
1. Die Menge H{ hat |Q} /Qx?| = 2" Elemente, und es gilt H; ' = 0.
2. Fiir a# 1 hat H? genau 2"~% Elemente.
3. Sind H" und Hg,l nichtleer, dann gilt
H]]ﬂHg,l =0<a=d undn=-7'".

Beweis. 1. Dies folgt direkt aus Proposition 3.5 (5.) und Lemma 3.6.

2. Fiir alle Elemente z € QX/Q)? gilt > = 1. Wir kénnen daher Q) /Qx?* als Vektorraum iiber
Z/27 mit der Skalarmultiplikation k - x = z* fiir k € Z/27Z betrachten. Nach Lemma 3.6 enthilt
dieser genau 2" Elemente mit r = 2 fiir p # 2 und r = 3 fiir p = 2. Fiir ¢ # 1 definieren wir den
Homomorphismus

H, : Q) /Q)* — {1}
b — (a,b),

Da a kein Quadrat ist, muss H, surjektiv sein. Der Kern H! hat daher 2! Elemente — ebenso
sein Komplement H,!.

3. Seien nach Annahme Hg,Hg,l # 0, mit H? N HZZ,’ = (. Ist a = 1, so folgt aus H? # () und 1., dass
H? = Q) /Qy? und somit Hg,l = () ist — ein Widerspruch zur Annahme. Analoges gilt fiir a’ = 1,
somit konnen wir a,a’ # 1 annehmen. Es folgt aus 2., dass H? und Hg,l jeweils 27! Elemente
enthalten. Demnach gilt H] U Hg,l =Q,;/ (@;2. Unter Betrachtung des obigen Homomorphismus
folgt somit H? = H;"’. Gilt n =n', so erhalten wir daraus H? N Hg,l =HINH], = 0. Aus 2. folgt
ebenso H;y "N H,," = (), und somit gilt auch H! N H_, = §. Allerdings enthalten beide Mengen das
Element 1, wir erhalten also einen Widerspruch. Somit gilt n = —y' und H! = H],. Daraus folgt

(z,a)p = (z,d), fiir alle z € Q) /Q)°
& (z,aa), = 1 fiir alle z € Q) /Q)?

Aus Korollar 3.9 erhalten wir, dass aa’ = 1 und somit a = a’ in Q) /Q)* ist.

Sei umgekehrt a = a' und n = —y’. Dann folgt direkt aus 2., dass H? N Hg,’ =H'NnH;"=.
O
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Satz 4.26. Sei nun f(X) = a1 X? +...+a, X2 eine quadratische Form vom Rang n iber Q,, und seien
d:=d,(f) in Q) /@;2 und € := ep(f) die beiden Invarianten. Die Form f ist genau dann isotrop, wenn
eine der folgenden Bedingungen zutrifft:

1.n=2undd=—1,
2. n=3und (-1,-d), =,
3. n =4 und entweder d # 1 oder d =1 und e = (—1,—1),,
4. n>5.
Das bedeutet insbesondere, dass alle quadratischen Formen iiber Q, vom Rang > 5 die Null darstellen.
Bevor wir diesen Satz beweisen, schliefen wir daraus noch folgendes Korollar.

Korollar 4.27. Seien f, d und € wie in Satz 4.26, und sei a ein Element in Q) /Q;z. Die Form f stellt
a genau dann dar, wenn:

I.n=1undd=a,

2. n=2und (a,—d), =¢,

3. n =3 und entweder a # —d oder a = —d und (—1,—d), =,
4. n>4.

Beweis Korollar 4.27. Sei a € Q) /Q)*. Dann stellt f(X) = a; X7 +...4a, X} genau dann a dar, wenn
die Form f, = f—aZ? isotrop ist. Fiir f, gilt

dp(fa) = —ad und €p(fa) = (—a, d)pep(f).

Ersteres folgt direkt. Die zweite Gleichung folgt aus

6p(fa) = H(aiaaj)p H(aia _a)p = Cp(f)(al ©rrQp, _a’)p = Cp(f)(_aad)p'

i<j

Zusammen mit Satz 4.26 folgen daraus die gegebenen Félle.

n = 1: Die Form f = a; X7 stellt a genau dann dar, wenn fiir d,(f,) = —1 gilt. Somit erhalten wir
fiir f, dass die Bedingung d = a notwendig und ausreichend ist.

n = 2: Die Form f = a; X7 + ax X3 stellt a genau dann dar, wenn (—1,—d,(f.)), = €,(fa), also
genau dann, wenn

( ]-a ad)P (_aa d)Pe
& (- laad)P( avd);v =
( 17 d)P( ) )IJ( a, d)p = (_La)IJ(aad)p = (a’a _d)p =€
gilt, und der Fall ist bewiesen.
n = 3: Dieser Fall folgt der selben Argumentation wie die Falle n =1 und n = 2.

n > 4: Die Form f = a; X} + ... + a, X2 stellt a genau dann dar, wenn f, isotrop ist. Da f, Rang
> 5 hat, folgt das Resultat direkt aus Satz 4.26. O

Die Aussage von Satz 4.26 fiir n = 3 — beziehungsweise die von Korollar 4.27 fiir n = 2 — trifft auch
auf Formen iiber R zu. Der Beweis erfolgt analog wie der iiber Q,.
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Beweis Satz 4.26. n = 2: Die Form f(X) = a; X? + a2 X2 ist genau dann isotrop, wenn —ay/as ein
Quadrat ist. Es gilt in QX /Q)?, dass d = ajas = a1 /ay = (=1)(—a1/az) = —1.
n = 3: Die Form f(X) = a1 X? + a2 X3 + a3 X? ist genau dann isotrop, wenn die Form

1 as as
FIX) = —f(X) = X7 + —X§ + =X
aq aq ajq

isotrop ist. Die Form f' wiederum ist genau dann isotrop, wenn fiir das Hilbert-Symbol (—as /a1, —as/a1), =
(—aias,—aras), = 1 gilt. Wenn wir den Ausdruck (—aias,—aias), erweitern, erhalten wir durch
Anwendung von Proposition 3.5, insbesondere von 5., und der Bilinearitat des Hilbert-Symbols, dass

(_a1a27 _a1a3)p = (_17 _1)19(_17 al)p(_la aQ)p(_la a3)p(_1a al)p(ala al)p(ala a2)p(ala a3)p(a27 a3)p

= (-1, —a1aza3)p(—1,a1)p(a1, a1)pep(f)
= (=1, = dp(f))pep(f)-
Demnach gilt (—ajas, —aias), = 1 genau dann, wenn (—1, —d), = € ist.

n = 4: Die Form f(X) = a1 X} + a2 X3 + a3 X3 + a4 X} ist nach Korollar 4.15 genau dann isotrop,
wenn die beiden Formen g(X) := a; X? + a2 X3 und h(X) := —a3 X2 — a4 X} ein gemeinsames Element
r € Q, darstellen. Da wir diesen Satz schon fiir den Fall n = 3 bewiesen haben, welcher fiir den
Fall n = 2 im Korollar 4.27 verwendet wird, konnen wir das Korollar hier auf g und h anwenden. Die
Form f ist demnach genau dann isotrop, wenn fiir ein € Q) gilt, dass (z,—d,(g)), = €,(g) und
(x,—dp(h))p = €,(f), also genau dann, wenn

(.17, _a1a2)p = (a17a2)p und (a:v _a3a4)P = (—Clg, _a4)P'

Sei A die Menge der Elemente in Q., welche die erste Bedingung erfiillen, und B die Menge der Elemente,
welche die zweite Bedingung erfiillen. Dann ist f genau dann isotrop, wenn ANB # () ist. Der umgekehrte
Fall, und zwar AN B = (), gilt nach Lemma 4.25 genau dann, wenn

ajaz = azayg und (ag,a2), = —(—ag, —a4)p.

Ersteres impliziert, dass d = (aja2)? = 1. Ist dies der Fall, folgt daraus unter Verwendung von (a,a), =
(=1, a)p, dass

p(azaa3a4)p(03aa4)p

a3ay, azay)p

—1,aza4),

-1, —aza4)p(—1,-1),

ay,az)p(as,as)p(—1,a4)p(—1, —az)p(—=1,-1),

—~ o~~~

Q
iy
Q
v
3
|
D
w
|
Q
i
v
bS]
~~
|
—
—
~
=

gilt. Die zweite Bedingung (a1, as), = —(—as, —a4), ist demnach zu € = —(—1, —1),, dquivalent. Damit
f isotrop ist und dadurch AN B # ), diirfen nicht beide Bedingungen gleichzeitig erfiillt sein. Somit ist
f genau dann isotrop, wenn d # 1 gilt, oder d =1 und € = (-1, —1),,.

n > 5: Wenn wir fiir n = 5 zeigen konnen, dass alle quadratischen Formen iiber @, von Rang 5 isotrop
sind, so impliziert dies automatisch, dass alle Formen von Rang > 5 auch isotrop sind, denn wir kénnen
fiir eine Form f(X) = a1 X7 +... 4 a, X2 einfach eine nichttriviale Losung (z1,...,25,0,...,0) € (Q,)"
finden. Sei somit f(X) = a; X? + ...+ asX? eine Form von Rang 5.

Nach Lemma 4.25 existieren fiir ein gegebenes a € Q' genau 27~1 verschiedene Elemente b modulo

*2, sodass die Gleichung Z2 —aX? — bY? = 0 eine Lésung hat. Demnach stellt die Form Z% —aX? und
folglich jede beliebige quadratische Form von Rang 2 iiber @,/ Q;Q genau 2"~ und somit mindestens 2
verschiedene Elemente dar. Dasselbe gilt fiir alle Formen von Rang > 2. Folglich stellt f ein a # d € Q)

dar. Mit Satz 4.16 erhalten wir die Aquivalenz

f~aX?+yg,
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wobei g von Rang 4 ist. Aufgrund der Invarianz der Diskriminante gilt d,(g) = d/a, sie ist also ungleich
1. Da wir den Fall n = 4 fiir diesen Satz schon bewiesen haben, kénnen wir folgern, dass g aufgrund
d,(g) # 1 isotrop ist. Folglich ist auch f isotrop. Der Beweis von Satz 4.26 ist somit vollstdndig. O

5 Der Satz von Hasse-Minkowski

Nun kommen wir zum Hoéhepunkt dieser Arbeit. In diesem Abschnitt ergriinden wir, wann eine quadratische
Form f iiber den rationalen Zahlen Q die Null nichttrivial darstellt. Sei V' wieder die Menge {p €
Z| p prim} U {00}, sei Qs = R, und sei p immer eine Primzahl. Alle quadratischen Formen in diesem
Abschnitt werden als nichtausgeartet und mit Koeffizienten in Q angenommen.
Sei
f~a1Xf+...+anX,2L

mit a; € Q eine solche quadratische Form. Wir konnen f durch die Injektion Q — Q, als quadratische
Form f, in @, betrachten und ihre Eigenschaften iiber diesen Kérpern ebenfalls analysieren. Die Invarianten
von f, bezeichnen wir als d,(f) := dy(fy) und €,(f) := €,(fy). Durch die Produktformel vom Satz 3.11

erhalten wir die Relation
H € (f) =1.

veV

Die Diskriminante von f iiber Q bezeichnen wir ohne Index mit d(f) € Q) /Q)*. Die Signatur (r,s)
der reellen quadratischen Form f., ist ebenso eine Invariante von f.
Nun kommen wir zum Hauptsatz dieser Arbeit.

Satz 5.1 (Hasse-Minkowski). Sei f eine nichtausgeartete quadratische Form iber Q. Die Form [ ist
genau dann isotrop, wenn die Form f, fir alle v € V isotrop ist.

Beweis. Es ist klar, dass f, fiir alle v € V' die Null nichttrivial darstellt, wenn dies auch fiir f der Fall
ist. Umgekehrt werden wir fiir den Beweis eine Fallunterscheidung fiir den Rang n von f machen. Wir
schreiben f als

f=a Xl +.. . +a,X?

mit a; € Q*. Wir kénnen auferdem ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass a; = 1 ist,
da wir sonst f durch 1/a; f ersetzen koénnen, und f genau isotrop ist, wenn das fiir 1/a; f der Fall ist.
Wie in Proposition 4.13 besprochen, stellt eine Form f mit Rang n = 1 die Null nur auf triviale Weise
dar. Wir beginnen daher mit dem Fall n = 2.

en=2
Wir schreiben f = X? —aX2. Da f, die Null darstellt, ist f,, indefinit nach unserer Argumentation
in Abschnitt 4.2. Daher kénnen nicht alle Koeffizienten von f dasselbe Vorzeichen haben, und
es muss a > 0 gelten. Wir konnen den Zdhler und den Nenner der rationalen Zahl a in ihre
Primfaktoren zerlegen und a als
a = Hpvp(a)
»

schreiben. Die Form f, = X7 — a X3 stellt fiir jede Primzahl p die Null dar. Das bedeutet, fiir jede
Primzahl p existieren xy p, 22 , € Q, sodass x%p — a:rip = 0 gilt. Die Zahl a ist daher ein Quadrat
a =z} /x5, in Qp, und nach Satz 2.36 ist v,(a) somit gerade fiir alle p. Folglich ist a auch ein

Quadrat in Q, und f stellt am Punkt (X, X5) = (v/a,1) die Null dar.

en=3
Wir schreiben f = X? — aX? — bX2. Laut Proposition 4.21 kénnen wir a und b als quadratfreie
ganze Zahlen annehmen, und des Weiteren kénnen wir davon ausgehen, dass |a|eo < [bloo ist. Wir
werden mit Induktion iiber s = |a|o + |b|oo argumentieren. Fiir die Induktionsverankerung s = 2
gilt |aloo = bl = 1 und
f=X?4+ X3+ X2
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Da f, die Null darstellt, muss f.. indefinit sein. Der Fall f = X7+ X2+ X? ist somit ausgeschlossen.
In den anderen Fillen stellt f in Q die Null dar, zum Beispiel f = X? + X2 — X? am Punkt

(1,0,1) € Q3.

Wenn s > 3 ist, dann ist |b|oc > 2. Wir werden die Isotropie von f auf die einer Form f =
X? — aX? — bX? zuriickfiihren, bei der |b|o < |b|o gilt und somit die Induktionshypothese greift.

Wir notieren die Primzahlzerlegung
b=tp - ppm.

Die Zahl b ist quadratfrei, daher sind alle p; paarweise verschieden. Wir zeigen nun, dass a ein
Quadrat modulo p; fir alle i = 1,...,m ist. Sei p = p; fir ein i € {1,...,m}. Ist a = 0 (mod p),
dann ist a ein Quadrat modulo p, und wir sind fertig. Ansonsten ist a nach Korollar 2.28 eine Einheit
in Z,. Nach unserer Annahme im Satz gibt es z = (z1, %2, 73) € (Q,)3, sodass % — ax3 — bxd = 0
ist. Wir konnen nach Lemma 2.29 jedes x; als x; = p™u; schreiben, wobei n; € Z und u; € Z; ist.
Sei h := min(ny,na,n3) und y := p "z. Das neue Element y ist ebenfalls eine Nullstelle von f,,,
allerdings ist (y1,y2,ys) in (Zp)?, und fiir mindestens ein j € {1,2, 3} gilt y; € Z,; . Wir haben nun
die Gleichung y? —ay3 —by? = 0 und wissen, dass b = 0 (mod p) ist. Daher gilt 47 —ay3 = 0 (mod p).
Wir zeigen nun, dass y;,ys Z 0 (mod p) sind, und daher a ein Quadrat modulo p ist. Angenommen
yo = 0 (mod p). Dann ist auch y; = 0 (mod p), und 0 = y? — ay3 — bys = by? (mod p?). Da
vp(b) = 1 ist, muss daher p auch y3 und somit y3 teilen. Es gilt also auch y3 = 0 (mod p) und somit
ys ¢ Z,, im Widerspruch zur Definition von y. Somit gilt y» Z 0 (mod p), und da in der Gleichung
y? —ays = 0 (mod p) auch a # 0 (mod p) ist, gilt ebenso y; #Z 0 (mod p). Wir kénnen folglich
a als Quadrat a = y?/y3 (mod p) schreiben. Dies gilt fiir alle p;,i € {1,...,m}, folglich ist a ein
Quadrat in [];", Z/p;Z. Nach dem Chinesischen Restsatz (Lemma 3.12) gilt [/, Z/p;,Z = Z]VZ,
und somit ist a auch ein Quadrat modulo b.

Da a ein Quadrat modulo b ist, gibt es zwei ganze Zahlen q, ¢ € Z, sodass
¢® =a+ be.

Wir kénnen ¢ in {0,1,...,]|b — 1|} wihlen, da wir dadurch entstehende Differenzen durch die
Wabhl von ¢ ausgleichen konnen. Ist ¢ > |b/2|c, 0 gilt k := |bloo — ¢ < |b/2|00 und

@ = (|blos — k)% = b2, — 2|block + & = k2 (mod b).

Wir kénnen also ¢ durch k ersetzen, wenn wir ¢ entsprechend anpassen. Somit kénnen wir ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit ¢ so wihlen, dass |q|e < [b/2|c ist. Wir erhalten bc = ¢> —a =
¢ —a-12mit 1, € Z C Q, fiir alle v € V. Somit liegt bc in der Normgruppe N, beziiglich Q,.
Nach Proposition 3.4 folgt, dass das Hilbertsymbol (a, bc), = 1 fiir alle v € V' ist. Von Proposition
3.5 wissen wir, dass 1 = (a, bc), = (a,b),(a,c), gilt. Das heifit, f = X7 —aX3 — bX3 stellt die Null
genau dann iiber Q, dar, wenn f’ = X? —aX3 — ¢X3 auch die Null darstellt. Insbesondere folgt
daraus, dass f], fiir alle v € V' die Null darstellt. Aufserdem ist

|q2|oo +|ao
1b]oo

¢ —a
lcfoo = | b loo < < |bloos

da |qles < 16/2]00s |aloc < |bloo und |bloe > 2 ist. Des Weiteren konnen wir ¢ = bd? schreiben,
wobei b und d ganze Zahlen sind, b quadratfrei und |b|oe < |b|oo ist. Folglich kénnen wir die
Induktionshypothese auf die Form f = X2 —aXZ? — bX? anwenden, welche dquivalent zu f ist. Die
Form f’ stellt daher die Null dar, und somit auch f.

n=4%
Wir schreiben f = (aX? + bX3) — (¢X3 + dX3;) = g—h. Fiir v € V ist f, isotrop iiber Q,. Nach
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Korollar 4.15 ist dies dquivalent dazu, dass fiir alle v € V ein Element z, € Q, existiert, welches
von der Form g, als auch von h, dargestellt wird. Darauf kénnen wir nun die Bedingungen von
Korollar 4.27 fiir n = 2 anwenden, und sehen, dass

(24, —ab)y = (a,b)y, =: €1, und (2, —cd)y, = (¢,d)y =: €24

gilt. Dank Satz 3.11 wissen wir, dass [[,cy €1,0 = 1 = [[,¢y €2,0 gilt, und dass fiir fast alle v die
Werte €; , und ez, gleich 1 sind. Damit sind alle drei Bedingungen von Satz 3.15 erfiillt, sodass
ein z € Q* existiert mit der Eigenschaft

(z, —ab), = (a,b), und (z, —cd), = (¢,d), fir allev € V.

Wir wenden hier Korollar 4.27 fiir n = 3 abermals an, und erhalten, dass die Form g,(X) =
aX? + bX? das Element z € Q* darstellt. Daraus folgt, dass die Form g,(X) := aX? 4+ bX3 — 22>
isotrop in Q, fiir alle v € V ist. Nach dem obigen Beweis fiir den Rang n = 3 ist diese Form auch
in Q isotrop, und g(X) = aX} + bX2 stellt z iiber Q dar. Wir wenden dasselbe Argument auf die
Form h,(X) = ¢X2 +dX7? an und erhalten gleichfalls, dass h(X) = ¢X2 +dX} das Element z iiber
Q darstellt. Nach Korollar 4.15 ist somit f = g—h isotrop.

n>>5
Wir schreiben f in der Form

f= (X} +asX3) = (a3X3 + ... +a,X2) = g—h,

wobel wir ohne Beschriankung der Allgemeinheit annehmen kénnen, dass a; € Z gilt. Wir fiithren
eine Induktion nach dem Rang n durch. Die Induktionsverankerung ist durch den eben bewiesenen
Fall n = 4 gegeben. Die Form f, stellt die Null dar, daher gibt es ein Element z, € Q,, welches
sowohl von g, als auch h, dargestellt wird. Wir werden nun ein Element z € Q finden, welches
ebenfalls von g, und h, fiir alle v € V dargestellt wird. Sei z, = (2¥,...,22) € (Q,)", sodass

ar(z¥)? + ax(23)* = 2, = az(x)* + ... + ap(z2)?.
Sei S := {2,00} U {p prim | p teilt mindestens ein a; mit i = 3,...,n} eine endliche Untermenge
von V. Durch die simultane Approximation aus Satz 3.14 koénnen wir z§ und z3 simultan fiir
alle s € S durch rationale Zahlen approximieren. Somit finden wir z;,2» € Q, sodass ai(z1)? +
az(z2)? = z fiir alle s beliebig nahe bei z, liegt. Nach Korollar 2.37 gilt dann, dass 2/z; € Q2
ist. Sei cs € QX eine Wurzel von z/z;. Folglich wird z = z,¢? ebenfalls iiber Qs durch die Form
hs(X) = a3(X3)? + ... + a,(X,,)? dargestellt, und zwar an der Stelle (z§cs, ..., z5cs).

Aus der Konstruktion der Zahl z folgt, dass sie von g iiber Q dargestellt wird. Nun miissen wir
noch zeigen, dass z auch fiir alle restlichen v ¢ S von h, und folglich auch iiber Q dargestellt wird.
Fiir n > 6 ist der Rang von h grofer als 4, somit stellt h, nach Korollar 4.27 die Zahl z dar. Sei also
n = 5. Fir v ¢ S sind die Koeffizienten —as, —a4, —as der Form h,, in Z.¢, da fiir sie v, (a;) = 0 gilt.
Folglich werden sie modulo Q? durch einen quadratischen Nichtrest u oder durch 1 repriisentiert
(siche Beweis von Lemma 3.6). Aus Satz 3.8 erhalten wir die Werte des Hilbert-Symbols und somit

€y (h) = (—as, —aq)y(—as, —as)y(—a4, —a5), =1-1-1=1.

Ebenso liegt d,, (h) = —azaqas in Z.°, und wir erhalten aus demselben Satz 3.8, dass (—1, —d, (h)), =
1 = ¢,(h) gilt. Nach Korollar 4.27 fiir n = 5 stellt h, demnach die rationale Zahl z fiir alle v ¢ S
dar. Somit stellt h, fiir alle v € V die Zahl z € Q dar, und i = h—2Z? ist iiber Q, isotrop. Die
Form h hat Rang n — 1, und nach unserer Induktionsannahme ist h auch iiber Q isotrop. Damit
stellt h iiber Q das Element z dar. Ebenso ist die Form § = g—2zZ? fiir alle v iiber Q, isotrop. Sie
hat Rang 3, somit ist sie, da wir den Satz fiir n = 3 schon gezeigt haben, auch {iber Q isotrop. Es
stellen folglich sowohl h als auch g iiber Q das Element z dar, und demzufolge ist f = g—h isotrop.

O
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5.1 Korollare und Erweiterungen

Korollar 5.2. Sei a € Q eine rationale Zahl. Dann stellt eine quadratische Form f die Zahl a genau
dann dber Q dar, wenn sie diese fir alle v € V 1iiber Q, darstellt.

Beweis. Sei f eine quadratische Form iiber QQ vom Rang n. Stellt die Form f die Zahl a iiber Q dar, so
ist dies auch fiir f, fiir jedes v € V' der Fall. Stellt umgekehrt f, fiir jedes v € V' die Zahl a dar, so sind
die Formen f, —aZ? {iber Q, isotrop. Nach dem Satz von Hasse-Minkowski ist somit auch f —aZ? iiber
Q isotrop, das heifit, es gibt einen Vektor (z,2) := (x1,...,%s,2) € Q**1\{0}, sodass f(z) —az? =0
gilt. Ist z # 0, so stellt f an der Stelle (z1/z,...,2,/z) das Element a dar. Gilt hingegen z = 0, so ist f
isotrop und stellt nach Satz 4.14 alle Elemente in Q und somit auch a dar. O

Korollar 5.3. Eine quadratische Form f von Rang > 5 stellt die Null iiber Q genau dann dar, wenn sie
indefinit ist.

Beweis. Sei f eine indefinite quadratische Form iiber Q. Aus Satz 4.26 folgt, dass f fiir alle Primzahlen
p iber Q, die Null darstellt, und aus der Indefinitheit folgt, dass f die Null {iber den reellen Zahlen
darstellt. Aus dem Satz von Hasse-Minkowski folgt das Resultat.

Umgekehrt kann eine Form f nur dann iiber Q die Null darstellen, wenn sie indefinit ist. O

Korollar 5.4. Sei f eine quadratische Form iiber Q von Rang n. Angenommen, es ist n = 3, oder es
giltn =4 und d(f) =1, und f stellt die Null iber Q, fir alle v € V bis auf ein vg € V' auf nichttriviale
Weise dar. Dann ist f isotrop iber Q.

Beweis. Sei f eine quadratische Form iiber Q von Rang n, welche die Null iiber Q, fiir alle v € V bis
auf ein vy nichttrivial darstellt. Ist n = 3, so folgt aus Satz 4.26, dass fiir alle v # vy die Gleichung
(=1, —=d(f))y = €, (f) gilt. Aus der Produktformel in Satz 3.11 folgt fiir den fehlenden Index v, dass

(-L=d(fw =[] L-d)e= ][] ef)=cnlf.

vEV,v#vg vEV,v#£v0

Nach Satz 4.26 ist auch f,, isotrop, und mit dem Satz von Hasse-Minkowski folgt auch, dass f isotrop
ist.

Ist n =4 und gilt d(f) # 1, so ist nach Satz 4.26 die Form f,, und folglich auch die Form f isotrop.
Ist hingegen d(f) = 1, so miissen wir nach Satz 4.26 zeigen, dass (—1,—1),, = €,,(f) gilt. Dies folgt
analog zum Fall n = 3 aus der Produktformel des Hilbert-Symbols. Dadurch gilt auch hier, dass f, und
somit f isotrop ist. O

Natiirlich ist der Satz von Hasse-Minkowski zur Untersuchung quadratischer Formen {iber Q nur
dann niitzlich, wenn wir Aussagen iiber deren Isotropie iiber den Kérpern Q, machen kénnen. Durch das
Hilbert-Symbol und die Kriterien in Satz 4.26 haben wir dafiir sehr gute Werkzeuge zur Verfiigung. Wir
illustrieren eine konkrete Anwendung des Satzes von Hasse-Minkowski an einem Beispiel.

Beispiel 5.5. Betrachten wir die Form f(X) = X? —2Y?% — 7Z2. Fiir v € V ist f, genau dann isotrop,
wenn das Hilbert-Symbol (2,7), = 1 ist. Da f indefinit ist, eriibrigt sich der Fall v = co. Aus Satz 3.8

erhalten wir (2,7), = 1 fiir p # 2,7, sowie (2,7)2 = (—1)7251 = (=1)¥ = 1. Nach Korollar 5.4 miissen
wir den Wert von (2,7)7 nicht mehr berechnen, da wir schon fiir alle bis auf ein v € V gezeigt haben,
dass f, isotrop iiber Q, ist, und sich der letzte Fall somit automatisch ergibt. Daher sind die Formen
fv fiir alle v € V isotrop, und es existiert eine nichttriviale Nullstelle iiber Q fiir die Form f. Leider ist
der Satz von Hasse Minkowski nicht konstruktiv, aber in diesem Fall findet man noch leicht selbst eine

Nullstelle — zum Beispiel erfiillt (z,y, z) := (3,1,1) die Bedingung.

Der Satz von Hasse-Minkowski kann erweitert werden, sodass er fiir quadratische Formen iiber
beliebigen Zahlkorpern, d.h. {iber endlichen Korpererweiterungen von Q, gilt. Die Formulierung lautet
dann folgendermafsen.
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Satz 5.6. Sei f eine quadratische Form iber einem Zahlkérper K. Dann ist f genau dann tiber K isotrop,
wenn f dber alle Vervollstindigungen von K isotrop ist.

Der Beweis dieser Version des Satzes geht allerdings iiber das Ausmafs dieser Arbeit hinaus.

Der Satz von Hasse-Minkowksi kann jedoch nicht auf Formen vom Grad > 3 ausgeweitet werden. So hat
zum Beispiel der norwegische Mathematiker Ernst Sejersted Selmer in einer Arbeit von 1951 bewiesen,
dass die Gleichung 3X? +4Y3 4 5Z% = 0 zwar eine nichttriviale Losung in allen Q, hat, aber nicht in Q
(siehe [10] S. 205).
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