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1 Symmetrie

Unter Symmetrie versteht man eine Operation, unter der ein Korper, ein
Bild, oder ein Objekt der abstrakten Anschauung in sich iibergeht. Die Ope-
ration kann zum Beispiel eine Spiegelung, eine Drehung, oder eine Verschie-
bung (Translation) sein. In hoheren Dimensionen sind auch kompliziertere
Kombinationen solcher Operationen moglich.

Symmetrie ist eines der fundamentalen Gestaltungsprinzipien der Welt.
Fiir diese Rolle ist es einerlei, ob eine vollstdndige Symmetrie vorliegt oder
ob vielleicht—als Gegenpol—das Fehlen der Symmetrie besonders heraus-
sticht. Zur Einstimmung in diesen Themenkreis zeige ich Thnen einige wenige
Beispiele von Symmetrie aus der belebten Natur.

Folie 1 zeigt eine Bliite der Passionsblume. Fiinf von ihren Bliitenblédttern
liegen etwas vor den iibrigen fiinf. Wenn wir nun die Bliite so drehen, zum
Beispiel im Uhrzeigersinn, dass jedes der vorderen Bliitenblédtter auf ein be-
nachbartes vorderes Blatt zu liegen kommt, so geht die ganze Bliite im we-
sentlichen in sich iiber. Thre Lage hat sich dabei natiirlich gedndert, aber
wenn wir diese Operation fiinfmal ausgefiihrt haben, ist die Ausgangslage
wieder erreicht. Man sagt: die Bliite besitzt eine fiinfzdhlige Drehsymmetrie.

Folie 2 zeigt ebenfalls eine fiinfzdhlige Symmetrie anhand einer sich o6ff-
nenden Samenkapsel der Blumenbachia hieronymi (Loasaceae). Die Zahl 5
als Drehordnung wird uns im folgenden noch besonders beschéiftigen, aber
zunéchst ein paar weitere Beispiele.

Auf Folie 3 ist nicht, wie man denken konnte, ein Zahnrad zu sehen, son-
dern ein Querschnitt durch einen Winter-Schachtelhalm. Die Ordnung seiner
Drehsymmetrie ist 27 = 33; ob diese Zahl hier eine bestimmte Signifikanz
besitzt, weiss ich allerdings nicht.

Folie 4 zeigt die partielle Regelmaéssigkeit der Bliitenanlage des Génse-
bliimchens. Die Gesamtkonstellation besitzt hier keine echte Symmetrie; nur
lokal ist eine solche in Ansétzen erkennbar. Dieser Aspekt, ebenso wie gewisse
Prinzipien im Pflanzenwachstum, welche fiir die Bildung dieser Anordnung
verantwortlich sind, haben subtile Gemeinsamkeiten mit Aspekten von Qua-
sikristallen, die ich nachher diskutieren werde.

Folie 5 zeigt einen Querschnitt durch eine Bienenwabe. Diese hat nicht



nur Drehsymmetrien, zum Beispiel der Ordnung 6 um den Mittelpunkt jedes
Sechsecks, sondern auch Translationen in mehr als einer Richtung der Ebene.

In jedem der genannten Félle entspringt die Symmetrie nicht primér ei-
ner Laune der Natur, sondern hat eine Ursache. Denn die Anforderung, mit
moglichst geringen Ressourcen eine moglichst grossen Nutzen zu erzielen,
erzwingt oft eine besondere Ordnung und damit eine spezielle Symmetrie.

Auch in der Mathematik spielt Symmetrie eine wesentliche Rolle, denn
als Grundprinzip gilt: Man untersucht mathematische Objekte dadurch, dass
man ihre Symmetrien klassifiziert. Ein schon in der Antike bekanntes Bei-
spiel ist die Klassifikation der regelméssigen Polyeder, der sogenannten pla-
tonischen Koérper, die auf Folie 6 zu sehen sind. Jeder dieser Korper besitzt
nur endlich viele Symmetrien; die genaue Anzahl ist auf der Folie angegeben.
Wie man sieht, ist nur fiir den Ikosaeder und den Dodekaeder diese Anzahl
durch 5 teilbar. Das héngt damit zusammen, dass nur diese beiden platoni-
schen Korper eine Drehsymmetrie der Ordnung 5 besitzen. Beim Ikosaeder
zum Beispiel ist dies die Drehung um eine Achse, welche durch zwei einander
gegeniiberliegende Eckpunkte geht. An jeder Ecke stossen genau 5 dreieckige
Seitenflichen zusammen; jede davon wird durch die Drehung um 72° auf die
néchste abgebildet.

2 Kiristalle

Ein klassisches Beispiel von Symmetrie in der Physik sind die Kristalle. Ein
Kristall im Sinne der Physik ist dabei eine stabile periodische Anordnung von
Atomen. Das Wort periodisch bedeutet, dass die Anordnung unter Transla-
tionen in geniigend viele unabhingige Raumrichtungen in sich iibergeht. Fiir
ein mathematisches Modell wird man die Atome einfach als Punkte im Raum
ansehen; dann kann man auch die Einschrankung auf den uns umgebenden
dreidimensionalen Raum fallenlassen. Ein Kristall im Sinne der Mathematik
ist also eine Teilmenge des n-dimensionalen Raums, welche invariant unter
Translationen in n unabhingige Raumrichtungen ist. In der Ebene ist also die
folgende Menge ein Kristall, wenn man sie sich in alle Richtungen regelméssig
fortgesetzt vorstellt:



Denkbare Punktmengen eines Kristalls sind auch auf der linken Seite von
Folie 7 zu sehen (auf die rechte Seite kommen wir spéter zuriick). Folie 8
illustriert einen kubischen Kristall der Dimension drei. Die Stiitzstébe die-
nen hier der besseren Visualisierung; fiir unsere Zwecke sollte man sie sich
wegdenken.

Zusétzlich zu Translations-Symmetrien kann ein Kristall auch Drehsym-
metrien besitzen. Zum Beispiel ist die auf Folie 7 unten links gezeigte Menge
invariant unter einer Drehung um 60°, also einer Drehung der Ordnung sechs.

Weiter ist jedes Kristallgitter L selbstdhnlich, das heisst, es gilt k- L C L
fiir jede ganze Zahl k. In dem obigen Beispiel kann man sich das fiir £ = 2
so vorstellen, dass man in jede Richtung nur jeden zweiten Punkt auswéhlt:

® . ® . ® . ® .

Die so entstehende Menge ist einerseits eine Teilmenge der urspriinglichen;
andererseits kann man sie auch erhalten, indem man die urspriingliche Menge
in alle Richtungen um den Faktor 2 streckt. Die Kombination dieser beiden
Eigenschaften macht die Selbstédhnlichkeit aus.

Nun gilt der folgende fundamentale Satz, die sogenannte kristallographi-
sche Restriktion:

Satz: Ein Kristall der Dimension < 3 kann nur Drehsymmetrien der
Ordnung 2, 3, 4, oder 6 besitzen.

Da der Tkosaeder eine fiinfzidhlige Drehsymmetrie besitzt, kann also kein
realer, also dreidimensionaler, Kristall den Symmetrietyp des Ikosaeders be-
sitzen. Mathematisch sagt man: Die Ikosaedergruppe kann nicht Symmetrie-
gruppe eines Kristalls der Dimension drei sein.
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3 Eine Beziehung zur Zahlentheorie

Fiir den obigen Satz gibt es verschiedene Beweise; ich mochte hier seine
Beziehung zur Zahlentheorie erldutern.

Definition: Eine Zahl x heisst algebraisch, falls sie eine Gleichung der
Form

(%) 24,2 HacxF+ag=0

erfiillt mit rationalen Zahlen ag, aq, ..., ap_1.

Definition: Ist x algebraisch, so heisst eine Zahl 2’ algebraisch konjugiert
zu x, falls jede Gleichung der Form (*), die fiir = gilt, auch fiir 2’ anstelle
von z erfiillt ist.

Zum Beispiel sind die Zahlen # und 1_2\/5 algebraisch, denn beide
erfiillen die Gleichung 22 — z — 1 = 0. Sie sind ausserdem algebraisch konju-
giert zueinander. Das hingt damit zusammen, dass die iibliche Wahl von v/5
als positive Quadratwurzel eben nicht allein auf Gleichungen mit rationalen
Zahlen beruht, sondern zusétzlich auf der Ungleichung v/5 > 0, worin eine
etwas andere Art von Information liegt. Die genannten Zahlen liegen auf der

Zahlengeraden wie folgt:

—0,618... =125 LY5 —1,618...

|
|
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Sei nun L ein Gitter der Dimension zwei, sei 0 ein Punkt in L, und seien
u und v zwei Erzeugende von L:

.._zf. O./U. lﬁ. ..



Jeder Gitterpunkt lésst sich von dem Punkt 0 aus erreichen, indem man
eine bestimmte Anzahl von Schritten in die Richtung von u oder seiner ent-
gegengesetzten Richtung —u geht, und danach eine bestimmte Anzahl von
Schritten in die durch v oder —v gegebene Richtung.

Ist a eine Drehung um 0, welche L in sich iiberfiihrt, so folgt fiir die Bilder
der Erzeugenden

alu) = au+ b,
a(v) = cu+dv,

fiir gewisse ganze Zahlen a, b, ¢, d. Aufgrund des Satzes von Cayley-Hamilton
(aus der Vorlesung Lineare Algebra I) gilt daher die folgende Gleichung:

(#) o®—(a+d) a+ (ad —be) = 0.

(Dass wir dabei « als eine Zahl auffassen konnen, ist eine Folge des ab-
strakten Standpunkts der modernen Mathematik.) Es gilt nun das folgende
zahlentheoretische Resultat:

Satz: Nur Drehungen der Ordnung 2, 3, 4, oder 6 kénnen eine Gleichung
der Form (#) erfiillen.

Auf den Beweis dieser Aussage mochte ich hier nicht weiter eingehen. Sie
ist eine direkte Folge der Tatsache, dass fiir n = 5 oder n > 7 der Koérper der
n-ten Einheitswurzeln den Grad > 4 {iber den rationalen Zahlen hat, was in
einer typischen Algebra-Vorlesung bewiesen wird. Mit denselben Methoden
kann man die moglichen Drehordnungen von Kristallen beliebiger Dimension
bestimmen.

Der Beweis liefert auch feinere Aussagen des folgenden Typs: Ist a eine
Symmetrie der Ordnung 5 eines Kristalls, so gibt es eine Ebene, auf der « eine
Drehung um 72° ist, und eine dazu senkrechte Ebene, auf der a eine Drehung
um 144° ist. Insbesondere muss also die Dimension des Raums mindestens
2+ 2 =4 sein.



4 Pflasterungen

Kehren wir fiir einen Augenblick zu Kristallen in der Ebene zuriick. Wenn
wir jeweils benachbarte Punkte eines solchen Kristalls durch geeignete Li-
nien miteinander verbinden, so erhalten wir eine Aufteilung der Ebene in
kompakte Bausteine, in dem folgenden Beispiel also in Parallelogramme:

S S S S S )
S S S S S S )
AV A S,
AVAVSYSASS,

Jede solche Aufteilung der Ebene nennt man eine Pflasterung. Kristalle
entsprechen periodischen Pflasterungen, und bei diesen hat jeder der unend-
lich vielen Bausteine nur eine von endlich vielen moglichen Formen. Peri-
odische Pflasterungen sind sehr verbreitet; hochstwahrscheinlich sehen Sie
tagtiglich Ausschnitte davon in Threm Badezimmer, auf dem Gehweg, auf
dem Karopapier, und so weiter. Die Rédnder der Bausteine miissen nicht not-
wendigerweise gerade sein, sie miissen nur liickenlos zusammenpassen. Solche
Pflasterungen kénnen Sie zum Beispiel auf dem Boden der Gullschen Ehren-
halle in der Mitte des Hauptgebdudes der ETH finden. Der niederldndische
Kiinstler Maurits Escher (1898-1972) hat viele ansprechende Muster auf die-
sem Prinzip entwickelt, wie zum Beispiel dasjenige auf der vorderen Um-
schlagseite.

Was hier in Dimension zwei erkldrt wurde, gilt entsprechend in jeder
hoheren Dimension. Zum Beispiel ist eine , Pflasterung® in Dimension drei
eine liickenlose Zerlegung des Raumes in einzelne kompakte Korper, zum Bei-
spiel in Polyeder. Nur ist es fiir uns Menschen schwer, eine solche Zerlegung
zu visualisieren.



5 Die Penrose-Pflasterung

Im Jahr 1974 konstruierte Roger Penrose eine bestimmte Pflasterung der
Ebene, von der ein Ausschnitt auf der hinteren Umschlagseite zu sehen ist,
dargestellt mit echten Kacheln. Sie besteht aus Bausteinen von nur zwei ver-
schiedenen Formen und weist eine fiinfzéhlige Drehsymmetrie auf. In der
Abbildung liegt der Drehpunkt in einem gelben Stern in der unteren rech-
ten Hélfte des Bildes. Aufgrund dieser Drehsymmetrie und des Satzes aus
Abschnitt 2 kann die Pflasterung nicht periodisch sein.

Folie 9 zeigt das Linienmuster eines grosseren Ausschnitts, Folie 10 eine
um den Faktor HT‘/E verkleinerte Penrose-Pflasterung; bei beiden liegt der
Drehpunkt in der Mitte. Legt man beide Folien aufeinander, so erkennt man,
dass jede Ecke der groberen Pflasterung auch eine Ecke der feineren Pflaste-
rung ist. Das Bildungsprinzip, wie man durch Hinzunahme neuer Eckpunkte
und Umarrangieren der Kanten eine feinere Penrose-Pflasterung erzeugen
kann, ist auf Folie 11 dargestellt. Dies ist die gleiche Art von Selbstihnlich-
keit wie bei Kristallen, nur dass in diesem Fall der Streckungsfaktor eine
irrationale Zahl ist.

Erinnern wir uns nun fiir einen Augenblick daran, dass ein Kristall im
Prinzip nur aus einer Menge von isolierten Punkten besteht. Denn die hypo-
thetischen Verbindungslinien zwischen benachbarten Atomen in einem realen
Kristall besitzen keine physikalische Realitét. Natiirlich bekommt man aus ei-
ner periodischen Pflasterung einen Kristall, indem man alle Kanten wegléasst
und nur die Eckenmenge beibehélt. Was geschieht, wenn man das Entspre-
chende mit der Penrose-Pflasterung macht?

Die Eckenmenge der Penrose-Pflasterung ist ein Beispiel fiir einen Qua-
sikristall; ein Ausschnitt davon ist auf Folie 12 zu sehen. Anders als bei
einem Kristall erkennt man hier auf den ersten oder zweiten Blick keine Re-
gelméssigkeit. Es fillt lediglich auf, dass der Abstand zweier benachbarter
Punkte nie wesentlich von einem bestimmten Mittelwert abweicht, wie man
es ja von einem dichten Arrangement realer Atomen erwarten darf. Dasselbe
gilt zwar auch in einer Fliissigkeit oder einem Glas, aber davon abgesehen ist
bei diesen die Anordnung im wesentlichen zufillig. Im vorliegenden Fall wird
aber durch Hinzufiigen der Kanten, indem man Folie 13 dariiberlegt, plotz-
lich ein gewisses Bildungsprinzip sichtbar. Aus grosserer Entfernung kann
man auch an der Eckenmenge allein eine Struktur erkennen: Wie auf Fo-



lie 14 zu sehen, neigen die Punkte dazu, sich bevorzugt entlang bestimmter
Richtungen anzuordnen, deren Winkel zueinander hier jeweils Vielfache von
36° betragen.

Die Drehordnung 5 ist nicht die einzige, fiir die eine solche seltsame Pfla-
sterung existiert. Es gibt Pflasterungen mit 8- oder 12-zédhliger Symmetrie,
und auch héhere Ordnungen sind prinzipiell moglich. Folie 15 zeigt eine Pfla-
sterung mit 8-facher Symmetrie.

Bald nach Penrose konstruierte Ammann eine Pflasterung des dreidimen-
sionalen Raums, welche dieselbe Symmetrie wie ein ITkosaeder besitzt und
dabei aus zwei verschiedenen Typen von Parallelopipeden besteht. Wie im
ebenen Fall folgt, dass diese Pflasterung nicht periodisch sein kann. Sie ist
wiederum selbstdhnlich. Die einzelnen Bausteine und zwei mogliche lokale
Anordnungen sind auf Folie 16 zu sehen. Folie 17 zeigt eine ungefdhr ebene
Schicht dieser Pflasterung unter Zentralprojektion. Die Eckenmenge dieser
dreidimensionalen Pflasterung ist wieder ein Beispiel eines Quasikristalls.

6 Reale Quasikristalle

Im Jahr 1984 gelang es Physikern zum ersten Mal, bewusst einen realen Qua-
sikristall herzustellen. Bei der damals entwickelten Methode wird eine fliissige
Metall-Legierung (MnFeCr, MnAl, AlCuFe,...) auf eine Fldche gespritzt, wo
sie sich so schlagartig abkiihlt, dass die Atome keine Zeit finden, sich zu ei-
nem klassischen Kristall anzuordnen. Unter bestimmten Bedingungen ist das
energetisch giinstigste Arrangement dann ein Quasikristall. Das so erhaltene
Material ist aber in der Regel thermisch nicht stabil; bei Erwarmung geht es
von selbst in eine kristalline Phase iiber.

Spéter lernte man auch stabile Quasikristalle zu ziichten, z.B. aus LiCu-
Al. Amiisanterweise war eines dieser Materialien bereits seit dem Jahr 1955
bekannt; man konnte sich damals nur dessen Symmetrieeigenschaften nicht
richtig erkldren. Diese stabilen Quasikristalle konnen einen Durchmesser von
bis zu mehreren Zentimetern erreichen; ein paar Beispiele sind auf den Folien
18 und 19 abgebildet.



7 Das Beugungsbild

Woran erkennt man nun einen Quasikristall? Genau wie bei klassischen Kri-
stallen an seinem Beugungsbild. Dafiir bestrahlt man die Materialprobe mit
Photonen, Elektronen, oder Neutronen; diese werden auf bestimmte Weise
abgelenkt und ergeben auf einem Schirm, zum Beispiel einer photographi-
schen Platte, ein charakteristisches Muster:

Amplitude im
Beugungsbild

Strahl

Schirm

Dabei tritt jede Symmetrie der Probe, in etwas modifizierter Form, stets
auch als Symmetrie des Beugungsbilds auf. Insbesondere ist das Beugungs-
bild jedes Kristalls wieder periodisch, wie man auf der rechten Seite von
Folie 7 erkennen kann. Auch die Drehsymmetrien iibertragen sich auf das
Beugungsbild, wie in dem unteren Beispiel von Folie 7. Ausserdem besteht
das Beugungsbild eines Kristalls aus isolierten scharf definierten Mazxima.
Das Beugungsbild eines amorphen Materials ist dagegen kontinuierlich.

Das Beugungsbild eines Quasikristalls dhnelt auf den ersten Blick dem
eines Kristalls. Ein Beispiel ist auf Folie 20 zu sehen. Es besitzt wieder
die fiinfzdhlige Symmetrie des Ausgangsmaterials und besteht aus einzel-
nen hellen Punkten. Allerdings sind diese nur scheinbar isoliert voneinander.
In Wirklichkeit kann man mathematisch beweisen, dass das Beugungsbild
aus einzelnen Peaks besteht, die dicht in der Ebene liegen. Die Amplitude
der Peaks geht aber lokal so schnell gegen Null, dass in der Praxis nur ei-
ne diskrete Punktmenge iiber der gegebenen Messungenauigkeit liegt. Auf

10



Folie 21 ist die Amplitudenverteilung im eindimensionalen Fall noch einmal
graphisch dargestellt. Besonders in dem oberen Bild sieht man gut, wie die
grossen Peaks verschiedener Hohe (die wohldefinierte Abstédnde voneinander
haben) aus einem Meer von kleinen Peaks herausragen.

Das Beugungsbild eines Quasikristalls besteht also aus einzelnen Punkten
verschiedener Helligkeit, genau wie der uns umgebende Sternenhimmel. Auch
bei diesem kann man anhand der Helligkeits-Information allein nicht ohne
weiteres ausschliessen, dass es unendlich viele Sterne geben konnte. Denn je
weiter weg ein Stern sich befindet, desto weniger Licht erreicht uns von dort;
deshalb sehen wir auch bei jeder denkbaren Auflésung stets nur endlich viele
Sterne.

In der heutigen Physik werden Quasikristalle genau durch die genannten
Eigenschaften der Beugungsbilder charakterisiert:

Definition: Ein Material heisst Quasikristall, wenn seine Beugungsbilder
aus einzelnen Punkten bestehen, die zwar nicht isoliert liegen miissen, aber
deren Amplitude lokal sehr schnell gegen Null geht, und wenn das Material
nicht schon ein Kristall ist.

In dem konkreten Beispiel auf Folie 20 kann man sofort erkennen, dass es
sich nicht um einen klassischen Kristall handeln kann, denn sonst wére das
Beugungsbild ja gleichzeitig periodisch und drehsymmetrisch der Ordnung 5,
was nach dem Satz aus Abschnitt 2 unméglich ist. Unabhéngig davon konnte
das auch durch Elektronenmikroskopie bestétigt werden: die auf Folie 22
sichtbar gemachten einzelnen Atome ordnen sich auf dhnliche Weise an wie
die Punkte auf Folie 14.
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8 Mathematische Quasikristalle

Fiir die mathematische Beschreibung von Quasikristallen gibt es mehrere
nicht ganz dquivalente Moglichkeiten. Ich lege hier eine Definition von Meyer
zugrunde. Zunéchst prézisiert man die Eigenschaft, dass der Abstand zweier
benachbarter Punkte nie zu gross oder zu klein wird und dass die Punkte
sich iiber den gesamten Raum erstrecken:

Definition: Eine Menge L im n-dimensionalen Raum R"™ heisst Delone-

Menge, falls es Zahlen R > r > 0 gibt, so dass gilt:

(a) Jede Kugel vom Radius r trifft L hochstens einmal, und

(b) Jede Kugel vom Radius R trifft L mindestens einmal.

Sodann fordert man die folgende Quasi-Periodizitét:

Definition: Eine Delone-Menge L im R"™ heisst Meyer-Menge, falls eine
endliche Teilmenge F' im R"™ existiert, so dass

L—-—LCL+F,
das heisst, dass

{x—y‘x,yEL}C{x—l—z‘xeL,zEF}.

Bildlich gesprochen, geschieht hier folgendes. Fiir je zwei Punkte x und y
in L verschieben wir die Menge L so, dass x in y iibergeht. Die resultierende
Menge heisst ein Translat von L. Ist L ein Gitter, so sind alle diese Translate
gleich L. Fiir eine Meyer-Menge wird dagegen nur gefordert, dass alle diese
Translate schon in einer Vereinigung von endlich vielen Translaten enthalten
sind.

Das mathematische Aquivalent des Beugungsbilds einer Punktmenge ist
die Fouriertransformierte der entsprechenden Dirac-Distribution. Fiir sie kann
man nun die folgende mathematische Aussage beweisen:

Satz: Die Fouriertransformierte einer Meyer-Menge ist eine abzdhlbare
Summe von Dirac-Massen.

Also erfiillt jede Meyer-Menge die in Abschnitt 7 angegebene physikalische
Charakterisierung von Quasikristallen, wenn sie nicht schon periodisch ist.
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9 Quasikristalle und Pisotzahlen

Die Eckenmenge der Penrose-Pflasterung ist eine Meyer-Menge. Dariiberhin-
aus ist sie selbstdhnlich mit dem Faktor # (vergleiche Abschnitt 5). Fiir
allgemeine selbstdhnliche Meyer-Mengen hat man das folgende zahlentheo-
retische Resultat:

Satz (Meyer [15]): Sei L eine Meyer-Menge und « eine reelle Zahl
> 1 mit « - L C L. Dann ist « eine algebraische Zahl, und alle von ihr
verschiedenen Konjugierten haben Absolutbetrag < 1.

Solche Zahlen « heissen Pisot-Zahlen oder Salem-Zahlen, je nachdem,
ob alle Konjugierten Absolutbetrag < 1 haben oder eine Konjugierte mit
Absolutbetrag = 1 existiert. Die fiir viele reale Quasikristalle relevante Zahl
% eine Pisot-Zahl (vergleiche Abschnitt 3), aber auch andere Pisot-Zahlen
sind denkbar.

10 Weitere praktische Beispiele

Zum Schluss des Vortrags mochte ich noch zwei weitere Beispiele von Qua-
sikristallen aus der Praxis erwdhnen.

Folie 23 zeigt eine ebene Pflasterung mit ndherungsweiser Drehsymmetrie
der Ordnung 17. Thre Eckenmenge ist ein Quasikristall. Dieses Arrangement
hat, was das Bildungsprinzip, die Selbstdhnlichkeit und anderes betrifft, ge-
wisse Gemeinsamkeiten mit der auf Folie 4 gezeigten Bliitenanlage des Génse-
bliimchens.

Das letzte Beispiel betrifft Resonanzmuster in einer Fliissigkeit. Wahrend
der Behilter bestimmten Schwingungen oder Uberlagerungen davon unter-
worfen wird, registriert man die resultierenden Muster auf der Fliissigkeits-
oberfliache. Im einfachsten Fall von Folie 24 entstehen konzentrische Kreise,
die wohl den meisten Menschen aus eigener Erfahrung vertraut sind, zum
Beispiel von der Kaffeetasse, wenn an den Tisch gestossen wird. Andere
rotationssymmetrische Muster, wie das auf Folie 25 mit 32-z&hliger Dreh-
symmetrie, sind bereits wohlbekannt als Schwingungsmuster einer kreisrun-
den Trommel; sie werden mathematisch beschrieben mittels Besselfunktio-
nen. Auch das Entstehen sozusagen kristalliner Muster, wie des auf Folie 26,
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ordnet sich auf den zweiten Blick in die Reihe bekannter Phdnomene ein,
wenn man an die regelméssigen Bewegungsmuster von Gasen und Fliissig-
keiten bei dusserer Energiezufuhr, zum Beispiel in der Atmosphére oder in
einem Kochtopf, denkt. Dass aber auch nichtperiodische quasikristalline Mu-
ster auftreten, wie auf den Folien 27 und 28 mit 12-zéhliger Drehsymmetrie,
bleibt wirklich {iberraschend.

Leider ist es eher unwahrscheinlich, dass solche Muster mit ad-hoc-Mitteln
wie dem Wein, der bei dem nachfolgenden Apéro gereicht wird, sichtbar zu
machen sind. Ich hoffe dennoch, dass Sie dem Getrank gut zusprechen wer-
den. Ich hoffe ausserdem, dass ich Sie mit diesem Vortrag davon iiberzeugen
konnte, dass wir iiberall von interessanter Mathematik umgeben sind, die
darauf wartet, verstanden zu werden. Dabei hat insbesondere auch die Zah-
lentheorie ihren wichtigen Platz. Ich bedanke mich fiir Ihr Interesse.

Prof. Richard Pink
Departement Mathematik
ETH Zentrum

CH-8092 Ziirich

e-mail: pink@math.ethz.ch
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Geometric Forms i Nature

Comb of the honeybee. Photo: Elvia Hansen.

‘olie 5



The Regular Polyhedra
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RS

Successive decompositions of patches of tiles of the Penrose sets P2 and P3. These correspond to the
decompositions of the underlying A-tiles and B-tiles shown in Figure 10.3.14, Expanding these patches
appropriately and using the Extension Theorem (Statement 3.8.1} enables us to construct tilings with
symanetry group dS. We are indebted to Fred Lunnon for supplying these diagrams drawn by the
computer at University College, Cardiff, Wales. Another computer program for drawing a tiling by

Penrose tiles was described by Regener [1978].
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Three-Dimensional Penrose Tilings

The 1wo Ammann rhombohedra,
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Layer structure of the icosahedral quasilattice. Rhombohedra with
four edges perpendicular to a fixed face of the dodecahedron form six systems of
infinite parallel layers in the quasilattice. Shown is a single such layer in a central

projection.
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Two dodecahedral growth sha

CM-CNRS. Vitrvi,
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of graine of icosahedral AlCuFe (couriesy of
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Dendritic growth shape of icosahedral AlLiCu. Notice the pentagonal section
the main dendrite, and of the side structures {courtesy of CECM-CNRS, Vitry).
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e 20

An electron diffraction pattern in a [ivelold sym-
metry plane of the icosahedral phase of AlCryjyRug which
shows particularly jarge anisotropic shifts in the peak posi-
tions similar to Fig. 1. Also note the anisotropic broadening
of the individua! peaks.
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(d)
. Fourier transforms of different sets of structure factors calculated for an ideal -
Fibonacci-sequence: (a) all structure amplitudes with |F(H)|20.1|qu(H)!. (b} with
[F(H)| 2 0.01 | Fpy (D], and (c) with [F(HD| 20,001 [Epu(H)| . An example with missing

large structure factors 0.1 |F,,,,,(H)IZIF(H)|2 0.0l IF,,,,,(H)| , as this may be the case in real
diffraction experiments due to strong, non-correctabie extinction effects, is shown in (d).
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- 2n-disclination in a 17-quasicrystal (G8hler and Rhyner).
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Circular pattern after abrupt transition. The fiat surface becomes unstable after a rapid
imerease it the forcing acceleration a. giving rise 1o circular waves. The pattern is a result of the
croular sidewall. Once created. 1t persists indefinely.



geometry at low viscosity. A single standing-wave Bessel mode
water in a circular container of 12 cm diameter and depth 0.2% om

The infiuence of sidewall

J,, appears on the surface of
subjected to sinusoidal vertical vibration at 75 Hz.



Hexagons produced by wo-frequency {
Swi~ ¢)]. where w/in =

aleos (\X)coswwr;-‘fsin {¥1cost
opserved at the primar iransi

» 20

‘orcing. The forcing acceleration 15 fir) =
(4.6 Hz ¢ =73 and y = 45% The patiern 1

uon from the flat surface.



Quasi-pattern of twelivefold symmetry. Photograph of the pattert Q. which has long-
anee order but no spatial periodicity. The long-range order may be seen by viewing the photograph
. a glancing angle; in certain directions there are paraliel lines which traverse the container. The

arameters are as ip figures 12 and 16 with y = 637 -



Higher-freguency quasi-pattern. The existence of Q does not depend strongly on
freguency. Here w/2r = 28 Hz. ¢ = 6%.4° and y = 72°
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