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§ Zahlensysteme
» Ganze Zahlen: Z ={.. -1,0,1,2,...},

» Rationale Zahlen: Q = { ’—; ‘ p,qgEZ, q#0 },
» Reelle Zahlen: R 3> {/2,e,7,...},
» Komplexe Zahlen: C = {x+iy|x,y €R, i?= -1},

ZCQcRcC

Letztes Jahr haben Sie Analysis fiir reelle Funktionen studiert.

Wir studieren jetzt Analysis fur komplexe Funktionen,

f.C—C.



§ Komplexe Zahlen
Seiz=x+iy € C.

» x € R ist der Realteil von z

» y € R ist der Imaginarteil von z .
RcC, Ror—r+i-0e€C.
Wir definieren i€ Cals i=0+i-1.

Fur zwei komplexe Zahlen,
zZi=x1+i1, Z=X +Iiy :

Addition: z1 + 2z, = (X1 +x2) + 1 - (y1 + y2) ,
Multiplikation: z; - zo = (x1x2 — y1y2) + i - (x1y2 + xey1) |

2=(04i-1)-(0+i-1)=(0—-1)+i(0+0)=—1.

3/89



(C,+,-,0,1) ist ein (kommutativer) Korper.

C>z=x+1iy #0, dann
1 X ) y

= — - .
z X2+y2 X2+y2

Wir haben

. X . y
i) (s =i s

X

= (x—2 -y 4 +i|x e
X2+_y2 X2+y2 X2+y2

+y

X2+y2

)
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Matrixdarstellung:

e e (5 7)Mo et

y x
Fir zZn=x14+iyn, Z2=X+iy :
Addition: M(z; + z2) = M(z1) + M(z) ,
Multiplikation: M(z, - z) = M(z1) - M(z2) .

C> i + ((1) _01>:M(i) € Maty»(R) .
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Der Betrag: |-|: C — Rso, |x+iy|=/Xx>+y?,

(i) zeC, |z]=0 < z=0,
(II) Z1, 2> eC, |Zl+22| < |Zl|+|22|,

(i) 21,2 € C, |z1-z| = |z| - |z] -

(ii) ist die Dreiecksungleichung ,

(i)+(ii) = C ist ein metrischer Raum mit einer Topologie.

In der Matrixdarstellung:

z=x+ly| = 4/ Det X 7Y) = \/DetM(z) .
y X



Als metrische Raume: (C, |-|) = (R?, |- |eucid ) -
C ist vollstandig, zusammenhangend, lokal kompakt .

Wir haben offene und abgeschlossene Mengen in C.

Wichtig fiir uns ist der offene Ball mit Radius r um z € C:

B(z,r)={weC||lw—z|<r}CC,

. T .
[ “
' 1
1 ]
v '
v

F4
e S
) B(zr)
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Wir haben auch den abgeschlossenen Ball mit Radius r um z:
B(z,r)={weC||lw—z|<r}cC.

Der Rand des Balls ist ein Kreis mit Radius r um z:
OB(z,r)={weC||lw—z|=r}cC.

Wir haben B(z,r) = B(z,r) U 0B(z,r) .

Fur einen Ball ist der Radius r immer positiv.



Sei z € C mit |z| = r.

Wir haben viele Moglichkeiten um z zu schreiben:

z = x+liy
= |z] - (cos(6) + i sin(6))
= rcos(9) + ri sin(6)
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Komplexe Konjugation: z=x+1iy — Z=x—1Iy
> 1 t+t=2+2,
>z =212,
> Re(z) = Xz +2),
> Im(z) = 5:(z—2)

> |z|=Vz-Z.
z=x+iy = Re(z) = x und Im(z) =y,

z = Re(z) +ilm(z) ,

I
o
i
N
I
NI

zeRcCcC & Im(2)

Wir haben
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In der Matrixdarstellung:
e Inverse in C +— inverse Matrix:

M(z™') =M(z)™* .

e komplexe Konjugation in C +— transponierte Matrix:

e Betrag in C +— Wourzel der Determinante der Matrix:
|z| = \/DetM(2) .

e M(e") ist die Rotation um 0:

e — cos(f)+isin(0) (C"S(e) _Si”(e)):M(e"G).

sin(f)  cos(h)
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§ Komplexe Differenzierbarkeit

Sei f eine komplexwertige Funktion auf einer offenen
Teilmenge U C C,

f:U—C.
e f ist komplex differenzierbar im Punkt zy € U, falls
f'(z9) = lim —f(z) — ()

zZ—2Z) Z — ZO
existiert.

e f ist analytisch auf U, falls f in jedem Punkt von U komplex
differenzierbar ist und die entstehende Funktion

z f(2)
stetig ist.

Spater sehen wir, dass die Bedingung 1’ stetig ist uberflissig
ist (Satz von Goursat).

Worterbuch: holomorph = analytisch
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Der Ausdruck lim,_,,, bedeutet, dass wir den Grenzwert im
metrischen Raum (C, | - |) nehmen.

e f ist komplex differenzierbar im Punkt zy € U
mit Ableitung f'(z), falls:

Fiir alle ¢ > 0 gibt es ein 6 > 0, so dass fiir alle z € U\ {z}
mit |z — zg| < ¢ gilt

f(z) — f()

F(z0) —
(20) p—— <€

Oder mit mehr Symbolen ...
Ve>0 30>0Vze U\ {z}

f(z) — f(z)

Z— 2y

z—2z|<d = <e

f'(20) —

Hier ¢, 0 € R!
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Sei v :[-1,1] — U mit y(0) = z eine stetige einfache Kurve:

» 7 ist eine stetige Funktion,
» 7 ist injektiv.

[Picture]

e f ist komplex differenzierbar im Punkt zp € U =

() = F(3(0))
e (1) = (0)

existiert und ist gleich f'(z).
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Wir mussen beweisen:

Ve>0 36>0 Vte[-1,1]\{0}

t—0l<d6 — |f(z)—

Sei e > 0.
Wir haben von der komplexen Differenzierbarkeit von f:

35 >0 Vze U\ {z}
f(z) — f(2)

zZ— 2y

z—2|<d = |f(z)— <€

Wir haben von der Stetigkeit von ~:
30 >0 Vt e [-1,1]\ {0}

~

[t=0[<d = [y(t) =~(0)] <.
Weil 7 injektiv ist, haben wir (t) # v(0) = z,.
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§ Cauchy-Riemann Gleichungen

Sei f eine komplexwertige Funktion auf einer offenen
Teilmenge U C C,
f:U— C.

» Sei u der Realteil von f

» Sei v der Imaginarteil von f .
Das heisst fur x + iy € U,
f(x+iy)=u(x+iy)+i-v(x+iy).

Sei 20=Xo+ Iyg € U
> X ist der Realteil von zj ,

» ) ist der Imaginarteil von z, .

16
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Sei f = u+ iv komplex differenzierbar im Punkt zy € U .

e Wir nehmen den lim,_,,, mit der Kurve

y(t)=(o+t)+ivo, teR, t—0.
Dann haben wir:

. f(z) — f(z) L f(xo+ t+ivo) — f(xo + ivo)
im ——— = |im
z—2 Z— 2 t—0 t

Weil f = u + iv ist, konnen wir schreiben:

i Y00 Tt iY0) — u(xo + iyo) n Vot ivo) = v(xo + ivo)

t—0 t t

Ju Ov
= a(zo) + lg(zo) )
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f ist komplex differenzierbar in zyp € U —

» Die partiellen Ableitungen J 9u nd 2¥ existieren in z ,
Ox Ox

> (20) = §4(20) + i52(20)-
e Wir nehmen den lim,_,,, mit der Kurve
Y(t)=x+i(o+t), teR, t—0.

Dann haben wir:

i (&) = f(z0) _ | Fxo+ iy + 1) — flxo + ivo)
zZ—2y Z— 2 t—0 It

Weil f = u + iv ist, kdnnen wir schreiben:

im Y00t i + t')) — u(xo + iyo) n vOo +i(yo £ 1)) = v(xo + ivo)

t—0 it it

= —’@(ZO)JF @(ZO)
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f ist komplex differenzierbar in zp € U =

u

» Die partiellen Ableitungen § 8—

> f'(20) = 52(20) — i55(20)

Wir haben
ou ov ov ou
/ _ i - -
f'(z0) = aX(Zo) + /ax(zo) ay(Zo) lay(zo)
Das bedeutet
ou ov ou ov

Gr) = 5 (z) und T(z0) =~ ().

die Cauchy-Riemann Gleichungen.

und 8" existieren in z ,
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Satz 1. Sei f = u+ iv eine komplexwertige Funktion auf
einer offenen Teilmenge U C C.

u und v sind stetig differenzierbar

ou_ v du_ _ov
Ox ~ Oy’ 9y = Ox°

f ist analytisch auf U < {

Wir haben die Richtung = gesehen.

Beweis fiir < :
Sei zg = xp + iyo € U und sei 6z = dx + idy klein.

Nach dem Satz von Taylor,
u(zo+9z)\  (u(z) [ ox
(V(ZO+5Z)) = (v(zo) + Df(z) 5y + Fehler,
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Cauchy-Riemann Gleichungen =

_ (ul=20) u(20)\ _ (uz0) —wl(z0

o) = () v = () o

Df(z) - ox\ [ul=z vi(2o
0 by \wvlz) u(z

Ox — vx(zo)éy)
dx + uy(z9)dy
(20) + ivx(20)) - &
(20) + ivi(20)) - 0



Deshalb haben wir
f(zo+0z) = f(z0) + (ux(z0) + ive(20)) - 0z + Fehler
und dann

f(z) =f(z) + (uz0)+ ivi(2)) - (z— z) + Fehler,

f(z) - f Fehi
zZ— 2 Z— 2

Wir kontrollieren den Fehler mit den Methoden aus der
Analysisvorlesung des letzen Jahres.
Dann sehen wir, dass den Grenzwert existiert:

Flzo) = lim &) = Fl20)

mn z—2z9 t(20) - i{z0)

Deshalb ist f komplex differenzierbar auf U und
ist dei Ableitung f’ stetig. ]
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Ubung: Benutzen Sie stetige Differenzierbarkeit,
um zu zeigen:

f(zo +0z) — f(z) (ux(20) + ivi(20)) - 6z

[im =
520 0z 0z

= Ux(20) + ive(20) -

Sie miissen den Fehler kontrollieren:

Fehler
im =0
5z—0 0z

Hinweis: Mittelwertsatz.
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Beispiel: Sei f(z) =1, f:C\ {0} — C.
Dann haben wir f = u + iv mit

X y
—_— V==
X2+y2’ X2+y2

Die partiellen Ableitungen sind:
y2 - X2 Xy
UX = 55\ u, — —

(x2 + y2)? g

B Xy o xP—y?

Vy =

Die Cauchy-Riemann Gleichungen sind erfullt

= f ist analytisch.

(X2 + y2)2

Ry T Tty
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Beispiel: Sei f(z) =z, f:C — C.

Dann haben wir f = u + iv mit

Die partiellen Ableitungen sind:

u, =1, u, =0

Die Cauchy-Riemann Gleichungen sind nicht erfullt

= f ist nicht analytisch.
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: /Zfa/;,/,,,/,’

(ﬁ il /f/,_ymf»L @?

Augustin-Louis Cauchy Georg Friedrich Bernhard Riemann

(1789 - 1857) (1826 - 1866)

wikipedia.org
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§ Analytische Funktionen: Ein Uberblick

Beispiele von analytischen Funktionen sind:
» Polynome, konvergente Potenzreihen, insbesondere e?,
sin(z), cos(z) ,
» Gleichmassige Grenzwerte analytischer Funktionen ,

» Spezielle Funktionen wie die Gammafunktion
M(z) = / e 't ldt fir Rez > 0
0
oder die Riemannsche Zetafunktion

1
C(z):Z; fir Rez > 1.
n=1
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Eigenschaften analytischer Funktionen:

>

>

Analytische Funktionen sind unendlich oft komplex
differenzierbar.

Die Taylorreihe einer analytischen Funktion um einen
Punkt zy konvergiert in einer nicht leeren, offenen
Umgebung des Punktes zy und stellt dort die Funktion
dar.

Identitatssatz: Sei U zusammenhangend. Zwei
analytische Funktionen auf U, die auf einer Teilmenge
von U mit Haufungspunkt in U lbereinstimmen, stimmen
auf ganz U lberein.

Maximumprinzip: Sei U zusammenhangend. Eine
analytische Funktion auf U, die in U das Maximum ihres
Betrages annimmt, ist konstant.

Konformalitat: Analytische Funktionen sind winkeltreu.
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Wozu sind analytische Funktionen gut?

» Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra ,

» Beweis des Primzahlsatzes (die Anzahl der Primzahlen

< n verhalt sich asymptotisch wie |og,,) ,

» Berechnung von Integralen wie
/Oo dx /°° dx T
= T = —
o X2 +1 ’ _oXP 1 2

/°° cosx dx /2” dy 3mV/2
- ’ o (

 (C+12 e
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§ Quaternionen

Es gibt weitere Zahlensysteme, zum Beispiel die Quaternionen:

ZCQCcRcCCH

H={x+iy+jz+kw|x,y,z,w e R}
P k=_1,
ij=k, jk=1i,ki=j, ji=—k, ki =—i, ik =—j.

Warum haben wir keinen Kurs tiber

Quaternionische Funktiontheorie?
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Die Multiplikation von H ist nicht kommutativ.

Deshalb ist es nicht einfach eine H-Ableitung zu definieren.
Sehr wenige Funktionen sind H-differenzierbar.

Ubung: Probieren Sie eine H-Ableitung zu definieren.

Ist f(z) = z> M-differenzierbar fiir Ihre Definition?
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Quaternion plaque on Brougham (Broom) Bridge, Dublin:

Here as he walked by on the 16th of October 1843 Sir William Rowan Hamilton in a flash of
and cut it on a stone of this bridge.

genius discovered the fundamental formula for quaternion multiplication i2 = j? = k? = jjk = —1

2
William Rowan Hamilton Plaque - geograph.org.uk

=

D¢
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§ Harmonische Funktionen

Sei f = u + iv eine analytische Funktion auf einer offenen
Teilmenge U C C,
f:U—C.

Wenn f zweimal stetig differenzierbar ist (immer der Fall),

Cauchy-Riemann —>
Pu  0*v Q% 0%v

Ox2 Oxdy’ Oy?  Oydx '

Deshalb ist u(x, y) eine harmonische Funktion,
d?u N Pu
ox2  Oy?

v(x, y) ist auch harmonisch (mit dem gleichen Beweis),

0.

9%v  0%v

w—i-a—yZ:O.

34
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Der Laplace Operator auf dem R? ist

0?02

Die Laplace Gleichungen fir v und v sind

Au=0, Av=0.
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Beispiel: Sei f = u+ iv mit

u=x>—y?> und v=2xy.

Die Cauchy-Riemann Gleichungen sind erfullt:

b, v, o
ox 9y’ Oy YT T axe

Deshalb sind f : C — C analytisch, u und v harmonisch.

Einfacher zu schreiben ist f als f(z) = z° :

Re(f) = Re ((x + iy)z) =x>—y?,
Im(f) = Im ((x + iy)*) = 2xy .

36
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Sei u eine (zweimal stetig differenzierbare) harmonische
Funktion auf einer offenen Teilmenge U C C,
u:U—R, Au=0.
Eine (zweimal stetig differenzierbare) harmonische Funktion
v:U—R, Av =0
ist eine zu u konjugiert harmonische Funktion falls
f=u+iv:U—=C

analytisch auf U ist.
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Ubung: Fir jede harmonische Funktion
u:U—R

gibt es eine harmonische Funktion v : U — R,

die zu u konjugiert harmonisch ist?

Hinweis: Nein.

Ubung: Finden Sie ein Beispiel.

Hinweis: Sei U = C \ {0} und u(x,y) = log(x* + y?).

Spater sehen wir, dass die Antwort Ja ist, wenn U

keine locher hat.

38
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§ Jacobi-Matrix

Sei f = u + iv eine komplexwertige Funktion
f:U—C

mit u,v : U — R differenzierbar.

Fur zg € U haben wir die Jacobi-Matrix

DF(20) = <Ux(20) uy(Zo)> |

vi(20)  vy(20)
Die Jacobi-Matrix erzeugt eine lineare Abbildung
Df(zo) : Tzo — Tf(zO)

(Analysisvorlesung des letzen Jahres).
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T,, = R? ist der Tangentialraum im Punkt z,

Ti(z) = R? ist der Tangentialraum im Punkt f(z),

RP=R-X®R-y mit x=(1,0), y=(0,1).

Einen Vektor ax + by schreiben wir als

a
b
Dann ist die lineare Abbildung

Df(20) 1 Ty = Tr(z)

gleich der Matrixmultiplikation:

or(a) (o +87) = (442) 242)) (3
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Jetzt sei f eine komplex differenzierbare Funktion.

Mit den Cauchy-Riemann Gleichungen haben wir

DF(z0) = (UX(ZO) Uy(Zo)) _ <UX(ZO) —VX(ZO)) .

vi(20) vy(20) Vi(20)  ux(20)

Fiir f'(z0) = ux(20) + ivi(z9) haben wir die Matrixdarstellung:

M(F () = (UX(ZO) —VX(ZO)>

vi(20)  ux(20)

Die Jacobi-Matrix ist gleich der Matrixdarstellung von f'(z):

Df(z) = M(f'(20)) .
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Ubung: Weil wir R2 = C als R-Vektorrdume mit
R=(1,0) =1, §=(0,1)ri
haben, konnen wir schreiben:

~

T,,=C, T¢a=C.
Beweisen Sie, dass die Abbildung
Df(z0) : Toy = Te(z)

gleich der Multiplikation mit f'(zy),

~ of!

TZO =C i) C = Tf(zO),
ist.
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§ Konformalitat

Sei f = u—+ iv eine analytische Funktion auf einer offenen

Teilmenge U C C,
f:U—=C.

Seizge Uund v,w e T, =R>
Sei 0 < @ < 7 der Winkel zwischen v und w:

(v, w)

cos() = W]

Hier ist (-,-) das normale Skalarprodukt und ist
v = V/{v,v)

die normale Lange fiir R?,

Fur den Winkel nehmen wir an, dass v, w nicht null sind.
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Wir haben
(Df (20)v, Df (z0)w) = |f'(20) [ - (v, w).
Beweis: Zuerst haben wir
(Df (20)v, DF (z0)w) = (v, D (20)"DF (z0)w) .

Danach berechen wir

() DF() = ‘s:; e )(&éisz )

(
:( >$v<))
- ("%

e
)

Also ist Df(z,)'Df(z) eine diagonale Matrix. O
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Jetzt nehmen wir an, dass f'(z) # 0 ist.

Sei 0 < # < oo der Winkel zwischen Df(z)v und Df (zo)w,

(Df (z0)v, Df(zp)w)
|Df(Zo)V| . |Df(Zo)W|

|f'(20) 1% - {v, w)
|F'(20)] - [v] - [F'(20)] - ]
(v, w)

cos(8)

V[ - [wl
= cos(f).
Die Funktion f ist winkeltreu im Punkt z5 € U:

0=0.
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Sei f eine stetig differenzierbare Funktion auf einer offenen
Teilmenge U C C.

e f ist konform auf U, falls
DetDf >0
und f winkeltreu in jedem Punkt z € U ist.

e f ist analytisch auf U und f'(z) # 0 fiir alle z € U
= f ist winkeltreu und Det Df(z) = |f'(z)]* > 0

= f ist konform auf U.

e f(z) = Z ist winkeltreu, aber nicht konform weil

DetDf = —1.
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Ubung: Mit linearer Algebra und den Cauchy-Riemann
Gleichungen beweisen Sie, dass

f ist konform auf U = f ist analytisch auf U mit f' nie 0.

Zusammen haben wir:

f ist konform auf U < f ist analytisch auf U mit ' nie 0.

Konformalitat ist eine geometrische Bedingung,

die wir fast sehen konnen.
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Beispiel: f(z) = 1 ist analytisch auf C\ {0},
f'(z) #0firze C\ {0} = f ist konform auf C\ {0}:

o = = = = Sac
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Beispiel: f(z) = z? auf C\ {0}:

zZ->2z
30
T 20
4 - _
. ] 10
0 _
cin B -10
4 _
| | | | | 220

-20-15-10 -5 0 5 10 15 20

von Adam Hausknecht: http://www.math.umassd.edu/ ~ahausknecht/
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Beispiel: M. C. Escher

Finden Sie die Funktion hier: http://escherdroste.math.leidenuniv.nl/
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Auf der anderen Seite der Funktion:

http://escherdroste.math.leidenuniv.nl/

[m]
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§ Polynome

Die konstanten Funktionen f : C — C sind analytisch:
f(z)y=17 = f'(z)=0.
Die Identitat f : C — C ist analytisch:
fz)=z = f(z)=1.
Die polynomialen Funktionen f : C — C sind analytisch:
f(z) = i az" = fl(2)= i kaz"1.
k=0 k=0

Hier ag, ..., a, € C.
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Satz 2. Seien f, g analytische Funktionen auf einer offenen
Teilmenge U C C.

(i) f+ g ist analytisch auf U und (f +g) ="+ g,
(ii) f - g ist analytisch auf U und (fg) = -g+f-g' .

Beweis fiir (ii):

f-g(z) —f-g(z) f(2)8(z) - f(2)g(2) + f(20)8(z) — f(20)g()

Z— 2y Z— 2y

D) )y o ) 8()

Z— 2y zZ— 2y

Deshalb lim,_,, “8E="el) — ¢ g(2) 4 F-g'(z0) . [

z—2z9
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Der Beweis fiir (i) is noch einfacher.
Mit + and - konnen wir alle Polynome aus
f = konstant und f(z)=z.

konstruieren.

Theorem 2 = Polynome sind analytisch.

Korollar. Sei f(z) ein Polynome. Dann

ARef(x+1iy)=0, Almf(x+iy)=0.

f(z)=2> = Ref(x+iy)=x3—-3xy?,

Im f(x +iy) = 3x% — y*.
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§ Eigenschaften von analytischen Funktionen

(1) Sei f eine analytische Funktion auf einer offenen
zusammenhangenden Teilmenge U C C mit '(z) = 0 fiir alle
z € U. Dann ist f konstant.

Beweis (gut): Sei f = u + iv.

Mit den Cauchy-Riemann Gleichungen sehen wir:
f'=0 = u=u=v=v,=0

auf U. Dann sind v und v konstant (nach Resultaten aus

friheren Analysisvorlesungen). O
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Beweis (besser): Seien p,q € U und sei

v:[0,1] = U c C mit v differenzierbar

und ¥(0) = p, (1) =gq .
Fir t € [0, 1] ist die Ableitung ~/(t) eine komplexe Zahl,

(1) = L Re(r(8)) + i Im(x(2)

dt dt
Dann haben wir (mit der Kettenregel)
d
S f0(@) =1 ((t))-~'(¢) = 0.

Deshalb ist f(~y(t)) konstant und f(p) = f(q) .

56
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(2) Sei f eine analytische Funktion auf einer offenen
Teilmenge U C C. Sei

v :[0,1] = U C C mit ~ differenzierbar.

Die Kettenregel ist erfillt:

() = F() A ().

(3) Seien U,V C C offene Teilmengen und
g: U=V, f:V-C

analytische Funktionen. Dann ist f o g : U — C analytisch
und die Kettenregel ist erfiillt:

(fog) =(fog) g
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Ubung: Sei U C C eine offene zusammenhingende
Teilmenge. Fiir p,q € U beweisen Sie, dass eine
differenzierbare Kurve

7:[0,1] = UCC mit 40)=p, ¥(1)=gq
existiert.

Ubung: Beweisen Sie (2) and (3) mit der Kettenregel aus der
Analysisvorlesung des letzten Jahres (und Satz 1).
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Sei f : U — C eine analytische Funktion und sei p € U mit

f(p)=q und f'(p)#0.

(4) Eine offene Teilmenge W C C mit g € W und eine
analytische Umkehrfunktion g : W — U existieren:

fog(z)=2z firalle ze W

und g'(q) = ﬁ.

[Picture]
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Beweis fiir (4):
f = u + iv ist eine differenzierbare Funktion
f:U—C=R?.

Die Jacobi-Matrix Df(p) ist

ue(p) u (p))
Df(p) = P
0= ()
Mit den Cauchy-Riemann Gleichungen:
det<Df(p)> = U, — Uy, =2+ v2=|f'(p)? #0.

Der Satz von der Umkehrabbildung aus der Analysis gibt eine
offene Teilmenge W C C und eine differenzierbare Funktion

g W—=U, fog=Idy.
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Wir missen die Cauchy-Riemann Gleichungen fiir g beweisen.

Der Satz von der Umkehrabbildung sagt
Dg(z) = Df(g(2)) ™" = (ux<g(z>> uy(g(z)))‘

Wir berechnen:

-1
ue u, _ 1 v, —u
VX Vy UXVy - UyVX _Vx ux

Deshalb erfiillt g die Cauchy-Riemann Gleichungen. O]
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§ Rationale Funktionen

e Sei g(z) ein Polynom und sei U C C eine offene Teilmenge
mit

g:U—C\{0}.
Das heisst z € U = g(z) # 0.

e Seih(z)=1, h:C\{0} —C.
Weil g und h analytisch sind, ist h o g analytisch:

U — C.

hog:g(Z)
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e Sei f(z) ein Polynom

Dann ist f - é analytisch:

f = U —=C.

1

g g2
Definition: % ist eine rationale Funktion.
z2—1

7241

r:C\{i,—i} > C.

Beispiel: r(z) =

ist eine rationale Funktion,

Ubung: Sei f, g : U — C analytische Funktionen mit g nie 0.

Zeigen Sie dass g analytisch auf U ist und

(-rss
g gz
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§ Potenzreihen

Sei f eine Potenzreihe mit komplexen Koeffizienten

o
z) = Z az®.
k=0

Sei 0 < R < oo der Konvergenzradius,

== Iimsup|ak|% :
k—o00

Beispiel: f(z) =Y 2,(7"+1)z* = R=1.
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Satz 3 (Abel). Sei f(z) = ;2 axz" eine
Potenzreihe mit

= = lmsup|ay
— = 1lImsup |a .
R k—)oop :

(i) f(z) ist konvergent fiir |z| < R.
(ii) f(z) ist gleichmassig konvergent auf

B(0,p) ={zeCllz[ <p}

fir p < R.
(iii) f(z) ist nicht konvergent fiir |z| > R.

Worterbuch: divergent = nicht konvergent.

Der Satz sagt nichts, wenn |z| = R ist.
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Ein paar Beispiele:

(1) f(2) = 2,22,

1 1
— = limsup [2¥|k =2 .
R k—o00 | |
z| <3 = f(z) = 55 . f ist eine rationale Funktion.

Am Rand: f ist divergent fiir alle z mit |z| = 3

z| > = f(z) ist divergent.

(2) f(2) =50 %

1

R k—00
|z| <1 = f(z)=—log(l—2z).

Am Rand: f(z = 1) divergent und f(z = —1) konvergent.

|z| >1 = f(z) ist divergent.
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Was ist passiert fiir die anderen Punkte am Rand:

= zK
=1 = > =7
k=1
Ubung: Zeigen Sie dass fiir |z| = 1 und z # 1
pES
k
k=1

konvergent ist.



Q) fa)= %

1 1
= limsup =1,

’ 1
R k—00 k2

|z| <1 = f(2) heisst Dilogarithmus Lir(z) .
Am Rand: f(z) ist immer konvergent.

|z| >1 = f(z) ist divergent.

Ubung: Zeigen Sie dass fiir |z| =1
> 2
k=1

immer konvergent ist.
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(C,| ) ist vollstandig, deshalb

(o9}
Z ¢k <00 =
k=0

die Potenzreihe f(z) ist konvergent im z = (.

Beweis fir =
Wir benutzen die Methode von Cauchy:
f(¢) ist konvergent, wenn

Ye>0 IN >0 Vm>n> N,

m
‘Zak(k‘ < €.
k=n
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Weil wir Y77 |ak¢¥| < oo haben, gilt

Ye>0 IN>0 Vm>n> N,

m

> lac| <ce.

k=n

Nach der Dreiecksungleichung,

)ZakC ‘< |3kC -
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Beweis (von Satz 3 (Abel)):
(i) |zl<R=3p>0mit|z] <p<R.
Nach Definition

limsup |a |% = < =
im sup = =< -.
k—o0 “ R P
Fur alle gentigend grossen k,
11
|ak|k < Z
. P
Dann |a,z¥| < |;—k| und
j2|* |z

|akzk|+]ak+1zk+1]+-~-< o + P + -

Wir haben rechts eine konvergente geometrische Reihe.

O
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Beweis (von Satz 3 (Abel)):

(i) Das Argument ist dasselbe wie fiir (i).

(i) |zl >R=3p>0mit R<p < |z|.

Nach Definition,

< & = lmsupaif}
- — = lImsup |ak|* .
P R k—o0
Unendlich oft ist .
|Z| < | k
YV axZ |
p

deshalb ist die Potenzreihe >, axz* nicht konvergent.

O
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Satz 4. Sei f(z) = >_,2, akz" eine Potenzreihe mit einem
Konvergenzradius R > 0.

(i) f ist analytisch auf B(0, R).

(ii) die Potenzreihe Y " , kaxz*~* hat Konvergenzradius R,

(iii) fiir ¢ € B(0, R),
f1(¢) =D kac" "
k=0

Beweis fiir (ii):
log(R) = —|og<|imsup |ak|%>
k—00
= —limsup Iog(]akﬁ)

k—00

1
= —limsup — log(|ax|) -
k—00 k

73

89



—Iog(limsup |kak\%) = —limsup log(|kay|+)

k—o0 k—o0

1 1
= —limsup | = log(k) + = log(|ax|)
k—00 k k

1
= —limsup — log(|ax|)
k—00 k

= log(R) .
Jetzt haben wir

1
— = limsup |kay|*
R k—o00 | k| ’

R ist der Konvergenzradius von

o oo
E kaz¥ = z E kakzk_l,
k=0 k=0

R ist der Konvergenzradius von Y2, kaxz*~1. O
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Beweis fiir (i) + (iii) zusammen:

Sei || < p < R, und

f(z) = Z az’, g(z)= Z kaz" 1.
k=0 k=0

Wir missen zeigen:
lim
z—(¢ Z — C

Wir schreiben

n—1 00

f(z) =S,(2)+R.(2), Si(z) = Z az", Ru(z) = Z az®.

k=0 k=n
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Wir haben:

f(z) = f(C)
'? _g“)’ =
S5 sy 0] + | B2 5100 - 000

Sei € > 0.

e Der zweite Term ist beschrankt durch:

[e<)

Z‘ zk72c+_”+<k71)

k=n

R(z R,,(C)‘ ‘anakz—g

< S Kad(p+d) ", Jz—¢l <.
k=n

Teil (i) = S00, kla|(p+ )<t <s fir 6<52

und n genugend gross.
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e Der dritte Term ist beschrankt durch:

< Zk|ak|pk L.

k—1

|Sh(¢) —

€

Teil (i) = .07, kla|p*™t < £ fiir n geniigend gross.

3
e Der erste Term

Seid < R =% und n geniigend gross fiir

die Abschatzungen oben.

Sn(z) ist ein Polynom = S,(z) analytisch,
Deshalb 36 < ¢,

Sn(Zg : EH(C) _ S;,

Iz (<3 = (g)<§.

7
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Fir |z—(| < 5 haben wir

f(z) — f(C) € € €
f(z) ist differenzierbar im Punkt ¢ € B(0, R) mit Ableitung
f(¢) = &(¢)

Wir sehen, dass f komplex differenzierbar auf B(0, R) ist.
Die Ableitung g ist eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R
= g ist auch komplex differenzierbar auf B(0, R)
= g ist stetig auf B(0, R).
Deshalb ist f' = g stetig und ist f analytisch auf B(0,R). [
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f' = g ist eine Potenzreihe mit konvergenzradius R:

Satz4 = f'ist analytisch auf B(0, R)
Dann sind ", £, £, ... auch analytisch auf B(0, R).

Wir haben bewiesen, dass f(z) = > _, axz* unendlich oft
komplex differenzierbar in B(0, R) ist und

d"f
dzn

(0) = nla,.

Potenzreihen geben uns viele analytische Funktionen.
Wir definieren exp(z) mit einer Potenzreihe:

2 Z3 Z4

=, zk z
I S i
exp ka +z+2+6+24+
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§ Die Exponentialfunktion

=123 k> (%> =

-4

x|

(k1)

Deshalb sehen wir

1
1)\ * V2
limsu — < limsup — = 0.

. ; koL
Der Konvergenzradius von >/ (%7 ist:

1 1\ *
R~ msup (F) -0 e
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o0 zk

Satz 5. Seiexp(z) =), % :
(i) exp ist analytisch auf C,

(ii

)
(i) ex (21 + 2) = exp(z1) - exp(z) fiir z;,z, € C,
(iv) exp(z) : C — C\ {0}.

Wir haben (i) schon bewiesen, exp:C — C.

dexp _

= exp,

Von Satz 5 sehen wir (ii) :

k—1 0 k—1

d ex =z z
dzp(z) = Z kT = ; = exp(z) .

k=0

exp(z) = >.,2, i—k. ist die einzige konvergente Potenzreihe mit

d exp

exp(0) =1, —~

=exp .
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Beweis fiir (iii):
Sei ¢(z) = exp(z) - exp(c — z) mit ¢ € C,

#2) = T9) exple —2) —exple) TP(c - 2)

= exp(z) - exp(c — z) — exp(z) - exp(c —z) =0.
Deshalb ist ¢(z) eine Konstante:
Wir haben ¢(0) = exp(0) - exp(c) = exp(c)

=  ¢(z) =exp(c) firalle zeC.

Seiz=zzund c=2z+ 2 :
o(z1) = expl(z1) - exp(z2) und o(z) —explz +22).
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Beweis fiir (iv):

exp(z) - exp(—z) = exp(z — z) = exp(0) = 1 = exp(z) # 0.

Wir definieren:

> e=exp(l) =D 77, & = 2.718281828459045 . . .

> e =exp(z) ,
. o el’ziefl‘z . Z3 25 Z7 29 le
> sin(z) = < DA AT
_eiz+e—iz 10
>ocos(z) =S =l -S4+ G -S4 -Gt

sin(z) und cos(z) sind analytisch auf C (weil exp(z)

analytisch ist) und haben Potenzreihen mit R = oc.
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Drei bekannte Eigenschaften:

» sin'(z) = %% = cos(z) ,
> cos'(z) = LT — sin(z)

i —iz 2 iz —iz 2
> sin’(z) + cos?(z) = (elz’; ) + (%) =1.
Bei den Potenzreihen sehen wir:
zeR = sin(z),cos(z) eR.

Aber sin(z) und cos(z) kénnen auch nicht reell sein:

84 /89



§ Die Zahl 7
Wir studieren sin(-) auf der reellen Achse:

sin:R—R, 6+>sin(d) .
Wir haben:
o sin(0) =0,
e sin(6) > 0 fiir kleine 6 > 0 weil

sin’(0) = cos(0) =1,

. 00 2k+1
o sin(4) = 3300 (—1) Gy

- o 4L 240128

< -1 =—
g( ) (2k + 1)! 361880

Wir definieren m € R als die kleinste positive Zahl mit

sin(m) =0.
sin ist stetig =  existiert und 0 < 7 < 4.
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Ubung: Mit dieser Definition beweisen Sie, dass der Umfang
des Einheitskreises 27 ist. Benutzen Sie ein Kurvenintegral zur
Berechnung der Lange.

Fir 0 <6 < mist sin(d) > 0 und deshalb
cos'(f) = —sin(#) < 0.

Wir haben cos(7) < 1. Also

sin®(7) +cos?(nr) =1 = cos(m) = —1.
Fur alle z € C,
ez = © +2€ 4 —2.e = cos(z) + isin(z) .
i

Wir haben bewiesen:  e'™ = cos(7) + isin(7) = —1 .
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Im Analysiskurs sehen wir

m 1 1 1
—=1—-—=+-- 7 + -+ =0.78539816339...

4 3+5

Beweis (einfach): Studieren Sie fol T2y .

Viel schwieriger (mit sehr schnellerer Konvergenz) ist die
Formel von Ramanujan:

1 2v2 X (4k)! 1103 + 26390k

T 98014 (k)" 396

0

1
— = 0.3183098861 ... ,
™

232

2v2 (1103) = 0.3183098783 . . . ,

9801
2v/2 41 (1103 + 26390
2v2 (1103 + ¥> = 0.3183008860.. .. .
9801 396
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o eZt2min — oz . @27in — o7 fiir alle n € Z.

Sei S! C C der Einheitskreis. Wir haben eine bijektive
Funktion:

[0,27) — S, 60— e = cos(f) + isin(6).
Es ist besser zu schreiben:

exp(i-) : R/27Z — S*.

Wir haben eine bijektive Funktion:
Rx[0,27) = C\{0}, z=r+i0 — e* =e"-(cos(#) + isin(d)).
Es ist besser zu schreiben:

exp: C/2miZ. — C\ {0}.
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Beispiel: exp(z) ist analytisch auf C,
exp/(z) =exp(z) #0 firz€ C = exp ist konform auf C:

-
i
k]

von John Matthews: http://mathfaculty.fullerton.edu/mathews/
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