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1 Kompakte metrische Raume

Definition 1 (Uberdeckungen). Sei X eine Menge. Eine Uberdeckung
von X ist eine, durch eine Menge I indizierte, Ansammilung % = {U;}icr von
Teilmengen U; C X so dass die Vereinigung dieser Teilmengen der gesamte

Raum X 1st:

Uuvi=x.

el
Man kann eine Uberdeckung auch als eine Menge % C 2% wvon Teilmengen
von X beschreiben mit der Figenschaft, dass deren Vereinigung ganz X ist:

Juv=x

Uew

Die Beziehung zwischen diesen beiden Formulierungen desselben Phinomens
ist, dass eine Teilmenge U C X genau dann ein Element von % ist wenn es
eini € I gibt so dass U; = U. Wenn die indizierten Mengen U; paarweise ver-
schieden sind (d.h. U; # U; firi # j), so ist die Abbildung [ — % i+ U,
bijektiv.

Eine Uberdeckung % (bzw {U;}icr) heisst endlich, wenn die Menge %
(bzw die Indexmenge I) endlich ist.



Fine Teiliiberdeckung von % (bzw {U, }ier) ist eine Teilmenge von %
die immer noch eine Uberdeckung ist (bzw eine Teilmenge J C I so dass die
Ansammlung {U;}ic; immer noch eine Uberdeckung ist).

Ist (X, d) ein metrischer Raum, so ist eine offene Uberdeckung von X
eine Uberdeckung, die nur aus offenen Mengen besteht; im Fall {U;}ier heisst
das, dass die Menge U; fir jedes i € I offen in (X,d) ist.

Definition 2. Ein metrischer Raum (X, d) heisst total beschrankt, wenn
es fir jedes € > 0 endlich viele Elemente &1, ...,&, € X gibt so dass

m

i=1

Hier bezeichnen wir mit B.(§) = {z € X |d(z,§) < e} den offenen Ball in
(X, d) vom Radius € mit Mittelpunkt §. (Insbesodere ist die leere Menge total
beschrankt.)

Satz 3. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(1) Jede Folge in X besitzt eine konvergente Teilfolge.
(ii) Jede offene Uberdeckung von X besitzt eine endliche Teiliiberdeckunyg.

(iii) (X, d) ist vollstindig und total beschrinkt.

Beweis. Die leere Menge X = () erfiillt alle drei Bedingungen. Wir nehmen
daher an, X sei nichtleer. Damit keine Verwirrung entsteht, bezeichnen wir in
diesem Beweis die Menge aller offenen Teilmengen von X mit 7 (X, d) C 2%.
(7 wie in “Topologie”.)

“(i) = (ii)”. Wir nehmen an, dass jede Folge in (X, d) eine konvergente
Teilfolge besitzt. Sei % C 7 (X,d) eine offene Uberdeckung von X. Wir
beweisen in zwei Schritten, dass % eine endliche Teiliiberdeckung besitzt.

Schritt 1. Es gibt ein € > 0 so dass fiir jedes x € X ein U € U existiert so
dass B.(x) C U.

Als logische Formel kann man diese Aussage wie folgt schreiben:
(Fe > 0)(Ve € X)(AU € % )(B:(x) C U).

Wir beweisen dies indirekt und nehmen an das Gegenteil sei der Fall, das
heisst

(Ve > 0)(3z € X)(VU € %)(B.(z) ¢ U).
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Wihle € : 1/n mit n € N. Dann gibt es ein Element z,, € X so dass folgendes
gilt:

Da X Folgen-kompakt ist, besitzt die Folge (z,,)nen eine konvergente Teilfolge
(@, )ien- Sel zg 1= lim;_,o @, und wihle U € % so dass ¢ € U. Da U offen

ist, gibt es in € > 0 so dass B.(x¢) C U. Da z,,, gegen z, konvergiert, gibt es
eine natiirliche Zahl N € N so dass fiir alle ¢ € N folgendes gilt:

1> N = d(xp,, xo) <

DN ™

Wiéhle i > N so dass 1/n; < /eps/2. Dann gilt
B jn,(xy,) C Beja(y,) C Be(xo) C U.

Dies steht im Widerspruch zur Konstruktion unserer Folge (x,,). Damit haben
wir Schritt 1 bewiesen.

Schritt 2. % besitzt eine endliche Teiliiberdeckung.

Wir nehmen an % habe keine endliche Teiliiberdeckung. Sei € > 0 eine Zahl
fiir die die Behauptung von Schritt 1 gilt. Wir werden induktiv eine Folge
(Zn)nen in X und eine Folge (U, )nen in % konstruieren so dass B.(z1) C U;
und

Bs(l’n) - Un, Ty ¢ U,Ju---JU,_

fiir jede natiirlich Zahl n > 2. Zunéchst wéhlen wir irgendein Element z; €
X. Dann gibt es nach Schritt 1 ein Element U; € % so dass B.(x;) C
U,. Nehmen wir nun an wir hétten xq, ...,z und Uy, ..., Uy so konstruiert,
dass unsere Bedingungen fiir n = 1,..., k erfiillt sind. da % keine endliche
Teiliiberdeckung besitzt, muss es ein Element x;,; € X geben das in keiner
der Teilmengen Uy, ..., Uy enthalten ist. Nach Schritt 1 gibt es nun wieder
ein Ugy1 € % Be(xgs1) C Ugyq. Damit ist das Induktionsargument beendet
und wir haben die gewiinschten Folgen konstruiert.

Nach Konstruktion unserer Folge gilt =, ¢ U, fiir jede natiirliche Zahl
n > m. Da B.(z,,) C U, ist, folgt daraus, dass z, ¢ B.(x,) und somit
d(xy, xy,) > € fir n > m. Vertauschen wir n und m, so erhalten wir die
Ungleichung d(x,,, z,,) > ¢ fiir alle n # m. Damit hat die Folge (x,,),en keine
konvergente Teilfolge, im Widerspruch zu (i). Damit ist gezeigt, dass (ii)
aus (i) folgt.



“(ii) = (iii)”. Wir nehmen jetzt an, dass jede offene Uberdeckung von
X eine endliche Teiliiberdeckung besitzt. Dass X total beschrénkt ist, folgt
nun durch die Wahl der Uberdeckung

U :={B:(z) |z € X}.

Die Existenz einer endlichen Teiliiberdeckung besagt nun, dass es Elemente
&1,...,&y € X gibt so dass

Damit ist X total beschrankt.

Wir zeigen nun, dass (X, d) vollstindig ist. Sei also (x,)nen eine Cauchy-
folge in X. Nehmen wir an, diese Folge konvergiere nicht. Dann konvergiert
nach einem Resultat aus der Analysis I (Kapitel IV, Lemma 8) auch keine
Teilfolge von (x,,)nen. Damit besitzt die Folge (z,)nen auch keine Haufungs-
punkte (siche Analysis I, Kapitel IV, Teil (iii) von Lemma 6). Das heisst
folgendes: Fiir jedes £ € X gibt es ein €(&) > 0 so dass der Ball B.)(§) nur
endlich viele Glieder der Folge (x,),en enthélt. Damit folgt, dass die offene
Uberdeckung

U = {Be(§)|§ € X}
von X keine endliche Teiliiberdeckung enthalten kann. Dies steht im Wider-

spruch zu (ii), und damit ist gezeigt, dass (iii) aus (ii) folgt.

“(iii) = (i)”. Wir nehmen nun an, dass (X, d) vollstindig und total
beschrankt ist. Sei (x,)en eine Folge in X. Wir miissen eine konvergente
Teilfolge von (z,) finden. Dazu werden wir induktiv eine Folge unendlicher
Teilmengen T, C N, £k =0,1,2,3,..., konstruieren so dass

NDToDTlgTQD"'

und

n,m € T} — d(xy, ) < 27F.
Da (X, d) total beschrankt ist lidsst sich X durch endlich viele Bélle By /5(&;),
1 = 1,...,m, iiberdecken. Einer dieser Bille muss unendlich viele Glieder

unserer Folge enthalten. Sei dies der Ball By /5(&;) und definiere

T() = {n < N|9§'n € Bl/2(€z)} .
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Nach Konstruktion ist dies eine unendliche Teilmenge von N und es gilt
d(xp, Tm) < d(Tp, &) + d(&yxm) < 1
fiir alle n,m € Tj. Sei nun k£ > 1. Wir nehmen an, die Teilmengen
To DTy D DTk

seien bereits konstruiert. Da (X, d) total beschrankt ist konnen wir X durch
endlich viele Bélle By-x-1(&;), ¢ = 1,...,m, iiberdecken. Einer dieser Bille
muss unendlich viele der Folgenglieder x, mit n € Ty_; enthalten. Sei dies

By-1-1(&;) und definiere
Ty, = {n € Th—1 | 2n € By-r1(e,) } -
Dann ist T} eine unendliche Teilmenge von Tj;_; und es gilt
(T, Tn) < d(20,&) + d(&i, 1) < 271

fiir alle n,m € Ty. Damit sind die Mengen T}, fiir alle £ € N konstruiert.

Da jede der Teilmengen T}, unendlich ist, kénnen wir induktiv eine Folge
xy € Ty, wéhlen so dass ny < ngy; fiir alle £ € N. Dann gilt z,, € T) C T}
fir ¢ > k und damit

>k = d(z, ) < 27F

fir alle k,¢ € N. Damit ist die Folge (2, )ren eine Cauchy-Folge und, da
(X, d) vollstandig ist, konvergiert sie. Wir haben also gezeigt, dass jede Folge
in X eine konvergente Teilfolge besitzt. Also folgt (i) aus (iii). O

2 Der Satz von Arzela—Ascoli

Satz [3|zeigt, dass die kompakten Teilmengen eines metrischen Raumes (X, d)
nur durch die Topologie des Raumes (also die Gesamtheit der offenen Men-
gen) bestimmt werden. In allgemeinen topologischen Réumen wird Bedin-
gung (ii) in Satz [3| zur Definition des Kompaktheitsbegriffes benutzt.

Nach dem Satz von Heine-Borel ist eine Teilmenge des R (mit der Stan-
dardmetrik, also der Euklidischen) genau dann kompakt wenn sie abgeschlos-
sen und beschrankt ist. Insbesondere ist also der abgeschlossene Einheitsball
im R™ kompakt. Dies gilt auch fiir jeden beliebigen endlichdimensionalen
Vektorraum, oder dquivalenterweise fiir jede beliebige Norm auf dem R™. Im
Gegenzug zeigt die folgende Ubung, dass diese Eigenschaft genau die end-
lichdimensionalen normierten Vektorrdume charakterisiert.



Ubung 4. Sei V ein normierter reller Vektorraum mit kompaktem Einheits-
ball B :={z € V| ||z|| < 1}. Dann ist V' endlichdimensional.

Hinweise: 1. Zeigen Sie, dass jeder endlichdimensionale lineare Unterraum
W C V abgeschlossen ist.
2. Ist W C V ein abgeschlossener linearer Unterraum und v € V'\ W, zeigen
Sie, dass
d(v,W) := inf ||lv —w| > 0.
weW

3. Ist W C V ein abgeschlossener linearer Unterraum so gibt es einen Vektor
v €V mit [|v|| =1 und d(v, W) > 1/2. (Sei vg € V' \ W und wéhle wy € W
so dass ||vg — wol| < 2d(vy, W); definiere v := |jvg — wol| ™" (vo — wp).

4. Ist V unendlichdimensional so gibt es eine Folge (v, )nen in V mit [Jv,|| = 1
und ||v, — vp,|| > 1/2 fiir alle n,m € N mit n # m. Eine solche Folge hat
keine konvergente Teilfolge.

Ubung |4 gibt uns ein wichtiges Kriterium fiir die Endlichdimensionalitét
eines normierten Vektorraumes. Sie zeigt auch, dass das Heine-Borel-Prinzip
in unendlichdimensionalen normierten Vektorrdumen nicht gilt: es gibt dort
abgeschlossenen und beschriankte Teilmengen die nicht kompakt sind. Damit
stellt sich die Frage, welche Teilmengen eines solchen unendlichdimensiona-
len Raumes denn kompakt sind. Eine Antwort auf diese Frage ist in vielen
Anwendungen von grundlegender Bedeutung. Ein besonders wichtiges Kom-
paktheitskriterium fiir Teilmengen des Raumes der stetigen Funktionen gibt
uns der Satz von Arzela-Ascoli.

Sei (X, d) ein kompakter metrischer Raum und %' (X) der Raum der ste-
tigen Funktionen f : X — R. In der Vorlesung haben wir gezeigt, dass dieser
Raum mit der Supremumsnorm

|71 := sup |£ ()]

zu einem Banachraum, das heisst zu einem vollstdndigen normierten Vek-
torraum, wird (siehe [2, Satz 7.1]). Wir haben auch gezeigt, dass jede ste-
tige Funktion f : X — R auf einem kompakten metrischen Raum (X, d)
gleichmaissig stetig ist, das heisst, dass fiir jedes ¢ > 0 ein § > 0 exi-
stiert, so dass alle x,y € X mit d(z,y) < ¢ die Ungleichung |f(z) — f(y)| <€
erfiillen. Wir nennen eine Teilmenge . C %' (X) gleichgradig stetig wenn
die Zahl 6 > 0 in dieser Definition unabhéngig von der Funktion f € %
gewahlt werden kann.



Definition 5. Fine Teilmenge # C € (X) heisst gleichgradig stetig, wenn
es fir jedes € > 0 ein § > 0 gibt, so dass fir alle f € €(X) und alle x,y € X
gilt:

feZ, dzy)<d — |f(2) = fy)l <e.

Ubung 6. Jede endliche Teilmenge von € (X) ist gleichgradig stetig. Seien
c und p zwei positive reelle Zahlen. Dann ist die Teilmenge

1 < e, sup LD =TI }

oo {f = P dlay)

abgeschlossen, beschréankt, und gleichgradig stetig. Finden Sie eine Folge in
%(]0,1]) die beschrénkt aber nicht gleichgradig stetig ist.

Satz 7 (Arzela-Ascoli). Sei (X,d) ein kompakter metrischer Raum. Eine
Teilmenge . C €(X) des Raumes der stetigen reellwertigen Funktionen auf
X ist genau dann kompakt beziiglich der Supremumsnorm wenn sie folgende
FEigenschaften hat:

(1) Z ist abgeschlossen.
(ii) Z ist beschrankt.
(iii) 7 ist gleichgradig stetig.

Beweis. Wir nehmen zunéchst an, dass .# eine kompakte Teilmenge von
% (X) ist. Dann ist .%# abgeschlossen, nach einem Resultat in Analysis I
(Kapitel V, Satz 18). Ausserdem ist .% beschrinkt, da eine Folge f,, € # mit
|| fnll = oo keine konvergente Teilfolge hétte. Es bleibt also zu zeigen, dass die
Menge .# gleichgradig stetig ist. Sei ¢ > 0. Da die Menge .# C % (X) nach
Satz [3] total beschriankt ist, gibt es endlich viele Funktionen f1,..., f,, € %

so dass
m

F | Bes(fi; €(X)).

i=1
Da (X, d) kompakt ist, ist jede der Funktionen f; : X — R gleichméssig stetig
(sieche Analysis I, Kapitel V, Satz 22). Daher gibt es fiir jedes ¢ € {1,...,m}
ein ¢; > 0 so dass fiir alle z,y € X gilt:

d(z,y) <9 - | fi(w) — fi(y)] < e/3.



Wihle
d :=min{dy,...,0,} > 0.

Sei f € %. Dann gibt es ein i € {1,...,m} so dass || f — fi|]| < €/3. Daher
gilt fiir alle z,y € X mit d(z,y) < J < d;:

[f(2) = fF)l < |f(2) = fil)] + [(filz) = L)l + | fily) = fy)] <e

Also ist die Menge .# gleichgradig stetig.

Umgekehrt nehmen wir nun an, die Menge .% C € (X) sei abgeschlossen,
beschréankt und gleichgradig stetig. Wir werden in vier Schritten beweisen,
dass . kompakt ist.

Schritt 1. Es gibt eine Folge (xy)ren in X mit der folgenden Eigenschaft.
Fiir jedes 6 > 0 gibt es ein m = m(d) € N so dass

m(9)

k=1

Wir konstruieren die Folge induktiv. Zunéchst wissen wir, nach Satz [3], dass
der metrische Raum (X, d) total beschrankt ist. Also existieren, fiir § = 1,
endlich viele Punkte x4, ..., 2,,, € X so dass

X = Bi(z).

k=1

Ebenso gibt es fiir § = 1/2 endlich viele Punkte 2,11, ..., ZTm, € X so dass

U B1/2 Jik U B1/2 ﬂfk

k=mi1+1

Wenn z1,...,2,, , konstruiert sind, wéhlen wir x,,, ,41,...,%m, € X so
dass

X = U Bin () U Bin ().
k=my,_1+1

Damit gilt die Behauptung von Schritt 1 mit m(d) = m,,, wobei n so gewéhlt
wird dass 1/n < 6.



Schritt 2. Sei (f,)nen €ine Folge in .F . Dann existiert eine Teilfolge ( fp,)ien
so dass der Grenzwert

Yr := lim f, (2x)
1—00
fiir jedes k € N existiert.

Dies ist ein typisches Diagonalfolgen-Argument. Zunéchst sei k£ = 1, dann ist
die Folge (f,(21))nen reeller Zahlen beschriankt und hat daher, nach dem Satz
von Bolzano—Weierstrass, eine konvergente Teilfolge. Mit anderen Worten, es
existiert eine strikt monoton wachsende Funktion ¢; : N — N so dass der
Limes

Y1 = zliglo fgl(i)<x1)

existiert. Nun ist die Folge (fy,(i)(22))nen ebenfalls beschrénkt und besitzt
somit auch eine konvergente Teilfolge. Also gibt es eine strikt monoton wach-
sende Funktion g, : N — N so dass der Limes

Y2 - = }LI{}O f91092(’5) (IQ)

existiert. Mit vollstdndiger Induktion finden wir nun eine Folge strikt mono-
ton wachsender Funktionen g; : N — N so dass der Limes

= l.lll 0-+-0 i
Yk il ffh g ( )(xk)
fiir jedes ]{7 € N existiert. Nun sei

n; =gy 0---0gi)

fir ¢ € N. Dann ist (f,,)(2k))i>r eine Teilfolge von (fg,o...0g,(s)(k))ken und
konvergiert somit gegen y;. Da dies fiir jedes k € N gilt, ist Schritt 2 bewiesen.

Schritt 3. (fy,)ien ist eine Cauchy-Folge in € (X).

Sei ¢ > 0. Da % gleichgradig stetig ist, gibt es ein § > 0 so dass fiir alle
f €% (X) und alle z,y € X folgendes gilt:

feF, dx(zy) <é = [f (@) = f(y)| <e/3. (1)

Nach Schritt 1 gibt es eine natiirliche Zahl m = m(d) € N so dass
X = Bs(x). (2)
k=1
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Nach Schritt 2 gibt es ein N € N so dass fiir alle ¢, j, k € N folgendes gilt:
k<m, i,j =N = |[falw) = fo ()| <e/3. (3)

Wir behaupten, dass mit dieser Wahl von N die Ungleichung H Jni — In, H <e
fiir alle 7,7 > N gilt. Sei also z € X und wihle eine Zahl k € {1,...,m} so
dass d(z, ) < § ist (siehe (2])). Dann folgt aus (1) die Ungleichung

| fui () = fai(@)| <e/3 (4)
fiir alle 2 € N. Aus und folgt die Ungleichung

| s (@) = fo ()] < 1 fi(@) = fs(xi)| + [ fs(20) = Foy (1)
+ |fn]<xk) - f%(x)‘
<€

fiir alle 7, 7 > N. Damit haben wir gezeigt, dass die in Schritt 2 konstruierte
Teilfolge (f,,)ien eine Cauchy-Folge in €'(X) ist.

Schritt 4. Die Folge (fn,)ien konvergiert gegen eine Funktion f € F .

Da % (X) ein Banachraum ist, konvergiert die Folge (f,,)ien in Schritt 3
gegen ein f € €(X). Da % abgeschlossen ist, gehort der Grenzwert zu % .

Also haben wir gezeigt, dass jede Folge in .# eine konvergente Teilfolge mit
Grenzwert in .Z besitzt. Also ist .# kompakt. Damit ist Satz [7|bewiesen. [

Der Satz von Arzela-Ascoli und sein Beweis lassen sich Wort fiir Wort
auf den Raum €' (X, V) der stetigen Funktionen auf X mit Werten in einem
endlichdimensionalen Banachraum V iibertragen. Im unendlichdimensiona-

len Fall bedarf es der Zusatzbedingung, dass die Menge {f(z)|f € F#} fiir
jedes x € X eine kompakte Teilmenge von V' ist (siche [I, Cor 1.1.12]).

Ubung 8. Finden Sie eine Teilmenge des Raumes % (R) (der beschréinkten
stetigen Funktionen f : R — R), welche zwar abgeschlossen, beschréankt und
gleichgradig stetig, aber nicht kompakt ist.
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