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Zusammenfassung
Dieses Manuskript dient der Einfithrung in das Riemannsche Inte-
gral fiir Funktionen einer reellen Variablen. Es richtet sich an Studie-
rende des ersten Semesters an der ETH Ziirich.
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1 Der Integralbegriff

A f

A/‘\

a U b

Abbildung 1: Das Integral als Fliacheninhalt.

Seien zwei reelle Zahlen a < b und eine reellwertige Funktion
f:la,b] = R

gegeben. Unser Ziel ist es, den Flicheninhalt A des Gebietes zwischen der
x-Achse und dem Graphen von f mathematisch genau zu definieren. (Siehe
Abbildung [1]) Dies ist sehr einfach, wenn die Funktion f iiberall den kon-
stanten Wert

flz)=c
hat fiir eine feste reelle Zahl ¢ € R. In diesem Fall ist die Fliche unter dem
Graphen von f ein Rechteck und wir definieren dessen Fliacheninhalt einfach
als Breite mal Héhe, also als das Produkt

A:=(b—a)ec.

Man beachte, dass die Zahl ¢ auch negativ sein darf und dann ist auch der
Flicheninhalt A negativ. Eine fast ebenso einfache Formel ergibt sich fiir eine
Funktion, die sich aus konstanten Funktionen auf endlich vielen Teilinterval-
len von [a, b] zusammensetzen lasst. Fiir allgemeine beschréankte Funktionen
kann man nun wie folgt vorgehen. Wir wéhlen eine Aufteilung des Intervalls
la,b] in endlich viele Teilintervalle. Aus jedem dieser Teilintervalle ersetzen
wir f durch eine Funktion die auf diesem Teilintervall konstant ist und in
einem noch zu klarenden Sinn nicht allzu stark von f abweicht. Dann bilden
wir die Summe der Flicheninhalte der auf diese Weise erhaltenen Rechtecke.
Diese Summe ist als Ndherungswert fiir das gewiinschte Integral zu verste-
hen. Um den genauen Wert des Integrals festzulegen bilden wir immer feiner
Unterteilungen des Intervalls. Wir nennen diese Aufteilungen des Intervalls
in Teilintervalle Partitionen. Es ist dann das Grenzwertverhalten der diesen
Partitionen zugeordneten Summen zu untersuchen.
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2 Definition des Integrals

In diesem Abschnitt sind a < b zwei reelle Zahlen und
I :=[a,b]
ist das kompakte Intervall mit den Randpunkten a, b.

Definition 2.1 (Partitionen). Eine Partition von I ist eine endliche Teil-
menge P C I welche die Randpunkte a,b enthdlt. Die Menge aller Partitionen
von I bezeichnen wir mit

P =P(1)={P CI|a,be P, P ist endlich} .

Es sei daran erinnert, dass eine nichtleere Menge P endlich genannt wird
wenn eine natiirliche Zahl n und eine bijektive Abbildung ¢ : {1,...,n} — P
existiert. Nach dem Dirichletschen Schubfachprinzip ist die Zahl n € N hier
unabhéngig von der Wahl der Abbildung ¢. Sie wird Anzahl der Elemente
von P genannt und mit # P bezeichnet. Es ist klar zu unterscheiden zwischen
den Begriffen beschrinkt und endlich. Zum Beispiel ist jedes Intervall in R,
das mehr als einen Punkt enthélt, eine unendliche (sogar {iberabzihlbare)
Teilmenge von R, und zwar auch dann, wenn es sich um ein beschrénktes
Intervall handeln sollte. Im vorliegenden Fall enthélt unsere endliche Teil-
menge P C I auf jeden Fall die Randpunkte a und b. Da diese voneinander
verschieden sind, enthélt P also mindestens zwei Elemente. Damit ist

N:=#P-1€N

eine natiirliche Zahl und N + 1 ist die Anzahl der Elemente von P.

Nach Definition der Anzahl der Elemente existiert eine bijektive Abbil-
dung ¢ : {0,1,..., N} — P. Wir bezeichnen die Bildpunkte dieser Abbildung
mit g := ¢(k) fiir £ =0,1,...,N. Da ¢ bijektiv ist, kommt jedes Element
von P genau einmal als Bildpunkt vor. Damit ist P die Menge

P =A{zg,z1,...,25}.

Nun kénnen wir die Elemente von P so umordnen, falls notwendig, dass jedes
Element z; mit k > 1 grosser ist als das vorangegangene Element x;_;. Dann
ist notwendigerweise xo = a¢ und xy = b und es gilt

a:$0<$1<:172<---<$N_1<$N:b. (1)
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Jede Partition P € Z(I) mit #P = N + 1 bestimmt also mittels dieser
Anordnung eine Aufteilung des Intervalls I = [a,b] in N Teilintervalle der
Form [x_1, 2], k = 1,..., N. Jeder solchen Partition und jeder beschriankten
Funktion f : I — R koénnen wir nun wie folgt zwei endliche Summen (als
Flécheninhalte verstanden) zuordnen.

Definition 2.2 (Ober- und Untersumme). Sei
f:I—=R

eine beschrinkte Funktion und P = {xg,x1,...,2N} eine Partition von I,
so dass gilt. Die Untersumme S(f, P) und die Obersumme S(f, P)
(siehe Abbildung@ sind defintert durch

N

S(f,P):=>_ inf f-(ax—xk1),

= [T _1,78]

N (2)
S(f, P) = Z sup [ () — zp_1).

k=1 [xk—l7xk]

X,=a xl\x2 X3|X4 X5 |D=Xg

w

Abbildung 2: Die Ober- und Untersumme.

Lemma 2.3. Seien a < b reelle Zahlen und sei
f:l:=[a,b)] >R
eine beschrinkte Funktion. Dann gilt

sup S(f,P) < inf S(f,P). (3)

PeP(I) pPez(I)



Beweis. Fiir je zwei Partitionen P, Q) € (1) gilt die Ungleichung

pPcaq — S(f,P) <8(£,Q) <S(f,Q) <S(f,P).  (4)

Um dies zu verstehen, ist es niitzlich, zunéchst den Fall zu betrachten, dass
die Partition () genau einen Punkt mehr enthélt als P. Sei

P:{xg,...,IN},

wobei die Punkte z; die Bedingung erfiillen. Dann ist Q@ = P U {{},
wobei £ ein neuer Unterteilungspunkt, also nicht gleich einem der Elemente
von P ist. Dann gibt es genau ein ¢ € {1,..., N}, so dass

T <E< 1y

ist. Damit erhalt man

( sup f) (&= @) + (Supf> (wp—§) < < sup f) (xp — 1),
[ze—1.,€] 7 [zo—1,2¢]

Addiert man dazu alle Summanden in mit k # ¢ so ergibt sich die Un-
gleichung S(f,Q) < S(f, P). Ebenso beweist man S(f,Q) > S(f, P). Da-
mit ist fiir den Fall bewiesen, dass () genau ein Element mehr als P
enthélt. Der allgemeine Fall ldsst sich hierauf leicht durch vollstéindige In-
duktion zuriickfiihren.

Nun folgt aus ([4)), dass die Zahl S(f, Q) fiir jede Partition Q € Z(I) eine
obere Schranke fiir die Menge {S(f, P)|P € (1)} ist. Also folgt aus der
Definition des Supremums als kleinste obere Schranke, dass

sup S(f,P) <S(/,Q)

Pe(I)

ist. Diese Ungleichung gilt fiir jede Partition @) € Z2(I). Das heisst wie-
derum, dass die Zahl suppe () S(f, P) eine untere Schranke fiir die Men-

ge {S(f,Q)|Q € 2(I)} ist. Also folgt aus der Definition des Infimums als
grosste untere Schranke, dass die Ungleichung

sup S(f,P)< inf S ,
Pegzlzl)_(f ) Qe (I) (/.Q)

gilt. Damit ist Lemma [2.3] bewiesen. O



Definition 2.4 (Integral). Eine beschrinkte Funktion f : I — R heisst
Riemann integrierbar wenn in Gleichheit gilt. In diesem Fall nennen
wir die Zahl

[ fa)in = sw s(5.P)= it S(.P) (5)

PGP(I) PEPQ(I)
das Integral von f iiber dem Intervall [ = [a,}].

Beispiel 2.5. Sei ¢ € R und f : I — R die konstante Funktion mit dem
Wert ¢, das heisst f(x) = ¢ fiir alle z € I. Dann gilt

S(f,P):g(f,P):(b—a)C

Daher ist f Riemann integrierbar und fab f(z)dx = (b—a)c. In diesem einfa-
chen Fall stimmt als unsere Definition mit der Interpretation des Flichenin-
halts als Breite mal Hohe iiberein. Man beachte, dass die Konstante ¢ auch
negativ sein darf.

Beispiel 2.6. Sei f : [0,1] — R die Identitét, das heisst f(x) = x fiir
alle z € [0,1]. Fiir N € N sei Py = {o,...,zy} die Partition mit zj, = £

fir k=0,1,...,N. Dann giltS(f,PN):%—ﬁ undg(f,PN):%—i—% fiir

alle N € N. Daraus folgt fol rdr = % nach Lemma .

Beispiel 2.7. Sei zg € [ und ¢y € R und fy : I — R die Funktion

| co, fiir x = xo,
Jolw) = { 0, fiir z # .

Diese Funktion ist Riemann integrierbar und ihr Integral verschwindet. Ist
co > 0, so ist die Untersumme S(fy, P) fiir jede Partition P € Z(I) gleich
Null, withren die Obersumme S(fo, P) durch geeignete Wahl der Partition
beliebig klein gewéhlt werden kann.

Beispiel 2.8. Sei f: I — R die Funktion

1, furz€[qa,b]\Q,
f(x) -—{07 fir z € [a,0] N Q.

Dann gilt S(f, P) = 0 und S(f, P) = 1 fiir jede Partition P € Z(I). Also ist
diese Funktion nicht Riemann integrierbar.
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Lemma 2.9. Sei f : [ = [a,b] — R eine beschrinkte Funktion und sei
A € R. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(i) f ist Riemann-integrierbar und A = ff f(z)dx

(ii) Fir jedes € > 0 existiert eine Partition P € (1) mit
A—e<S(f,P)<S(f,P)<A+e. (6)

Beweis. Wir beweisen (i) = (ii). Sei also f Riemann integrierbar und

A= fabf(a:) dx. Sei € > 0 gegeben. Dann gilt

A—c< sup S(f,P)=A= inf S(f,P)<A+e,
PEpI(DI)_(f ) pnf (. P)

und daher existieren zwei Partition Py, P, € &(I) mit

A—e<S(f,P) <A<S(f,P) <A+e. (7)
Nun sei P := Py U P,. Dann gilt Py C P und P, C P und daher, nach ,
S(f. Po) < S(f. P) <S(f, P) < S(f, Pr). (8)

Aus (7) und (8) folgt A —e < S(f,P) <S(f,P) < A+ ¢ und hieraus folgt
die gewunschte Ungleichung @

Wir beweisen (ii) = (i). Fiir ¢ > 0 sei P. € & (I) eine Partition, die die
Ungleichung @ mit P = P. erfiillt. Dann gilt

A-e<S(fR)< sup S(f,Q) < inf S(f,Q) <S(f,P.) < A+e

Qe (I)
fiir alle € > 0, und daraus folgt A = supge gz (1) S(f, Q) infoe 21 S(f,Q).
Dies ist gleichbedeutend mit (i) und damit ist Lemma bew1esen ]

Lemma 2.10. Sei f : [ = [a,b] — R eine beschrinkte Funktion. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent.

(1) f ist Riemann-integrierbar.

(ii) Fiir jedes € > 0 existiert ein P € (1) mit S(f, P) — S(f, P) < ¢.

Beweis. Ist f Riemann-integrierbar mit A := f: f(z)dx und € > 0, so exi-

stiert nach Lemmaein PeP(I)mit A—<$ <S(f,P) <S(f,P)<A+¢%

und daraus folgt (ii). Erfullt f die Bedingung (ii), dann gilt die Ungleichung
il S(/.P)~ sup S(fP)< inf (S(f.P)~S(f.P)) <z

PEQ I) PE:](I PGL@( )

fiir alle & > 0. Daraus folgt infpecp) S(f, P) = SUP pe (1) S(f, PP) nach Lem-
ma 2.3 Damit ist Lemma [2.10] bew1esen O



Satz 2.11. (i) Jede stetige Funktion f : I — R ist Riemann integrierbar.
(ii) Jede monotone Funktion ist Riemann integrierbar.
Beweis. Sei f: I — R eine stetige Funktion. Da das Intervall I = [a, b] (mit

der Standardmetrik auf den reellen Zahlen) ein kompakter metrischer Raum
ist, wissen wir, dass f gleichméssig stetig ist. Das heisst

Ve>036>0Va,a' €l:(Jz—2|<d = |f(z)— f(')| <e).

Wir zeigen nun, dass f die Bedingung (ii) in Lemma erfiillt. Sei ¢ > 0
gegeben. Da f gleichméssig stetig ist, existiert eine Konstante § > 0, so dass
fiir alle z, 2" € I folgendes gilt:

z-a<s = |f@) - f@) < .

—a
Nun wéhlen wir eine Partition @ = {z¢,x1,...,zx} von I so dass gilt
und x — x_1 < 9§ ist fir k=1,..., N. Dann gilt fir alle x,2’ € [z, x4]

und alle k, dass |z — 2| < § ist und daher |f(x) — f(2')] <e/(b—a). Also
gilt f(z) < f(2') + 3= fiir alle z,2" € [xp_1, 2] und alle k € {1,..., N}.
Daraus folgt f(x) <inf,, | .0 f+¢/(b—a) fir alle v € [z4_1, 2] und daher

sup f < inf f+

[r_17k) [Th—1,2] b—a’

k=1,...,N.

Multiplizieren wir diese Ungleichung mit der positiven Zahl xj, — z;_; und
summieren iiber alle &£ so erhalten wir

N

S(£,Q) = Y sup [ (wx—wp1)

k=1 [tr—121]

i ( inf f+ ﬁ) (Tk — 1)

<
=1 [zr—1,2k]
N c N

- inf  f (2 — 2p1) + —
;[zkmm]f (2k — 1) b_a;(xk Th-1)

Wir haben also gezeigt, dass fiir jedes £ > 0 eine Partition Q € Z(I) exi-
stiert, die die Ungleichung S(f, Q) — S(f, Q) < ¢ erfiillt. Das heisst, dass f
die Bedingung (ii) in Lemma erfiillt. Daher ist die Funktion f Riemann
integrierbar. Damit ist (i) bewiesen.



Sei f: I — R eine monoton wachsende Funktion und sei € > 0 gegeben.
Wiéhle 6 > 0 mit

6 (f(b) = fla)) <e

und sei P = {zg,z1,...,x5} € () eine Partition mit
Ty — Tp1 <O fuirk=1,...,N.

Dann gilt

S(f,P)=S(f,P) = Z (f(zx) — fz-1)) (21 — Tpm1)

< 03 () — Flanr))
= 5(f(b) - f(a))
< €

Wir haben also gezeigt, dass fiir jedes € > 0 eine Partition P € & (I) existiert,
die die Ungleichung S(f, P) — S(f, P) < ¢ erfiillt. Nach Lemma ist f
daher Riemann-integrierbar. Damit ist Satz bewiesen. n

3 Eigenschaften des Integrals

Wie in Abschnitt [2]seien a < b zwei reelle Zahlen und I := [a, b] das kompakte
Intervall mit den Randpunkten a, b. Der folgende Satz zeigt, dass die Menge

H(I):={f:1— R|f is Riemann integrierbar}

aller Riemann integrierbaren Funktionen f : I — R ein reeller Vektorraum
(genauer ein linearer Unterraum des Vektorraumes aller reellwertigen Funk-
tionen auf I) ist, und dass die Abbildung

%([)—)]R:frﬁ/ f(z)dx

linear ist. Nach Satz ist der Raum %'(/) aller stetigen reellwertigen
Funktionen auf I ein linear Unterraum von Z(I).



Satz 3.1. Seien f,g: I = |a,b] — R Riemann integrierbare Funktionen und
seien a < ¢ < b und X\ und p > 1 reelle Zahlen. Dann gilt folgendes.

(i) Die Funktionen f+g, fg, Nf, |f|’, max{f, g}, min{f, g}, sind Riemann
integrierbar.

(ii) Es gilt
/ab(f(x)—l—g(x)) dx:/abf(x)dx+/abg(x)d:v, o
/ab)\f(x)dx = /\/abf(x)dx.

(iil) Wenn f(x) < g(z) ist fir alle x € 1, so gilt fab f(z)dz < f;g(x) dw.
(iv) Es gilt | [* f(z) dx’ < ["1/(z)] de.

(v) Die Funktionen f|aq und fliy sind Riemann integrierbar und es gilt

/abf(x) iz = /acf(x) dm+/cbf(x) dz. (10)

Beweis. Siche Seite [T1] O

Bemerkung 3.2. Sei I C R ein kompaktes Intervall und f : I — R eine
Riemann integrierbare Funktion. Sind a,b € I mit b < a, so definieren wir

/abf(z) dx = —/baf(x) dx.

Mit dieser Konvention gilt die Gleichung in Teil (v) von Satz [3.1] fiir alle
a,b,cel.

Lemma 3.3. Seien f,g : I — R Riemann integrierbar und sei M > 0 so
gewahlt, dass
sup | f(z)| < M, sup |g(z)| < M. (11)

zel zel
Sei ¢ : [-M, M]?> — R eine Lipschitz-stetige Funktion, dass heisst, es gibt
eine reelle Zahl L > 0, so dass fiir alle y, z, ¢/, 2’ € [-M, M] die Ungleichung

[y, 2) =9y, ) < Ly —y'[+ L]z — 2| (12)

erfillt ist. Dann ist die durch h(z) := ¥(f(z),g(z)) fiir x € I definierte
Funktion h : I — R Riemann-integrierbar.
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Beweis. Sei € > 0. Nach Lemma existieren Py, P, € Z(I) mit

g(faPO) (f P0)<i g(gapl)_s(gapl)<ﬁ

Sei P := FyU P;. Dann gilt Py C P und P, C P und daher, nach ,

— I3 — 9
Schreiben wir P = {xg,z1,...,2x} mit a = 29 < 1 < --- < xy = b, S0
erfiillen alle =, 2" € I} := [z)_1, zx] die Ungleichung

h(z) = h(z') = (f(x), g(x)) — P(f(), g(2"))
< LIf(x) = f(2)] + Lg(x) — g(«)]

<L (supf—inff) + L (supg—infg) :
Iy Iy I Iy

suph —infh < L (supf — inff) + L (supg —infg)
Iy Iy Iy Ix I

Iy,

Daraus folgt

fir kK = 1,..., N. Multiplizieren wir diese Ungleichung mit z, — z,_; und
bilden dann die Summe iiber £ = 1,..., N, so erhalten wir

Hier folgt der letzte Schritt aus und damit ist Lemma bewiesen. [J

Beweis von Satz[3. 1. Wir beweisen Teil (i). Wéhle M > 0 so dass gilt.
Dann sind die folgenden Funktionen 1 : [—M, M]?> — R Lipschitz-stetig mit
der jeweiligen Lipschitz-Konstanten L:

M%@=y+% L=1,
1/)(3/, Z) 2 L= M,
M%@—A% L=,
¢(y,2) |y|p7 L :pMp_la
¢(y,Z) max{y, 2}7 L=1,
b(y.?) =minfy,2},  L=1
Daher folgt Teil (i) aus Lemma (Man kann natiirlich auch die Formeln

max{f,g} = %(f+g+|f g und min{f,g} = %(f—l—g—|f—g|) verwenden.)
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Wir beweisen Teil (ii). Zunéchst beweisen wir die Ungleichungen
S(f +9.P) <S(f,P) +8(g. P) <S(f,P) +S(g, P) <S(f + g, P) (14)

fir alle P € Z(I). Sei P = {xg,x1,...,xn} € LP(I) eine Partition, die (1)
erfiillt und sei Iy, := [z_1,x;] fiir £ =1,..., N. Dann gilt

inf(f +g) <inf f+infg <sup f +supg < sup(f + g)
Iy Iy Iy I I I

fir K =1,..., N. Multiplizieren wir diese Ungleichungen mit x;, — x;_; und
bilden die Summe iiber alle & so erhalten wir (14). Nun sei

A= /abf(:v)dz:, B = /abg(ac)dx

und sei € > 0. Nach Lemma existieren Partitionen Py, P, € &(I) mit

A_§<§(f7P0)§§(fJPO)<A+%7

B~ <8(g.P)<S(g.P) < B+,

Dann erfiillt P := PyU P, € &(I) nach folgende Ungleichungen:

A+B-—e¢ [, Po) +5S(g, P)
[, P)+8S(g, P)
f+g,P)
f+g,P)
f,P)+5S(g, P)

[, Po) +5S(g, 1)

»l | Ll L [ [
A~ A~ o/~ A/~~~

AN VANI VANNN VANRE VANRE VANRIVAN

D
+
S
+
O]

Daraus folgt nach Lemma [2.9] dass f + ¢ Riemann-intergierbar ist mit
b
/ (f(z) + g(z)) de = A+ B.

Die Gleichung f: AM(z)dx = A fab f(z)dx zeigt man mit einem &hnlichen
Argument, und damit ist Teil (ii) bewiesen.
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Wir beweisen Teil (iii). Wenn f(z) < g(z) ist fiir alle € I, so erhalten
wir S(f, P) < S(g, P) fiir alle P € 2(I), und daher

Peo(I) T Pe2z(I)

/f(x)d:c: inf S(f,P)< inf g(g,P):/ g(x)dx.

Damit ist Teil (iii) bewiesen.

Wir beweisen Teil (iv). Fir alle z € I gilt —|f(x)| < f(z) < |f(2)].
Nach (iii) folgt daraus — fab |f(x)| dz < f;f(:l:) dr < fab |f(x)] dz und damit
ist Teil (iv) bewiesen.

Wir beweisen Teil (v). Dazu verwenden wir die Abkiirzungen

f() = f‘[a,c]y fl = f‘[c,b]7 IO = [CL, C], Il = [07 b]

Seien Py € Z(Iy) und P, € Z(1;) Partitionen der Teilintervalle Iy und 1.
Dann ist P := Py U P; eine Partition des Intervalls I = [a, b] und es gilt

S(f, P) = S(fo, Po) + S(f1, Pr),
S(f, P) =S(fo, Po) + S(f1, P1).

Fiir jedes € > 0 existiert nach Lemma eine Partitionen P € ()
mit S(f, P) — S(f, P) < e. Diese Partition kann mit ¢ € P gewihlt werden,
so dass P = Py U Py ist mit Py € #(1y) und P, € Z(1;). Da die Differen-
zen S(fo, Py) — S(fo, Po) und S(f1, P1) — S(f1, P1) beide nicht negativ sind,
sind sie beide kleiner als €. Also folgt aus Lemma [2.10] dass die Funktionen f,
und f; Riemann integrierbar sind. Wir bezeichnen ihre Integrale mit

(15)

c b
Ay ::/ f(x)dex, Ay ::/ f(x)dx, A:=Ag+ A

Sei wieder € > 0 gegeben. Dann existieren nach Lemma [2.9| zwei Partitio-
nen Py € Z(1y) und P, € Z(1}) so dass

£ _ £
Ao—§ < S(fo, Po) < S(fo, ) <A0+§,

€ = €
A — 5 <S(f1,P) <S(fi, Pr) < A + 5
Addieren wir diese Ungleichungen so erhalten wir nach
A—e<S(f,P)<S(f,P)< A+e.

Damit haben wir gezeigt, dass das Paar (f, A) die Bedingung (ii) in Lem-
ma 2.9 erfiillt. Also ist A das Integral von f. Damit ist Satz[3.1| bewiesen. [
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Satz 3.4. Sei f, : [ = [a,b] = R, n € N, eine Folge Riemann-integrierbarer
Funktionen, die gleichmdassig gegen eine Funktion f : I — R konvergiert.
Dann ist f Riemann-integrierbar und es gilt

/ f@)de = Tim | fo(2)de. (16)

n—oo a

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass f die Bedingung (ii) in Lemma erfiillt.
Sei also € > 0 gegeben. Da die Funktionen-Folge (f,,)nen gleichmissig gegen f
konvergiert, existiert eine Zahl n € N mit

sup /(@) = 1u(a)| < =05 (17)

Da f,, Riemann-integrierbar ist, existiert nach Lemma [2.10] eine Partition
P ={xp,x1,...,xn} € P(I) die die Bedingung (1)) erfillt so dass

S(fu P) = 8(fu, P) < 5. (18)
Aus folgen die Ungleichungen

fiir alle x € I. Daraus wiederum folgt

€
inf f,————< inf < sup < sup f,+
B T R i M P L )
fir K =1,..., N. Multiplizieren wir diese Ungleichungen mit x; — x;_; und

bilden die Summe {iiber alle k, so ergibt sich

S(fus P) = 7 < S(£,P) S(f,P) < S(fu, P) + 7,
und daher gilt nach

S(£.P) = S(f, P) < S(fus P) = S(fu P) + 5 < =

Damit haben wir gezeigt, dass f die Bedingung (ii) in Lemma [2.10] erfiillt,
und somit ist f Riemann-integrierbar. Aus Teil (iv) von Satz @ folgt nun

dx—/fn ) da /|f 2)| da

(b—a) sup |f(z)— fulz)|
a<z<b
fiir alle n € N. Da die Folge (f,)nen gleichmiissig gegen f konvergiert, folgt
daraus die Gleichung . Damit ist Satz bewiesen. O
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4 Riemannsche Summen

In diesem Abschnitt charakterisieren wir das Integral als einen Grenzwert und
die Integrierbarkeit als eine Aussage iiber die Existenz dieses Grenzwertes.
Das Resultat wird in diesem Manuskript nicht weiter verwendet und daher
kann dieser Abschnitt {ibersprungen werden. Wir betrachten ein kompaktes
Intervall I = [a, b] mit a < b. Sei eine Partition P = {xg, x1,...,an} € P (I)
gegeben, so dass gilt, und definiere

u(P) :=max{x, —xp_1|k=1,...,N}, N(P):=N =#P—1.

Die Zahl u(P) > 0 wird Feinheit der Partition P genannt und N (P) ist die
Anzahl der Intervalle, in die P das Intervall I unterteilt.

Satz 4.1 (Riemannsche Summen). Sei f : I — R eine beschrdnkte Funk-
tion und A € R. Folgende Aussagen sind dquivalent.

(I) f ist Riemann integrierbar und

b
A= / f(z)dx.
(IT) Fir jedes € > 0 existiert ein 6 > 0, so dass fir jedes P € (1) gilt:
wP)<s§ = A—e<S(f,P)<S(f,P)<A+e. (19)

(III) Fir jedes € > 0 existiert eine Zahl § > 0, so dass fiir jede Partition
P =A{xq,z1,...,xn5} von I (die erfillt) und alle &, ...,&n € R gilt:

w(P) <o N
T <& <ap ¥k A- ; f&) (xr — )| <e. (20)
Beweis. Siehe Seite [17] o

Dieser Satz lasst sich auch so formulieren: Eine beschrankte Funktion
f 1 — R ist genau dann Riemann integrierbar wenn der Grenzwert

u(P)—0
Ep€leg—1,2g] k=

b N
JRCLI D SFC [ (1)
a ] k=1

existiert. Die Summen in (21)) werden Riemannsche Summen genannt.
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Man beachte hier die Parallele in der Schreibweise zwischen dem Integral-
zeichen auf der linken Seite und dem Summenzeichen auf der rechten Seite
in (21)), dem Integranden f(z) auf der linken Seite und den Faktoren f(&)
auf der rechten Seite, sowie dem Differential-Symbol dx auf der linken Seite
und der Differenz Az, = ), — x,_1 auf der rechten Seite. Diese mathema-
tischen Symbole deuten darauf hin, dass man sich die Differenz x, — z,_4
beliebig klein vorstellt und in idealisierter Weise als infinitesimal kleine Zahl
versteht. Daher rithrt auch der Ausdruck Infinitesimalrechnung, der manch-
mal austauschbar fiir Analysis verwendet wird.

Lemma 4.2. Sei f : I — R eine beschrdnkte Funktion und M > 0 so dass
~M< fx)<M (22)
fir alle x € 1. Dann gilt fir alle P,Q € (1)

(f, P) = S(f, Q) — 4Mu(P)N(Q),

2 -
(f; P) <S(f,Q) + 4Mu(P)N(Q).

Beweis. Sei P = {xg,x1,22,...,xy} so numeriert, dass gilt. Fiir k =
1,..., N definieren wir die relllen Zahlen ;" und h; durch die Formel

S
S

R P f, falls [zp_1, 2] NQ =0,
. +M, falls [x_1, 2] N Q # 0.

Hier tritt der zweite Fall fiir jeden der Endpunkte a und b genau einmal auf.
Dariiber hinaus hat die Menge @ noch N(Q) — 1 weitere Elemente und jedes
dieser Elemente kann in hochstens zwei der Teilintervalle [z5_1, 2x] enthalten
sein. Damit tritt der Fall h)7 — h = 2M hochstens 2N (Q) mal auf. In allen
anderen Fillen gilt ;" — h; = 0. Daraus folgt die Ungleichung

N
> (hf = hy) <4M-N(Q). (24)
k=1

Ausserdem gilt

N
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Unter Verwendung von und erhalten wir

N

S(f,P) = > sup f-(xx— k)

b1 [Tk—1,Zk]

N
Z h-ki_ . (xk — xk—l)
k=1

IN

< Zh;; (T — K1) +Z (h = hy) u(P)

< S(f,Q) +4M - N(Q)u(P).

Damit ist die zweite Ungleichung in gezeigt. Die erste folgt aus der
zweiten, indem man f durch — f ersetzt und die Formel S(—f, P) = —S(f, P)
verwendet. Damit ist Lemma [4.2] bewiesen. O

Beweis von Satz[{.1. Wir beweisen (II) = (III). Dies folgt sofort aus der
Ungleichung

N
S(f, P) SZ )z — 2-1) < S(f, P)
k=1

fiir jede Partition P = {x¢,x1,..., 2N} des Intervalls I = [a, b] die (1)) erfiillt
und alle & € [xy_1, 2], k=1,...,N.

Wir beweisen (III) = (II). Dazu betrachten wir eine feste Partition
P = {zg,z1,...,xn5} des Intervalls I = [a,b] die erfiillt. Bilden wir
das Supremum der Riemannschen Summen iiber alle N-Tupel reeller Zahlen
&1, ..., &y in den Intervallen x,_1 < & < xj so erhalten wir die Obersumme:

sup fok k_xkfl):§(fap)'

----- Nkl

Ebenso ergibt sich beim Infimum die Untersumme:

Ist also € > 0 gegeben und wihlen wir § > 0 wie in (III) so gilt fiir jedes
P e Z(I) mit u(P) < 6 die Ungleichung

A—e<S(f,P)<S(f,P) < A+e.
Damit ist gezeigt, dass f und A die Bedingung (II) erfiillen.
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Wir beweisen (I) = (II). Sei also f Riemann integrierbar und
b e
A:/ x)dr = sup S(f,P)= inf S(f,P). 26
Cr@yim= s sr.P)= int S0P (26)

Sei € > 0. Nach Lemma existiert eine Partition @ € Z(I) so, dass
S(1.Q) - S(1.Q) < 5, (27)
Wahle M > 0 so, dass gilt und wahle 6 > 0 so klein, dass
AM - N(Q)§ < % (28)

Dann erfiillt jede Partition P € Z(I) mit u(P) < ¢ die Ungleichung

S(f,P) < S(f,Q)+4Mu(P)N(Q)
< S(f,Q)+4MSN(Q)
< SUhQ+5
< S(f,Q)+e¢
< A+4e¢

Hier folgt die erste Ungleichung aus Lemma[4.2] die zweite aus der Vorausset-
zung p(P) < 6, die dritte aus (28), die vierte aus (27)), und die letzte aus (26).
Genauso erhélt man, mit Hilfe von Lemma fir jede Partition P € (1)
mit p(P) < ¢ die Ungleichung

S(f,P) = S(/,Q) — AMu(P)N(Q)
> S(£.Q) —4MN(Q)
> S(1,Q) -
> S8(f,Q) —¢
> A-—ec.

Also erfiillen f und A die Bedingung (II).
Die Implikation (II) = (I) folgt direkt aus Lemma und damit ist
Satz 1] bewiesen. O
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5 Der Fundamentalsatz der Analysis

Der Fundamentalsatz der Analysis wird auch der Fundamentalsatz der Dif-
ferential- und Integralrechnung genannt. Er besagt, grob gesprochen, dass
die Ableitung die Umkehrung des Integrals ist. Genauer gesagt, wenn wir
das Integral einer stetigen Funktion iiber einem Teilintervall wiederum als
Funktion des rechten Endpunktes betrachten, wobei wir gleichzeitig den lin-
ken Endpunkt festhalten, so erhalten wir eine stetig differenzierbare Funktion
deren Ableitung die urspriinglich gegebene stetige Funktion ist. Dies ist der
Inhalt des folgenden Satzes.

Satz 5.1 (Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung).
Seien a < b reelle Zahlen und sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion. Wir
definieren die Funktion F : [a,b] — R durch

F(z) := /m f)ydt  fira<az<b. (29)

Dann ist F stetig differenzierbar und es gilt F'(x) = f(x) fir alle x € [a, b].
Beweis. Sei x € [a,b] fest gewéhlt. Es ist zu zeigen, dass folgendes gilt:
F(z+h)— F(x)

lim
h—0

= /(@)

Dies bedeutet, dass fiir jedes € > 0 ein § > 0 existiert, so dass jedes h € R
mit 0 < |h| < 0 und x + h € [a, b] die Ungleichung
F(x+h) — F(z)
h

—flz)| <e

erfiillt. Um dies zu zeigen, halten wir eine Zahl ¢ > 0 fest. Da f an der
gegebenen Stelle = € [a, b] stetig ist, existiert, nach Definition der Stetigkeit,
eine Zahl 6 > 0 so dass fiir alle y € R folgendes gilt:

a<y<b |y-z[<s = [f(y) = flo)] <. (30)

Nun sei h eine reelle Zahl so dass 0 < h < 0 und = + h < b ist. Dann gilt
a <z <+ h <bund daher, nach Teil (iv) von Satz[3.1]

z+h T z+h
F(a:+h)—F(:v):/ f(t)dt—/ f(t)dt:/ F(t) dt.
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Hieraus folgt

F(x+h) — F(z)
h

/ - g
/ TR — fl) d.

Unter Verwendung von Teil (ii) und Teil (iii) von Satz[3.1], ergibt sich daraus
wiederum die Ungleichung

- fla) =

=

1

o -s@)a
1

xz+h
[ o= s a
< sw |0~ f)

r<t<z+h
< E&.

F(z+h) — F(x)
h

— f(z)

IN

Hier folgt der letzte Schritt aus und der Tatsache, dass jede stetige Funk-
tion auf einem kompakten Intervall ihr Supremum annimmt. Angewendet auf
die Funktion [z, x+h] = R : t — |f(t) — f(z)| bedeutet dies, dass es eine re-

elle Zahl y € [z, z + h] gibt, so dass |f(y) — f(z)| = SUD,<i<rin lf(t) — f(x)]
ist; da 0 < h < 4 ist, erhalten wir |y — 2| < 6 und daher |f(y) — f(z)| < e

nach ([30)). Damit ist die gewiinschte Ungleichung ]w — f(z)| < e fiir
jede reelle Zahl h mit 0 < h < § und x + h € [a, b] bewiesen. Fiir —§ < h < 0
ist das Argument analog und damit ist Satz [5.1] bewiesen. O

Der Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung hat viele
wichtige Konsequenzen fiir die Berechnung von Integralen. Eine erste Kon-
sequenz ist folgendes Korollar.

Korollar 5.2. Seien a < b reelle Zahlen und sei F : [a,b] — R eine stetig
differenzierbare Funktion. Dann ist

f=F:la,b) >R

eine stetige Funktion und es gilt

b
/f@ﬁ:F@—F@. (31)



Beweis. Wir definieren die Funktion Fj : [a,b] — R durch
Fy(x) == / f(t)dt, fira <z <b.

Nach Satz[.1]ist Fj stetig differenzierbar und hat die Ableitung Fjj = f = F.
Daraus folgt (F' — Fy)' = F' — Fj = 0. Nach dem Mittelwertsatz ist dann
die Funktion F' — Fj : [a,b] — R konstant und daraus folgt wiederum die
Gleichung F(a) = F(a) — Fy(a) = F(b) — Fy(b) = F(b) — [* f(t) dt. Damit
ist Korollar (.2 bewiesen. O
Definition 5.3 (Stammfunktion). Seien a < b reelle Zahlen und sei
f :la,b] = R eine stetige Funktion. Eine Funktion F : [a,b] — R heisst

Stammfunktion von f wenn sie stetig differenzierbar ist und ihre Ablei-
tung durch F'(x) = f(x) fir a <z <b gegeben ist.

Eine Stammfunktion von f ist nicht eindeutig durch f bestimmt. Nach
dem Mittelwertsatz unterscheiden sich je zwei Stammfunktionen von f durch
eine additive Konstante. Die Schreibweise F(z) = [ f(z)dz wird oft fiir die
Aussage “F ist eine Stammfunktion von f” verwendet.

Beispiel 5.4. Fiir n € N sei f,, : R — R die durch
fulz) :=2" firx € R

definierte Funktion. Dann ist

eine Stammfunktion von f,.

Nach Korollar folgt daraus die Gleichung fol 2" dx = %H Man beach-
te, dass die Funktionenfolge f,, punktweise gegen die Funktion f : [0,1] — R
konvergiert, die durch f(z) = 0 fiir 0 < & < 1 und f(1) := 1 gegeben ist.
Diese ist nach Satz Riemann integrierbar. Ausserdem gilt

1 1 1
/ f(z)dx =0= lim = lim fon(z) d.
0 0

n—oo 1, + 1 n—o00

Eine derartige Aussage gilt in grosserer Allgemeinheit: Falls f, : [a,b] — R
eine Folge Riemann integrierbarer Funktionen ist und M > 0 eine reelle Zahl
so dass sup,ey |fn(z)] < M und lim, . fo(x) = 0 ist fiir alle € [a, )],
dann gilt lim,, o f: fa(z)dr = 0. Ein Beweis dieser Aussage geht iiber das
vorliegende Manuskript hinaus (siche Eberlein [I]).

21



Zur Berechnung von Integralen und Stammfunktionen wird es niitzlich
sein, zwei weitere wichtige Rechenregeln fiir das Riemannsche Integral ste-
tiger Funktionen herzuleiten. Hierbei handelt es sich um die Partielle Inte-
gration und um die Substitution. Beide Regeln folgen auf einfache Weise aus
dem Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung. Die Partielle
Integration kann man als Integralversion der Leibnizregel betrachten und die
Substitution als Integralversion der Kettenregel.

Satz 5.5 (Partielle Integration). Seien a < b reelle Zahlen und seien
£, :la,b] = R stetig differenzierbar. Dann gilt

/ f(x)g () dz = f(b)g(b) — fla)g(a) — / f(@)g(z)dz. (32)

Beweis. Die Funktion F':= fg: [a,b] — R ist stetig differenzierbar und ihre
Ableitung ist F' = f'g + f¢’ nach der Leibnizregel. Nach Korollar [5.2] folgt
daraus die Gleichung

b
/ (f'(@)g(x) + f(2)g'(z)) dz = f(b)g(b) — f(a)g(a).
Nach Teil (i) von Satz folgt hieraus wiederum die Formel und damit
ist Satz B.0 bewiesen. O

Satz 5.6 (Substitution). Seien a < b reelle Zahlen, sei ¢ : [a,b] — R
stetig differenzierbar, sei I C R ein Intervall so dass ¢([a,b]) C I, und sei
f I — R eine stetige Funktion. Dann gilt

é(b) b
| twis= [ rewea (33)

é(a) a
Beweis. Sei F': I — R die durch F(z) := f;(a) f(&) d¢ fiir x € I definiere
Funktion. Dann ist F' eine Stammfunktion von f und es gilt F'(¢(a)) = 0.
Daraus folgt nach der Kettenregel dass die Funktion F'o ¢ : [a,b] — R stetig

differenzierbar ist mit der Ableitung (F o ¢)'(t) = f(¢(¢))¢'(t) fiir a < ¢ < b.
Nach Korollar [5.2] folgt daraus die Gleichung

b ¢(b)
[ rewns o de = Plow) - Fo@) = [ fla)d.
a #(a)
Damit ist Satz [5.6] bewiesen. O
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Korollar 5.7. Sei I C R ein Intervall, ser f: I — R eine stetige Funktion,
und seien a,b € I mit a < b und ¢ € R\ {0}. Dann gelten folgende Aussagen.

(i) Sind a+c,b+ce 1, so gilt

b b+c
/ flt+c)dt = f(z)dz.

“+c

(ii) Sind ca,cb € I, so gilt

/abf(ct) it — %/:f(x) da.

(iii) Ist f stetig differenzierbar und f(t) # 0 fir alle t € [a,b] so gilt

b f’(t) B . )
/a f(t) dt = log(|f(0)[) —log(|f(a)]).

Beweis. Teil (i) folgt aus der Substitutionsregel in Satz mit ¢ : [a,b] —
definiert durch ¢(t) := ¢ + ¢ und Teil (ii) folgt mit ¢(t) := ct. Fiir Teil (iii)
ersetzen wir die Funktion ¢ in Satz durch f : [a,b] — R\ {0} und
definieren die Funktion F' : R\ {0} — R durch F(z) := log(|z|). Dann gilt
F'(z) = 1/z fiir alle x € R\ {0} nach Beispiel [6.2) und daher gilt

bf/(t) = f(b)d—m = 1o —lo a
[ F =[5 a0~ ot )

f( (a)
nach Satz [5.6l Damit ist Korollar bewiesen. m
Bemerkung 5.8. Schreiben wir
dx
= ot = = (t
r=ot). g

in Satz [5.6] und tun wir einmal so als ob es sich bei der Ableitung dz/dt
tatsdchlich um einen Quotienten handeln wiirde. Dann kéonnten wir einfach
diesen quotienten mit “dt” multiplizieren und erhielten dann den Ausdruck
dxr = ¢'(t) dt. Setzen wir diesen in das unbestimmte Integral ein, so ergibt
sich die Formel

[ t@de= [ sewpear

Trotz der eigentlich keinen Sinn machenden Rechenschritte in ihrer Herlei-
tung stimmt diese Formel dennoch mit dem Substitutionsgesetz iiberein, wie

Satz [5.6] zeigt.
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Als weitere Anwendung des Fundamentalsatzes der Differential- und In-
tegralrechnung leiten wir nun die Integralformel fiir das Restglied in der
Taylorentwicklung einer Funktion her.

Satz 5.9. Sei I C R ein offenes Intervall, sei n einne nichtnegative ganze
Zahl, und sei f : I — R eine C"-Funktion. Dann gilt fiir alle xo,x € I die
Gleichung

~ [ (o k Tt
f(m)—zf ( )(a:—a:o) :/ Qf( )(t)dt. (34)

k! n!
k=0

Bewers. Fir n = 0 ist einfach die Formel

@) = faw) = [ N

und diese folgt direkt aus Korollar Sei nun n > 1. Dann nehmen wir per
Induktion an, dass die behauptete Gleichung fiir n — 1 bereits bewiesen sei.
Wir werden im folgenden partiell integrieren mit

(x —t)"
n!

¢(t) = — c W) = ) — f™ (o).

Nach Induktionsannahme gilt

zo

_ / TE D" gy g1

n!

Damit ist Satz [5.9] bewiesen. O
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6 Beispiele

Beispiel 6.1. Sei a eine beliebige reelle Zahl mit

a# —1
und sei f : (0,00) die durch f(z) := 2 fiir z > 0 definierte Funktion. Dann
ist

Ia-i—l

Flo):= a+1

eine Stammfunktion von f. In der vor Beispiel [5.4] erlduterten Schreibweise
lasst sich diese Aussage in der Form

a+1
/:C“ dr = = (35)

formulieren.

Beispiel 6.2. Eine Stammfunktion von R\ {0} — R : z — 1/x ist die
Funktion R\ {0} — R : z — log(|z|), das heisst

dx
|5 = 1ogla. (36)
x
Beispiel 6.3. Die Funktion
sin T
t :z—:(——,—)%R
ol cos 22
ist strikt monoton wachsend, bijektiv, und stetig differenzierbar mit der Ab-
leitung
tan'(z) = 1 + tan®(z) > 0
fiir alle z € R mit |z| < m/2. Daraus folgt (nach dem Satz iber Umkehrfunk-
tionen) dass die Umkehrfunktion

arctan :=tan ' : R — (—E, E)
2°2
stetig differenzierbar ist mit der Ableitung
1
12
fir x € R. Mit anderen Worten, die Funktion arctan : R — R ist eine
Stammfunktion von R — R : z — 1/(1 + 2?), bezichungsweise

/ 9 _ arctan(z). (37)

1+ a2

arctan’ ()
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Beispiel 6.4. Genauso wie in Beispiel kann man mit der hyperbolischen

Tangensfunktion
sinh
tanh :=

R — (—1,1
p_— (-1,1)

vorgehen. Diese ist ebenfalls strikt monoton wachsend, bijektiv, und stetig
differenzierbar mit der Ableitung

tanh’(z) = 1 — tan®(z) > 0
fiir alle x € R. Daraus folgt dann, dass die Umkehrfunktion
artanh := tanh ™' : (—=1,1) = R

stetig differenzierbar ist mit der Ableitung

1
artanh’(z) = 3 fir —1l<z<1
—x

Mit anderen Worten, die Funktion artanh : (—1,1) — R ist eine Stammfunk-
tion von (—1,1) = R : z — 1/(1 — 2?), bezichungsweise

d
/ N ’ 5 = artanh(x) fir —1<x<l. (38)
-z

Diese Formel lasst sich auch wie folgt auf einem génzlich anderem Weg ge-
winnen. Es gilt

I 1 ERYAR U
1—22 (I4+z)(1—2) 2\1+2 1-x

fir —1 < 2 < 1 und daher

/dx _1/d$+1/d:v
1—22 2) 1+z 2) 1—=z

= %(log(l + z) — log(1 — z))

B 11 1+2x
- 2% \1 2

= artanh(x).

Hier gilt die letzte Formel, weil die Gleichung y =

2
mit |z| < 1 dquivalent ist zu der Gleichung = = tanh(y) =
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Beispiel 6.5. Die Funktion
sin : <—E, E) — (=1,1)
2°2

ist strikt monoton wachsend, bijektiv, und stetig differenzierbar mit der Ab-

leitung
sin’(x) = cos(z) = /1 —sin?*(z) > 0

fir alle z € R mit |z| < m/2. Daraus folgt dass die Umkehrfunktion
T
arcsin :=sin"' : (—1,1) — (—5, 5)
stetig differenzierbar ist mit der Ableitung
1
V1—2?
fir + € R. Mit anderen Worten, die Funktion arcsin : (—1,1) — R ist eine
Stammfunktion von (—1,1) — R : x +— 1/4/1 — 22, beziehungsweise

arcsin’(z) =

dx
——— = arcsin(x fir —1<ax<l1. 39
| 5= (@) (39)
Beispiel 6.6. Genauso wie in Beispiel [6.5 kann man mit der hyperbolischen
Sinusfunktion sinh : R — R vorgehen. Diese ist ebenfalls strikt monoton
wachsend, bijektiv, und stetig differenzierbar mit der Ableitung

sinh’(x) = cosh(z) = 1/1 + sinh®*(z) > 0

fiir alle x € R. Daraus folgt dann, dass die Umkehrfunktion
arsinh :=sinh™' : R - R

stetig differenzierbar ist mit der Ableitung

1
arsinh’(r) = —— fir x € R.

V1+ a2

Mit anderen Worten, die Funktion arsinh : R — R ist eine Stammfunktion
von R — R : 2z — 1/v/1+ 22, beziechungsweise

dz
——— = arsinh(z). 40
| i = bt o
Ubung: Es gilt arsinh(x) = log(v/1 + 22 + ) fiir alle 2 € R.
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Beispiel 6.7. Die Funktion
cosh : (0,00) — (1,00)

ist strikt monoton wachsend, bijektiv, und stetig differenzierbar mit der Ab-

leitung
cosh’(z) = sinh(z) = y/cosh?(z) —1 >0

far alle x > 0. Daraus folgt dann dass die Umkehrfunktion
arcosh := cosh™ : (1,00) — (0, 00)

stetig differenzierbar ist mit der Ableitung

1

arcosh’(z) = ———  firx > 1.

2 —1

Mit anderen Worten, die Funktion arcosh : (1,00) — R ist eine Stammfunk-
tion von (1,00) = R : x — 1/v/2? — 1, beziehungsweise

dz
———— = arcosh(z fiir z > 1. 41
| == (@) (41)
Ubung: Es gilt arcosh(z) = log(v/22 — 1 + ) fiir alle 2 > 1.
Beispiel 6.8. Es gelten die Formeln

1
/ e dr = —e™
c

/ sin(z) da = — cos(z), / cos(z) dz = sin(x)

fiir c € R\ {0} sowie

und

/sinh(x) dx = cosh(x), /cosh(x) dx = sinh(x)

Beispiel 6.9. Sei die Funktion f : R — R gegeben durch f(z) := e’
fiir x € R. Diese Funktion ist stetig und besitzt natiirlich, wie jede andere
stetige Funktion auch, eine Stammfunktion F'(z) := fox e~ dt. Jedoch lisst
sich diese Stammfunktion nicht mittels einer geschlossenen Formel durch die
anderen bisher betrachteten elementaren Funktionen ausdriicken.
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Beispiel 6.10. Sei ¢ € R\ {0}. Aus der Partiellen Integration in Satz
mit f(x) = 2™ und g(x) = ¢ 'e® ergibt sich das unbestimmte Integral

n ,cxr
x"e n _
/m"ecm dx = — —/J:" Lot dg
c c

Durch vollstéandige Induktion folgt daraus

n n‘x”’k

/x”ec’” dr = e Z(—l)km (42)

k=0

Beispiel 6.11 (Flicheninhalt des Einheitskreises). Mit f(z) = V1 — 22
und g(z) =z fiir —1 < = < 1 ergibt sich aus Satz 5.5 die Formel

/ VI—2dr = / f(x)g (z) dx

= f(2)g(z) - / f’(x)g(x) d

= a:\/l—x2+/
(1—2?)

i U2
R V= 1_:52
= x\/l—x2+arcsin(x)—/\/1—x2dx.

Hier folgt der letzte Schritt aus Beispiel [6.5] Damit ergibt sich die Gleichung

1
/\/1 —a22dr = §<:v\/1 — a2+ arcsin(z)) fir —1<ax<1. (43)

\/1 —x2

Integration iiber dem Intervall [—1, 1] liefert die Gleichung

/ V1—a22de = (arcsm(l) — arcsin(—1)> — g

Dies ist aber genau der Fliacheninhalt der oberen Hilfte des Einheitskreises,
und somit haben wir bewiesen, dass der Einheitskreis die Flédche 7 hat.

Beispiel 6.12. Die gleiche Methode wie in Besipiel liefert die Formel
1
/ V14 22de = 3 (:U\/ 1+ 22+ arsinh(az)). (44)
Hier beruht die Rechnung auf Beispiel [6.6]
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Beispiel 6.13. Die Methode aus Besipiel liefert auch die Formel
1
/\/x2 —1ldx = 5 (:c\/x2 -1+ arcosh(:c)) fir z > 1. (45)

Hier beruht die Rechnung auf Beispiel [6.7]
Beispiel 6.14. Wir beweisen die Formel

2m
/ sin®(z) do = . (46)
0
Nach Satz 5.5 mit f(z) := cos(z) und g(z) = sin(z) gilt

/027r cos?(x) dr = /027r f(x)d (z / I (x /027T sin?(z) dz

und daher
2m 2 2 2w
2/ sin®(z) dr = / sin?(r) dx + / cos?(x) dr = / ldx = 2,
0 0 0 0

woraus die gewiinschte Formel folgt.

Beispiel 6.15. Das Wallis’sche Produkt ist der Spezialfall des Eulerschen
Sinusproduktes in Satz mit © = 1/2. Es ldsst sich als das unendliche
Produkt der Faktoren (2k)%/(2k — 1)(2k + 1) schreiben, und ein Satz von
John Wallis aus dem Jahre 1655 besagt

— (2k)? .
kHl 2k —1)(2k+1) 2 (47)

Hier ist die linke Seite der Grenzwert der Folge

n

H _2:24-4 2n - 2n
2k:—1 2k:+1)_1-33-5 (2n—1)-(2n+1)°

(48)

Da /(2n + 1w, = 2*"/(*") ist, ergibt sich aus die Gleichung
2n\ v/
lim ( ") oT_ . (49)

n—o00 n 22n

Zum Beweis von werden wir die Folge

w/2
Cp = / cos"(x) dx, n=20,1,2,3,..., (50)
0

berechnen.

30



Hierzu zeigen wir zunéchst eine Rekusionsformel mit Hilfe partieller In-
tegration. Seien die Funktionen f,g : R — R durch f(z) := cos" !(z) und
g(x) :=sin(z) gegeben. Dann gilt nach Satz [5.5| die Gleichung

/ cos™(x) dr = / J(2)g (x) da
~ flalg(o) - [ F)gla)da
— cos"L(a)sin(z) + (n — 1) / cos™2(z) sin?(z) da
— cos"L(a)sin(z) + (n — 1) / cos"2(z) dx
(1) / cos” (z) do.

Hieraus folgt

/cos”(x) dx = cos™” () sin() + 1= ! /cos”_Q(x) dx. (51)

n n

Aus und ergibt sich die Rekursionsformel

n—1 s
Cn = = Cn-2, =3 c = 1. (52)
Die Rekursionsformel fithrt zu den Gleichungen

2n—1 2n—3 3 1 «

T o -2 12 Y
2n 2n — 2 4 2 1

Cn — . e — —_ . ,

T o011l 2n—1 5 3

fiir alle n € N und mit ergibt sich daraus wiederum

n 2
Contl _ (53)
Con ™
Die behauptete Formel folgt aus und der Gleichung
lim 27— 1. (54)

n—oo Czn

Zum Beweis von verwenden wir cos?(x) > cos®" ™ (z) > cos®t3(x)
fir alle n € N und alle z € [0, 7/2]. Nach Gleichung und Teil (ii) von

Satz folgt daraus g, > Cant1 > Copyo und daher 1 > 225 > CQCZIQ = 321;

fir alle n € N. Da lim,,_, gzg = 1 ist, folgt daraus die Glneichung .
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Beispiel 6.16. Seien a und b reelle Zahlen mit

a2

b> —.
~
Wir beweisen die Formel
/ _wdw log(x + ax +b)

22422 4+b 2
55
_2 7 arctan( I—'—a/z ) ( )
—a

Dazu berechenen wir

/ xdx _1/(2x+adm a/
24+22+b 2) x224ax+b 2 +a:c+b

a

Zur Berechnung des zweiten Summanden fithren wir die Bezeichnung

ein und verwenden das Substitutionsgesetz in Satz mit der Variablen-
transformation y = ¢(z) = % + 5%. Dann ergibt sich

/ dx _/ dx
w2+ar+b ) (v+a/2)? + A2

:1/ m(l/A)dx

+ 5q)2+1

y+1

=— arctan(y)

A

1 r+a/2
—Zarctan< 1 )

Hieraus folgt sofort die gewiinschte Gleichung .
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Beispiel 6.17. Wir beweisen, dass 72 eine irrationale Zahl ist. Der Beweis
wurde von Ivan Morton Niven im Jahre 1947 gefunden (siehe [2], Seite 207]).
Nehmen wir an, 72 sei rational. Dann existieren natiirliche Zahlen a,b € N,
so dass

ist. Da die Folge ma™/n! gegen Null konvergiert fiir n gegen unendlich, exi-
stiert eine natiirliche Zahl n € N mit

L
n!
Nun definieren wir das Polynom f : R — R und die Zahlen cg, ¢y, ..., o, € Z
durch die Gleichung
1 & 1
f(z) = ] chxk = Eaz”(l —z)".
k=0

Dann sind die Ableitungen von f an der Stelle o = 0 durch

0, firk=01,...,n—1,
R (0) = %ck, firk=n,n+1,...,2n,
0, fir £ > 2n

gegeben. Dies sind ganze Zahlen und, da f(1—z) = f(z) ist fiir alle x € R, ist
auch die Ableitung f*)(1) fiir jedes k € Ny eine ganze Zahl. Nun definieren
wir die Funktion F': R — R durch

F(z) =" (w% fl@) = a2 2" (a) £ e 4 (1) f<2"><x>)
= a"f(x) —a" 'bf"(x) £ -+ (=1)"b" O (x)

fir x € R. Dann gilt nach dem oben gezeigten F(0) € Z und F(1) € Z.
Schliesslich definieren wir die Funktion G : R — R durch

G(x) := F'(x)sin(rz) — 7 F (z) cos(rz) fir z € R.
Dann gilt G'(z) = (F"(z) + 72F(x)) sin(rz) = 7w2a™ f(x) sin(nz) und daher
1

™

A:=ma" /1 f(z)sin(rz) de =
0

Dies widerspricht aber der Tatsache, dass 0 < f(z)sin(mz) < 1/n! ist fiir
alle z € [0,1], und daher 0 < A < wa™/n! < 1. Dieser Widerspruch zeigt,
dass 72 entgegen unserer urspriinglichen Annahme doch irrational sein muss.

(G(1) — G(0)) = F(1) + F(0) € Z.
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7 Die LP’~-Norm

Dieser Abschnitt fithrt die LP-Norm auf dem Raum der stetigen Funktionen
auf einem kompakten Intervall ein und beweist die Ungleichungen von Holder
und Minkowski. Zunéchst sei daran erinnert, dass ein normierter Vektor-
raum ein Paar (X, ||-||) ist, welches aus einem Vektorraum X besteht und
einer Funktion X — R : x — [|z||, welche folgende Eigenschaften besitzt.

(N1) Fiir alle z € X gilt ||| > 0 und ||z|| =0 < x =0.
(N2) Fir alle x € X und alle A € R gilt || Az| = |A|]|z]|.
(N3) Fiir alle 2,y € X gilt ||z +y|| < ||z + [|y]|-

Jede solche Funktion auf einem Vektorraum X heisst Norm (oder Norm-
funktion) auf X. Eine Normfunktion X — R : x + ||z|| bestimmt eine
Abstandsfunktion d : X x X — R mittels der Formel

d(z,y) =z —yll  firz,yeX. (56)

Es folgt direkt aus den Axiomen fiir eine Normfunktion, dass diese Funktion
d: X x X — R die Axiome einer Abstandsfunktion erfiillt. Das heisst, sie
hat folgende Eigenschaften.

(M1) Fiir alle z,y € X gilt d(z,y) > 0 und d(z,y) =0 <= z =y.
(M2) Fiir alle z,y € X gilt d(z,y) = d(y, x).
(M3) Fiir alle z,y, 2z € X gilt d(z, z) < d(z,y) + d(y, z).

Damit ist also jeder normierte Vektorraum (X, |[|-]]) auch gleichzeitig ein
metrischer Raum (X, d). Ein normierter Vektorraum (X, |-||) heisst Ba-
nachraum wenn er beziiglich der durch definierten Abstandsfunktion
vollstiandig ist (das heisst, wenn jede Cauchy-Folge in (X, d) konvergiert).

Im folgenden seien a und b zwei reelle Zahlen mit a < b. Wir bezeichnen
das kompakte Intervall mit den Randpunkten a und b mit

I := [a,b]:{meR‘agxgb}.
Der Raum der stetigen reellwertigen Funktionen auf I wird mit
¢ (1) = {f - R‘f ist stetig}
bezeichnet. Dies ist ein Vektorraum, da die Summe und das Produkt zweier

stetiger Funktionen wieder stetig sind.
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Wir wissen, dass jede stetige Funktion auf einem kompakten metrischen
Raum ihr Supremum annimmt und daher beschréinkt ist. Dies fithrt uns zur
Definition der Supremumsnorm

Fll = sup [f(@)]  fir f € € (1), 67)

Es folgt direkt aus der Definition dass die Funktion €' (I) — R : f — || f|l
eine Norm ist. Der normierte Vektorraum (¢'(1), ||-||) ist vollstandig.

Satz 7.1. € (1) ist ein Banachraum mit der Supremumsnorm ([57)).

Beweis. Sei (fn)nen eine Cauchy-Folge in € (I) beziiglich der Supremums-
norm. Dies bedeutet, dass fiir jedes € > 0 eine natiierliche Zahl ng € N exi-
stiert so dass alle m,n € Nmit m > n > ng die Ungleichung || f,,, — full., <€
erfilllen. Da |f,,(z) — fo(2)] < || fm — full o ist fiir alle x € I, folgt daraus,
dass fiir jedes x € I die Folge (f,(z))ner reeller Zahlen eine Cauchy-Folge
ist. Da jede Cauchy-Folge in R konvergiert, existiert der Grenzwert

f(z) = nh_g)lo fo(z) €R

fiir jedes x € I. Diese Grenzwerte definieren eine Funktion f: I — R.
Wir zeigen, dass die Funktionenfolge f, : I — R gleichméssig gegen f
konvergiert. Sei ¢ > 0 und wéhle ny € N so dass fiir alle m,n € N gilt

m>nzng = [ fm = fulloe < €/2. (58)

Dann gilt fiir alle x € I und alle m,n € N mit m > n > ng die Ungleichung
|f(x) = fu(@)| < || fm — full < €/2. Mit m — oo erhalten wir

(@) = ful@)] = lim | fn(e) = fule)| < 5 < (59)

fir alle n € N mit n > ny und alle x € I. Dies bedeutet genau, dass die
Funktionenfolge (f,)nen gleichmissig gegen f konvergiert. Da f, : [ — R
nach Voraussetzung fiir jedes n € N stetig ist, folgt daraus wiederum, dass
die Funktion f: I — R ebenfalls stetig ist. Also ist f € €' (1).

Sei nun € > 0 gegeben und sei ny € N so gewéhlt, dass gilt. Dann
gilt auch fiir alle n € N mit n > ng und alle z € I. Betrachten wir jetzt
das Supremum {iiber alle z € I, so erhalten wir die Ungleichung

IF = fallo = swp |f() = fulw) < 5 < (60)

fiir alle n € N mit n > ng. Das heisst, dass die Folge (f,,)nen gegen f € €(1)
konvergiert, und damit ist Satz [7.1] bewiesen. O
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Im folgenden wihlen wir eine reelle Zahl p > 1 und definieren die LP-
Norm einer stetigen Funktion f : I — R durch

i, = ([ 1w o) " (61)

Hier ist das Integral auf der rechten Seite das Riemannsche Integral der
Funktion I — R : x — |f(z)|". Diese Funktion ist stetig und daher Riemann
integrierbar nach Satz Ihr Integral ist nichtnegativ nach Teil (ii) von
Satz und daher ist die rechte Seite in Gleichung wohldefiniert. Das
Ziel in diesem Abschnitt ist es, zu zeigen, dass es sich bei der Funktion
¢(I) - R : f = |f]l, um eine Norm handelt, das heisst, dass sie die
Axiome (N1), (N2), und (N3) auf Seite |34] erfiillt. Dass die LP-Norm das
Axiom (N2) erfiillt, folgt direkt aus der Definition und Teil (i) von Satz 3.1}
Dass sie auch das Axiom (N1) erfiillt, ergibt sich aus dem folgenden Lemma

mit g(z) == |f(z)[".

Lemma 7.2. Sei g : I — [0,00) eine stetige Funktion mit fabg(a:) dx = 0.
Dann gilt g(x) =0 fir alle x € I.

Proof. Wir definieren die Funktion G : I — R durch
G(z) == / gt)ydt  fura<ax <hb.

Nach Satz [5.1]ist G’ dann stetig differenzierbar und es gilt
G'(z) =g(x) = 0

fiir alle z € I. Daraus folgt nach dem Mittelwertsatz, dass G monoton wach-
send ist. Insbesondere gilt daher

G(a) < G(x) < G(b) fir alle x € I.
Ausserdem gilt
b
G(a) =0, G(b) = / g(t)dt = 0.

Daraus folgt G(x) = 0 fiir alle x € I und daher gilt auch g(z) = G'(z) =0
fiir alle x € I. Damit ist Lemma [7.2 bewiesen. O

Wir haben also gezeigt, dass die LP-Norm auf %' (/) die Axiome (N1)
und (N2) erfiillt. Dass sie auch die Dreiecksungleichung erfiillt, ist der Inhalt
des folgenden Satzes.
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Satz 7.3 (Minkowski-Ungleichung). Seip > 1 eine reelle Zahl. Dann gilt

1f+9ll, < LFIl, + llgll, (62)

fir alle f,g € €(1).
Fiir p = 1 folgt die Minkowski-Ungleichung direkt aus der Definition
(zusammen mit Satz und der Dreiecksungleichung fiir die Betragsfunk-
tion auf den reellen Zahlen). Fiir p > 1 bendtigen wir zur Vorbereitung des

Beweises die Holder-Ungleichung. Diese wiederum basiert auf Young’s Un-
gleichung, welche besagt dass, wenn p,q > 1 reelle Zahlen sind mit

1 1
-+ -=1, (63)
p 4q
dann gilt die Ungleichung
1 1
ab < —aP + —b? (64)
p q

fiir alle a,b > 0.

Satz 7.4 (Holder-Ungleichung). Seip > 1 eine reelle Zahl und sei g > 1
so gewdhlt, dass gilt. Dann gilt die Ungleichung

b
/ |f(@)g(x)| dz <[ f]], ll9ll, (65)
fiir alle f,g € €(I).

Beweis. Seien f,g € €(I). Wenn eine der beiden Funktionen identisch ver-
schwindet, so sind beide Seiten der Ungleichung gleich Null. Wir kénnen
also annehmen, dass f und ¢ beide nicht identisch verschwinden. Nach Lem-
ma gilt dann [[f[|, > 0 und [[g||, > 0. Dann folgt aus der Young’schen
Ungleichung und Satz [3.1] dass folgendes gilt:

@@l (L (@1 L (@l
anmﬁmgigl(meu>+q<mm>>d

_ L@ Pde 1 9] de

IR q ll
1 1
— -4z
p q
= 1.
Damit ist Satz [7.4] bewiesen. O
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Beweis von Satz[7.3 Unter Verwendung von Satz der Holder-Unglei-
chung und der Identitdt ¢ = p/(p — 1) erhalten wir

b
Hf+m@:/Mﬂw+gmwdx

< [ 1H@I17@) + 9@l do+ [ lga)l|@) + o@)P " da

< (171, + lsl, ([fLﬂx>+gch@—”dx)Uq

-1
= (71, + ol ) 1 + gt~
Damit ist Satz [7.3] bewiesen. O

Bemerkung 7.5. Mit Satz ist gezeigt, dass (€°(1),||-|,) fiir jedes p > 1
ein normierter Vektorraum ist. Im Gegensatz zum Fall p = oo (Satz [7.1]) ist
dies jedoch kein Banachraum, wie das folgende Beispiel zeigt.

Fiir n € N definieren wir die Funktion f,, : I := [0, 1] — R durch

0, fir0 <z <1/2-1/n,
folx) =< nx+1-n/2 firl/2—-1/n<z<1/2,
1, fir 1/2 <z <1.

Dies ist eine Cauchy-Folge in & (I) beziiglich der Norm fiir jedes p > 1.
Jedoch konvergiert diese Folge nicht in 4'(I), da ihr punktweiser Grenzwert
unstetig ist. Dieser punktweise Grenzwert ist die Funktion f : I — R, die
durch f(x):=0fir 0 <z <1/2und f(z):=1 fir 1/2 <z <1 gegeben ist.

Bemerkung 7.6. Auf dem Vektorraum % (I) definiert die Formel

@m:/f@wwm fiir f,9 € €(I)

ein inneres Produkt und es gilt ||f|, = /(f, f). Fir p = 2 ist die Holder-
Ungleichung dann die Cauchy—-Schwarz Ungleichung.

Bemerkung 7.7. Fir z = (zq,...,2,) € R"” und p > 1 definieren wir
]|, = (Z?:1|xi|p)1/p. Dann ist die Funktion R* — R : 2 — |[lz], ei-
ne Norm. Der Beweis der Dreiecksungleichung ist analog zum Beweis der
Minkowski-Ungleichung fiir Integrale. Man ersetzt iiberall das Inte-
gral durch die entsprechende Summe und verwendet die Hélder-Ungleichung
(2, 5)] < llall, 1y, fiir 2,5 € R und p,q > 1 mit 1/p+ 1/q = 1. Diese lisst
sich wiederum mit dem gleichen Argument wie in Satz beweisen.
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8 Uneigentliche Integrale

Es ist oft niitzlich, eine stetige Funktion f : I — R auf einem offenen Intervall
I C R iiber das gesamte Intervall zu integrieren, selbst wenn das Intervall un-
beschréankt ist, beziehungsweise wenn das Intervall beschrankt, die Funktion
aber unbeschréinkt ist. In diesem Fall sprechen wir von einem uneigentlichen
(Riemannschen) Integral.

Definition 8.1 (Uneigentliches Integral). Seien a € R U {—o00} und
be RU{oo} mita <b gegeben und sei

I:=(a,b)={z eR|a<z<b}

Eine Funktion f : I — R heisst lokal Riemann integrierbar, wenn ihre
Einschrinkung auf jedes kompakte Intervall K C I Riemann integrierbar ist.
Eine lokal Riemann integrierbare Funktion f : I — R heisst uneigentlich
Riemann integrierbar wenn es eine reelle Zahl A € R gibt, die folgende
Bedingung erfiillt.

Fiir jedes € > 0 existieren Zahlen ag,by € R mit a < ag < by < b,
so dass alle a, 5 € R mit a < a < ag < by < f < b die Ungleichung

A— /B f(z)dx (66)

<é€

erfiillen.

Die Zahl A, wenn sie existiert, ist eindeutig durch diese Bedingung bestimmd.
Sie wird das uneigentliche Integral von f diber I genannt und mit

/abf(g;) dz:= A = lim /j f(x)dx (67)

B/b

bezeichnet.

Der Beweis, dass die Zahl A (wenn sie existiert) durch die Bedingung
eindeutig bestimmt ist, ergibt sich aus dem gleichen Argument mit dem die
Eindeutigkeit des Grenzwertes einer Folge bewiesen wird. Die Besipiele un-
eigentlich Riemann integrierbarer Funktionen, die wir im folgenden betrach-
ten, sind alle stetig und es geht entweder um das Integral einer beschrankten
Funktion iiber einem unbeschrinkten Intervall oder um das Integral einer
unbeschrénkten Funktion {iber einem beschriankten Intervall.
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Beispiel 8.2. Sei s > 0 eine reelle Zahl und sei f : (0,00) — R die Funktion
f(z) := x7°. Diese Funktion ist fiir keinen Wert von s uneigentlich Riemann
integrierbar. Es ist jedoch auch interessant, diese Funktion auf den halboffe-
nen Teilintervallen (0, 1] und [1, 00) zu betrachten. Fiir s # 1 ist die Funktion
F(x) :=2'7%/(1 — s) eine Stammfunktion von f, das heisst

d 1-s
@w_ 2 fiir « > 0.
s  1-—s
Im Fall 0 < s < 1 folgt daraus
1 d 1 d 1— 1-s 1
Y tim [ Y otim S = firs<1.  (68)
o X° eNo J, x° N0 1—3s 1—s

Die gleiche Rechnung zeigt, dass die Funktion f|(q fiir s > 1 nicht unei-
gentlich integrierbar ist. Im Fall s > 1 erhalten wir

= lim — = lim = fir s > 1. (69)
x5 Rjoo ) x5 RS 1 —3s s—1

/°° dzx B dx R=s —1 1
1

Hier zeigt die Rechnung, dass die Funktion f|j o fiir s < 1 nicht uneigentlich
integrierbar ist. Fiir s = 1 ist die Funktion f(x) = 1/ auf keinem der beiden
Intervalle (0, 1] und [1, c0) uneigentlich integrierbar.

Beispiel 8.3. Die durch f(z) := 7 definierte Funktion f : R — R ist
uneigentlich integrierbar und es gilt
> dr
/_meﬁw. (70)

Zum Beweis verwenden wir die Tatsache, dass arctan = tan™' : R — R eine
Stammfunktion von f ist (siehe Beispiel . Daraus folgt

>* dq Rod
/ ’ 5 = lim ’ 5 = lim arctan(R) = i
0 1+zx R/ Jq 1+zx R /o0 2

und

und damit ist bewiesen.

0 0
d d

/ Y lim / L~ lim arctan(—R) = E,

w1422 RS ) p1+22 R /oo 2
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Beispiel 8.4. Sei ¢ > 0. Dann ist die durch f(t) := e~ definierte Funktion
f :]0,00) — R uneigentlich integrierbar und es gilt

o R l—e® 1
/ e~ dt = lim e~ dt = lim ——— = —. (71)
0 R/ [ Rjco ¢ c

Beispiel 8.5 (Die I'-Funktion). Fiir jede reelle Zahl x > 0 ist die Funktion
(0,00) > Rt t" et

uneigentlich integrierbar. Dass sie auf dem Intervall (0, 1] uneigentlich in-
tegrierbar ist folgt aus Beispiel und dass sie auf dem Intervall [1,00)
uneigentlich integrierbar ist folgt aus Beispiel mit ¢ = 1/2 und der Tat-
sache, dass die Funktion ¢ ~ t*~1e=*/2 auf dem Intervall [1,00) beschriinkt
ist. Das uneigentliche Integral bezeichnen wir mit

() R
[(x):= / t" et dt = lim t" et dt. (72)
0 RE>20 5

Die daraus resultierende Funktion I" : (0,00) — (0,00) wird Gamma-
Funktion genannt und sie spielt eine wichtige Rolle in verschiedenen Ge-
bieten der Mathematik.

Satz 8.6 (Bohr—Mollerup). (i) Die Gamma-Funktion erfillt die Gleichun-
gen

I'(1) =1 (73)

und
Nz +1) =a2(x) fiir alle x > 0, (74)

und sie ist logarithmisch konvex, das heisst, sie erfillt die Ungleichung
LAz + (1= A)y) < D(x)*T(y)' (75)

fiir alle z,y > 0 und alle A\ € R mit 0 < A < 1.

(ii) Die Gamma-Funktion ist die einzige logarithmisch konvexe Funktion von

(0,00) nach (0,00), die (73|) und erfullt. Dariiber hinaus gilt

) nln®
[(x) = nh—{EO z(x+1)---(x+n) (76)

fir alle x > 0.
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Beweis. Wir beweisen Teil (i). Die Gleichung I'(1) = 1 folgt aus Beispiel [8.4]
Nun sei > 0. Dann folgt aus Satz mit f(t) ;= t* und g(t) := —e~* die
Gleichung

R R
/ tPe tdt = e¥e® — R F + x/ t* et dt
€ g

fir R > ¢ > 0. Mit dem Grenziibergang ¢ — 0 und R — oo ergibt sich
daraus die Gleichung

R R
[x+1)= lim the "t dt = lim x/ t" e tdt = al'(x).
7 e R Ve

Damit ist gezeigt, dass die Gamma-Funktion die Gleichungen und

erfiillt. Der Beweis von beruht auf der Holder-Ungleichung mit
1 o
Pi=s 4E Ty

und
f(t) = M2t g(t) = 1IN0 ==\t

Dann gilt

" R
/ t,\x+(1—/\)y—1e—tdt:/ f(t)g(t) dt

< ([ rera) " ([ atorar) "
— </5Rtxlet dzf)A </6Rtylet dt dt)H.

Mit dem Grenziibergang ¢ — 0 und R — oo ergibt sich daraus die Unglei-
chung

R
F'(Az+ (1—=MNy) = lim At =Ny=le=t gy
Ao Je
R A R 1-X\
< lim ( / tr et dt) ( / tytet dtdt)
e \Je <

=T(z)*T(y)' ™

Damit ist Teil (i) bewiesen.
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Teil (ii) ist der Satz von Bohr-Mollerup und wurde im Jahre 1922 bewie-
sen. Wir nehmen an, dass F' : (0,00) — (0,00) eine logarithmisch konvexe
Funktion ist, die die Gleichungen

F(1) =1, Fx+1) =zF(x) (77)
fiir alle z > 0 erfiillt. Daraus folgt durch vollsténdige Induktion die Gleichung
Flx4+n)=z(xz+1)---(z+n—1)F(x) (78)

fiir alle n € N und alle x > 0. Mit x = 1 ergibt sich
F(n+1) =n! fur alle n € N. (79)

Nun sei 0 < z < 1. Dann folgt aus der logarithmischen Konvexitéit von F
und aus , dass F' fiir jedes n € N die Ungleichungen

Fin+z)=F(z(n+1)+ (1 —12)n)
< F(n+1)*F(n)'™*

80
=nl(n — )" (80)
= nln® !,
=F(n+1)
:F(:v(n+:c)+(1—x)(n+1+x))
<Fn+z)"Fn+1+x)'" (81)
=Fn+2)*(n+z) "Fn+az)"
=F(n+z)(n+z)*
erfiillt. Die Ungleichungen (80)) und lassen sich in der Form
| z In®
n!(n + x) < Fln+z)< nln (82)
n+x n
fiir 0 < x <1 und n € N schreiben. Mit folgt daraus
n!n® n+az\” nn® n+ax
< F <
z(x+1)---(x+n) ( n ) < Flr) < z(x+1)---(x+n) n
und daher
n nin® n \"
F < <F : 83
(x)n—i—x_x(x—i—l)---(m—i—n)_ <x)(n—|—x> (83)
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Mit dem Grenziibergang n — oo ergibt sich die Gleichung

_ nln®
Fle) = A z(x4+1)--(x+n) (84)

fir 0 < < 1. Wir zeigen nun durch vollstdndige Induktion, dass diese
Gleichung fiir alle z > 0 gilt. Sei alse n € N und nehmen wir an, dass die
Gleichung fiir n — 1 < x < n gilt. Dann folgt aus die Gleichung

Fx+1)=xzF(x)

x

. nln

= lim

n—oo (z+ 1)(z+2)--- (x +n)

) nln®+1 r+n+1
= lim
noo (x+1)(x+2) - (x+n+1) n
n!nerl
= lim

n—oo (x 4+ 1)(x+2)---(x+1+n)

fiir n — 1 < & < n und daher gilt fir n < x <n+ 1. Damit haben wir
gezeigt, dass es jede logarithmisch konvexe Funktion F' : (0,00) — (0, 00),
die erfiillt, fiir jedes + > 0 durch die Formel gegeben ist. Nach Teil (i)
gilt dies fiir die Gamma-Funktion und damit ist Satz bewiesen. O

Ubung 8.7. Sei I C R ein offenes Intervall. Dann ist jede konvexe Funk-
tion f:I — R stetig. Insbesondere l&sst sich dieses Resultat auf die Funk-
tion f:=logol: (0,00) — R anwenden, die aufgrund der logarithmischen
Konvexitiat von I" konvex ist. Daher ist die Gamma-Funktion stetig.

Hinweis: Sei 2y € I und § > 0 mit 2o £ € I und ¢t := M
Dann gilt ¢ (z — o) < f(z) — f(zo) < ¢t (x — xp) fiir 29 <z < 29+ d und
ebenso ¢t (z — xg) < f(x) — f(xg) < ¢ (v — xp) fiir 29 — 6 <z < p.

Satz 8.8 (Das Eulersche Sinusprodukt). Fir jede von Null verschiedene
reelle Zahl x € R\ {0} gilt

sin(mz) 1 (1 - :E_Q) . (85)

™

Hier ist das unendliche Produkt auf der rechten Seite der Gleichung als der
Grenzwert der Folge [],_,(1 — 2?/k?) fiir n — oo zu verstehen.

Beweis. Siehe Konigsberger [2, Seite 329]. O
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Korollar 8.9. Fir 0 <x <1 gilt
M) l(1—2z)=

™

(86)

sin(mzx)’
Insbesondere ist T'(1/2) = /7.
Beweis. Nach Satz [3.6] gilt

nln® nint=*

Hor =) = i e ) e =0 =2) (- 1=2)

1 . (n!)? n
= — lim
xnoo (l+z)(l—2)--(n+2x)n—2)n+1—2x
1 . 12.92...p2
= — lim
x n—oo (12 — 22)(22 — 22) - - - (n? — a?2)
L & 1
= — lim
T n—oo 1-— I‘Q/k?Q
o7
 sin(mx)’
Hier folgt der letzte Schritt aus Satz O
Korollar 8.10. Die Funktion R — R : z +— e~ ist unetgentlich integrierbar

und es gilt

/ T ey = NS (87)

—0o0

Beweis. Wir verwenden Satz 5.6 mit der Substitution

z = ¢(t) = V1, o' (t) = ZL\/% fur t > 0.

Damit ergibt sich die Gleichung

/ e dx = 2/ e dx
—00 0

< dt
= e

-t Yt
o Vi

= /OO 12t qt
0

=T1(1/2)
= /7.
Hier folgt der letzte Schritt aus Korollar O
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9 Faltung und Approximation

Definition 9.1. FEine Funktion f : R — R hat kompakten Trager wenn es
eine kompakte Teilmenge K C R gibt, so dass f(x) = 0 ist fiir alle x € R\ K.
Nun seien f: R — R und g : R — R lokal Riemann integrierbare Funktionen
(siehe Definition , so dass eine von ihnen kompakten Triger hat. Die
Faltung von f und g ist die Funktion f x g :R — R, die durch die Formel

(f*xg)(x):= /00 f)g(x —t)dt firx € R (88)

definiert ist. Fir jedes v € R ist das Integral auf der rechten Seite in (88))
wohldefiniert, da die Funktion R — R : t — f(t)g(z —t) lokal Riemann
integrierbar ist (nach Teil (v) von Satz[3.1) und kompakten Triger hat.

Bemerkung 9.2. Sind f,g,h : R — R lokal Riemann integrierbare Funktio-
nen, so dass f kompakten Trager hat oder g und A beide kompakten Trager
haben, so gilt
frg=gxf (89)

und

frlg+h)=fxg+fxh  fx(Ag)=A(f+*g) (90)
fiir alle A € R. Die Gleichungen in folgen direkt aus Teil (i) von Satz[3.1]
Zum Beweis von bendtigt man Teil (i) und (ii) von Korollar 5.7} diese
Aussagen gelten auch fiir lokal Riemann integrierbare Funktionen (und nicht
nur fiir stetige Funktionen).

Definition 9.3. Fine Dirac-Folge ist eine Folge lokal Riemann integrier-

barer Funktionen
0p : R — R, k=1,2,3,...,

mit kompaktem Trdager, so dass

de(z) >0 fir alle k € N und alle v € R, (91)
/ dp(z)dr =1 fir alle k € N, (92)
klim (/ d(z) do —|—/ dx () dx) =0 fir aller > 0. (93)
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Beispiel 9.4. Fiir £ € N sei d; : R — R die Funktion

| k/2, falls |z| < 1/F,
O() '_{ 0, falls [z > 1/k.

Dies ist eine Dirac-Folge, und fiir jede lokal Riemann integrierbare Funktion
f:R — R und jedes x € R ist der Wert der Faltung f  d; and der Stelle x
der Mittelwert der Funktion f auf dem Intervall [x —1/k, x + 1/k], das heisst

k z+1/k
( + 60)(x / FO)0u(x — 1) dt 2/_1/k £(#) dt.

Beispiel 9.5. Fiir £ € N ist der Landau-Kern L; : R — R die Funktion

[ 1 =a2HF/ep, falls|z] <1, . ! ok
Lk(fﬂ) = { 0’ falls |f[)| > 1’ C ‘= _1(1 T ) dx. (94)

Dies ist eine Dirac-Folge. Dass sie und erfiillt, folgt direkt aus der
Definition. Zum Beweis von betrachten wir zunédchst die Ungleichung

1
= 2/(1—x2)kdm
0

1

> 2/(1—x)kda:
0
1

= 2/ F dx
0

B 2

k41

fiir £ € N. Nun sei » > 0. Dann gilt fiir jedes k£ € N die Ungleichung

/_TLk(m)dx+/ Li(x)de < 2 sup Li(x)

1 r<|z|<1
2(1 —r?)k
Ck
< (B+1)(1—7rHF

Diese Folge konvergiert gegen Null und damit erfiillen die Landau-Kerne die

Bedingung .
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Im folgenden Satz wird die Stetigkeit von f in der ersten Aussage nicht
bendtigt. Mit anderen Worten, die Faltung zweier lokal Riemann integrier-
barer Funktionen, einer davon mit kompaktem Tréger, ist immer eine stetige
Funktion. Der Beweis dieser Aussage ist jedoch erheblich komplizierter als der
unten gegebene Beweis von Teil (i) in Satz|9.6{und wird hier nicht erbracht.
Ein Beweis im Kontext des Lebesgue-Integrals findet sich in [3, Thm 7.35].

Satz 9.6. Sei 0, : R - R, k € N, eine Dirac-Folge und sei f: R — R eine
beschrdinkte stetige Funktion. Dann gilt folgendes.

(1) Fir jedes k € N ist die Funktion f * d, : R — R stetig.
(ii) Fir jedes x € R gilt

Fl@) = lim (f *6) (@),

k—o00

(iii) Ist f gleichmissig stetig, so konvergiert die Funktionen-Folge f * 0y
gleichmdssig gegen f.

Beweis. Wir beweisen Teil (i). Sei k& € N und zg € R. Da §; kompakten
Tréger hat und beschrankt ist, existieren reelle Zahlen a, b, ¢ mis a < b und
¢ > 0 so dass 0g(z) = 0 ist fiir alla x € R\ [a,b] und [dx(x)] < c ist
fir alle z € R. Sei nun ¢ > 0. Da die Funktion f auf dem kompakten
Intervall [xg — b, x9 — a] gleichmissig stetig ist, existiert eine Zahl § > 0, so
dass, fiir alle h € R folgendes gilt:

|h| <o - sup  |f(z+h)— f(x)| <

zo—b<lzx<zpo—a (b - CI,)C.

Dann gilt fiir jedes h € R mit |h| < § die Ungleichung
7800+ 1) = (800l =| [ (=) = flau = ) ut0)a

b
gc/ |f(zo+h—1t)— flxg—1t)| dt
<c(b—a) iggblf(a:wh—t)—f(wo—t)l

<E.

Damit ist Teil (i) bewiesen.
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Wir beweisen Teil (ii). Sei
[f]] == sup [f ()]
z€R

Fiir jedes x € R und jede reelle Zahl r» > 0 gilt
(720000 - 5@l = | [ (o =) = F)atorae
< [ -0 - f@laa

r

+/4U@—Q—N@Mﬁwt (95)

<sup |f(x —1t) — f(z)]

lt|<r

w20l ([ awas [T awa).

Nun sei € > 0. Da f an der Stelle x stetig ist, existiert eine Zahl » > 0, so
dass fiir alle t € R gilt

H<r = lfe--fl)l<s.

Sodann existiert nach eine Zahl ky € N so dass fiir alle £ € N gilt
k> ky — 519 dt+/ 5k<)dt<
: MUH

Mit dieser Wahl von kg folgt aus die Ungleichung
|(f *0k)(x) = fla)] <e.

fiir alle £ € N mit k£ > ko. Damit ist Teil (ii) bewiesen.

Ist f gleichméssig stetig, so konnen wir in dem Argument zum Beweis
von Teil (ii) die Zahl r > 0, und daher auch die Zahl k; € N, unabhéngig
von x wihlen. Dies bedeutet, dass in dem Fall die Folge f * §; gleichméssig
gegen f konvergiert. Damit ist auch Teil (iii) von Satz bewiesen. O]
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Der Approximationssatz von Weierstrass besagt dass sich jede stetige
Funktion auf einem kompakten Intervall gleichméssig durch eine Folge von
Polynomen approximieren lsst.

Satz 9.7 (Weierstrass). Seien a und b reelle Zahlen mit a < b und sei
fil:=]la,b] =R
eine stetige Funktion. Dann existiert eine Folge von Polynomen
fe: I = R, keN,
die gleichmdassig gegen f konvergiert, das heisst

lim sup | fi.(z) — f(x)| = 0.

k—00 gy

Beweis. Der Beweis hat drei Schritte.

Schritt 1. Die Aussage des Satzes gilt unter der Voraussetzung

Unter dieser Voraussetzung kénnen wir f mittels der Formel
f(x):=0 fir z € R\ [0, 1]

zu einer stetigen Funktion auf ganz R fortsetzen (die wir immer noch mit f
bezeichnen). Dann ist f : R — R gleichmiéssig stetig. Nach Satz konver-
giert daher die Funktionen-Folge

o =fxLp:R—=R, k=1,2,3,...,

(mit Ly : R — R wie in Beispiel gleichméssig gegen f. Ausserdem gilt
fiir alle z € [0,1] und alle k£ € N die Gleichung

/ F(O Lo — 1) dt

= f()( —(z—t)")"dt

Ck
1 1

= — | f(O)(A =+ 20t — 2*)*dt.
Ck 0
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Nun gilt
(1 =%+ 22t — 2*)* = po(t) + p1 () + pa(t)2® + - + par(t)2™,
wobei p; : R — R fiir j = 0,1,2,...,2k ein Polynom vom Grade 2k — j ist.

Zum Beispiel ist po(t) = (1 — t2)* und py(¢t) = 2kt(1 — t?)¥~1. Die genaue
Formel fiir p;(¢) wird jedoch nicht benétigt. Wir erhalten die Gleichung

1
fu(x) = é/o ft)(1 =t + 20t — 22 dt

1 1 2k .
- f(®) Z p;(t)a? dt

Ck Jo

- Z (l / fom dt) o

fuir K € Nund 0 < 2 < 1. Also ist fi|jp,1) ein Polynom (vom Grade kleiner
oder gleich 2k) fiir jedes k € N und damit ist Schritt 1 bewiesen.

Schritt 2. Die Aussage des Satzes gilt unter der Voraussetzung

a =0, b=1.
Wir definieren die Funktion ¢ : [0,1] — R durch

g(x) = f(x) — (1 —2)f(0) —xf(1) fir0 <z <1
Dann ist g stetig und es gilt g(0) = g¢g(1) = 0. Nach Schritt 1 existiert

daher eine Folge von Polynomen g : [0,1] — R die gleichmissig gegen ¢
konvergiert. Fiir £ € N ist dann die durch

fol@) = ge(x) + 1 —2)f(0)+2f(1) fir0<z<1

definierte Funktion f, : [0, 1] — R ein Polynom, und die Folge f; konvergiert
gleichmissig gegen f. Damit ist Schritt 2 bewiesen.

Schritt 3. Die Aussage des Satzes gilt im allgemeinen.

Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion und sei die Funktion ¢ : [0,1] — R
durch ¢(t) := f(a+t(b—a)) fir 0 <t < 1 gegeben. Dann ist g stetig und
daher existiert nach Schritt 2 eine Folge von Polynomen g : [0,1] — R die
Gleichmissig gegen g konvergiert. Fiir k € N sei die Funktion fj : [a,b] — R
durch fi(z) := gp((x — a)/(b — a)) fir a < z < b definiert. Dann ist fj ein
Polynom fiir jedes k£ € N und die Folge f; konvergiert gleichméssig gegen f.
Damit ist Satz 0.7 bewiesen. O
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