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Zusammenfassung

Dieses Manuskript enthilt eine Einfithrung in den Begriff einer
summierbaren Familie reeller oder komplexer Zahlen fiir Studierende
des ersten Semesters in der Mathematik, der Physik, und den Inge-
nieurswissenschaften an der ETH. Als Vorbereitung behandelt Kapi-
tel [1| zunéchst den Produktreihensatz und Kapitel [2] fithrt die Expo-
nentialfunktion ein und leitet ihre grundlegenden Eigenschaften her.
Zu deren Versténdnis werden die anderen drei Kapitel nicht benotigt.
Im Kapitel 3] wird der Umordnungssatz fiir absolut konvergente Reihen
bewiesen. Der Begriff einer summierbaren Familie reeller oder komple-
xer Zahlen wird in Kapitel 4] eingefiihrt. Der grosse Umordnungssatz
ist der Inhalt von Kapitel [5l Mit dessen Hilfe wird der Produktreihen-
satz am Schluss des Manuskriptes nochmals bewiesen.
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1 Der Produktreihensatz

Satz 1.1 (Produktreihe). Seien » ;% a; und 72 b; absolut konvergente
Reihen komplexer Zahlen. Fiir k € Ny definiere die komplexe Zahl ¢, € C

durch i
Cr = Zaibk,i. (1>
=0

Dann konvergiert die Reihe Y ., ¢ absolut und es gilt
> () (1) 2
k=0 i=0 §=0

Beweis. Wir bezeichnen a := 3% |a;| und § = > |b;|. Aufgrund der
absoluten Summierbarkeit der Folgen (a,)nen und (b,),en sind diese Zahlen
endlich (das heisst, sie sind wohldefiniert als reelle Grenzwerte der Folgen der
Partialsummen). Ausserdem gilt die Ungleichung

k

Z a;br—;

=0

n n

D lail =2

k=0 k=0

n k
<D > lail bl

k=0 =0

n n
< Z|ai| Z b1
i=0 j=0

<ap

fir jedes n € N. Damit konvergiert die Reihe > ¢, absolut. Es bleibt
zu zeigen, dass der Grenzwert ihrer Partialsummen tatsédchlich durch
gegeben ist. Dazu fiihren wir folgende Bezeichungen ein:

n n

A, = Zai, B, = zn:bj, C, = ch
=0

1=0 k=0

fir n € N und

A::iai = lim A,, B ::ibj = lim B,, C :ziozc;€ = lim C,.
=0

- n—00 n—00 n—00
=0 k=0
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Dann gilt
n k

Cn = a'ibk—i = Z aibj

k=0 i=0 i+j<n

Aan = ( Cli> (i Clﬂ?j) = Z Gibj.
=0 j=0 1,7<n

Hier is die rechte Seite der ersten Gleichung als Summe iiber der endlichen
Menge {(7,7) € NgxNg |i+7 < n}, und die der zweiten Gleichung als Summe
iiber der endlichen Menge {(7,j) € Ng x Ng|i < nund j < n} zu verste-
hen. Derartige Summen werden in den Kapiteln [3] und [4] noch ausfiihrlicher
diskutiert. Aus diesen beiden Formeln ergibt sich die Ungleichung

und

S

|Aan - Cn| = Z aibj - Z CLibj
1,j<n i+j<n
=| > b
1,j<n,i+j>n
< Z |ail |ay|
’L,]Sn,l-‘r]>n
= aillagl = > ail |ay]
1,7<n i+j<n
< ail lagl = Y Jadl lay)
ij<n i j<n/2
n n [n/2] [n/2]
- (zw) (zw) (S ed] (S
i=0 §=0 i=0 =0

= Oénﬁn - Oé[n/Z}ﬁ[n/Z]

Hier verwenden wir die Bezeichnung oy, := > 77" |a;| und 8, := > 77 [b;] fiir
jedes n € N. Da lim,,_,, o, = o und lim,,_,, 3, = B, konvergiert die Folge
(Cn B — /21 B2y )nen gegen Null und daraus folgt lim,, o0 [An B, — Cy| = 0.
Also gilt

C = lim C, = lim A,B, = (hm An> (nm Bn> — AB

n—oo n—oo n—oo n—o0

und damit ist Satz bewiesen. O



Der Produktreihensatz zeigt, dass man mit absolut konvergenten Rei-
hen genau wie mit reellen und komplexen Zahlen rechnen kann. Insbesondere
zeigt er, dass das Assoziativgesetz und das Distributivgesetz auf ganz natiirli-
che Weise fiir unendliche Summen ihre Giiltigkeit behalten, solange absolute
Konvergenz vorliegt. Besonders wichtige Anwendungen ergeben sich beim
Rechnen mit Potenzreihen.

Korollar 1.2. Seien f(z) => 7 a,z" und g(z) = > 7 b,z" Potenzreihen
mit komplexen Koeffizienten a,,b, € C und positiven Konvergenzradien

1 1
> 07 109

Pr > 0.

- lim sup,, . |an|*/™ " lim SUD,, s 0| On| 1/ ™

Sei h(z) =3 " cn2" die Potenzreihe mit ¢, ==Y ,_,apby_. Dann hat h
einen positiven Konvergenzradius p, > min{pys, p,} > 0 und fir jedes z € C
mit |z| < min{py, py} gilt

Z ( akbn_k) 2" = (Z anz”> < bnz”> ) (3)
n=0 k=0 n=0 n=0

Beweis. Dies folgt aus Satz [L.1] da die Reihen > 07 ja,2" und Yo7 b,2"

n

fiir |2| < min{py, p,} absolut konvergieren. O

2 Die Exponentialabbildung

Die Potenzreihe -
z Zn
e’ =exp(z) := Z o (4)
n=0
konvergiert absolut fiir jede komplexe Zahl z € C. Dies folgt am einfachsten
aus dem Quotientenkriterium, da die Folge

[/ (n+ DY 2]
|z /nl| n+1
fiir jedes z € C gegen Null konvergiert. Damit ist Thr Konvergenzradius
1
p = — = lim ()" = oo.
limy, o ()"

(Ubung: Beweisen Sie dies auf direktem Wege.) Die aus der Formel re-
sultierende Abbildung C — C : z — exp(z) heisst Exponentialabbildung.
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Satz 2.1. Die Fxponentialabbildung erfillt die Gleichungen

exp(z + w) = exp(z) exp(w), exp(0) =1, exp(z) = exp(z)

fiir alle z,w € C.

Beweis. Die Gleichungen exp(0) = 1 und exp(z) = exp(z) folgen direkt
aus der Definition. Die Formel exp(z + w) = exp(z) exp(w) folgt aus dem
Produktreihensatz [ und der Binomialformel:

exp(z) exp(w) = <Z ZT) (Z zt)

(4 w)m
=D
n=0
= exp(z +w)
Damit ist Satz 2.1l bewiesen. m
Korollar 2.2. Fir 6 € R gilt
|exp(i0)| =

Beweis. Nach Satz [2.1] gilt
lexp(i0)|” = exp(if) exp(if) = exp(—if) exp(if) = exp(0) = 1.
Damit ist das Korollar bewiesen. O

Wir definieren die Funktionen cos : R — R und sin : R — R durch
cos(f) := Re(exp(if)) und sin(f) := Im(exp(if)). Damit gilt fiir alle § € R
die Eulersche Formel

' = cos(f) + isin(h). (5)
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Korollar 2.3. Die Funktionen Cosinus und Sinus erfillen die Gleichungen
cos(0) =1, sin(0) = 0, (6)

cos? () + sin*(f) = (7)
cos(—0) = cos(h), sin(— 9) = —sin(0), (8)
cos(f + 0") = cos(0) cos(#') — sin(6) sin(6'),
sin(f + 6') = cos(0) sin(8') + sm(@) cos(6')
fir alle 6,0" € R.

Beweis. Dies folgt aus der Eulerschen Gleichung , Satz und Korol-
lar . Gleichung @ ist dquivalent zu

eV =1,
Gleichung @ ist dquivalent zu
| ei9| —1,
Gleichung ist dquivalent zu
e 10 — it

und Gleichung @ ist dquivalent zu

. / o
61(9+0) _ 610619 )

Damit ist das Korollar bewiesen. ]

Bemerkung 2.4. Es folgt sofort aus der Definition, dass

619 + 6—19 o0 ke% 02 94
cos(f) = = Z =1=5 + 0 (10)
=0
. eie > k02k+1 93 95
sin(f) = —Z k£ 1) :9—3|+5|3F (11)

Diese Formeln konnen auch zur Definition von cos(f) und sin(f) fir jede

komplexe Zahl § verwendet werden. Ubung: Die Gleichungen @, und @
gelten fiir alle 6,6 € C.



Bemerkung 2.5. Die reelle Zahl
e :=exp(1)
hat den Wert
e = 2.71828182845904523536028747135266249775724709369995...

(Dies sind die ersten 50 Stellen nach dem Dezimalpunkt.)

Bemerkung 2.6 (Hyperbolischer Cosinus und Sinus).
(i) Der hyperbolische Cosinus und Sinus sind die durch

e“ e 2, %k 22 24
h(z) = = =1+ 4+ 4+... 12
cosh(z) 2 ; DT T (12)
und .
€% — =% 0 »2k+1 53 55
sinh(z) = — Zok+n T (13)

fiir z € C definierten Funktionen. Diese Reihen haben beide den Konvergenz-
radius p = 0.
(ii) Die Funktionen

cosh: C — C, sinh: C - C
erfiillen die Gleichungen
cosh(0) = 1, sinh(0) = 0, (14)
cosh?(z) — sinh?(z) = 1, (15)
cosh(—z) = cosh(z), sinh(—z) = —sinh(z), (16)
cosh(z + w) = cosh(z) cosh(w) + sinh(z) sinh(w),
sinh(z + w) = cosh(z) sinh(w) + sinh(z) cosh(w)

fiir alle z,w € C. (Ubung: Beweisen Sie diese Formeln.)

(iii) Der Cosinus und der Sinus stehen zum hyperbolischen Cosinus und Sinus
in der Beziehung

cos(f) = cosh(if), isin(f) = sinh(if)
fiir 0 € R.



3 Der Umordnungssatz

In diesem Kapitel ist (a,,)nen eine Folge komplexer Zahlen. Es sei daran erin-
nert, dass die Reihe > | a, absolut konvergent genannt wird, wenn die
Folge r,, := >y _,|a)| der Partialsummen der Absolutbetréige konvergiert. Im
folgenden benétigen wir den Ausdruck > ;e @ fir eine endliche Menge J und
eine Abbildung J — C: j + a;. Dazu wihlen wir eine bijektive Abbildung
¢:{1,...,n} = J und definieren

Z aj 1= ag1) + -+ Ag(n)-

jeJ
Man kann mit Hilfe der Kérperaxiome und durch vollstdndige Induktion
tiber n zeigen, dass die rechte Seite dieser Gleichung nicht von der Wahl der
Bijektion ¢ abhéngt. Die Details bleiben dem Leser als Ubung iiberlassen.

Satz 3.1. Sei (ay,)nen €ine Folge komplexer Zahlen. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent.

(i) Die Reihe Y > | a, konvergiert absolut.

(ii) Fir jede bijektive Abbildung ¢ : N — N konvergiert die Rethe Y~ | apn)-
(iii) Es ezistiert eine kompleze Zahl s € C, die folgende Bedingung erfillt:
Fiir jedes € > 0 emistiert eine Zahl nyg € N so dass jede endliche Teilmenge
J CNmit {1,...,no} C J die Ungleichung |}, ;a; — s| < e erfillt.

Wenn diese drei dquivalenten Bedingungen erfillt sind so nennen wir die
Folge (an)nen absolut summierbar. Fir jede absolut summierbare Fol-
ge (an)nen komplexer Zahlen und jede bijektive Abbildung ¢ : N — N gilt

die Gleichung
> Gom = D an:
n=1 n=1

Beweis. Wir zeigen (i) = (iii). Fiir n € N definiere

n n
T ::Z\ak\, S ::Zak.
k=1 k=1

Da die Reihe ) a, absolut konvergiert ist die Folge r, nach oben be-
schrinkt. Ausserdem ist sie monoton wachsend und konvergiert daher gegen
die reelle Zahl

o0
r:=supr, = lim r, = E lag| -
neN n—oo —1



Sei € > 0 gegeben und wahle ny € N so dass
Tpg > T — €.

Dann gilt fiir alle m,n € N mit n > m > ng, dass

n

2 @

k=m-+1

n

< E lag| =1 — T <=1y, < E.
k=m-+1

|80 — Sm| =

Also ist (8,,)nen eine Cauchy-Folge in C und konvergiert daher. Thren Grenz-
wert bezeichnen wir mit

o
s:= lim s, = E ag.
n—oo
k=1

Wir zeigen nun, dass diese Zahl s die Bedingung (iii) erfiillt. Sei also ¢ > 0
gegeben und wéhle ng € N so dass r,, > r — /2. Dann gilt r, — r,, < /2
fiir jede natiirliche Zahl n > ngy. Sei nun J C N eine endlich Teilmenge so
dass {1,...,n0} C J. Sein € N so dass n > j fiir alle j € J. Dann gilt

Sp — E aj

jeJ

n

n 0
<D lal = D lasl < Ylagl = Dlasl = v = rag < 5.
j=1 Jj=1

JjeJ j=1

Mit n — oo ergibt sich die Ungleichung |s, —>_..; a;| < /2 < e. Damit ist
gezeigt, dass s die Bedingung (iii) erfiillt.

Wir zeigen (iii) = (ii). Sei also s wie in (iii) und sei ¢ : N — N eine
bijektive Abbildung. Wir zeigen, dass die Folge p, := > ; ap), n € N,
gegen s konvergiert. Sei also ¢ > 0 gegeben und wihle ny € N wie in (iii).
Definiere

— -1
Ny = max o (0).

Dann gilt {¢~!(1),...,¢ " (ng)} C {1,..., Ny} und daher

{1,...,n0} C{o(1),...,0(No)}.
Nun sei n > Ny und J := {¢(1),...,¢(n)}. Dann gilt {1,...,n0} C J und

daher
ZE:CQ'—'S

jeJ

n

Z Ap(k) — 8

k=1

|pn'_ 5’:: < €.

Damit haben wir gezeigt, dass p,, gegen s konvergiert, wie behauptet.
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Wir zeigen (ii) = (i). Sei (ay)nen eine Folge reeller Zahlen, die nicht ab-
solut summierbar ist. Zu zeigen ist, dass eine bijektive Abbildung ¢ : N — N
existiert, so dass die Reihe >/ | ag divergiert. Sei

It :={neN|a, >0}, I":={neNla, <0}.
Dann gilt

n

Tn ::Z|ak]:r:[+'r;, rE= Z lag] -

k=1 kel+n{1,...,n}

Da die Folge (a,,)nen nicht absolut summierbar ist, ist die Folge (7}, ),en unbe-
schrénkt. Daher ist eine der Folgen (7;),en und (7, )peny unbeschriankt. Wir
nehmen ohne Einschrinkung der Allgemeinheit an, dass die Folge (r;7),eny un-
besxchrinkt ist. Insbesondere ist dann die Menge It unendlich. Wir diirfen
annehmen, dass die Menge I~ ebenfalls unendlich ist, denn andernfalls di-
vergiert bereits die Reihe ) ;| a; (mit ¢ = id). Ausserdem diirfen wir an-
nehmen, dass die Menge {|a,| |n € I~} beschriankt ist, denn andernfalls di-
vergiert wieder die urspriingliche Reihe Y .7 | a;. Sei nun

¢ = sup |ay,|, It ={my,ma,ms,...}, I ={ni,ng,m3,...}.
nel—

Dann divergiert die Reihe Zj; ;. Daher existiert eine wachsende Folge

natiirlicher Zahlen 0 = {y < {1 < 5 < 3 < ---, so dass
lsi1
ZaijC—I—l fir s=0,1,2,...
j=ls+1

Nun definieren wir ¢ : N — N so dass ihre Bildpunkte ¢(1), ¢(2), ¢(3),... in
dieser Reihenfolge die Zahlen

Ty ey Ty T, T 15 - e e 5 T T2, Ty 415 - -+ T, T3, -

durchlaufen. Dann gilt die Ungleichung ijs ag;) > s fiir jedes s € N und
daher divergiert die Reihe Y .7 ay(;). Damit haben wir (iii) = (i) fiir reelle
Folgen bewiesen. Ist (a,)nen eine Folge komplexer Zahlen, die (ii) erfiillt, so
erfiillen auch die Folgen (Re ay,)neny und (Imay,)nen die Bedingung (i), sind
also nach dem bisher gezeigten absolut summierbar, und daher ist auch die
Folge (an)nen absolut summierbar. Damit ist Satz bewiesen. O

Ubung 3.2. Sei (a,)nen eine Folge reeller Zahlen so dass die Reihe >°°°  a,,
konvergiert, aber nicht absolut konvergiert. Sei x € R. Dann existiert eine
bijektive Abbildung ¢ : N — N so dass ) | agn) = T ist.
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4 Summierbare Familien

Es ist manchmal niitzlich, nicht nur Folgen komplexer Zahlen zu summieren,
sondern auch beliebige Familien komplexer Zahlen, bei denen die Indexmenge
nicht unbedingt die Menge der natiirlichen Zahlen sein muss, sondern zum
Besipiel auch die Menge Z der ganzen Zahlen, die Menge N? aller Paare von
natiirlichen Zahlen, oder einfach auch eine beliebige Menge I sein kann.

Sei also I eine Menge und a : I — C eine Abbildung. In Anlehnung an die
tibliche Schreibweise fiir Folgen verwenden wir die Bezeichnung a; := a(7) fiir
das Bild eines Elementes i € I unter der Abbildung a und a = (a;);er € C!
fiir die Abbildung selbst. Sei

E(I)={J CI|#J <o}

die Menge der endlichen Teilmengen von I. Fiir J € £(I) gibt es eine natiirli-
che Zahl n und eine bijektive Abbildung ¢ : {1,...,n} — J und wir definieren

n

aj = Zaj = Z%(i); lal; == Z |a;] = Z ‘%(i)‘ :
1=1

jeJ jeJ i=1

Beide Summen sind unabhéngig von der Wahl der Bijektion ¢ und sind daher
wohldefiniert fiir jede endliche Teilmenge J C I. Es gilt die Ungleichung

las| <lal,
fiir jedes J € E(1).

Definition 4.1. Eine Familie a = (a;)ic; € C! komplexer Zahlen heisst
summierbar wenn eine Zahl s € C existiert, die folgende Bedingung erfiillt:
Fiir jedes ¢ > 0 existiert eine endliche Teilmenge Jo C I, so dass fiir jede
weitere endliche Teilmenge J C I qilt, dass

JoCJ — |CLJ—S’<€. (18)
Mit anderen Worten:
HSECV5>OE|J0€5(I)VJ€5(I)(JOCJ — |aJ—s|<5).

Wenn dies gilt, so schreiben wir
S =: Z a;.
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Bemerkung 4.2. Betrachten wir als Beispiel den Fall / = N. Dann ist eine
durch [ indizierte Familie komplexer Zahlen nichts anderes als eine Folge
(a;)ien € CN, wobei wir jedoch die Ordungsrelation auf den natiirlichen Zah-
len unberiicksichtigt lassen. Eine solche Folge ist summierbar im Sinne von
Definition wenn eine Zahl s € C existiert, die folgende Bedingung erfiillt:
Fiir jedes € > 0 existiert eine natiirche Zahl ng € N, so dass fiir jede endliche
Teilmenge J C N gilt, dass

{1,...,”0}CJ —

E aj—s

jeT

< e. (19)

Hier haben wir die endliche Menge Jy in Definition {4.1] ersetzt durch die
grossere endliche Menge {1,...,n0} mit ng := max Jy. Diese erfiillt natiirlich
ebenfalls die Bedingung . Der Unterschied zwischen der Summierbarkeit
im Sinne von Definition und der Konvergenz der Reihe )7, a, besteht
also darin, dass in beliebige endliche Mengen J C N zugelassen sind,
und nicht nur Mengen der Form {1,... ,n}.

Fiir unsere Folge (a;);en ist die Summierbarkeitseigenschaft in Definiti-
on genau die Bedingung (ii) in Satz und ist daher dquivalent zur
absoluten Konvergenz der Reihe " | a,,. Der folgende Satz verallgemeinert
diese Aussage und zeigt eine analoge Aquivalenz fiir beliebige Familien kom-
plexer Zahlen.

Satz 4.3. Sei a = (a;)ier € C! eine Familie komplexer Zahlen. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent.

(i) Die Menge {|a|, | J € E(I)} ist beschrdnkt.

(i) a ist summierbar.

Beweis. Wir beweisen (ii) = (i). Zunéchst nehmen wir an, dass (a;);c; eine
summierbare Familie reeller Zahlen ist mit

s = E a;.

Dann existiert eine endliche Teilmenge Jy C I, so dass fiir jede weitere end-
liche Teilmenge J C I gilt, dass

JoCJ — |(IJ—S|<1.
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Sei nun J C [ eine beliebige endliche Teilmenge. Dann gilt

las| = |aJuJO —s—aJO\J+s|
lajus, — s| + |aJO\J} + |5
L+ lal s + 15|

1+ lals + |s]

=. C

IA N CIA

Mit J*:={j € J|a; >0} und J~ := {j € J|a; <0} folgt daraus
la|; = aj+ —ay- = laj+| + |as-] < 2c.

Sei nun (a;);e; eine summierbare Familie komplexer Zahlen. Dann sind die
Familien (Rea;);e; und (Ima;);e; ebenfalls summierbar. Also gibt es, nach
dem bisher gezeigten, zwei Zahlen ¢; > 0 und ¢ > 0, so dass

Z|Reaj| <, Z|Imaj| <
JjeJ jeJ

fiir jede endliche Teilmenge J C I. Dann gilt fiir jede endliche Teilmenge
J C I auch die Ungleichung

TEDS \/|Reaj|2 + mas* < 3 (IReay| + [may]) < 1 + o

JjeJ j€J jeJ

Damit haben wir gezeigt, dass (i) aus (ii) folgt.
Wir beweisen (i) = (ii). Sei also (a;);es eine Familie komplexer Zahlen,
so dass die Menge {|a|; | J € £(I)} beschrénkt ist und definiere

c:= sup |a|;.
JeE(I)

Wir zeigen in vier Schritten, dass die Familie (a;);c; summierbar ist.

Schritt 1. Es existiert eine Folge endlicher Teilmengen J, C I, so dass
1
lal; >c¢— e In C Jnt1 (20)

fiir jedes n € N.
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Nach der Definition des Supremums gibt es fiir jedes n € N eine endliche
Teilmenge K C I, so dass |a|, > ¢ — 1/n ist. Nach dem Auswahlaxiom
existiert also eine Folge endlicher Teilmengen K,, C I, so dass fiir alle n € N
gilt, dass [a|, > c—1/n ist. Die Mengen J,, := KjUKyU---UK, firn € N
sind dann endlich und erfiillen . Damit ist Schritt 1 bewiesen.

Schritt 2. Seien J, € E(I) wie in Schritt 1. Dann erfillt jede endliche
Teilmenge J C I, die J, enthdlt, die Ungleichung

1
|a/J_CLJn| < —.
n
Ist J € E(I) mit J, C J, so gilt

- 1
JTL /’fL.

J7L§c—|a

ay —ay,| = |aJ\Jn| < |a|J\J,L = lal; —la

Damit ist Schritt 2 bewiesen.

Schritt 3. Seien J,, € E(I) wie in Schritt 1. Dann ist (ay, )nen eine Cauchy-
Folge komplexer Zahlen.

Sei € > 0 gegeben und wihle ng € N so, dass 1/ng < € ist. Dann gilt fiir alle
m,n € N mit n > m > ng, dass

1 1
lay, —ay,|<—<—<e.
m Un
Hier folgt die erste Ungleichung aus Schritt 2 und der Inklusion J,, C J,.
Damit ist Schritt 3 bewiesen.
Schritt 4. Die Familie (a;);es ist summierbar.

Seien J, € £(I) wie in Schritt 1. Nach Schritt 3 konvergiert die Folge a, .
Ihren Grenzwert bezeichnen wir mit s := lim,,,» ay,. Sei € > 0 gegeben.
Wihle n € N so dass

1 - € | < €

- < = a; — s| < —=.

n o2 In 2
Sei J C I eine endliche Teilmenge, die J,, enthélt. Dann gilt

1 ¢
lay —s| <lay —ay,|+ |as, — s <_-+5<e

Hier folgt die zweite Ungleichung aus Schritt 2. Damit sind Schritt 4 und
Satz (1.3 bewiesen. O
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5 Der Grosse Umordnungssatz

Satz 5.1. Seien I und K Mengen. Fir k € K sei I, C I eine Teilmenge so
dass I = Uy I und Iy NI = O fiir k,0 € K mit k # (. Sei (a;)ier € C!
eine summierbare Familie. Dann ist die Familie (a;)icr, fur jedes k € K
summierbar, die Familie (_;c; ai)kex ist ebenfalls summierbar, und es gilt

5 (¥u) -

keK \iely el

Beweis. Nach Satz [4.3|ist die Menge {|a|, | J € £(I)} beschrénkt. Daher ist
auch die Menge {|a|, | J € £(I;)} fiir jedes k € K beschriankt. Also ist die
Familie (a;);er, nach Satz fiir jedes k € K summierbar. Sei

S 1= Zai, ke K.
1€l

Dann gilt

sl < sup lal, . (21)
JEg(Ik)

Ist ndmlich € > 0, so existiert ein J € £(I) mit |a; — s| < ¢ und daher gilt
|s| <|s —ay|+a;| < e+]al;. Daraus folgt |s.| < &+sup ee(s, lal; fiir jedes
€ > 0 und damit ist bewiesen. Als néchstes beweisen wir, dass

|s|;, < sup |a|, VL € E(K). (22)
Jee(D)

Sei also L C K eine endliche Teilmenge und n := #L die Anzahl der Ele-
mente von L. Sei ¢ > 0 gegeben. Nach existiert fiir jedes k € L eine
endliche Teilmenge J, C I} so dass

€
< —.
sl < lal, + =

Dann ist J := [ J, ., Ji eine endliche Teilmenge von K und es gilt
€
sl =D bl <3 (Jaly, + ) = lal, +=
keL kel

Daraus folgt [s|, < & + supeg(p lal; fiir jedes ¢ > 0 und damit ist
bewiesen. Nach und Satz ist die Familie (sj)gex summierbar.
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Sei nun
S = E a;.

Es bleibt zu zeigen, dass s = ), si ist. Sei also € > 0 gegeben. Dann
existiert eine endliche Menge Jy C I, so dass fiir jede weitere endliche Menge
J C I gilt, dass

JoCJ —

S—E a;

ieJ

<8
5

Da die Menge Jy endlich ist schneidet sie nur endlich viele der Mengen 1.
Mit anderen Worten, die Menge

LOII{kGK|IkﬂJ07'£®}

ist eine endliche Teilmenge von K. Sei nun L. C K eine weitere endliche
Teilmenge von K die Ly enthélt und sei n := #L die Anzahl der Elemente
von L. Da s, =3, 1, @i ist, existiert fiir jedes k € L eine endliche Teilmenge
Ji C I, so dass jede weitere endliche Teilmenge J C I die Bedingung

Sk_g a;

e

9
< —

Jpy CJ —
2n

erfiillt. Ausserdem kénnen wir die endliche Teilmenge J, C I (fiir k € Ly)
so wahlen, dass sie die Menge Jy N [}, enthélt:

Jo NI, C Jy.

Dann ist die Menge J := Uke . Ji C I endlich und enthilt die Menge J.
Daraus folgt

S—Zsk < S—ZCLZ‘—FZ Zai—sk
k€L ieJ keL |ieJy
€ €
< atla
= ¢

Also haben wir gezeigt, dass

SUETES SRR S o)

icl keK keK \i€ly
ist, wie behauptet. Damit ist Satz [5.1] bewiesen. O
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Korollar 5.2 (Doppelsummensatz). Sei
I=JxK

und (ajk)(jﬁk)eij ewne summierbare Familie komplexer Zahlen. Dann ist die
Familie (a;i,)jes fir jedes k € K summierbar, die Familie (aj;)gex ist fir
jedes j € J summierbar, und es gilt

SITES o ST o 0 o7 |
(j,k)eJx K jeJ \keK kEK \jeJ
Beweis. Dies folgt sofort aus Satz [5.1] O

Man kann den Grossen Umordnungssatz [5.1] auch verwenden, um einen
anderen Beweis des Produktreihensatzes zu erbringen. Dieser Beweis ist et-
was abstrakter als der in Abschnitt [T, da er nicht nur die Konvergenz von
Reihen verwendet, sondern auch die Konvergenz von Summen iiber beliebige
Mengen, in diesem Fall iiber die Indexmenge Ny x Nj.

Beweis von Satz[L1. Wir bezeichnen « := 377 |a;| und 8 := 3777 [bj].
Dann ist af eine obere Schranke fiir jede endliche Summe von Termen der

Form |a;b;|, denn es gilt 37 377 o aibj| = (3 12 ail) (D2 [bs]) < af fiir
alle m,n € N. Nach Satz ist die Familie (a;b;) . j)en,xn, summierbar. Nun
folgt aus Satzmit I =Ny x Ny, K =Ny, I, = {k} x Ny fiir £ € Ny, dass

ool = i(iaibj>

(i,j)ENo xNog 1=0 J=0

(5 (5)

Mit I = Ng x Ny, K = Ny, I, := {(2,])€NOXNO|Z+]:]{?} fiir £ € Ny,
folgt ebenfalls aus Satz [5.1] dass

> ab= i (Xk: aibki> :

(Z',j)ENo xNp k=0 =0

Damit ist Satz [[.1] bewiesen. O
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