Analysis I (HS 2016):
DAS LEMMA VON ZORN UND

DER BEGRIFF DER MACHTIGKEIT.

Dietmar A. Salamon
ETH-Ziirich

29. September 2016

Zusammenfassung

Dieses Manuskript dient einer Einfiihrung fiir Studierende des er-
sten Semesters an der ETH in einige niitzliche Grundbegriffe aus der
Mengenlehre. Kapitel [I] erinnert an die Definition von Relationen und
enthélt ein paar Bemerkungen und Beispiele die im folgenden rele-
vant sind. In Kapitel 2| wird das Zornsche Lemma formuliert und ge-
zeigt, dass es zum Auswahlaxiom &quivalent ist. In Kapitel [3| wird
der mathematische Begriff der Méchtigkeit eingefithrt und charakte-
risiert, im Kapitel |4| geht es um endliche, unendliche, abzéhlbare, und
tiberabzéhlbare Mengen, und im Kapitel b| werden diese Begriffe an-
hand diverser Beispiele illustriert. Kapitel [6]gibt einen kleinen Einblick
in die Kontinuumshypothese und das Russelsche Paradoxon.
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1 Relationen
Definition 1.1. Seien X und Y zwei Mengen und
f: X—=Y

eine Abbildung. Das kartesische Produkt von X und Y ist definiert als
die Menge aller geordneten Paare (x,y), wobei x ein Element von X und y
ein Element von Y ist. Es wird mit

XxY ={(z,y)|lre X, yeY}
bezeichnet. Der Graph von f ist die Teilmenge
graph(f) :={(z, f(z)) [z € X} C X x Y.
Bemerkung 1.2. Seien X und Y zwei Mengen und sei

rcXxYy.

Es gibt genau dann eine Abbildung f : X — Y so dass I' = graph(f) ist
wenn [' die folgenden beiden Bedingungen erfiillt.

(Existenz) Fiir jedes x € X existiert ein y € Y so dass (z,y) € I ist.
(Eindeutigkeit) Sind x € X und y,y’ € Y gegeben so gilt

(r,y) el A (z,9) €Tl — y=1q.
Hier steht das logische Symbol “A” fiir das Wort “und”.

Definition 1.3. Sei X eine Menge. Fine Relation auf X ist eine Teilmenge
R C X x X. Sind x,y z2wei Elemente von X so sagen wir x steht in der
Relation R zu y wenn das Paar (z,y) € X x X zu der Teilmenge R gehort.
Es ist oft niitzlich fir die Aussage, dass x in der Relation R zu y steht, die
Abkiirzung xRy zu verwenden (anstelle von (x,y) € R).



Definition 1.4. Sei X eine Menge und set R C X x X eine Relation.

Die Relation R heisst reflexiv wenn sie die Diagonale in X x X enthdlt, das
heisst wenn gilt xRx fir jedes x € X.

Sie heisst anti-reflexiv wenn fir jedes x € X gilt, dass (z,x) ¢ R ist.
Sie heisst symmetrisch wenn fir alle x,y € X gqilt, dass

xRy — yRx.
Sie heisst anti-symmetrisch wenn fir alle x,y € X qilt, dass
xRy AN yRx — xr=y.
Sie heisst transitiv wenn fir alle x,y,z € X qilt, dass

xRy AN yRz — xRz

Definition 1.5. Sei P eine Menge. Fine Relation R C P x P heisst par-
tielle Ordnung wenn sie transitiv, anti-symmetrisch, und reflexiv ist. Wir
nennen dann das Paar (P, R) eine partiell geordnete Menge. Fine par-
tiell geordnete Menge (P, R) heisst total geordnet, wenn fir alle p,q € P
gilt pRq oder qRp. Es ist diblich, eine partielle Ordnung mit einem Symbol
wie zum Beispiel <, X, <, <, oder C zu bezeichnen.

Beispiel 1.6. Sei P = R die Menge der reellen Zahlen und R die iibliche
Ordnungsrelation
R:={(z,y) e RxR|z <y}.

Das Paar (R, <) ist eine total geordnete Menge.
Beispiel 1.7. Sei P = N die Menge der natiirlichen Zahlen und
R :={(m,n) € N x N|n ist durch m teilbar} .
Mit dieser Relation ist die Menge der natiirlichen Zahlen partiell geordnet.
Beispiel 1.8. Sei X eine Menge und
P=2Y={A|AcC X}

die Menge aller Teilmengen von X. Die Inklusion von Teilmengen definiert
eine Relation
R:={(A,B)e2* x2X|AC B}.

Das Paar (2%, C) ist eine partiell geordnete Menge, die nicht total geordnet
ist (ausser X ist die leere Menge oder enthélt genau ein Element).
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2 Das Zornsche Lemma

Definition 2.1. Sei (P, <) eine partiell geordnete Menge und m € P. Das
Element m heisst maximal wenn fiir alle p € P gilt, dass

m=<p — m =p.

Definition 2.2. Sei (P, <) eine partiell geordnete Menge und C C P. Die
Teilmenge C' heisst Kette wenn fiir alle p,q € C gilt, dass p < q oder q¢ X p.
Mit anderen Worten, eine Teilmenge C C P ist genau dann eine Kette, wenn
sie eine total geordnete Teilmenge von P ist.

Definition 2.3. Sei (P, <) eine partiell geordnete Menge und C C P eine
nichtleere Teilmenge. Ein FElement a € P heisst obere Schranke von C'
wenn ¢ < a ist fir jedes ¢ € C. Fin Element a € P heisst Supremum
von C' es die folgenden beiden Figenschaften hat.

(1) a ist eine obere Schranke von C.

(ii) Jede obere Schranke b € P von C geniigt der Bedingung a < b.

Das Supremum von C, wenn es existiert, ist eindeutig und wird mit
supC € P
bezeichnet.

Wir formulieren nun das Zornsche Lemma. Es ist eine Aussage iiber belie-
bige partiell geordnete Mengen und sollte als ein Axiom der Mengenlehre
verstanden werden. Anschliessend formulieren wir zur Erinnerung auch noch
einmal das Auswahlaxiom.

DAS LEMMA VON ZORN. Sei (P, <) eine partiell geordnete Menge,
so dass jede nichtleere Kette C' C P eine obere Schranke besitzt. Sei p € P.
Dann existiert ein maximales Element m € P so dass p < m.

DAS AUSWAHLAXIOM. Seien I und X zwei Mengen. Fir jedes i € 1
sei X; C X eine nichtleere Teilmenge. Dann gibt es eine Abbildung g : I — X
so dass g(i) € X; ist fir jedesi € I.

Ziel dieses Kapitels ist es, zu beweisen, dass das Zornsche Lemma &dqui-
valent zum Auswahlaxiom ist. Der hier erbrachte Beweis dieser Aquivalenz
entstammt einem Manuskript von Imre Leader [I] und beruht auf dem fol-
genden Fixpunktsatz von Bourbaki-Witt. Dessen Beweis wiederum ist nicht
einfach und erfordert ein hohes Mass an Genauigkeit im logischen Denken.
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Satz 2.4 (Bourbaki-Witt). Sei (P, <) eine nichtleere partiell geordne-
te Menge, so dass jede nichtleere Kette C' C P ein Supremum besitzt. Sei
f: P — P eine Abbildung so dass

p<flp) VpeP

Dann besitzt [ einen Fizpunkt, das heisst es ezistiert ein p € P mit f(p) = p.

Beweis. Wihle ein Element p, € P. Sei A C 2F die Menge aller der Teil-
mengen A C P, die die folgenden drei Bedingungen erfiillen.

(1) po € A
(ii) Ist p € A soist auch f(p) € A.

(iii) Ist C' C A eine Kette so ist supC € A.

Sei B := (44 A der Durchschnitt aller Teilmengen A € A. Diese Menge
erfiillt auch die Bedingungen (i), (ii) und (iii), und ist daher selbst wieder
ein Element von A.

Behauptung 1: Sei F' C E die Teilmenge

F:={qeFE|peE p<sqp#q = flp)<q}. (1)
Dann gilt
peEE, qeF — p=<q oder f(q)<p. (2)

Sei ¢ € F gegeben und betrachte die Menge

E,={peFElp<sqgu{peElf(q) <p}.

Wir zeigen, dass E, € A ist. Zunéchst folgt aus der Definition von A dass,
fiir jedes A € A, die Menge Ay := {p € A|py < p} wiederum ein Element
von A ist. Daher folgt aus der Definition von F, dass

Po P VpeE. 3)

Insbesondere gilt py < ¢ und daher py € E,. Also erfiillt £, die Bedingung (i).

Wir zeigen nun, dass E, auch die Bedingung (ii) erfiillt. Sei also p € E,.
Ist p < g und p # g so gilt f(p) < ¢ (da ¢ € F) und daraus folgt f(p) € E,.
Ist p = ¢ so gilt f(q) < f(p) und daher f(p) € E,. Ist p £ g so gilt f(q) < p
(da p € E,) und daher f(¢) < f(p) und daraus folgt wiederum f(p) € E,.
Also erfiillt E, die Bedingung (ii).



Wir zeigen schliesslich, dass E, auch die Bedingung (iii) erfiillt. Sei also
C C Ej, eine nichtleere Kette und s :=supC € E. Gilt p < ¢ fiir alle p € C
so gilt auch s < ¢ und daher s € E,. Andernfalls gibt es ein p € C' mit p £ q.
Diese Element erfiillt die Bedingung f(¢) < p < s und daher gilt s € E,.
Also erfiillt E, die Bedingung (iii).

Damit haben wir gezeigt, dass E, ein Element der Menge A ist. Daraus
folgt £ C E, und daher £/ = E,. Damit ist Behauptung 1 bewiesen.

Behauptung 2: Sei F' C E durch definiert. Dann qilt F = F.

Wir zeigen, dass F' € A ist. Zunéchst folgt aus , dass E kein Element p
enthélt, das die Bedingungen p < po und p # pq efiillt. Daher gilt py € F.
Also erfiillt F' die Bedingung (i).

Wir zeigen, dass F' die Bedingung (ii) erfiillt. Sei ¢ € F' gegeben. Dann
ist f(q) € E. Wir miissen zeigen, dass f(q) € F ist. Sei also p € F gegeben,
so dass p < f(q) und p # f(q) ist. Unter diesen Voraussetzungen miissen
wir zeigen, dass f(p) < f(q) ist. Zunéchst gilt f(q) £ p und daher p < g,
nach Behauptung 1. Ist p # ¢, so folgt aus der Definition der Menge F', dass
f(p) < q < f(q) ist. Ist andererseits p = ¢ so gilt ebenfalls f(p) < f(q). Also
gilt in beiden Féllen f(p) < f(q), wie behauptet. Damit haben wir gezeigt
dass f(q) € F ist. Also erfiillt ' die Bedingung (ii).

Wir zeigen, dass F' die Bedingung (iii) erfiillt. Sei C' C F' eine nichtleere
Kette und s := sup C. Wir miissen zeigen, dass s € F' ist. Sei also p € F,
so dass p < s und p # s ist. Unter diesen Voraussetzungen miissen wir
zeigen, dass f(p) < s ist. Zunéchst existiert ein Element ¢ € C' mit ¢ £ p.
(Andernfalls wire auch s < p und damit s = p.) Daher gilt auch f(q) £ p.
Da g € C' C F ist, folgt daraus nach , dass p < q ist. Ausserdem ist p # q.
Da g € F ist, folgt daraus f(p) < q. Da g € C'und s = sup C ist, folgt daraus
f(p) < s. Daher gilt s € F. Also erfiillt F' die Bedingung (iii).

Damit haben wir bewiesen, dass F' ein Element der Menge A ist. Daraus
folgt £ C F und daher E = F. Damit ist Behauptung 2 bewiesen.

Behauptung 3: FE ist eine Kette.

Seien p,q € E. Dann gilt ¢ € F nach Behauptung 2. Also gilt p < ¢ oder
f(q¢) = p, nach Behauptung 1. Daraus folgt p < ¢ oder ¢ < p. Damit ist
Behauptung 3 bewiesen.

Sei nun s :=sup E. Da E € A und E eine Kette ist gilt s € E. Daraus
folgt f(s) € E und damit f(s) < s. Andererseits ist s < f(s) und daher
f(s) = s. Damit ist Satz [2.4] bewiesen. O



Satz 2.5. Das Auswahlaxiom ist dquivalent zum Lemma von Zorn.

Beweis. Wir nehmen zunéchst an, dass das Lemma von Zorn gilt. Seien die
Mengen I, X, und ) # X; C X fiiri € I gegeben, wie in den Voraussetzungen
des Auswahlaxioms. Sei P C 2% die Menge aller Teilmengen Z C (I x X), so
dass, fiir jedes i € I, der Durchschnitt Z N ({i} x X) enthalten ist in {i} x X
und aus hochstens einem Element besteht:

Fiir alle ¢ € I und alle z, 2" € X gilt
P=<XZCIxX| 1l (i,2)eZ = z€X;
2. (i,x),(i,2") € Z = v =2

Diese Menge P ist partiell geordnet durch die Inklusion. Zweitens ist P nicht-
leer, da die leere Menge (als Teilmenge von I x X verstanden) ein Element
der Menge P ist. Drittens gilt folgendes.

Behauptung. Ist C C P eine Kette so ist Z = Jocc C € P eine obere
Schranke von C.

Wir miissen zeigen, dass Z ein Element von P ist. Da jedes Element von C
eine Teilmenge von [ x X ist, ist auch die Vereinigung Z aller der Teilmengen
von [ x X, die in der Menge C zusammengefasst sind, selbst eine Teilmenge
von I x X. Diese erfiillt offensichtlich die Bedingung ZN({i} x X) C {i} x X;
fur jedes ¢ € I. Es ist also zu zeigen, dass der Durchschnitt Z N ({i} x X)
fiir jedes 7 € I entweder die leere Menge ist oder aus genau einem Element
besteht. Seien also ¢ € I und x,2" € X gegeben mit (i,z), (i,2') € Z. Es ist
zu zeigen, dass x = x’ ist. Dazu erinnern wir uns daran, dass nach Definition
der Menge A zwei Elemente C,C" € C existieren, so dass (i,z) € C und
(i,2") € C" ist. Da C eine Kette ist gilt C' C €’ oder C" C C. Wir kénnen
ohne Einschriankung der Allgemeinheit annehmen dass C’ C C'ist. Dann gilt
(1,2),(i,2") € C N X;. Da C € P ist folgt hieraus, dass x = 2’ ist. Damit ist
die Behauptung bewiesen.

Nach dem Zornschen Lemma folgt aus der Behauptung, dass die partiell
geordnete Menge P ein maximales Element I' besitzt. Dieses Element muss
die Bedingung I' N ({7} x X) # 0 fiir jedes ¢ € I erfiillen. (Sonst kénnten wir
eine noch grosser Teilmenge IV C X finden, indem wir zu I' eine Element
einer Menge {j} x X, die I' nicht schneidet, hinzufiigen. Diese Menge I”
wére dann immer noch ein Element von P und damit wére I' nicht maximal.)
Nach Definition von P enthélt die Menge I' N ({i} x X;) daher fiir jedes i € I
genau ein Element. Nach Bemerkung|[I.2ist I also der Graph einer Abbildung
g : I — X. Diese Abbildung erfiillt die Aussage des Auswahlaxiom.
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Jetzt nehmen wir umgekehrt an, dass das Auswahlaxiom gilt und bewei-
sen in zwei Schritten, dass dann das Zornsche Lemma wahr sein muss.

Schritt 1. Sei (P, <) eine nichtleere partiell geordnete Menge so dass jede
nichleere Kette C' C P ein Supremum besitzt. Dann besitzt P ein mazimales
Element.

Wir nehmen an, dass P kein maximales Element besitzt. Dann ist die Menge

Sp)={q€Plpsq¢p#qCP

fiir jedes p € P nichtleer. Nach dem Auswahlaxiom gibt es daher eine Abbil-
dung f : P — P so dass

flp)eSp) VpePl
Diese Abbildung f erfiillt die Bedingung

p=<flp) VpeP

besitzt aber keinen Fixpunkt. Das steht im Widerspruch zu Satz [2.4] Damit
ist Schritt 1 bewiesen.

Schritt 2. Sei (P, <) eine partiell geordnete Menge so dass jede nichleere
Kette C' C P eine obere Schranke besitzt. Sei p € P. Dann existiert ein
maximales Element m € P so dass p < m.

Sei P C 2P die Menge aller Ketten C' C P, die den Punkt p enthalten.
Dies ist eine nichtleere partiell geordnete Menge, wobei die Ordnungsrelation
durch Inklusion gegeben ist. Ist C C P eine Kette in P so ist die Menge

s=JC

ceC

cine Kette in P, die den Punkt p enthilt. (Ubung: S C P ist eine Kette.)
Also ist S ein Element von P und S ist offensichtlich das Supremum der
Kette von Ketten C C P. Damit haben wir gezeigt, dass jede Kette in P ein
Supremum besitzt. Also gibt es nach Schritt 1 eine maximale Kette M C P
welche den Punkt p enthélt. Sei m € P eine obere Schranke von M. Dann
ist m ein maximales Element von P. Gébe es ndmlich ein Element ¢ € P mit
m < g und m # ¢, so wire M U {q} eine noch grossere Kette die p enthélt,
im Widerspruch zur Maximalitét von M. Damit sind Schritt 2 und Satz
bewiesen. ]



3 Der Begriftf der Michtigkeit

Wir setzen von nun an die Giiltigkeit des Auswahlaxioms, beziehungsweise
des Zornschen Lemmas, voraus. Mit deren Hilfe wollen wir die “Anzahl der
Elemente” zweier Mengen miteinander vergleichen. Diese Mengen koénnen
“endlich wviele” oder auch “unendlich viele” Elemente haben. Dies fiithrt zu
der folgenden Definition.

Definition 3.1. Seien X und Y zwei Mengen. Wir sagen Y hat grossere
Michtigkeit als X, wenn folgende beiden Bedingungen gelten.

(I) FEs existiert eine injektive Abbildung f: X —Y.

(II) Es ezistiert keine injektive Abbildung g : Y — X.

Wir sagen X und Y sind gleichméchtig, wenn eine bijektive Abbildung
f: X =Y existiert.

Es ist ganz und gar nicht offensichtlich, dass je zwei Mengen entweder
gleichméchtig sind, oder die eine grossere Machtigkeit als die andere hat.
Dies ist der Inhalt des folgenden Satzes.

Satz 3.2. Seien X und Y zwei Mengen.

(1) Wenn keine injektive Abbildung g 1Y — X existiert, dann existiert eine
injektive Abbildung f: X — Y.

(ii) Wenn zwei injektive Abbildungen f: X — Y und g:Y — X existieren,
dann existiert auch eine bijektive Abbildung h : X — Y.

Korollar 3.3. Seien X und Y zwei Mengen. Dann ist genau eine der fol-
genden Aussagen wahr.

(a) Y hat grossere Mdchtigkeit als X .
(b) X undY sind gleichmdchtig.
(c) X hat grossere Mdchtigkeit als Y .

Beweis. Nach Satz (i) gilt (a) genau dann, wenn keine injektive Abbil-
dung g : Y — X existiert. Also kénnen (b) und (c) nicht gelten, wenn (a)
gilt. Ebenso konnen (a) und (b) nicht gelten, wenn (c) gilt. Daher schliessen
sich (a), (b), und (c) gegenseitig aus. Erfiillen die Mengen X und Y aber we-
der (a) noch (c), so existieren zwei injektive Abbildungen g : Y — X (da (a)
nicht gilt) und f : X — Y (da (c) nicht gilt). Daher folgt aus Satz (ii),
dass eine bijektive Abbildung h : X — Y existiert. Also sind X und Y
gleichméchtig. Damit ist Korollar [3.3] bewiesen. O



Beweis von Satz[3.2 Wir beweisen (i). Seien also X, Y zwei Mengen, so dass
keine injektive Abbildung g : Y — X existiert. Es ist zu zeigen, dass eine
injektive Abbildung f : X — Y existiert. Dazu betrachten wir die Menge

P={(Af)|ACX, f: A=Y ist eine injektive Abbildung} .
Diese Menge besitzt eine Relation <, definiert durch
A ) s f) = AcCA und fl(x)=f(x) V2zeA

fiir (4, f), (4, ') € P (siehe Definition [1.3). Diese Relation ist offensichtlich
transitiv, anti-symmetrisch und reflexiv (siehe Definition , und ist daher
eine partielle Ordung (siehe Definition [L.5)).

Sei C C P eine Kette. Wir zeigen, dass C eine obere Schranke (Av, f) eP
besitzt. Definiere die Teilmenge A c X durch

= 4

(A,f)ecC
und die Abbildung f: A = Y durch
flz) = f(x) falls (A,f)e€C und z€ A

Die Abbildung ]7: A = Y ist wohldefiniert, da C eine Kette ist. Ist ndmlich
x € A, so existiert ein Element (A, f) € C mit € A; und ist (4, f)
ein weiteres Element von C mit z € A’ so gilt f'(x) = f(z), denn es gilt
entweder A C A’ oder A’ C A und die Abbildungen f und f’ stimmen auf
ihrem gemeinsamen Definitionsbereich {iberein. _ B B

Wir zeigen, dass f: A — Y injektiv ist. Sind x, 2’ € A mit f(z) = f(2'),
dann gibt es zwei Elemente (A, f), (A", f) € C so dass v € A und 2’ € A'.
Da C eine Kette ist, gilt entweder A C A’ oder A’ C A, und die Abbildungen
f und f" stimmen auf ihrem gemeinsamen Definitionsbereich iiberein. Wir
nehmen ohne Einschrankung der Allgemeinheit an, dass A" C A ist. Dann
gilt 2,2/ € A und f(z) = f(z) = f(&') = f'(a) = f(&'). Da f: A - Y
injektiv ist, folgt hieraus, dass x = 2’ ist. Damit haben wir gezeigt, dass
f A=Y injektiv ist. Also ist das Paar (A, f) ein Element der Menge P.

Offensichtlich gilt A C A und f ] 4 = [ fiir jedes Paar (A, f) € C. Daher
ist (A, f) cine obere Schranke von C, wie behauptet. (Ubung: das Paar (A, f)
ist sogar das Supremum von C.)
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Damit haben wir gezeigt, dass jede Kette C C P eine obere Schranke be-
sitzt. Also folgt aus dem Zornschen Lemma, dass P ein maximales Element
(A, f) besitzt. Die Abbildung f : A — Y kann nicht surjektiv sein. Sonst
gibe es eine Abbildung g : Y — A mit fog=1id: Y — Y’; diese Abbilldung
g:Y — A wéere dann injektiv und, da A C X ist, hitten wir eine injektive
Abbildung von Y nach X gefunden, im Widerspruch zu unserer Vorausset-
zung. Also ist f: A — Y nicht surjektiv, wie behauptet. Daher existiert ein
Element yo € Y \ f(A). Daraus folgt aber, dass A = X sein muss. Denn
andernfalls gébe es ein Element 25 € X \ A und wir erhielten eine injektive
Abbildung fy : Ag — Y, definiert durch

f(z), fallsz € A,
Yo, falls x = x.

A= AU}, Ao = |

Das Paar (Ao, fy) wére dann ein Element von P mit (A, f) < (Ao, fo) und
(A, f) # (Ao, fo), im Widerspruch zur Maximalitdt von (A, f). Also ist
A = X, wie behauptet, und daher ist f : X — Y die gesuchte injektive
Abbildung. Damit ist (i) bewiesen.

Wir beweisen (ii). Dazu benétigen wir weder das Auswahlaxiom noch das
Lemma von Zorn. Seien f: X — Y und g : Y — X injektive Abbildungen.
Wir beweisen in zwei Schritten, dass eine bijektive Abbildung h : X — Y
existiert.

Schritt 1. Es ezistieren Teilmengen A C X und B C'Y so dass f(A) =Y \B
und g(B) = X \ A ist.

Sei A C X die Menge

A= U A

A'ng(Y\f(A")=0

Hier ist die Vereinigung zu verstehen iiber alle Teilmengen A’ C X, die die
Bedingung A’ Ng(Y \ f(A’)) = 0 erfiillen. Wir behaupten:

gV \ f(A)) = X\ A (4)
Ist x € A so existiert eine Menge A’ C X mit A'Ng(Y\ f(A")) =0undz € A'.
Da A’ C Aist, gilt g(Y'\ f(A)) Cg(Y\ f(A)). Da A Nng(Y\ f(A") = 0 ist,
folgt daraus A’ Ng(Y \ f(A)) = 0. Also ist z ¢ g(Y \ f(A)). Damit haben
wir gezeigt, dass A C X \ g(Y \ f(A)) ist, und daher

g(Y \ f(A)) C X\ A
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Zum Beweis der Inklusion X \ A C ¢g(Y \ f(A)) nehmen wir an, dass es ein
Element x € X \ A existiert, welches nicht der Menge g(Y \ f(A)) angehort.
Sei A" := AU{z}. Dann gilt A'Ng(Y"\ f(A)) = 0. Ausserdem ist A C A’ und
daher g(Y'\ f(A4")) C g(Y' \ f(A)). Also gilt auch A’Ng(Y \ f(4)) = 0. Da
A C A’ ist, steht dies im Widerspruch zur Definition der Menge A. Damit
ist () bewiesen. Es folgt aus (4)), dass die Mengen A und B :=Y \ f(A) die
Behauptung von Schritt 1 erfiillen.

Schritt 2. Fs existiert eine bijektive Abbildung h : X — Y.

Seien A C X und B C Y wie in Schritt 1. Dann sind die Abbildungen
fla:A—=Y\Bund g|p: B — X\ A bijektiv. Definiere die Abbidungen
h:X —Y und k:Y — X durch

h(x) = f(z), fallsx e A,
1 v, falls x € X \ Aund y € B so dass g(y) = =,

k(y) = g9(y), fallsy e B,
y) = x, falls y € Y\ B und z € A so dass f(z) =y.

Dann gilt koh =id: X — X und hok =id : Y — Y. Also ist h bijektiv.
Damit sind Schritt 2 und Satz [3.2] bewiesen. O

4 Endlichkeit und Abzihlbarkeit

Endliche Mengen

Definition 4.1. FEine nichtleere Menge X heisst endlich wenn eine natiirli-
che Zahl n € N existiert und eine bijektive Abbildung f : {1,...,n} — X.
Diese Zahl n ist eindeutig durch X bestimmt (siehe Satz[{.3). Sie wird die
Anzahl der Elemente von X genannt und mit #X := n bezeichnet.
Die leere Menge wird ebenfalls endlich genannt und #0 := 0.

Satz 4.2. Sei X eine nichtleere endliche Menge. Die Zahln in Definition[].1]
st eindeutig durch X bestimmt.

Dieser Satz ist gar nicht so offensichtlich, wie es zunédchst den Anschein
hat. Er folgt aus dem Dirichletschen Schubfachprinzip. Dieses sagt:
“Wenn man n verschiedene Objekte auf m Schubladen verteilt und m < n
ist, dann muss eine der m Schubladen zwei verschiedene Objekte enthalten.”
So selbstverstandlich diese Aussage auch erscheinen mag, geben wir im fol-
genden doch einen mathematischer Beweis durch vollsténdige Induktion.
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Lemma 4.3. Seien m und n zwet natirliche Zahlen. Dann gilt m < n genau
dann wenn eine injektive Abbildung f: {1,...,m} — {1,...,n} existiert.

Beweis. Ist m < nsoist {1,...,m} eine Teilmenge von {1,...,n} und daher
ist die Inklusion eine injektive Abbildung von {1,...,m} nach {1,... n}.
Nun beweisen wir die Umkehrung.

Behauptung: Sein € N. Ist m € N und f: {1,...,m} — {1,...,n} eine
injektive Abbildung so gilt m < n.

Der Beweis wird durch vollstédndige Induktion iiber n erbracht. Ist n = 1
so gibt es fiir jedes m € N nur eine Abbildung f : {1,...,m} — {1} und
diese ist konstant. Im Fall m > 1 gilt f(1) = f(2) = 1 und daher ist f nicht
injektiv. Damit ist die Behauptung fiir n = 1 bewiesen.

Sei also n € N mit n > 1 gegeben. Wir nehmen an, die Behauptung gilt
fiir n — 1 und zeigen, dass sie dann auch fiir n gelten muss. Sei also m eine
natiirliche Zahl und f : {1,...,m} — {1,...,n} eine injektive Abbildung.
Ist f(k) # n fir jedes k € {1,...,m}, so ist die Bildmenge von f in der
Menge {1,...,n — 1} enthalten und daraus folgt, nach Induktionsannahme,
dass m < n — 1 < n ist. Wir diirfen also annehmen, dass ein k € {1,... ,m}
existiert mit f(k) = n. Da f injektiv ist, gilt

jefl,...,m}\{k} = fG)efl,...,n—1}.

Im Fall m = 1 ist nichts zu beweisen. Im Fall m > 1 definieren wir eine
Abbildung ¢ : {1,...,m —1} = {1,...,m} \ {k} durch

. i fire=1,...,k—1,
gb(l)'_{iﬂ, fiiri = k,...,m— 1. (5)
Diese Abbildung ist bijektiv. Daher ist die Komposition

foo:{l,....m—1}—={1,....,.n—1}

injektiv. Also folgt aus der Induktionsannahme, dass m — 1 < n — 1 ist und
daher auch m < n. Damit ist die Behauptung bewiesen. Das Dirichletsche
Schubfachprinzip folgt sofort aus der Behauptung. n

Beweis von Satz[{.2 Seien m,n natiirliche Zahlen und f: {1,...,m} — X
und ¢ : {1,...,n} — X bijektive Abbildungen. Dann sind die Abbildungen
glof:{1,....om} - {1,....n} und flog: {1,....,n} = {1,...,m}
ebenfalls bijektiv, und insbesondere auch injektiv. Also folgt aus Lemma [4.3],
dass m < n und n < m sind. Daher ist m = n. O
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Lemma 4.4. (i) Ist X eine endliche Menge so ist jede Teilmenge A C X
endlich und es gilt #A < #X.

(ii) Seien X und Y endliche Mengen. Dann sind auch X UY und X NY
endliche Mengen und es gilt #X + #Y = #(X UY) +#(X NY).

Beweis. Wir beweisen (i) durch vollstédndige Induktion iiber die Anzahl der
Elemente von X. Ist #X = 0 so ist X = () die leere Menge und die einzige
Teilmenge der leeren Menge ist die leere Menge selbst. Also gilt (i) im Fall
#X = 0. Sei nun n € N. Die Induktionsannahme ist, dass (i) fiir jede endliche
Menge X mit #X =n — 1 gilt. Sei nun X eine endliche Menge mit #X =n
und sei f:{1,...,n} — X eine bijektive Abbildung. Sei A C X. Ist A =X
so ist A offensichtlich eine endliche Menge mit #A4 = #X. Ist A C X so
existiert ein k € {1,...,n} sodass z := f(k) ¢ Aist. Im Falln = 1ist A =)
endlich und es gilt #4 =0 < 1 = #X. Im Fall n > 1 gibt es eine bijektive
Abbildung ¢ : {1,...,n — 1} = {1,...,n}\{k} wie in (§). Sei Y := X\ {z}.
Dannist fo¢g: {1,...,n — 1} — Y eine bijektive Abbildung. Also ist Y eine
endliche Menge mit #Y =n—1 < n = #X. Da A C Y ist, folgt aus der
Induktionsannahme, dass A eine endliche Menge ist und #A < #Y < #X.
Damit ist (i) bewiesen.

Wir beweisen (ii) zunéchst unter der Annahme X NY = (). Ist X = ()
so gilt X UY =Y und die Behauptung ist trivialerweise erfiillt. Das gleiche
gilt im Fall Y = ). Sind X und Y nichtleer so gilt m := #X > 0 und
n = #Y > 0 und es existieren bijektive Abbildungen f : {1,...,m} — X
und g : {1,...,n} = Y. Definiere h: {1,...,m+n} - X UY durch

hi) = f@), firi=1,...,m,
Y= gli—m), firi=m+1,....,m+n.

Diese Abbildung ist surjektiv und, da X N'Y = () ist, ist sie auch injektiv.
Also ist h bijektiv. Daher ist X UY endlich und #(X UY) = m + n. Damit
ist (i) im Fall X NY = () bewiesen. Im Fall X NY # () seien

A:=XNY, B=Y\A=Y\X.

Nach (i) sind diese beiden Mengen endlich und es gilt X UY = X U B und
Y = AU B. Da dies disjunkte Vereinigungen endlicher Mengen sind, ist die
Menge X UY endlich und es gilt #(XUY) = #X+#B und #Y = #A+#B.
Daraus folgt

HXUY) = #X +#B = #X +#Y — #A=#X + #V — #(X NY).

Damit ist Lemma [£.4] bewiesen. O
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Unendliche Mengen

Definition 4.5. Eine Menge X heisst unendlich, wenn sie nicht endlich
ist. Sie heisst abzdhlbar unendlich wenn sie zu N gleichmdchtig ist. Sie
heisst abzdhlbar wenn sie entweder endlich oder abzihlbar unendlich ist.
Sie heisst iiberabzédhlbar wenn sie grissere Mdichtigkeit als N hat.

Satz 4.6. Sei X eine Menge. Die folgenden Aussagen sind dquivalent.

(1) X ist unendlich.

(ii) Fir jedes n € N existiert eine endliche Teilmenge A C X mit #A = n.
(iii) Es ezistiert eine injektive Abbildung g : N — X.

Korollar 4.7. Ser X eine Menge.

(1) X is genau dann abzihlbar wenn eine injektive Abbildung f : X — N
existiert.

(i) X ist genau dann iberabzihlbar wenn X nicht abzdhlbar ist.

Beweis. Ist X abzdhlbar so folgt direkt aus den Definitionen dass eine in-
jektive Abbildung f : X — N existiert. Nehmen wir ungekehrt an, dass eine
injektive Abbildung f : X — N existiert. Ist X endlich, so ist nichts zu
beweisen. Sei also X unendlich. Dann existiert nach Satz eine injektive
Abbildung ¢ : N — X. Daher folgt aus Satz [3.2] dass eine bijektive Abbil-
dung h : N — X existiert, und damit ist X abzéhlbar unendlich. Damit ist
Teil (i) bewiesen. Nach Satz is eine Menge X genau dann iiberabzédhlbar
wenn keine injektive Abbildung f : X — N existiert, und nach Teil (i) heisst
das, dass X nicht abzéhlbar ist. Damit ist auch Teil (ii) bewiesen. O

Beweis von Satz[4.6. Wir zeigen (i) = (ii). Sei X eine unendliche Menge.
Fiir n € N sei A,, C 2% die Menge der n-elementigen Teilmengen von X:

A, :={A C X | A ist endlich und #A =n}.

Wir beweisen durch vollstindige Induktion, dass A, # 0 ist. Fiir n = 1
withle ein Element z € X und definiere A := {z}. Dann ist A € A4; und
daher A; # (. Nun sei n € N so dass A, # (). Wihle ein Element A € A,,.
Nach Definition existiert eine bijektive Abbildung f : {1,...,n} — A.
Da X nicht endlich ist, gilt A C X. Also gibt es ein Element = € X \ A. Sei
A" := AU {z} und definiere die Abbildung f": {1,...,n+ 1} — A’ durch
f/@) = f@) furi=1,...,nund f'(n+1) :=a'. Da 2’ ¢ A ist, ist diese
Abbildung bijektiv. Daher ist A" € A, 41 und somit ist A, 1 # (. Damit ist
gezeigt, dass A, # () ist fiir alle n € N.
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Wir zeigen (ii) = (iii). Nach (ii) gilt Agn # 0 fiir jedes n € Ny := NU{0}.
Nach dem Auswahlaxiom existiert eine Abbildung

Ng—2¥:n— A,

so dass A,, € Ay ist fiir jedes n € Ny. Also ist A,, C X fiir jedes n € Ny eine
endliche Menge mit

#A, =2".
Nun folgt aus Lemma (i) durch vollstéindige Induktion, dass die Menge
AgUA U---UA,_; fiir jedes n € N endlich ist und

n—1
#(AUAIU---UA, 1) <Y 2P =2"—1<2" = #A,.
k=0

Nach Lemma [4.3] gibt es also keine injektive Abbildung von A, in die Menge
AgUAU---UA,_1. Insbesondere gilt A,, & AgUA;U---UA,_; und daher

X, i=A, \(AgU A U---UA, 1) #D

fiir jedes n € N. Offensichtlich gilt auch X, N X,, = § fiir m # n. Nach dem
Auswahlaxiom existiert also eine Abbildung

g:N— X,

so dass
g(n) € X, vV neN.

Da X,, N X,, = () ist fiir m # n, ist diese Abbildung injektiv. Damit haben
wir gezeigt, dass (iii) aus (ii) folgt.

Wir zeigen (iii) == (i). Sei ¢ : N — X eine injektive Abbildung. Dann
ist X nicht die leere Menge. Wir nehmen an, es existiert ein n € N und eine
bijektive Abbildung f: {1,...,n} — X. Dann ist die Abbildung

flog:N—{1,....n}

injektiv, und ebenso ihre Restriktion auf die Teilmennge {1,...,n+ 1} C N.
Eine solche injektive Abbildung existiert aber nicht, nach den Dirichlet’schen
Schubfachprinzip in Lemma mit m = n + 1. Also gibt es, fiir jedes
n € N, auch keine bijektive Abbildung f : {1,...,n} — X. Daher ist X
nicht endlich. Damit ist Satz [4.6] bewiesen. O
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5 Beispiele

Beispiel 5.1. Seien X und Y endliche Mengen. Die Menge Y has genau
dann gréssere Mdachtigkeit als X, wenn

#X < #Y.
Beweis: Seien m und n natiirliche Zahlen. Die Menge {1,...,n} hat genau
dann grossere Méchtigkeit als die Menge {1,...,m}, wenn es keine injektive

Abbildung ¢ : {1,...,n} = {1,...,m} gibt (Satz[3.2)). Dies ist genau dann
der Fall, wenn n > m ist (Lemma . Damit folgt die Behauptung aus
Definition .11

Beispiel 5.2. Jede unendliche Menge hat grossere Machtigkeit als jede end-
liche Menge. Jede unendliche Menge hat entweder grossere oder gleiche Méch-
tigkeit wie jede abzdhlbare Menge. Beide Aussagen folgen aus Satz [4.6]

Beispiel 5.3. Die Menge 7 der ganzen Zahlen ist abzdihlbar unendlich. Be-
weis: Eine bijektive Abbildung f : N — Z ist gegeben durch

f(1):=0, f(2n) = n, f@2n+1):=-n (6)
fiir n € N.

Beispiel 5.4. Fliir jedest € N sei X; eine abzdhlbar unendliche Menge. Dann
ist auch die Vereinigung X = J,cy Xi abzdhlbar unendlich. Beweis: Wihle
eine bijektive Abbildung ¢ : N — N x N, zum Beispiel

E(k—1
(b(%—i—i) = (i,k+1—14), 1=1,...,k, keN. (7)
Fir ¢ € N sei f; : N — X, eine bijektive Abbildung. Wir definieren die
Abbildung g : N — X durch

g(”) = fi<j)€XiCX7 (273) = (;5(71), n e N.

Diese Abbildung ist surjektiv. Nach dem Auswahlaxiom existiert daher eine
injektive Abbildung ¢ : X — N. Offensichtlich existiert auch eine injektive
Abbildung f : N — X (zum Beispiel f := f; : N — X; C X). Daher existiert
nach Satz eine bijektive Abbildung h : N — X. Also ist X abzédhlbar
unendlich.
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Beispiel 5.5. Die Menge Q der rationalen Zahlen ist abzdhlbar unendlich.
Beweis: Sei f : N — Z die bijektive Abbildung (@ aus Beispiel und sei
¢ : N = N x N die bijektive Abbildung aus Beispiel Definiere die
Abbildung F' : N — Q durch

F(n) :_g, pi=fG), q:=j,  (i,5)=¢n).

Diese Abbildung F' : N — Q ist surjektiv. Also folgt aus dem Auswahlaxiom,
dass eine injektive Abbildung g : Q — N existiert. Da N C Q ist, existiert
offensichtlich auch eine injektive Abbildung f : N — Q. Nach Satz exi-
stiert daher eine bijektive Abbildung i : N — Q. Damit ist gezeigt, dass Q
abzéhlbar unendlich ist.

Beispiel 5.6. Sei Ny := NU{0} die Menge der nichtnegativen ganzen Zahlen.
Dann ist die Menge

E :={E CNo| E ist endlich}

der endlichen Teilmengen von Ng abzihlbar unendlich. Beweis: Definiere

eine Abbildung f : £ — N durch die Formel

f(E):=> "2, Eck&

i€E
Ubung: Diese Abbildung ist bijektiv.

Beispiel 5.7. Fiir jede Menge X hat die Menge 2~ aller Teilmengen von X
grissere Mdchtigkeit als X. Beweis: Sei A : X — 2% eine Abbildung und

Ay:={r e X |z ¢ Ax)}.

Diese Menge liegt nicht im Bild der Abbildung A. Denn fiir x € A, gilt
x ¢ A(r) und daher x € Ay \ A(x). Und fiir z € X \ Ag gilt € A(x) und
daher z € A(z) \ Ap. In beiden Fillen ist also A(z) # Ay. Damit ist gezeigt,
dass unsere Abbildung A : X — 2% nicht surjektiv ist. Da keine surjektive
Abbildung von X nach 2% existiert, existiert auch keine injektive Abbildung
von 2% nach X. Daher hat 2% grossere Michtigkeit als X.

Beispiel 5.8. Die Menge 2" aller Teilmengen von N ist gleichmiichtig wie
die Menge {0, 1}" aller Folgen (a,,)nen von Nullen und Einsen. Eine bijektive
Abbildung ist {0, 1} — 2V : (a,)pen = {n € N|a, = 1}.
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Beispiel 5.9. Die Menge der reellen Zahlen ist tiberabzihlbar. Beweis: Sei
N — R : n — z, eine beliebige Abbildung. Wir zeigen dass sie nicht surjektiv
ist. Dazu konstruieren wir eine Intervallschachtelung (1,)nen so dass

1
z, & I, \I,| = = V neN.
Firn=1sel I := [z; + 1,21 + 2]. Ist I,, = [ay, b, konstruiert, dann sei

e { 28] s ¢ o 2

—a"?b”,bn} , falls x,.; € [an, —2“"; b”] )

(1,41 wird also als das untere Drittel von I,, gewéhlt, falls dieses x, 1 nicht
enthélt, und andernfalls als das obere Drittel von [,,.) Nach dem Satz iiber
Intervallschachtelungen existiert genau eine reelle Zahl y € R, so dass y € I,
ist fiir jedes n € N. Da x,, ¢ I, ist, folgt daraus y # x, fir alle n € N.
Damit ist die gegebene Abbildung N — R nicht surjektiv. Diese Abbildung
war beliebig gew#hlt. Es existiert also keine surjektive Abbildung g : N — R
und daher ist R iiberabzahlbar, wie behauptet.

Beispiel 5.10. Sei I C R ein Intervall, das mindestens zwei FElemente
enthdlt. Dann sind I und R gleichmdchtig. Beweis: Erstens sind je zwei offe-
ne Intervalle X = (a,b) und Y = (¢,d) (mit @ < b und ¢ < d) gleichméchtig;
eine Bijektion f: X — Y ist
r—a
b—a
Diese Formel definiert auch Bijektionen zwischen den entsprechenden halbof-
fenen und abgeschlossenen Intervallen. Zweitens ist das Intervall Y = (—1,1)
gleichméchtig zu R; eine Bijektion g : R — (—1,1) ist
- ~1 Y

g(x)zﬁ, g (y):\/l——iyf x € R, —1l<y<l.
Diese Formel definiert auch Bijektionen [0,00) — [0,1) und (0,00) — (0, 1).
Drittens sind die Mengen R und R U {x} gleichméchtig. Eine bijektive Ab-
bildung A : R — R U {x} ist

T, falls = ¢ NU {0},
h(z) == =, falls x = 0,
xr—1, fallsx € N.
Durch geeignete Kompositionen dieser Abbildungen erhalten wir Bijektionen

von R auf jedes Intervall der Form (a,b), (a,b], [a,b), [a,b] und ebenso auf
die unbeschrénkten Intervalle.

f(z):=c+

(d—c), a<x<b.
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Beispiel 5.11. Die Cantormenge K C R hat die gleiche Mdchtigkeit wie 2V .
Beweis: Die Cantormenge K = [~ K,, ist der Durchschnitt einer abstei-
gende Folge von Teilmengen von R. Die ersten drei Mengen sind

K() = [0, 1],
Ky :=1[0,1/3]U[2/3,1],
Ky = [0,1/9] U [2/9,1/3] U [2/3,7/9] U[8/9, 1].

Allgemein ist K, eine disjunkte Vereinigung von 2" abgeschlossenen Inter-
vallen der Linge 1/3", und K, entsteht aus K,, indem man aus jedem
dieser Intervalle das mittlere Drittel entfernt. Wir definieren eine Abbildung
¢ : {0, 1} = K. Fiir a = (a;)ien € {0, 1}V ist ¢(a) € K die eindeutige reelle
Zahl, die die Bedingung

é(a) € Jo(a) i= 22%,2Z%+3—n VneN
=1 =1

erfiillt. Diese Abbildung ist wohldefiniert, da die Intervalle (J,(a))nen eine
Intervallschachtelung bilden und J,(a) C K, ist fiir jedes n € N. Umgekehrt
existiert fiir jedes z € K genau eine Folge a € {0, 1}, so dass x € J,(a) ist fiir
jedes n € N. (Ubung!) Daher ist die Abbildung ¢ bijektiv. Die Behauptung
folgt nun aus Beispiel

Beispiel 5.12. Die Menge R hat die gleiche Mdchtigkeit wie 2. Beweis:
Wir definieren eine Abbildung ¢ : {0,1} — [0, 1] mittels der Binirdar-
stellung der reellen Zahlen. Fiir a = (a;);eny € {0, 1} ist ¥(a) € [0,1] die
eindeutige reelle Zahl, die die Bedingung

i a; “ a; 1
Y(a) € I,(a) == [Z?’Z§+Q_n] VneN
=1 % =1

erfiillt. Diese Abbildung ist wohldefiniert, da die Intervalle (I,(a))nen eine
Intervallschachtelung bilden und I,,(a) C [0, 1] ist fiir jedes n € N. Umgekehrt
existiert fiir jedes = € [0, 1] eine Folge a € {0, 1}, so dass z € I,,(a) ist fiir
jedes n € N. (Ubung!) Daher ist die Abbildung 1 surjektiv. Nach dem Aus-
wahlaxiom existiert dann eine injektive Abbildung f : [0,1] — {0, 1}V, Aus-
serdem existiert eine injektive Abbildung ¢ : {0, 1} — [0, 1], deren Bildmen-
ge die Cantormenge K C [0,1] ist (siehe Beispiel [5.11]). Daher existiert nach
Satz [3.2| eine bijektive Abbildung von [0, 1] nach {0, 1}IY. Da R gleichmiichtig
zu [0,1] ist (Beispiel und {0, 1}V gleichméchtig zu 2V ist (Beispiel [5.8)),
hat also R die gleiche Michtigkeit wie 2.
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6 Bemerkungen zur Mengenlehre

Die Kontinuumshypothese

Wir haben gesehen, dass die Cantormenge und alle nichttrivialen Intervalle
die gleiche Méchtigkeit wie R haben und ebenso die gleiche Méchtigkeit wie
die Menge 2" aller Teilmengen von N. Daraus ergibt sich fogende natiirliche
Frage.

Gibt es eine Teilmenge A C R die tiberabzdhlbar aber nicht gleichmdchtig
zu R 1st?

Cantors Kontinuumshypothese besagt, dass eine solche Teilmenge von R
nicht existiert.

Cantors Kontinuumshypothese (CKH): Jede tiberabzihlbare Teilmenge
von R st gleichmdchtig zu R.

Da abzahlbar definiert ist als gleichméchtig zu N und wir wissen, dass R
gleichmichtig zu 2V ist, ldsst sich die Cantorsche Kontinuumshypothese wie
folgt verallgemeinern.

Die Allgemeine Kontinuumshypothese (AKH): Sei X eine unendli-
che Menge. Jede Teilmenge von 2%, die grissere Mdchtigkeit als X hat, ist
gleichmiichtig zu 2.

Offensichtlich ist (CKH) der Spezialfall X = N von (AKH). Die Frage
bleibt jedoch bestehen, ob denn nun (CKH) oder (AKH) wahr sind. Und
auf diese Frage gibt es zwei hochst erstaunliche Antworten: Zum einen hat
Kurt Godel 1938 gezeigt, dass sich die Cantorsche Kontinuumshypothese
mit den Axiomen der Mengenlehre nicht widerlegen lasst. Zum anderen hat
Paul Cohen 1963 gezeigt, dass sich die Cantorsche Kontinuumshypothese
auch nicht aus den Axiomen der Mengenlehre herleiten ldsst. Mit anderen
Worten, man kann entweder (CKH) oder ihr Gegenteil zu den Axiomen der
Mengenlehre hinzufiigen, ohne dass dadurch ein Widerspruch erzeugt werden
kann. Genauso verhélt es sich mit (AKH). In denselben Verdffentlichungen
haben Go6del und Cohen ebenfalls gezeigt, dass das Auswahlaxiom sich nicht
mit den iibrigen Axiomen der Mengenlehre widerlegen lasst und sich auch
nicht aus den iibrigen Axiomen der Mengenlehre herleiten ldsst. Hinzugefiigt
sei noch, dass Godels berithmter Unvollstindigkeitssatz besagt (in sehr ver-
einfachter Sprechweise), dass sich die Widerspruchsfreiheit der Axiome der
Mengenlehre nicht mit diesen Axiomen selbst beweisen l&sst.

21



Das Russellsche Paradoxon

Der Beweis in Beispiel ist eine Version des Russellschen Paradoxons: Der
Barbier rasiert alle die Mdanner, und nur die, die sich nicht selbst rasieren.
Rasiert sich nun dieser Barbier selbst? Genau dann, wenn er sich nicht selbst
rasiert. Dies ist ein Widerspruch (es sei denn, der Barbier ist eine Frau).

Dies ist ein archetypisches Beispiel eines Widerspruchs, wie er beim naiven
Umgang mit der Mengenlehre entstehen kann. Wir haben an Beispielen gese-
hen, dass Mengen auch selbst wieder Elemente anderer Mengen sein kénnen.
Man kann sogar Mengen konstruieren, die sich selbst als Element enthalten
(zum Beispiel eine Menge X = {X}, deren einziges Element die Menge X
selbst ist). Nun kénnte man versucht sein, die Menge R aller Mengen X zu
bilden, die sich selbst nicht als Element enthalten. Ist nun R selbst auch ein
Element von R? Wenn dies nicht der Fall ist, so erfiillt ja R das Kriterium
fiir die Zugehorigkeit zu R und muss somit doch ein Element von R sein.
Ist aber R selbst ein Element von R, so folgt daraus, dass R das Kriterium
fiir die Zugehorigkeit zu R nicht erfiillt, und daher doch kein Element von
R sein kann. Dies ist der gleiche Widerspruch wie bei Russells Barbier, und
wie er auch in Beispiel aufgetaucht ist.

Um diesen Widerspruch aufzulésen, muss man die Grundlagen der Men-
genlehre tiefer und genauer verstehen. Grob gesprochen, sind der Definition
von Mengen und ihrer Elemente keine Grenzen gesetzt. Es ist auch nicht
sinnvoll, und wére in der mathematischen Theoriebildung viel zu hinderlich,
kiinstlich irgendwelche Einschrinkungen zu machen, was die Konstruktion
von Mengen betrifft. Aber gerade deshalb macht es keinerlei Sinn, von der
“Menge aller Mengen” zu sprechen, und ebensowenig von der “Menge aller
der Mengen, die sich nicht selbst als Element enthalten”, oder auch nur von
der “Menge aller der Mengen, die je genau ein Element enthalten”. Man kann
zwar, als mathematische Abstraktion, alle Mengen zusammenfassen zu einer
Gesamtheit; diese Gesamtheit aller Mengen ist dann aber selbst nicht als
Menge zu verstehen; sie wird oft als echte Klasse bezeichnet. Solche echten
Klassen sind sozusagen “zu gross” um sich als Mengen zu qualifizieren. Sie
konnen auch nicht als Elemente von Mengen auftreten.

Fiihrt man eine solche Unterscheidung zwischen Mengen und echten Klas-
sen rigoros durch, so kann das oben genannte Russellsche Paradoxon nicht
auftreten. Man kann dieser Unterscheidung zwischen Mengen und echten
Klassen eine genaue mathematische Formulierung geben. Dies fiihrt jedoch
tief hinein in die Grundlagen der Mengenlehre und geht weit iiber die in dieser
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Vorlesung zu behandelnden Themen der Analysis hinaus. Im mathematischen
Alltag geniigt es in der Regel, “zu viel Unendlichkeit” zu vermeiden, um sol-
chen Widerspriichen, wie sie beim allzu naiven Umgang mit der Mengenlehre
entstehen kénnen, auszuweichen.
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