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1 Die reellen Zahlen

1.1 Mengen

N ={1,2,3,...} = Menge der natiirlichen Zahlen
Z=A{.,-2,-1,0,1,2...} = Menge der ganzen Zahlen
Q={%|pe€ZqeN} = Menge der rationalen Zahlen
R = Menge der reellen Zahlen

C = Menge der komplexen Zahlen

R =R xR = {(z,y)|z,y € R}

T = {m e N | 24 ist durch m teilbar }
S={m?+n?|m,nez}

Lemma: +/2 ist keine rationale Zahl

Beweis: Wir nehmen an, es géibe eine rationale Zahl
z="2 sodassz?=2
q

Wir konnen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass eine der
Zahlen p, g ungerade ist.

2
Da (E) = 2 ist, gilt p? = 24>
q

Also ist p gerade. Daher ist p? durch 4 teilbar.

p?
Also ist ¢ = 5 gerade.

Dabher ist g gerade
— Widerspruch (QED)

Ubung: der goldene Schnitt ist irrational

Wichtige Abkiirzungen:

A4 “fiir alle”
3 “es existiert ein”
3! “es existiert genau ein”

A= B “aus A folgt B”
“wenn A gilt, dann gilt auch B”
1.2 Eigenschaften der reellen Zahlen
e Koérperaxiome
e Ordnungsaxiome

e Vollstandigkeitsaxiom

1.2.1 Korperaxiome

(Rechenregeln der vier Grundrechenarten)

Je zwei reellen Zahlen z,y € R werden zwei weitere reelle Zahlen z +y (Summe)
und z -y (Produkt) zugeordent.
Diese beiden Operationen haben folgende Eigenschaften:

(K1) Addition und Multiplikation sind kommutativ, d.h. Va,y € R

rt+y=y+zx TYy=y-x
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(K2) Addition und Multiplikation sind assoziativ, d.h. Vz,y,z € R
(x+y)+z=a+(y+2) (z-y)-z=x-(y-2)

(K3) Es gibt zwei verschiedene neutrale Elemente (0 fur die Addition und 1 fiir
die Multiplikation), so dass folgendes gilt:

(i) Vz e R
r+0=zx l-z=x

(ii) Vx e R3l(—z) e Rsodass z + (—x) =0
(iii) Vz e R\{0} Iz~ € Rsodassz-a~ ! =1

(K4) Es gilt das Distributivgesetz, d.h. Vz,y,z € R
(x+y)-z=xz-z+y-z x-(y+z)=z-y+z-z
Bemerkung 1: Sowohl Q, als auch R erfiillen die Kérperaxiome

Bemerkung 2: Alle iiblichen Rechenregeln folgen aus den Korperaxiomen

Notationen:

ez, ycR

e r,ycR, y#0

Lemma 1: Fiir alle z,y € R gilt folgendes

() (@ +y) = (-2) + (-y)
—(—z)==

(ii) z-0=0
(iii) Falls z # 0 und y # 0 so gilt
1. zy #0

> () =2y
3. () =2

—1

Beweis:
(i) —(@+y)=(—z)+ (-y)

(@+y) + (—2) + (-9) = @+9) + (—y) + (—2)
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Eindeutigkeit des inversen Elements:

= —(z+y) = (-2)+(-y)

(ii) z-0=0:

2022040
B0+ @ 0+ (-z-0)
L@ 04200+ (-z-0)

2 (040)+ (—z-0)

L0+ (-z-0)

o

(iii) Seiz #0und y #0
1. zy #0:

Annahme: zy =0
sr=a-l=alyy ) =(eyy " =0y =y 0%0
— Widerspruch!
2. (xy)_l = x_ly_l:

Eindeutigkeit des inversen Elements:

= (ay) =y

3. (z7H =

Sei y := 27!
Syr=rlz=xz =1

Eindeutigkeit der Inversen:

= r = y—l — (.T_l)_l

(iv) (—2)y = 2(~y) = —zy:

K3

K1 K4 (ii)
vy + (—2)y = yr+y(—z) = y(z+(-r) =y-0 =

0
Eindeutigkeit der Inversen:

= (—2)y = —zy (%)
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(QED)

1.2.2 Ordnungsaxiome

Es gibt eine Teilmenge von “positiven” reellen Zahlen.
Wir schreiben x > 0 wenn x positiv ist.
Diese Teilmenge der positiven reellen Zahlen hat folgende Eigenschaften:

(O1) Jede reelle Zahl = € R erfiillt genau eine der Bedingungen

x>0 z=0 —x>0

(02) Fiir alle z,y € R gilt

x>0y>0 = z+y>0,zy>0
(03) Ve RIneRsodassn—x >0

Bezeichnungen:
e 1 heisst “negativ’ wenn —x positiv ist
e Wir schreiben =z < y genau dann wenn y — 2z > 0

e Wir schreiben z <y wenn x < y oder x =y

1.2.3 Vollstindigkeitsaxiom

Seien A, B C R zwei Teilmengen so dass
(i) R=AUB,ANB=2;A+#3,B#+ 0
(i) a€c Ajd <a=d € A
(iii) be Bt >b=V € B
Dann gibt es (genau) ein Element x € R so dass gilt:
e a<zVac A

e b>2Vbe B

Bemerkung 1: Q erfiillt die Kérper- und Ordnungsaxiome aber nicht das
Vollstéandigkeitsaxiom

A:={z€Qlz < V2}
B:={z € Qx> V2}

Bemerkung 2: Eindeutigkeit im Vollsténdigkeitsaxiom ist automatisch er-
fullt

Eindeutigkeit von 7
Angenommen Jy # z so dass
a<zVac A

b>yvbe B
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ohne Beschriankung der Allgmeinheit = > y
Sa<zr<y<bVYac AVbeB
SeizeRmitz < z <y
=z¢ A(da z>z) und z ¢ B(da z < y)
z€d AUBdh. AUB#R
— Widerspruch!
r<y=3JzeRsodassz <z<y
1.2.4 Ordnungsaxiome (Fortsetzung)
Lemma 2: Fiir alle reellen Zahlen z,y, z gilt folgendes:
(i) z<yy<z =zx<z
(i) z<y =zx+z<y+z
(i) < y,z2>0 =axz<yz
(iv) z<y =-y<-z
V) 2<y,z<0 =yz<uzz
(vi) 2#£0 =22>0
(vii) 0<z<y =0<;<;
(viii) Jede natiirliche Zahl ist positiv
Korollar 1:
rry
r<y=r< ——<y
Beweis:
_rty_rty Y-«
22 2
Nach Lemma 2 (viii):
vii) 1
2508 2 >0
1
y—a>0=2 §(y—x) >0
(QED)
Korollar 2:
Ve >03dn e N
1
—<e€
n
Beweis: Sei x := %
By eNin—2>0
=>n>z>0
(vii) 1 1 1
> < -=—=¢
n x 1/
(QED)
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Beweis von Lemma 2:
(i) z<yy<z

sy—z>0,z—y>0

Do +y-2)>0
~———

=T <=z
(i) x <y
y—z=y—x+z—z=(y+z)—(r+2)>0

r+z<yt+z
(ili) z <y,z>0
sy—z>0,2>0
2 (y—x)z>0
~——
=yz—xz
= xz < Yz
(iv) z <y
y—x=(-z)=(-y) >0
(v) 2 <y,z2<0
=y—z>0,—2>0
= (—2)y—xz)>0
—_———
=xz—yz
= yz < a2
(vi) z#0

(%)x>00der —x>0

om (02)
=2 =g .z "2 (=z)(—z) > 0

(vii) Wir zeigen: y > 0 = % >0
1 1
-#0=>-<0
Y ()
Ausserdem gilt nach (02): 3% >0

iii), (iv 1
(i) )y2~7<0

(.

— Widerspruch!

(vii) n € N,n >0
1=12Y0=nt1>0
(Vollstindige Induktion)
(QED)
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1.2.5 Vollstindige Induktion
Wir wollen beweisen, dass fiir jede natiirliche Zahl n € N die Aussage A(n) wahr
ist.

Induktionsverankerung: A(n) ist wahr fir n =a

Induktionsschritt: Wenn A(n) wahr ist, dann ist auch A(n + 1) wahr.
Wenn dies gezeigt ist, so wissen wir, dass A(n) wahr ist fiir jedes n € N.

Ubung: Beweisen sie durch vollstéindige Induktion:

o 142+ . 4n="lr

e 174+22 4+ . 4n?= 7"("“23(2”“)

2
o 1P4+25 4 . 4nf= (_"W;l))
o SP =174 2P 4 . 4P

p+1

§Z<p—]:1 )Sﬁ“k(nJrl)le
k=1

Lemma 3 (Bernoulli’sche Ungleichung): Fiir jede reelle Zahl 2 und jede
natiirliche Zahl n gilt folgendes:

x> -1
x#0 14+2)">1+nz
n>2

Beweis: (Vollsténdige Induktion)
n=2
(1+2)?*=1+22+ 2> >1+2z (daz#0)
>0
n > 2: Wir nehmen an, die Aussage gilt fiir n
(1+a2)"=1+a)" (1 +2)

—— ——
>14nx >0

= 1+2)"" > A+n)1+2) =14+ (n+ 1)z + na®
>0
= 0+2)""M >14+ 0+
(QED)

Satz 1:

(i) V¢ > 1,Vk € R
neN:q¢q" >k

(ii) Vg e Rmit 0 < g < 1,¥e >0
neN:¢"<e
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Beweis:
(i) z:=¢q—1>0
heps 14+2)">1+nz

fir n € N mit n > 2.

Wihle n € N, so dass n > 2 und n > % (nach (03) gibt es so ein n)

=q¢">1+nx>nr >k

(i) 0<g<1
1N" 1.
Lem2 2 )EInEN () > — :r>nq <e
q q €
(QED)
Notation: Seien z1,...,x, € R
n
in =1 +22+4+ ...+ x,
i=1
n
H.I?i = X1 T2 ... =T
i=1
Beispiel 1: 2, =a*, k=0,...,n
n n+1
Zak ——Va#1
=0
Beweis:
n n n
(D STCED IR S
k=0 k=0 k=0
n n+1
k=0 k=1
=1—qa"*!
(QED)

Beispiel 2: z, =k

n!::Hk:1-2-...~(n—l)n

Bemerkung: Anzahl der Anordnungen von n verschiedenen Elementen
=n!

Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer Menge mit n Elementen

Anzahl aller Teilmenge von {1,...,n}

(5)(h) e ()= (3)=

Sei k =ki + ... + k,, dann ist
k!

kil kp!
die Anzahl der Moglichkeiten k verschiedene Elemente in n Teilmengen der
Grosse ki, ko, ...k, aufzuteilen.
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Satz 2: Vn e N, Vx,y € R

(z+y)" i:( ) )

k=

[}

Bemerkung: Vn e N, Vk € {1,....,n}

Beweis:

<k71)+(2>=(k )(Z!_k+1)+k(n”ik)!

n!
Sl gE =k
 (n+ 1)
~ kl(n+1-k)!

(1)

Beweis von Satz 2: n =1:

(QED)

n > 1: Annahme (%) gilt fiir n
= (@ +y)" = (@+y)"(@+y)

= Zn: <k> 2ty (@ +y)

_ (Z) xk+1yn7k+ (k) kyn+1 k
k=0 k=0
n
n\ np+1 n n k, n+l—k Y n+l
()7 ()« () e ()
_ n+1 n+1 n+1 k n+1 k n+1 n+1
SOHESDY ("5)

n+1
n+1 nt1—
Z( . >xky+1k

(QED)

1.2.6 Supremum und Infimum

Definition: FEine Teilmenge X C R heisst nach oben bzw. nach unten be-
schrdinkt, wenn es eine reelle Zahl a gibt, so dass

z<abzw.z>aVre X

Jedes solche a heisst obere bzw. untere Schranke von X

FEine Zahl a € R heisst Supremum bzw. Infimum oder kleinste obere bzw. grdsste
untere Schranke von X wenn folgendes gilt:

(i) a ist eine obere bzw. untere Schranke von X
(ii) Wenn o’ € R eine weitere obere bzw. untere Schranke von X ist, dann gilt

a<a bzw.a>d
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Satz 3: Jede nach oben bzw. unten beschriankte nicht leere Teilmenge X C R
besitzt genau ein Supremum bzw. Infimum.

Bezeichnung:
e Supremum ¢ = sup X

e Infimum a = inf X

Konvention:
® supdJ = —0o0

e inf & := 400

Beweis: Sei X nach oben beschrinkt und X C R nicht leer.
Sei B := {b € R|b ist eine obere Schranke von X}, d.h.

beBeVreX:x<bh
und A := {a € Ra ist keine obere Schranke von X}, d.h.
acAsdJreX:x>a
Es gilt:
e R=AUB,ANB=0
e B # @, da X nach oben beschrinkt

A4 @, da X £
eacA d<a=decA
ebeB WV >b=>0beB

= 3dly € R so dass
a<yVaeA b>yvbe B

Behauptung: y ist ein Supremum von X
Wir wissen y < b fiir jede obere Schranke b von X
Zu zeigen: y ist selbst eine obere Schranke von X

Annahme: y ist keine obere Schranke von X, d.h. y € A

=dJre Xsodassz >y
=x—-—y>0

1
= JdneNsodass — <z —y
n
1
=y+-—<z
n
1
=y+—-€d
n
— Widerspruch, da a <y Va € A!
Eindeutigkeit des Supremums: Seien y; und ys Suprema von X
=YY Y2 SY =Y =Y

(QED)

Ubung: Existenz und Eindeutigkeit des Supremums = Vollstéindigkeitsaxiom

10
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Satz 4: Jede nach oben bzw. unten beschrinkte nicht leere Teilmenge A C Z
enthélt ein grosstes bzw. kleinstes Element.

Beweis:
e I.Fall: ACN
Annahme: A enthélt kein kleinstes Element
Behauptung: Dann gilt
An{l,.,n} =0 Vn e N

=>A=0
Vollstdndigke Induktion: n = 1:

1 ¢ A da sonst 1 das kleinste Element von A wiére.
n>1:Sei An{l,..,n} =&

=An{l,.,n+1} =g
sonst wére n + 1 das kleinste Element von A

e 2.Fall: A C Z nach oben beschrinkt

=3JdceR:a<cVac A

Nach (O3) gibt es ein n € N so dass n > ¢
= B:={n—-ala€ A} CN

Falll 5 einste Zahl by € B

= ag :=n — by ist die grosste Zahl von A
e 3.Fall: A C Z ist nach unten beschrénkt
B :={—a|a € A}
— 2. Fall
(QED)
Satz 5: Vz,y e Rmitz <y dge Q:

r<q<y

Beweis: Waihle n € N so dass % <y—zx.
Sei A:={m € Z|m >na} CZ

) # 0 und A nach unten beschrénkt

4
Sz%ﬂmoeAsodassmongmeA

= mgy >nr > mg— 1

mo mo—l 1 1
>r< — = +-—<r+-<y
n n n

n

(QED)
Definition: FEin Intervall ist eine Teilmenge I C R so dass gilt:

ryel,zeRie<z<y=z2¢€l

11
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Beispiele:

e [ = & abgeschlossen, kompakt, offen
I = R abgeschlossen, offen
I = {a}, a € R abgeschlossen, kompakt

e Endliche Intervalle:

= [a,b] = {z € R|a < = < b} kompakt, abgeschlossen
=la,b) ={z €eRla <z < b}

= (a,b] ={z € Rla <z < b}
I—(a, b) = {z € R|a < x < b} offen

e Unendliche Intervalle:

I = [a,00) := {z € R|z > a} abgeschlossen
I = (—00,b] := {x € R|z < b} abgeschlossen
I = (a,00) := {z € R|z > a} offen

= (—00,b) := {z € R|z < b} offen

Definition: FEine Intervallschachtelung ist eine Folge I, Is,I3,... von nicht
leeren kompakten Intervallen (auch mit (I,,),en bezeichnet), die folgende Bedi-
nungen erfiillt:

(i) Iny1 C I, fiir n=1,2,3...
(ii) Fiir jede reelle Zahl ¢ > 0 gibt es ein n € N, so dass

|| < e

Archimedes: Berechnung von 7

Satz 6: Fiir jede Intervallschachtelung (I,,),en gibt es genau eine Zahl x € R
so dass
rel, YneN

Beweis: Sei I, := [ay, by], an, < b,
1. amym < b,Vm,n € N

< an < by

m <Nt Gy < Qi1 < Gpy2 S S Ay
mZni bnzbn—&-lzbn—&-ZZmeZam

2. Seien
= sup{an|m € N} y := inf{b,|n € N}
Jedes by, ist eine obere Schranke von {a,,|m € N}, d.h.
x<b,, YneN

= = ist eine untere Schranke von {b,|n € N}, d.h.

x <y

12
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3. Annahme: z # y

2,
S <y
=ec:=y—x>0

=3dneNsodass |[,| <e
-

=b,—an
=ap <x<y<b,
=>b,—a,>y—a,>y—xr==¢
——

=[In|
— Widerspruch da |I,| < € und |I,,| > &!
=>r=y
4. ap <x=y<b,VneN
=s>y=xe€l,VneN
5. Eindeutigkeit: z € I, Vn € N

r<z<y=vx
=a, <z2<b,VneN
>z=x=y

(QED)

Satz 7: Fiir jedes x > 0 und jede natiirliche Zahl n gibt es genau eine Zahl
y>0sodassy" =z

Bemerkung: Dieses y nennen wir die n-te Wurzel von x. Wir schreiben
y=z=2a'"
Bemerkung 2:
1.) Va,y > 0 gilt (zy)'/™ = 2V/nyt/n
2.) Va >0, Vm,n € N gilt (z)/" = (2V/m)™

Beweis: Ubung

Bezeichung:
1

m/n — m\1/n —m/n —
x = (™) x e

Damit haben wir z¢ definiert fiir jedes > 0 und jedes ¢ € Q

Aussagen:

e AN B “und” (Verkniipfung von zwei Aussagen)

BNA|F | W
F F|F
W F|W
o AV B “oder”
BNA|F |W
F F | W
\W W | W

13
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e —A “nicht”

BNA | F | W
F |W|F
W W[ W

-(AANB)=-AvV-B
(A= B)=(-AVB) =(-AV--B)=(—-—BV-A4)=(-B = —-A)
Bemerkung 3: In Lemma 1 haben wir gezeigt, dass Vx,y € R folgendes gilt:

r#0NYy#0=>2y#0
—_——— ——
A B

das heisst Vz,y € R gilt: Wenn 2y = 0 dann ist entweder z = 0 oder y = 0
(oder beides).

Ubung: Seien y,z >0,n € N
<" ey<z

Beweis von Satz 7: Findeutigkeit: Seien y > 0,z > 0 mit y" = 2" ==z

z Al x
n n—1
z z z
N——r
=0 >0
=1-2=0
z
:gzléy:z
z

Ezistenz: Sei B := {b € R|b > 0,b" > x}
= B ist nach unten beschinkt und B # &
(3m e Nsodassm >x=m">m>zx)

S£>&3 B hat ein Infimum

y :=inf{b € R[b > 0,b" > x}
Behauptung 1: y > 0

Wihle m € N so dass % <z

:(l> §l<x<b"Vb€B

m m

1
= —<b¥beB
m

# ist eine untere Schranke von B

1
=y>—>0
m
Behauptung 2: y™ > x
Annahme: y" < z
Im € N, so dass
1 n
)
T —ym

14
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1 n

:,x_yn>( +9)
m

1 n

:>x>y"+( )
m

n 1 . n n—k
ey )
k=0

(14y)™
1+y)"
P C)
m
<x

1\" n
i(y+g> <zr<b
1
:y+%§beeB

y+ # kann aber keine untere Schranke von B sein da y = inf B
Behauptung 3: y"* < x
Annahme: y" > =z

Wihle m € N so dass

k=1
1 n
Syt - (1+y)
m
>
1 n
NS
m
1
y——>0
m
=>y——€B
— Widerspruch! (QED)

Satz 8: Vn € NVzxq,...,z, > 0 gilt

(i)

k=1

IA

1 n
o 2
n

k=1

geometrisches Mittel arithmetische Mittel

15
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Lemma 4: Seien p,q > 1, wobei p € N und ¢ € Q, so dass

1 1
4 =1
P q

= Va,b >0

1 1
ab < —a? + =1
p q

Beweis: Sei ¢ := b/ pe N und

Wir zeigen:
pac?™! < aP + (p—1)PVa,c >0 ()

o 1. Fall: a=¢
pc? < pc?

e 2. Fall: a< e

=a(@ 2 +aPBet a4 P2 < (p— 1)t
p—1 _ gp—1
a1t
c—a
=ac?"t —a? < (p—1)cP(c—a)
=ac’ ' < (p—1)c? — (p—1ac?~! +a?

= pac?"t < af + (p—1)c?

e 3.Fall: a > ¢

= (-t <a(@?+aP e+ ..+ cP7?)
p—1 _ -p—1
(o ot = g
a—c
= (-1 Ha—c)<aP —acP™!

= pac? P <aP + (p— 1) (%)

Einsetzen: »
c:bpfl cp_lzb qgq=——
p—1
= pab < a? + (p — 1)b7-7
-1 1 1
= ab < —a? + p—bﬁ Y "
p p

(QED)

Beweis von Satz 8: Induktion iiber n
n = 1: klar

n=2:

16
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n > 2: Seien x1, 9, X3, ..., Tyt > 0
1
n+1 nt+1 m 1 n n+1
1 n+1 1/(n+1
(T12)" = (M) o« (E500) Tty
i=1 i=1
(nach Induktionsannahme)
n 1 . 1
a:xiér(1+1) b:(—Zzl"o:l) p:n+1:>q:nJr
n
Lem4 (ﬁ ) "+1
T S
Lem4
eg lap + lbq
D
1 n (1
] n+1+ +1(E;$z)
1 n+1
= n -+ 1 Z Ti
i=1
(QED)

1.2.7 Die Betragsfunktion

Definition:
wobei

|| =

Lemma 5:

(i) fz[ =0

Vz,y € R gilt:

(ii)
(iii)
)z

(iv

lz]=0<2=0

= [[ly|

Beweis:
(i) trivial
(ii) trivial
(iv) |z| = Va2

lzy| =

|z +y|* =

Ubung: Seien z,y > 0 dann gilt

Vi(ay)? = Vary? = Va2 /y? =

(i) o +y| < |2] + |yl & |z +y*> <

Die Betragsfunktion ordnet jeder reellen Zahl = die Zahl |z| zu,

T ,falls x > 0
—x fallsx <0
0 falls x =0

|z + y| < |z| + |y| «— Dreiechsungleichung

[z][y]
(Jz] + ly])*

(z +y)*

=22 4+ 22y +y?
< 2?4 2zy| + 47
(iv)
= |zl + 2lzlly| + ly*
= (lz] + ly])?

(QED)

P <y!=az<y

17
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1.3 Funktionen/Abbildungen

Definition: Seien XY Mengen.
Eine Funktion (oder Abbildung) von X nach Y ist eine Zuordnung

f: X —Y
die jedem Element x € X ein eindeutiges Element f(z) € Y zuordent.

f(x)

£ f

Beispiel 1: X =Y ={1,2,3}

a) f(1) =2
f2)=3
fB3)=1

b) f(1) =1
f2)=1
f3)=3

Wie viele Abbildungen f : {1,2,3} gibt es?

Beispiel 2: X =Y =R

a) f(w) =

b) f(z) = ||

¢) f(z) = 37 (konstante Funktion)
d) f(z) = cosz

¢) f(z) =~

Beispiel 3: X =Y =R\ {0}

Beispiel 4: X =R, Y =R?

f(t) = (cost,sint)

Beispiel 5: X =R2=R xR, Y =R
a) flz,y)=z+y

b) f(z,y) = zy

Beispiel 6: X =Y
f(z) = z (Identitét)
Bezeichnung: f: X — Y Funktion
e X Definitionsbereich von f
e Y Bildbereich von f
o f(X):={f(z)|z € X} “Bild” von f

18
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Definition: FEine Funktion f: X — Y heisst

1. injektiv, wenn Vi, zo € X gilt:
f(z1) = f(22) = 21 = 22
2. surjektiv, wenn f(X) =Y ist, dh. Yy e Y Iz € X:
fl@)=y
3. bijektiv, wenn f sowohl injektiv als auch surjektiv ist

Ubung: Seien X := {1,..,n}und Y :={1,...,m}, wobei n,m € Nmit m < n.
Sei f: X — Y eine Abbildung.

= f ist nicht injektiv.

(Dirichlet’sches Schubfach-Prinzip)

Definition: Seien f: X — Y und g: Y — Z zwei Abbildungen.
Die Komposition von f und g ist die Abbildung go f : X — Z, die jedem
Element x € X das Element g o f(z) := g (f(x)) zuordnet.

Bemerkung: Ist f : X — Y bijektiv, so gibt es genau eine Abbildung
g:Y — X, sodass go f =idx und fog=idy.
Dieses g nennen wir Umkehrabbildung von f und bezeichnen es mit

fl=yg
Beispiel: X =R, Y =(-1,1)
f(z) = ———, z€R
N~~~ v1+ 2
bijektiv
- )
7y = ==Vl <1

Vi-7

Die Gleichung
x

v= V1422

hat fiir jedes y € (—1,1) eine eindeutige Losung x € R, nédmlich

_ Y
L—y

Definition: Zwei Mengen X und Y heissen gleichmdchtig, wenn es eine bijek-

tive Abbildung f : X — Y gibt.

Y hat grissere Mdchtigkeit als X, wenn X zu einer Teilmenge von Y gleich-
maéchtig ist, nicht aber Y zu einer Teilmenge von X, d.h.

Jf : X — Y injektiv
Vg :Y — X ist g nicht injektiv

Beispiel: Seien m,n € N mit m < n. = Die Menge {1,...,n} =: Y hat
grossere Michtigkeit als die Menge {1,...,m} = X

Beispiel 2: N hat grossere Méchtigkeit als jede endliche Menge (d.h. als jede
Menge mit endlich vielen Elementen)
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Definition:

X

Schreiben wir z,, := f(n), so gilt X = {x1, 2,3, ...}

Eine Menge X heisst hdchstens abzdhlbar, wenn X entweder leer, endlich oder

abzahlbar ist.

X heisst iberabzdihlbar, wenn X eine unendliche Menge ist, die nicht abz&hlbar

ist.
Definition:

Beispiel:
1.) N ist abzdhlbar
2.) Z ist abz&hlbar

1 2
Lo
0 1
3.) Q ist abzihlbar
- 3 2
1 1
f |
_3 _2
2 2
f ¢
23 2
3 3
f

=l
[

Eine Abbildung f : N — X heisst Folge.

3 4 5 6 7
I

-1 2 -2 3 -3

By 0 S 1 2
1 1 1 1

10 1 2
2 2 2 2

L0 1 2
3 3 3 3

LA 0 - 1 2
1 4 1 4

= 3 bijektive Abbildung f: N — Q

Ubung: Wenn X, eine abzihlbare Menge ist fiir jedes n € N, dann ist die

Menge

ebenfalls abzéhlbar.
Satz 9: R ist iiberabzéihlbar.

Beweis:

X::UXn

neN

Annahme: R ist abzahlbar.

=R= {1’1,1’2,%3, }

Wir konstruieren eine Intervallschachtelung (I, )nen, so dass

Tn € I,Vn € N

Il = [J}l + 1,.1‘2 —|—2]

Sei I, = [an, by bereits konstruiert und sei

In+1 = {

[, 28202 ]  falls @, + 1 & [ay,, 20250n]

e, b,

falls @, + 1 € [a,, 202tta]

20

Eine Menge X heisst abzdhlbar, wenn es eine bijektive Abbildung
f N — X gibt, d.h. X und N sind gleichmiéichtig, d.h. fiir jedes z € X gibt es
genau ein n € N so dass f(n) =

B0 = WW = NWw =— =W
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1

nl = 3=

1]
nach Satz 6 3ly € R, so dass y € I,,Vn € N
=>yFr,VneN

— Widerspruch! (QED)

Beispiele:
e (—1,1) ist gleichméchtig wie R
e Fiir a < b ist das Intervall (a, b) gleichméichtig wie R. Wie ist es mit [a, b]?
e RU {*} gleichmichtig wie R

Sei f:R— RU{x}

T -
T rE€Z, x<0
)= * =0

r—1 x2€Z, x>0

e Sei X abzidhlbar, dann ist R U X gleichméchtig wie R
e Jedes Intervall (ausser @ und {a}) ist gleichméchtig wie R
Definition: Sei X eine Menge. Die Menge aller Teilmengen wird bezeichnet
mit
2X = {A|AcC X}
Fiir jede Teilmenge gibt es eine Funktion
X — {0,1)
Af::{x€X|f(x):1}
Satz 10: Es gibt keine surjektive Abbildung f : X — 2% (2% hat grossere
Miéchtigkeit als X)
Beweis: Sei
X —2X
x +— A(x)
irgendeine Abbildung mit A(z) C X. Sei U := {z € X|z & A(z)}
Behauptung: Es gibt kein z € X so dass A(x) =U
Annahme: U = A(zg) fiir ein xg € X

$0€UDEE£§1U$0€A($Q)ZU<:>$Q¢U

— Widerspruch! (QED)
Satz 11: Seien X,Y Mengen und f: X — Y, g:Y — X injektive Abbildun-

gen.
= X und Y sind gleichméchtig.

Korollar: Fiir je zwei Mengen X,Y gilt genau eine der Aussagen:
a) Y ist méchiger als X
b) X,Y sind gleichméchtig

¢) X ist méchtiger als YV
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Beweis von Satz 11 (Bernstein): Idee: Wir konstruieren Teilmengen X',
X'"cXundY', Y CY, so dass

X=XuXx" X'nX"=9 Y=Y uYy” Y'NnY'" =9
f(Xl) — Y/ g(Y//) — Xl/
dh f: X' -Y und ¢g:Y” — X" sind bijektiv.

Sei g7 : X” — Y die inverse Abbildung von g: V" — X"
Definiere:

F(z):= { f() falls z € X’

g Yz) fallsze X"
Konstruktion von X', X" Y’ Y":

Xo = Yo =Y

X1 = AXV\Q(YVQ)7 XoC Xy Y1 = Y\f(Xl), Yi1CYy

X5 = X\g(Yl), X1 C Xy Y, = Y\f(XQ), YoC Y
X1 = X\g(Yx), Xk C Xjpn Vigr =Y \f(Xk41), Yir1 C Vi

Behauptung: Die Teilmengen

X' = U:O:O Xk Y’ =Y \ mZO:O Yk
X" =X \Ur, Xx Y =0, Ya

haben die gewiinschten Eigenschaften.
l.zeX'= f(x)eY’

reX =3JkeN:ze X,
= f(z) € f(Xi) =YY}

éf(x)EY\ﬁYsz’
k=0

2.yeY' =>TezeX : flz)=y

00
yEY’:ygﬂYk
k=1

=3JdkeN:y &Yy
=y e Y\Y, = f(Xy)
=3dre Xy :y=f(x)

= dr e UXk:X/:f(q;):y
k=0

3.yeY" =gy e X"

yeY' ' =yeY,VkeN
= g(y) € g(Yr) Yk €N

o0

= (X \ Xps)

k=0

ne o
) € ﬁ (X\X%) X\UXk X"
k=1

b
=

22
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4. zeX'"=FyeY"  gly) ==

reX\|JXy=a2¢ Xy VEeN
k=0
=z e X\XyVkeN
=z €g(Yi_1)VkeN
= Jyp—1 € Y1 : 2 =9g(yr—1)Vk €N

inj
= Yo = Y1 = Y2 = ...

oo
=3Jye ﬂYk:Y”:g(y)zx
k=0

= f: X' -Y und g:Y"” — X" sind bijektiv

= F(x) ist bijektiv

= |X/ +X//| — |Y/ +Y//|

= X und Y sind gleichméchtig (QED)

Bemerkung 1: Zu 2.

ye (Ve e yeYaVkeN
k=0

y & (| Yee ~(y€YrVk eN)
k=0
< JkeN:y€Yy

Bemerkung 2: Sei f: X — Y injektiv

=dg:Y — X,sodass go f =idx

Beweis: Wenn Z := f(X) C Y, dann ist f : X — Z bijektiv.
Sei g € X und
-1 falls y € Z
9(y) ::{ ;:0 ) Y

falls y € Y\Z
1.4 Die Kontinuumshypothese
Auswahl-Axiom:
e Seien I, X Mengen
e Fiir jedes i € I sei X; C X eine nicht leere Teilmenge
e X\NX;=0Vijelmiti#j
= Es gibt eine Teilmenge Z C X, so dass Z N X; genau ein Element enthélt fiir

jedes ¢ € I.

Bemerkung: Wir kénnen die Menge Z in der Form Z = {z; | ¢ € I} schreiben
mit z; € X;, so dass {x;} = Z N X;.

Beispiel: Sei f: X — Y eine surjektive Abbildung und sei I ;=Y.
Firy € Y sei
Xy ={reX|flo)=y}=f"(y)
= fly)C X, fl(y) # 2 Vy €Y (da f surjektiv)
= T y) N y2) =@ Vy1,y2 €Y mit g1 # 4o
= 37 C X, so dass Z N f~1(y) genau ein Element enthilt fiir jedes y € Y.
= Die Restriktion f|, : Z — Y (definiert durch f|.(x) := f(z) fiir z € Z) ist
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bijektiv.
Sei g :=(f|.)"!:Y — Z C X die Umkehrabbildung

= fog=idy

Definition: Eine Abbildung g : Y — X, die die Gleichung f o g = idy heisst
Rechts-Inverse von f.

Bemerkung: Fiir jede Abbildung f : X — Y sind folgende Aussagen equiva-
lent:

(i) f ist surjektiv

(ii) f besitzt eine Rechts-Inverse

Die Kantormenge K C R: Immer das mittlere Drittel herausschneiden (an-
gefangen beim Intervall [0, 1]) und was iibrig bleibt ist die Kantormenge:

Ko:=1[0,1]
PR
ORI

Formel: Fiir a1, as, ...,a, € {0,1} definieren wir

)
Q

2y

1 i=1

i 1
7
z+3n

w
w

K3

I(ay,...,an) = [2 :

n n

K, = UI(CH, ey Q)

K, ist eine vereinigung von 2" disjunkten Intervallen der Linge %

n

I(al,...,an)
| | | |
[ [ [ [
I(al,...,an,0) I(al,...,an,1)
Kantormenge:
K= () K,
n=0

Jede Folge (a1, as,...) = (an)nen von Zahlen a, € {0,1} bestimmt eine Inter-
vallschachtelung
In = I(alu EE) an) > In+1

%6 pir jede Folge (an)nen € {0, 1} gibt es genau ein Element

z=: p((an)nen) € K
so dass

ze () I(ar,.an) C [ Kn=K
n=1 n=1

Umkehrung: Fiir jedes € K gibt es genau eine Folge a1, as,as, ... € {0,1}, so
dass z € I(ay,...,a,) Vn € N. Damit ist die Abbildung

¢ : 2V = {Folgen in {0,1}} — K
bijektiv.

Behauptung: K und [0, 1] sind gleichméichtig.
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Beweis: Wir haben eine injektive Abbildung f : K — [0,1] mit f(x) = z.
Wir konstruieren eine surjektive Abbildung g : K — [0,1] durch g := 1 o ¢~ 1

K —2— [0,1]
N
2N

Hierbei ist die Abbildung 1 : 2N — [0, 1] durch folgende Formel gegeben:

oo i n
a a;
Y(a1,as,as,...) = 0.a1a2a3a4 = 7 1= sup g 5
\_v_/ . ‘
- =1 =1
bindre Darst. \ ,

Def. folgt spéter

= 3h:[0,1] —» K, so dass go h = idk
= h ist injektiv!

h(z1) = h(x2) = z1 = g(h(x1)) = g(h(z2)) = 22

= 3 bijektive Abbildung F : K — [0, 1]
= 3 bijektive Abbildung G : K — R

Wir haben gezeigt:
Die Mengen K,2Y, und R haben die selbe Michtigkeit.

2N = {Teilmengen von N} = {Funktionen N — {0,1}}

(QED)

Frage: Gibt es iiberabzihlbare Teilmengen von R, die nicht die gleiche Mé&ch-
tigkeit haben, wie R?

Cantor’s Vermutung (1878): Kontinuumshypothese
Es gibt solche Mengen nicht!

Godel (1938):  Cantor’s Vermutung léisst sich nicht widerlegen, d.h. man kann
aus den Axiomen der Mengenlehre nicht beweisen, dass es iiberabzéhlbare Teil-
mengen von R gibt, die echt kleinere Machtigkeit haben, als R.

Paul Cohen (1963): Cantor’s Vermutung lésst sich nicht beweisen!

1.5 Relationen

Definition: Seien XY Mengen.
Das Karthesische Produkt von X und Y ist die Menge aller Paare (x,y) mit
reXundyeY.

=X xY ={(z,y)|zeX,yeY}

Sei f: X — Y eine Abbildung.
Der Graph von f ist die Teilmenge

graph(f) i= {(z, f(z)) | 2 € X} C X x Y

Frage: SeiT C X x Y eine Teilmenge.
Wann gibt es eine Funktion f: X — Y, so dass graph(f) =17

Antwort: Wenn Vo € X 3ly € Y, so dass (z,y) € T
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Definition: Sei X eine Menge.
Eine Relation auf X ist eine Teilmenge R C X x X. Wenn wir ein Element
(x,y) € R haben, so sagen wir “z steht in der Relation R zu y*“.
Wir schreiben
2Ry < (z,y) € R

Begriffe:

e Eine Relation heisst reflexiv, wenn gilt Rz Ve € X (x steht in Relation
zu sich selbst).

e Eine Relation heisst antireflexiv, wenn (z,x) € RVz € X.

e Eine Relation heisst symmetrisch, wenn Vz,y € X gilt

rRy = yRx

e Eine Relation heisst antisymmetrisch, wenn Va,y € X gilt

rRyANyRr=x =1y

e Eine Relation heisst transitiv, wenn Vz,y, z € X gilt

TRy ANyRz = xRz

Definition: Eine Relation R C X x X heisst Ordnungsrelation, wenn sie tran-
sitiv und anti-symmetrisch ist.

Beispiel 1: X =R
R:={(z,y) eRxR |z <y}
2Ry (z,y) ERs <y
(ist zusétzlich anti-reflexiv).
Beispiel 2: X =R

R:={(z,y) e RxR |z <y oder z =1y}

Bemerkung: Jede Ordnungsrelation, die wir betrachten, wird entweder refle-
xiv oder anti-reflexiv sein.

Aus jeder reflexiven Ordnungsrelation R C X x X konnen wir eine anti-reflexive
konstruieren:

R =R\AA = {(z,2) |z € X}
Beispiel 3: X sei eine Menge und 2% die Menge aller Teilmengen von X.
R:={(A,B)|ACBCX}
X ={1,2} (hat vier Teilmengen)
{1.2}

{1} {2}

26



1 Die reellen Zahlen 03.11.2004

Beispiel 4: (Teilbarkeit)
X=N
R:={(m,n) € N x N|m|n, d.h. n ist durch m teilbar}

Definition: FEine anti-reflexive Ordnungsrelation “<” auf X heisst total, wenn
fiir je zwei Elemente x,y € X genau eine der folgenden Aussagen gilt:

l.z<y
2.x=y
J.y<«zx

Eine reflexive Ordnungsrelation R € X x X heisst total, wenn R\A eine totale
Ordnungsrelation ist.

Beispiele 1 und 2 sind total, Beispiele 3 und 4 sind nicht total.

Definition: Eine Relation auf einer Menge X heisst A quivalenzrelation, wenn
sie transitiv, symmetrisch und reflexiv ist.

Notation: Eine Aquivalenzrelation wird oft mit “~¢ bezeichnet.

Beispiel 1: Gleichheitsrelation
R=ACXxX
r~yST=Y

Beispiel 2: X =R
R:={(z,y) eRxR|z—yeZ}

Wir schreiben:
s~y Tc—yEerl

Bemerkung: Eine Relation ~ auf X ist eine Aquivalenzrelation genau dann,
wenn Vz,y, z € X folgendes gilt:

i)z~
i) z~y=y~z
i) x~yundy~z=x~z
Beispiel 3: X =7
z ~m < m—n ist durch 7 teilbar <: m =n (mod 7)
Beispiel 4: R3 =R xR x R:= {z = (21,79, 73) | 7; € R}
X = 8% = {(21, 22, 73) €R® | 27 + 23 + 2% =1}

r~yYST=yYANr=-—yY
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Definition: Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf X.
Eine Aquivalenzklasse ist eine Teilmenge A C X mit folgenden Eigenschaften:

a) A+ o
b) z,yec A=~y Vr,ye X

c)zeAundaz~y=ycAd Ve,yeX

[

Lemma 6: Sei “~* eine Aquivalenzrelation auf X.

(i) Wenn A, B C X zwei Aquivalenzklassen von “~ sind, dann gilt:

ANB+o=A=B

(ii) Jedes Element x € X bestimmt eine Aquivalenzklasse
[z] ={y e X [z ~y}

Beweis:

(i) Seizx e AnNBund y € A.
L)
T~y
xEBgyeB

= ACBANBCA=A=RB

(ii) a) [z] # @ (da “~* reflexiv ist)
b) y,z€z]=z~yund z ~ 2

sym
S z~zundx ~y
tran

= z~Y
sym

= Yy~z

c) y€lrjund y ~ z
=z~yundy~z

tran
= T~ Z

=z € [z]

(QED)
Bemerkung: Vz,y e X gilt
Lem6
v~y e znly #07S [2] = [y]

Definition: Eine Aquivalenzrelation “~“ auf einer Menge X zerlegt X in

die disjunkte Vereinigung der Aquivalenzklassen von “~¢. Die Menge dieser
Aquivalenzklassen nennen wir die Quotientenmenge von X modulo ~.

Bezeichnung;:
X/ :={AC X | Aist eine Aquivalenzklasse} = {[z] |z € X}
Beispiel 1: z~y=z=y

2] = {x}
X/w=A{la]|ze X} =X
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Beispiel 2: z~y&sax—yeZ

[]={z+k|keZ}
R/Z ={[z] |0 <z <1}

(geometrisch: Kreis)
Beispiel 3: m ~n < (m—n)|7

n]={n+7k|keZ}
7. =1)17 =17,
= {[0], (1], [2], [3], [4], [5], (6]}

Beispiel 4: [z] = {z,—a}
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2 Die komplexen Zahlen

In R hat die Gleichung 22 = ¢ nur eine Losung, wenn ¢ > 0, deshalb fithren wir

eine neue Zahl 7 ein, so dass
it =—1

Allgemeine Elemente des Korpers der sowohl R als auch 4 enthélt, haben die
Form z =z + ¢y mit 2,y € R.
Auf dem Raum R? = R x R erkliren wir folgende Operationen:

1. Summe:
(w1,91) + (22,92) = (z1 + T2, Y1 + Y2)

2. Multiplikation:
(z1,91) - (2,92) = (122 — Y1Y2, T1Y2 + Y122)

Satz 1: Mit diesen Operationen erfiillt R? die Kérperaxiome mit (0,0) als
neutralem Element fiir die Addition und (1,0) als neutralem Element fiir die
Multiplikation.

Die Gleichung 22 = (—1,0) hat in diesem Kérper genau zwei Losungen.

Beweis:

(i) Kommutativgesetz: /

(ii) Assoziativgesetz: v/ (ausrechnen)

(i) Distributivgesetz: 1/ (folgt direkt aus Distributivgesetz von R)
)

(vi) a) Neutrales Element (+):
(z,9) +(0,0) = (z,y)
b) Inverses Element (+):
—(z,9) = (==,-y)
¢) Neutrales Element (-):
(z,y)- (1,0) =(z-1-y-0,2-0+y-1) = (z,y)
d) Inverses Element (-): Sei (z,y) € R?\{(0,0)}

Gesucht: Ein Element (z',y') € R?, so dass

(z,y) - (2',y") = (1,0)
= (z,~y) - ((,9) - (=,y)) = (x, ~y)
(=) - (2,9)) - («',y) = (x, ~y)
(z* +4%,0) - (¢, 9) = (z,—y)
((z* +v*)a', ((2* + v*)y) = (x, —y)

1 T Y
= = _
(x,y) (xg_yga $2+y2>
(eindeutig, da x,y # 0)
Gleichung: 22 = (—1,0)

(z,9)* = (~1,0)
(¢ —y*, 2xy) = (=1,0)
=22 —y?=-1 = 2zy =0
=y2=zl+1>1
=q42=1
z=(0,1) und 2z = (0, —1) sind die Lésungen von 22 = (—1,0) (QED)
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Schreibweise: Der Korper R ist ein Unterkorper des Korpers R? = C der
Komplexen Zahlen.

R—C
= (z,0)

Wir identifizieren z € R mit (z,0) € C.
Wir definieren 4 := (0, 1), d.h. wir schreiben z = (z,y) in der Form

z=xz+iy = (x,0) 4+ (0,y)

Begriffe:
e Realteil:
Rez ===
e Imaginarteil:
Imz =y
e Konjugation:
C—-C

z=x4+iy—z:=c—1y

Lemma 1: Es gelten folgende Rechenregeln fiir z, 21,20 € C

1) 21 +20 =21+ 22

ii Z129 = 21 22

-1

i)
i)
i)
vi)
)
i)

i) —z=—-Z,27t =2
Z==z

v) Rez = 22 Imz = 52

vi) z2=Z 2z€R

Beweis: Einfach (sieche Ubungen)

Definition: Sei z =2+ iy € C mit =,y € R.
Die reelle Zahl

2] == va? +y?
heisst Absolutbetrag (oder Betrag) von z.

Y

z=x+ 1y

)

A

| @

Losung = |z|

Lemma 2: Fiir alle z,w € C gilt folgendes:
i) 2> = [2* = =z
i) |zw| = |z] - |w]|

i) |z +w| < |2] + |wl
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04.11.2004

zZ+w w

vi) |Rez| < |z, Imz| < |z|
v) z€R = |zlg = |2|c
Beweis:
D) (z+iy)(z —iy) = 2" + 9> = [z = 2]
i) [zl 2 (20)(z0) = (22) (wi) 2 |2 -
iv) |Rez|? < (Rez)? + (Imz)? = |z|?
i) |z 4+ w| < |z + |w]

|z +w|? = (z 4+ w)(Z + W)
= 2Z +wz + 2w + ww
= |2]* + 2 Re(wZ) + |w|?
< |2 + 2[Re(wz)| + |w|?
<2 + 2wz + |w|?

D122 + 2fuw|[7] + |wl?

L 122 + 20z w] + |w]?
= (J2] + [w])?

v) Trivial

Bemerkung:

27 =1 Z22 =% 7 =

2.1 Komplexe Zahlen geometrisch

Y

N 7°

NI

= (r-cos(p),r -sin(p)) = r(cos(p) + i - sin(y))

2 2

|z\2 =72 cos®(p) + 12 -sin?(p) =7
=7 =z

v =arg(z) € R/2¢Z
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Notation: FEuler’sche Formel

e’ = cos(p) +i - sin(yp)
cos(p + 1) = cos(yp) cos(tp) — sin(p) sin (1))

sin(p + ) = sin(p) cos(¥) + sin() cos()
= P tY) — piviv

Y
21
() Z2
%)
x
2129 = T1ree'¥le!??
= ryrget(P1te2)

arg(z122) = arg(z1) + arg(z2)

Beispiel:
e'™ = cos(m) +sin(m) = —1
e™/2 = cos(m/2) +i -sin(n/2) =i
63i7r/2 = —4
e2i7r =

Bemerkung: Die Losungen z € C der Gleichung 2™ = 1 heissen n-te Fin-
heitswurzeln.

z=re¥
2" = e =1
=r=1
2km
p=—— k=0,...,n—1
n
Es gibt genau n Lésungen
2mi
e 3 ‘\
e 3

2.2 Polynome
Satz 2: Jede quadratische Gleichung der Form

2 +az+b=0 (1)

mit Koeffizienten a,b € C besitzt mindestens eine Losung z € C
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Beweis:
2 2 2 2
Praztb=(z+35) +b-T=0e (:+3) = b
Es gilt folgende Gleichung zu 16sen:
2
2 a
= = — —) 2
we=c c= (2)
Dann ist
a
Zi=w— =
2

eine Losung von (1).
Zu zeigen: Ye € C3z € C, so dass 22 = c.
Beweis: Sei ¢ = a 4+ ib mit a,b € R und z = z + iy mit z,y € R

=22 —-y’=a 2ry =b

= ot — 2222 + ¢yt = a? 422y% = b2

=zt + 2022 +yt = a? + b2

= (22 + )2 = a® + b2

=224+ 9% = Va2 + 12 2 —y?=a

:>l‘2:l(\/a2+62+a) y? (\/a2+b2—a)
Y

=z = +,/%(|c| + Rec) = +/1(|c| — Rec)

<

INIE

1 1
:>z—a:+zy—\/2 (le| + Rec) +5z\/§(|c—Rec)

+1 falls Ime >0
—1 fallsIme< 0

Allgemeiner Fall:
"4 ap_ 12" M+ a1z +ag =0 (3)

Satz 2 sagt: (3) hat eine Losung fiir n = 2

Satz 3: Fiir jedes n > 1 und alle komplexen Zahlen ag, a1, ..., a,—1 € C besitzt
Gleichung (3) eine Losung z € C (Fundamentalsatz der Algebra).

Beweis: Folgt spiter.

Definition: Ein Polynom ist eine Abbildung f : C — C, die sich in der Form
f(z) = anz™ + ... + a1z + ag schreiben lidsst mit ag, ..., a, € C.

Die Zahlen ay, ..., a, € C heissen Koeffizienten von f.

Wenn a,, # 0 ist, nennen wir n den Grad von f.

Bezeichnung: Grad n von f =: deg(f)

Nullpolynom: ay=a;=...=a, =0

Bezeichnung:

C[z] : = {Menge aller Polynome}
f:C—-C
R[z] : = {Menge aller Polynome mit reellen Koeffizienten}
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Bemerkung 1: Sei X eine Menge und seien f,g: X — C Funktionen.
Die Summe von f und g ist die Funktion f+ g : X — C, die definiert ist durch

(f +9)(x) = fz) + g(x)
Das Produkt fg: X — C ist definiert durch

(fg)(z) := f(x)g(z)

Bemerkung 2: Die Summe und das Produkt zweier Polynome sind ebenfalls
Polynome.

Beispiele: Sei f(z) = ap2™ + ...+ a12 + ap und g(2) = by 2™ + ... + b1z + b
Summe (fiir m = n):

(f +9)(2) = (an + by)2" + ... + (a1 + b1)z + ao + bo

Produkt:

I
(=
2
Nﬁ
~
A/~
NgE
&
NCI)
~

n+m
= (fg)(z) = Z Ckzk Cx = Z arbs
k=0 r+s=k

Satz 4: (Division mit Rest)
Seien f, g Polynome und sei g nicht das Nullpolynom.
= Es gibt eindeutige Polynome ¢, r, so dass f = gg + r und deg(r) < deg(g)

Bemerkung: Der Satz 4 ist auch richtig, wenn
deg(g) =0=g=10by € C\O

In diesem Fall ist “deg(r) < 0¢ zu interpretieren als: r = 0

Konvention:
deg(Nullpolynom) = —oo

Bemerkung: Fiir je zwei Polynome f, g gilt
deg(fg) = deg(f) + deg(g)
Beweis von Satz 4: Findeutigkeit: Sei
f=qg+r=dg+r"  deg(r) <deg(g)  deg(r’) < deg(q)

=(q—-qd)g=r"—r
deg(r’ —r) < deg(g)
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= ¢ — ¢ ist das Nullpolynom, andernfalls gilt:
deg(r’ — 1) = deg(q — ¢') +deg(g) > deg(g)
———
>0

— Widerspruch!
= 1’/ — r ist das Nullpolynom
=q¢g=q undr =71’

Ezistenz: Induktion iiber deg(f)

deg(f) < deg(g):

deg(f) > deg(g):

Induktionsverankerung: deg(f) =n =10

Induktionsannahme: Die Behauptung sei Bewiesen, fiir jedes Polynom f mit
deg(f) <n—1
Zu zeigen: Die Behauptung gilt fiir alle Polynome vom Grade n.

Seien

f(2) = anz" + ... + a1z + ag, a, #0
9(2) = bpz™ + ...+ b1z + bo, by, 0

deg(g) < deg(f)
—— N——

m n

Definiere: “

fi(z) = f(z) = iz"*mg(z)
= deg(f1) <n

A
= 3 Polynome ¢1,r, so dass

fi=qg+r deg(q1) < deg(g)

An _n—m
=q(2):=q(z)+ b—z
= f=q9+r

(QED)

Definition: f heisst durch g teilbar, wenn r = 0 ist (in Satz 4). Das heisst
f=q9  q€C[

Beispiel: g(z) = z — A (Polynom mit deg(g) = 1)
Nach Satz 4 kénnen wir jedes Polynom f € Clz] darstellen in der Form

f(z)=q(z)(z=A)+r qeClz]reC
deg(f) = 1 = deg(q) = deg(f) —1
Nach Satz 4 gilt:
fA)=0&r=0
< f ist durch das Polynom z — A teilbar
f(z)

=

ist ein Polynom

36



2 Die komplexen Zahlen 08.11.2004

Korollar 1: Jedes Polynom vom Grade deg(f) = n > 1 hat hochstens n
Nullstellen.

Korollar 2: (Identitéitssatz)
Seien

f(z)=apz"+ ...+ a1z+ag
g(z) =bpz" + ...+ b1z + by

Polynome (vom Grade < n), deren Werte an n + 1 verschiedenen Stellen iiber-
einstimmen, dann gilt ay = by, fir k =0,1, ..., n.

Beweis: Sei h:= f — g, das heisst
hz)=cpz" + ...+ c12+ ¢ cr = ap — by,

Nach Voraussetzung hat h mindestens n 4+ 1 Nullstellen
= h ist das Nullpolynom (sonst hétte h nach Korollar 1 hichstens n Nullstellen)
= =0,k=0,1,....n (QED)

Frage: Was heisst “f = g* fiir zwei Polynome?
Analysis: f(z) = g(z)Vz € C

Algebra: f und g haben die selben Koeffizienten.

— Diese beiden Aussagen sind dquivalent nach Korollar 2.

Korollar 3: (Satz von der Linearfaktorzerlegung)
Jedes Polynom f € C[z], f # 0 vom Grade n besitzt eine Darstellung der Form

f(z)=alz = A1)...(z = An) a € C\{0}, \,..., A\, €C
Beweis: Satz 4, die anschliessende Bemerkung und Induktion (QED)

Bemerkung: Sei

f(2)=2"4+a12" '+ tan1z4an = (z4+ M) (2 \)

1d’satz
= ap = E /\j1)‘j2"'/\jk

J1<j2<...<jk

— k-te Symmetrische funktion in Ay, ..., A,,. Insbesondere
a1 =M +...+ X\,

Ay = )\1)\77,
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3 Vektorraume

v+ w

v AV

Definition: Ein Vektorraum (iiber R) besteht aus

e einer Menge V'

e einem Element 0 € V' (Nullvektor)

e eine Abbildung V x V — V| (v,w) — v + w (Addition)

e einer Abbildung R x V' — V| (A, v) — v (skalare Multiplikation)
so dass folgende Axiome gelten:

i) Das Tripel (V,+,0) ist eine abelsche Gruppe, d.h. es gelten
Kommutativgesetz: Yv,w € V'

vt+w=w-+v
Assoziativgesetz: Yu,v,w € V
(u+v)+w=u+ (v+w)

Neutrales Element: Vv € V

Inverses Element: Vv € V'

i) VA, pu e RV eV
(A)v = A(pv)

YvoeV
l-v=w

(Vertriglichkeit der Multiplikation in R mit der skalaren Multiplikation
auf V)

ili) Vo e VYA peR
A+ v = v+ po

VAeRYv,weV
Av+w) = v+ Aw

(Distributivgesetz)

Notation: Fiir v,w € V schreiben wir
v—w:=v+ (—w)
Bemerkung 1: V) e RVYv eV gilt:
A0y =0y 0-v=0y

(0y — Nullvektor)

Beweis: Ubung
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Bemerkung 2: Ein Vektorraum iiber C wird genauso definiert (iiberall R
durch C ersetzen). Ebenso iiber Q.

Vektorraum iiber R: reeller Vektorraum.

Vektorraum tiber C: komplexer Vektorraum.

Bemerkung 3: Wir konnen R auch durch einen beliebigen “Kérper® K er-
setzen.
Beispiele fiir Kérper:

o K:{O,l}:Z/QZ:ZQ

e K=7Z/z, p Primzahl

Beispiele fiir Vektorriume:
1. V={0}
2. V =R (Vektorraum iiber R und auch tiber Q)
3. V = C (Vektorraum iiber C und auch iiber R)
4. V=R"=Rx..xR

n

z €R"™ = (z1,...,zn), xz; €R
V=A(z1,...,zn) | z; € R}
= (21,...,7,) € R"
y= (Y1, ¥n) ER"AER

z4+y:=(x1+ Y1, s Tn + Yn)
Az = (Azq, ..., ATy)

(

(

O]Rn L=

5. X Menge
V := f(X) = {Funktion f: X — R}

(X auch bezeichnet mit RX — vgl. Bsp. 4)

6. V = {Menge aller Polynome mit komplexen Koeffizienten}
C {Menge aller Funktionen f : C — C} (komplexer Vektorraum)

7. Seien ai,as, a3 € R, wobei mindestens ein a; # 0.

E = {(z1,22,23) € R? | a1 + aszs + azxs =0}

Definition: Sei V ein reeller Vektorraum und W C V. W heisst Unterraum
von V', wenn gilt:

i) Oy e W
i) vyweW=v4+weWw
i) AeRveW= eW
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Bemerkung: Solch ein Unterraum W ist selbst ein Vektorraum.
Ubung: Fiir jedes v € V gilt: (—1)v = —v

3.1 Die Basis

Definition: Sei V ein reeller Vektorraum. Eine (endliche) Basis von V' ist eine
endliche Folge von Vektoren eq,...,e, € V, so dass folgendes gilt:

D) WAL oy An € R gilt
Ael+ ...+ e, =0=XA=X=...=)\, =0
(lineare Unabhéngigkeit)
il) Yo € V3, ..., A, € R, so dass

v=Ae1+ ...+ A\en

Bemerkung 1: eq,...,e, ist eine Basis von V genau dann, wenn sich jeder
Vektor v € V auf eindeutige Weise in der Form v = A1e; + ... + A\, e, schreiben
lésst.

Bemerkung 2: Wenn V eine Basis mit n Elementen besitzt, so hat jede
andere Basis ebenfalls n Elemente (Beweis in Lin. Alg.)
In diesem Fall nennen wir V' n-dimensional. Wir schreiben dann:

dim®V =dimV =n

Wenn V keine endliche Basis beseitzt, so nennen wir V' unendlichdimensional.

Beispiele:

dim{0} =0
dimR =1

o dim*C =2 (Basis e1 = 1,e9 = 1)

e dimR"™ = n (Standard Basis)

1 0 0
0 1 0
€1 = 0 €2 = 0 en=|:
: : 0
0 0 1

I n

r = = inei
T, i=1

e X unendliche Menge
= F(X) ist unendlich-dimensional.

Definition: Seien VW reelle Vektorraume. Eine Abbildung ¢ : V — W
heisst linear, wenn YA € R Yvy,vs,v € V folgendes gilt:

i) @(’Ul + Ug) = (I)(’Ul) + @(UQ)

i) (Av) =A-P(v)

Wenn @ : V — W eine bijektive lineare Abbildung ist, so nennen wir ® einen
Vektorraumisomorphismus.
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Bemerkung 1: Wenn ® : V. — W linear ist, so gilt ®(0y) = Oy . Die Teil-
menge
Vo =0 1 (0w) ={veV|®w) =0y}

ist ein Unterraum von V, genannt der Kern von ®.
ker® := &1 (0yy)
(insbesondere 0y € ker®)
Die lineare Abbildung ® ist injektiv genau dann, wenn ker® = {0y }.

Beweis: Ubung oder in Lin. Alg.

Bemerkung 2: Sei V ein reeller Vektorraum mit Basis eq, ..., e,. Definiere
® : R"™ — V durch

1

n
(0] : = g Tie;
T, =1

Dann ist ® ein Vektorraumisomorphismus.

Beispie : E = {r € R3 |z, + x5+ 23 =0}

1 1
€1 = -1 €9 = 0
0 -1
s+t —t
E= —-s | |s,teRp = —s | |s,t € R? } = R?
—t s+t

(= — isomorph zu R?, aber nicht gleich!)

Beispiel 2: V =R™ W =R"
Was ist eine lin. Abbildung von V' nach W7
Eine reelle (n x m) Matriz ist eine Abbildung

{1,..,n} x{1,....,m} =R
(4,7) = aij

Schreibweise:

A = (aij)i=1,...,n; j=1,.,m =

anpl1 o Qpm

R™*™ = {Menge aller reellen n x m-Matrizen}
Jeder Matrix A € R™*™ ist eine lineare Abbildung ®4 : R™ — R"™ zugeordnet.
® 4 ist definiert durch

m
Pa(x) =y Yi 1= Zaijxj
j=1

Multiplikation von Matrix und Vektor

m
U1 ail] ... Qim T Zj:l 15T

m
m e GnjT;

Yn anp1 -« Gpm

Mit dieser Schreibweise gilt
D(z) = Az

flir z € R™ und A € R™»*™,
Jede lineare Abbildung ® : R™ — R™ lisst sich in dieser Form schreiben.
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Bemerkung 1: &4 ist eine lineare Abbildung (fiir jede Matrix A)

Bemerkung 2: Sei & : R™ — R” eine lineare Abbildung, so gibt es eine
Matrix A € R"*™ so dass ® = $ 4

1
ai 0
C| = P(er) er:i= |0
Qan1
0
0

ai;
= O(ey) ej:=|1
anj :
0

e; hat 1 an j-ter Stelle.

Zu, zeigen: Wenn wir die Matrix A auf diese Weise definieren, so gilt
O=00y

Beweis: Ubung

Matrix-Multiplikation:
R ERm A Re

RX™ Rmxf N Rnxé
(A,B) — AB
Gesucht ist eine Matrix C' € R"*¢ (die wir spiiter mit AB bezeichnen), so dass
gilt
A(Bz) = CzVz € R
A= (aij)icicnigiem B = (0jr)i<j<m1<h<e

y := Bx z:= Ay

4
v =Y bikwk
k=1
m

m )4 L m )4
Zi = E aijyj = E E aijbjrrr = E E aijbjk T = E CikTk
j=1 =1 k=1 k=1 j=1 k=1
—_———
Cik

= C = (Cik)1<i<n; 1<k<t

Wir definieren AB € R"*¢ als die Matrix mit den Eintriigen

m
Cik = E aijbj, t=1,...,n k=1,..,¢
J=1

m m
ailr ... Qim b11 SN blg Zj:l aljbjl v Zj:l aljbjg
m m
apl .-+ Gnm bml cee bm@ Zj:l anjbjl oo Zj:l anjij
Dann gilt

(AB)z = A(Bx)
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1) Allgemeiner: A € R"*™ B¢ R™*¢ C ¢ R*F
= (AB)C = A(BC)
2) A€ R™™ By B, € R
= A(B1 + B3) = ABy + ABy
3) Bap : R" — R

Pap(r) = PA(Pp(x)) = Pao Pp(x)

3.2 Das Skalarprodukt

Definition: Sei V ein reeller Vektorraum. Eine Norm(funktion) auf V ist eine
Abbildung

V —-R

v = |||
mit folgenden Eigenschaften:
i) [|v]| >0Vv eV und |jv]|=0=v=0
ii) [[M]| = Al |[v]|]VA € RYv € V

iii) Dreiecksungleichung: ||v + wl|| < ||v|| + ||w|| Vv, w € V

Beispiele:
1) ol =320 i
12) |zl = /300 2
, T1 + X2
T
3) [lzlloo := max{[z1], ..., [zn ]}

Bemerkung: Die Norm-Eigenschaften fiir diese drei Normen folgen sofort aus
den Axiomen fiir die reellen Zahlen und den Eigenschaften der Betragsfunktion,
bis auf die Dreiecksungleichung fiir || - ||o (Euklidische Norm).

Randbemerkung zu Matrizen: a;; = A€ R"*", b;; = B € R**"
Addition, Multiplikation:
A+ B = (aij +bij)ij=1
A(B+C)=AB+ AC

Nullmatrix:
0 0
0=
0 0
Einheitsmatrix:
1 0
1= )
0 1

=A+0=A=A4-1=1-4
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1) 3A, B € R™*" so dass AB # BA
2) JA # 0, so dass sich die Gleichung AB = 1 nicht 16sen lisst. Nicht jede

von Null verschiedene Matrix besitzt eine Inverse.

Lemma: (Cauchy-Schwartz-Ungleichung)
Fiir z,y € R™ gilt

n
> wiyi < lzllz - yllz
i=1

Bemerkung:
n Y1
inyiz (1’1 xn) :
i=1

Yn

Definition: Seien z,y € R™. Die reelle Zahl

n
i=1

heisst das Standard innere Produkt (oder auch Skalarprodukt) von x und y.
Dieses innere Produkt definiert eine Abbildung

RTL X RTL N R
(z,y) = (z,y)

Bemerkung:
n

{w,a) = o =|lell3

i=1
l[z]|2 = (z, z)
Definition: Sei V ein reeller Vektorraum. Ein inneres Produkt ist eine Abbil-
dung
VxV—-R

(v, w) = (v, w)
mi folgenden Eigenschaften:

i) Symmetrisch: Vo, w € V
<1}, w> = <w7 U>

ii) Bilinear: Vv, w,w;,wy € VVA € R
<1],U}1 + U)2> = <U,IU1> + <an2>
(v, \w) = X {v,w)
iii) Positiv definit: Vo € V\{0}
(v,v) >0

Bemerkung: Das Standard innere Produkt auf R™ ist ein inneres Produkt.

Bemerkung: Sei (-,-) ein inneres Produkt auf V. Fiir v € V' definieren wir
ol := v/ {v,v)
Warum ist dies eine Norm auf V7
L o]l 2 0, llol] =0 v =0

2. []x]] = (W, &) = /A2 (v,0) = [A] - [v]]

44



3 Vektorraume 11.11.2004

Satz 2: Sei (-,-) ein inneres Produkt auf V. Dann gilt fiir alle v,w € V:
D |, w) [ < o] - [|wl]
2) [Jo 4wl < o]| +[|wl]

Korollar: Die Euklidische Norm |- ||2 auf R™ erfiillt die Dreiecksungleichung.

Beweis von Satz 2:
1) Fall 1: w =0
= (v,w) = {(v,0) =0

[l - [[wl]] =[] -0 =0
Fall 1: w#0
2
oot
[Jwl]

)’

(v, w) (v
= (v,v) — 2+—— (v,w) + (w, w)
[[wl|? [[wl]*
(v, w)*
Gl
|[w][?
2
0 < ot - 222
|[wl|
<va>2 2
< [v]|
||w|[?

2
= (v,0)" < [Jo]]* - [Jwlf?
= [ (v, w) [ < [[o]] - [[w]|

— Cauchy-Schwarz!

2) Beweis der Dreiecksungleichung:

v+ wl[[* = (v +w,v + w)
= (v,v) + (w,v) + (v, w) + (w, w)
= [[o]|* + 2 (v, w) + ||w]?
< Jol|* + 2| (v, w) | + [|w]
2”MF+ﬂWHWWH+HwW
= ([[o]| + [|w]])?

(QED)

Bemerkung: Geometrische Interpretation des inneren Produkts im R3.
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Axiom:
e (z,y) = 0 < x steht senkrecht auf y.

e Im rechtwinkligen Dreieck gilt

cosq = —
c
Hinweis:
o= Y,
lyl[?
Zu zeigen: ¢ = 90°
?
= <J3 — Zo, y> =
Standard-Basis: V = R3
1 0 0
e = 0 |,e = 1 , €3 = 0
0 0 1
lles]| =1

Euklidische Norm:

lzll = /ot + 23 + 23 = V/(z,2)

Standard inneres Produkt:

(e1,e2) = (e3,e2) = (e3,€1) =0

Allgemein:
_ 5. 1 i=y
<ei7€j> —61] { 0 Z?é]

Definition: Sei V ein reeller Vektorraum mit innerem Produkt (-, -).
Eine Basis e, e, ..., e, von V heisst Orthonormalbasis (ONB), wenn

<€Z',6j> = 51’]’, 1= 1, ey T j = 1, e n

Bemerkung: Seieq,..., e, eine ONB und v € V, dann lasst sich v in der Form

n
v = E €T;€;
i=1

schreiben.
Was ist x;?
n n n n
(v, e) = <Z »’Cjejaez‘> =D lwjejed =) wjleje) =) x5 =i
j=1 j=1 j=1 j=1
Also gilt

x; = {(v,e;),i=1,..,n
Das heisst, jeder Vektor v € V' lésst sich in der Form

n

v= Z(v,ei>ei

i=1

schreiben.
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Bemerkung: Jeder endlich dimensionale Vektorraum mit innerem Produkt
besitzt eine ONB. (Beweis: L.A.)

3.3 Das Vektorprodukt

Definition: Seien u,v € R3.
Das Vektorprodukt von u und v ist definiert durch

U203 — V2U3
uUXvi= U3V — V3U] e R?
U1V2 — V1U2
Das Vektorprodukt ist also eine Abbildung
R? x R® — R?
(u,v) = u x v

Bemerkung 1: e;,es,e3 Standard-Basis

€1 X g = €3
€y X €3 = €1

€3 X €1 = €3

e1 Xep =eyXeyg=ez3xe3=0

Bemerkung 2: Das Vektorprodukt ist schiefsymmetrisch und bilinear, das
heisst Vu,v,w € R? VA € R gilt

UXV=—UXu
(Au) x v = Au x v)

(u+v)Xw=uXw+vxXw
Bemerkung 3: Das Vektorprodukt erfiillt die Jacobi-Identitit:
(uxv)Xw+ Wxw)Xu+(wxu)xv=0

Beweis: Ubung

Hinweits:
(uxv) X w= {u,w)v— (V,wW)u

Warnung: Das Vektorprodukt ist nicht assoziativ:
(e1 X e3) X eg = €3 X eg = —e3
e1 X (e2 X ez) =0
Bemerkung 4: Vu,v,w € R3 gilt
(u X v,wy = (u,v X w)

Lemma 1: VYu,v € R gilt

2
[lu > vf| = \/IIUH2 Jvf]? = (u,v)
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Beweis:

lJu x v||* = (u x v,u x v)

K=

(u X v) X u,v)

(
(
({u, ) v = (v, u) u,v)
= (u,
= |

1

u) (v, 0) = (u,0)*

2
Jul[* - ||][* = (u, v)

(QED)
Lemma 2: Vu,v € R? gilt
u, v sind linear abhéngig < u x v =0
Beweis:
e Falll: v=0+/
o Fall 2: v #0
u, v linear abhéingig < IAE€R:u= v
Wenn es ein solches A gibt, dann gilt
2 <’LL7 U>
(u, vy = Av,v) = A|P||* S u= ||v||2 v
2
0= H 02> v
[|v]]
& 0= <u <U’U2>v,uf (u,v2>U>
]| 1ell
0= - £
[|v][?
2
& 0= [[ul[Jv][* — (u,v)
= 0=|juxuv|?
(QED)
Bemerkung: Geometrische Eigenschaften des Vektorprodukts
1) u x v steht senkrecht auf v und v
2) |Ju x v|| = Flicheninhalt des von u und v aufgespannten Parallelogramms.

Zu 1):
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Zu 2):

(v, u)
[lull - [lol|

cosp =
F = Fléacheninhalt = Grundseitenldnge - Hohe

= [[ul] - ||v][ - |sin |

= [[ull - [[ol|v/1 = cos® ¢

ull - ol /1 — 8"
= ||ull - |[|v RN N A—
CEREE
2
= Ilull2l[o]l? = (u,0)

= [Jux o]

3.4 Die Determinante

Definition: Seien u,v,w € R3.
Die Determinante von u, v, w ist definiert als die reelle Zahl

det(u, v, w) := (u x v, w)

das heisst

upr v wp
det | us wvo  wo
us V3 w3

=U1V2W3 + V1W2U3 + W1UV3 — W1V2U3 — V1 U2W3 — UTW2V3
Eigenschaften der Determinante:

1. Symmetrie:
det(u, v,w) = det(v, w,u) = det(w, u, v)

= —det(v, u, w) = —det(w,v,u) = —det(u, w,v)

2. Multilinearitat:
det(Au, v, w) = Adet(u, v, w)

det(u + v, v,w) = det(u, v, w) + det(u’, v, w)

3. Normalisierung:
det(eq,e2,e3) =1

Diese Axiome bestimmen die Abbildung
det : R3 x R® x R® - R

eindeutig.
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Bemerkung 6: |det(u,v,w)| = Volumen des von u,v,w aufgespannten Pa-
rallelopipeds.

h = Hohe = ||w]| - | cos ¢|

(u x v,w)
cosp=——"—""1 1
77 T ol] Tl
Volumen = Fliche - Hohe
= [lu x || [Jw][ - [cos | = [ (u x v, w)|

Bemerkung 7: u,v,w € R3 lin. unabhéngig = u, v, w Basis (Beweis in L.A.)

Bemerkung 8: Fiir u,v € R? gilt

uXxv#0= u,v,u X v Basis

Beweis: u,v lin. unabhéngig (nach Lemma 2)

Behauptung: u,v,u x v lin. unabhéngig
Seien s,t,A € R, sodass su+tv+Auxv=0

= (uxv,su+tv+luxv)=0
= s{uxv,u) +t{uxuv,v)+Nuxv|]?=0

=A=0
=su+tv=0
=s=t=0

(QED)

Lemma 3: Fiir u,v,w € R? gilt

det(u,v,w) # 0 < u, v, w Basis
Beweis: Nach Bemerkung 7 geniigt es zu zeigen, dass u, v, w linear unabhéngig
sind.

e “=7: Seien s,t,A € R, so dass su+tv+ Aw =0
= (u X v, su+tv+ Aw) =0
= Auxv,w)=0
= Adet(u,v,w) =0
=A=0
= su+tv=0

u x v # 0, sonst wére det(u,v,w) = (u x v,w) = 0.
= Nach Lemma 2 sind u und v linear unabhéngig

=s=t=0

50



3 Vektorraume 15.11.2004

e “&": Sei u, v, w Basis, so sind u, v, w lin. unabhéngig
Lem?2
="uxv#0
Bem8

= u,v,u X v Basis

= ds,t, A\ € R, so dass w = su+tv+ Au x v
= X # 0 (da u, v, w linear unabhiingig)

= det(u,v,w) = (u X v,w) #0

(QED)

Definition: Eine Basis u, v, w von R? heisst positiv, wenn det(n, v, w) > 0 und
negativ wenn det(u,v,w) < 0.

Beispiel: det(ey,e2,e3) =1 > 0.

€3

€2

€1
“rechte Hand Regel“
Beispiel:
det(u,v,u x v) = (u x v,u x v) = ||Ju x v||* >0

u, v, u X v ist eine positive Basis!
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4 Folgen & Reihen

4.1 Folgen
X Menge. Eine Folge in X ist eine Abbildung
fN—=X

Schreibweise: z,, := f(n)
® Iy,X9,T3,...
e N> X:n—ux,
* (zn), (Tn)nen

Was heisst es, dass (z,,) gegen z € X konvergent ist?
X

Abstandsfunktion:
d: X xY =R

Definition: Ein metrischer Raum ist ein Paar (X, d) wobei X eine Menge ist
und

d: X x X —R*"
eine Funktion mit folgenden Eigenschaften ist.
(i) d(z,y) > 0Vz,y € X
=0ez=y

d(z,y) =
(i) d(z,y) = d(y, =)
d(z,z) <

(iil) d(z,z) < d(z,y) + d(y, z) Vx,y,z € X (Dreiecksungleichung)
z

X y

Beispiele:

2. V reeller Vektorraum. || - || : V' — R Norm
(o, w) = [|v — w]
z.B.
V=R", |lz|| =

3. X beliebig
0 z=y

d(w,y)={ |zt

4. X =N. Sei p € N. (“p-adische Metrik auf Z”)
Fir z,y € N, z # y sei n € N die grosste Zahl, so dass * — y durch p”
teilbar ist.

Definiere
1
dp(xay) =

1
= min { — |  —y ist durch pF teilbar}
p p
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Bezeichnung: r>0,z€ X

B.(z) :={y € X |d(z,y) <r}

“Ball vom Radius r mit Mittelpunkt 2”

Definition: Wir sagen, dass die Folge (z,) gegen = konvergiert, wenn es fiir
jedes € > 0 ein ng € N gibt, so dass fiir jedes n € N gilt:

n>ng=dx,z,) <e
Als logische Formel: Ve > 03ng e N:Vn € N

n>ng = d(xn,x) <e€

Bezeichnung:

r= lim =z,
n—oo

dies heisst: (z,,) konvergiert gegen x. x heisst in diesem Fall “Limes von (z,)“.
Schreibweise: z,, —
Bemerkung: Der Limes ist eindeutig.

Beweis: Annahme:
T, > x €X T, —yE€X

Sei € > 0:

Wiéhle ng € N, so dass n > ng = d(z,,x) <
Wihle nq € N, so dass n > ny = d(z,,y) <
= Fiir n > max{ng, n1} gilt

[SIIYSIEY

=

d(z,y) < d(z,zp) + d(zn,y)
(#n, ) + d(zn, y)

+

I
.

N
(ST

€_

5 =€

Zusammenfassung: Ve > 0 gilt
0<d(z,y)<e=d(z,y)=0z=y

(QED)

Beispiel 1:
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Beweis: Seie >0
= Ing € N, so dass ng >  (— Axiome von R)

1
= — <€
no
=VneN, n>ng:
1 1
—<—<e
n Nno
1 1
= d(z,,0) = ——0’:—<e
n n
(QED)
Beispiel 2: Sei g € C, so dass |¢| < 1, dann gilt
lim ¢" =0
n—oo
Beweis: Sei e > 0.
= dng € N, so dass |¢|™ < e (— Satz 1 aus Kap. 1)
=VneN, n>ng:
l¢" = 0[ = [q"| = lg|" < g™ <
(QED)

Beispiele 3:
1. z, = (—1)™ konvergiert nicht!

2. x, = n? “divergiert gegen co”. Fiir x,, € R heisst das
Ve>0dng e N:VneN

n>ng = |x,| > c

Lemma 1: Seien (x,), (y,) Folgen in R, z,y € R
Dann gilt:

1) limy, oo p = 2, limy 0o Yn = ¥
= lim (x, +yn) =2 +vy

n—oo

= lim (z,yn) = 2y
n—oo

i) lim, oo zp =2 #0

. 1 1
= lim — = —
n—oo T, X
i) limy—oo &y =
= lim |x,] = |z]

n—oo
iv) limy oo Tn = @, My o0 Yn = Y, Tn < yn Vn € N
=xr<y
v) (an)(b,) Folgen in R, lim, o a,, = lim, o by, =z, a, < z, < by,

= lim z, ==z

n—oo

Bemerkung: (iv) gilt nicht, wenn man “<* durch “<* ersetzt.
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Beispiel: z, =0<y, = %Vn eN
lim z, = lim y, =0
n—oo n—oo

Beweis von Lemma 1:

i) Summe: Sei e >0
= dn; e N:Vn>ny

dne, e N:Vn > ng

Sei ng := max{ni,na}
= Vn € N mit n > ng gilt
[(Zn +yn) — (@ +y)| = |20 — T+ yn — Y|
<|zn — 2|+ yn — ¥l

<€+E_
27y~ ¢

Produkt: Sei € > 0.
Wiihle ng so, dass fiir jedes n € N mit n > ng gilt

€

=l < D
|z, — 2| <1
€

Dann gilt fiir n > ng:

|xnyn - $y| = |$n(yn - y) + (xn - x)y|
< |1'n| ’ |yn *y| + ‘xn 7£C| : |y|

< (Jen — @[+ @)y — yl + [2n — 2| - (Jy| +1)

< (12l + Dlyn —y[+ (lyl + Dlzn — 2] <€

<$ <$
ii) Seie > 0.
Wihle ng € N, so dass Vn > ng gilt
|x, — x| < il
2
||
|z — x| < 5
In
| | | |
[ l l |
T
0 z x
= |z, > L
-2
I 1] |o—o,| 2z — a2,
Tn x|z zal T |2

iii) [|z] = |yl| < |z -yl
iv) Ve >03n e N: |z, — 2| <€ |y, —y| <e

S>T—€e<Tp, Yy, <y-+e
>zr—€e<y-te

=z <y+2Ve>0
=x<y
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v) Seie > 0.
Wihle ng e N:Vn e N
n>ng=a, >r—¢€b, <xr+e€
>r—€e<zTp,<T+E
= |x—x,| <e
|

|
1 I \
Tr—e€ T Tr+e

|zt —zp| <eor—e<z, <x+e€

(QED)
Beispiel 4:
C2n+9)Br?-2) 2+ 2)B- &)
S 77 ) R G U
nooo (2°3) 6
53 135

Beispiel 5: a >0 )
= lim a» =1

n—oo

Fall 1: a >1
Sei € > 0. Wihle ng € N, so dass

a<(l+em
(Kap. 1, Satz 1) = ¥n > ng
1<an gar%o <l+e

1 1
=lar —1]=a" —1<e

2. Fall: a < 1
1
bi=->1%pw o1
1
b = - = av — 1
an
Beispiel 6: s€Q, s >0
= lim — =0
n—oo n
— Ubung
Beispiel 7:

. 1
lim n» =1

n—oo

Sei € > 0. Wihle ng € N, so dass

2
n021—|——2
€
= Vn > ng

2

—1 —1

(1+e)”:1+ne+%62+...>nn7622n
~—
>1

=n<(1+e)"Vn>ng
:>1§n%<1—|—eVn2no

1
=Inm —1| <e
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Beispiel 8: 0<zx <1, ke N

= lim nf2" =0

— Ubung
Hinweis:
lim er =1 (Bsp b)

lim nra == (Bsp 7)

n—oo

Lemma 2: (z,) Folgein R, z, >0 firallen e N, pe N, 2 > 0.

lim z, =z = lim z}/P = z!/?

n—oo n—o0

Beweis:

e Fall1: x =0
Sei € > 0. Wihle ng € N, so dass fiir alle n € N

n>ng = |z, <€’

= Fiir n > ng gilt
|zL/P — 0V/P| = |z, | VP < €

e Fall 2: x =1

Sei vy, := a:}/p

(o — DA +yn+yr+.+yt =yt —1=z,—1

|z, — 1]
= lyn — 1] = — <lon -1
| | T4+ yp+ .. +y5? | |

= lim |y, — 1] =0
n—oo

= lim y, =1

n—oo

o Fall 3: x > 0

. . LTn
lm z, =z= lim — =1
n— o0 n—oo I

1/
— lim (‘1”) "

n—oo \ I

= lim z/P = z1/P

n—oo

Lemma 3: X =R" d(z,y) = ||z —yll, ||z]| :== /a2 + ... + 22

(zx)ken Folge in R™ mit
T = (Tk1y .oy Thn) € R” zo = (o1 ...y Ton) € R
= Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) (xg) konvergiert gegen x( in R™.

(ii) Fiir i = 1, ...,n konvergiert die Folge (zx;)ren gegen xo;
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Beweis:
o () = (iD): e, — 20,] < Il — ol
lim ||5€k — 1‘0” =0= lim |JL‘M — a:0| =0
k—oo k—oo

= lim xz; := Zo;
k—o0

e (ii) = (i): Firi=1,..,n

lim xp; = xo; = lim |z — m0i|2 =0
k—o0 k—oo

n
= lim Z \xki — $0i|2 =0
k—o0

i=1
n
= Jim |3 — ol = 0
=1
= lim [Jzg —20]| =0
k—oo
(QED)
Korollar 1: (xy), (yx) Folgen in R™, (A;) Folge in R.
(i) zx — 2o, Yo — Yo
=2k + Y — To+ Yo
(ii) Tk — X, )\k — /\0
= )\kﬂjk — )\01’0
(iil) zx — xo
= ||zl = [|zol|
Beweis:
(i) zx — 2o, Yo — Yo
Lem3
Tri — Loy Yki — Yoi
Leml
2 Thi + Yki — Toi + Yoi
hops Tk +Yx — To+ Yo
(ii) Genauso wie (i)
(iil) xp — =g
Lem3
= Tki — Toi
L n n
1
- Z |zpl® — Z E
i=1 i=1
Lem?2
=" [lzxl| = [[zol]
(QED)

Bemerkung: (iii) folgt auch aus der Ungleichung;:

Hll] = Myl < [l =yl
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Korollar 2: Seien zp = xp +iyx € C, ¢ = ap +iby € C, z = x + iy, c =
a+ibeC.
= Es gelten folgende Aussagen:

(i) limg—oo 2 = 2
limy oo T = T

(ii) limg—oo 2k = 2, limg ook = €

N limg_oo(2k + ) =2+ ¢
limy_ o 2pcp = zC

(iil) limg— oo 2k = 2
limg oo Zr =%
limg o0 21| = |2]

(iv) limg—oo 2, = 2 #0

IS

. 1
= lim — =
k—oo 2

Beweis:
(i) Lemma 3 mit n = 2
(ii) Summe: Korollar 1
Produkt:

Re(zrer) = xrar — yebr — Re(zc) | G
Im(Zka) = by + yrar — Im(zc) :; ZLCr — 2C

(iii) Komplex konjugierte:

g 2 2= T = X, Y — Y

= —Yr — Y

=2y — 2
Betrag: Korollar 1, (iii)
(iv) 2k = 2 #0
= 2k 75 0
fiir hinreichend grosse k.
1 Zk z 1
—_— = — = = —
N N C1

(QED)

Definition: Eine Folge (x,) reeller Zahlen heisst beschrinkt, wenn es eine
Konstante ¢ > 0 gibt, so dass

|z,| <cVn eN

Lemma 4: (z,),(y,) Folgen in R

lim z, =0

(yn) beschrinkt
= lim z,y, =0

n—oo
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Beweis: Sei ¢ > 0, so dass |y,| < ¢Vn € N und sei € > 0.
Wihle ng € N, so dass fiir alle n € N:
€
n>ny= |z, < -
= Fiir n > ng gilt
|Znyn| = [@n] - [yn] < clzn| <€
(QED)

Beispiel: z, =21 —0,y, = (-1)"

= TpYn =
n

Lemma 5: Jede konvergente Folge reeller Zahlen ist beschrinkt.

Beweis: z, € R

lim z, =«
n—oo

Wihle ng € N, so dass fiir alle n € N

n>ny= |z, —z| <1
= —-1<z,—x<1

fiir n > nyg
= |xp| = |xn — x4 2]
< |zn — x| +|2|
———
<1
< |zl +1Vn > ng
Sei ¢ := max{|z| + 1, |z1], |22, .-y |Tng — 1|}

= |2, < |z] +1 < eVn > ng
= |z, <cfirn=1,2,...,n9—1
= |z, <cVneN

Beispiel: x,, = (—1)" ist beschrénkt, aber nicht konvergent.
Definition: Eine Folge (a,) in R heisst
e monoton wachsend, wenn

an < Gpy1Vn €N

e monoton fallend, wenn
ap > apy1Vn €N

e monoton, wenn eins von beiden gilt.

Satz 1: Jede monotone, beschrénkte Folge reeller Zahlen konvergiert.

60



4 Folgen & Reihen 18.11.2004

Beweis: A:={a, | n € N} CR, A ist beschriinkt.
e Fall 1: a,, monoton wachsend.
a:=supA =supa, mitn € N

Seie>0

= a — ¢ ist keine obere Schranke von A.
= dnp € N, so dass ap, >a —¢
=>Vn>nggilta—e<ay, <a, <a

= |an, —al < eVn >ng

e Fall 2: a,, monoton fallend.

a:=inf A
genauso!
(QED)
Beispiel 1:
_2:4-6-...-2n
P8 5 (2n—1)
Ziel: Zeigen, dass
Pn
vn
konvergiert.
pn_ 2n+1
Pn+1 T on+2
Behauptung:
Pn
Vvn
ist monoton fallend und »
vn+1
ist monoton steigend.
Beweis:
<P_n. Pot1 >2_< Pn )2."“
\/ﬁ vn + 1 Pn+1 n
_ (2n+ 1)2%(n+1)
(2n +2)%n
_ 4n3 +8n% 4+ 5n+1 -1
A3 4 8n2 +4n
Pn ) Pn+1 _ Pn ) n -+ 2
Vil Vn+2 Pnt1 n+1
_ (@2n+1)%(n+2)
C (2n+2)2(n+1)
And 4+ 12n% +9n + 2
4n3 +12n2 + 12n + 4
Daraus folgt:
\/5 — p_l < Dn < p_n < =2
Das heisst, p,,/+/n ist monoton und beschréinkt
= Der Limes
T Pn
p:= lim —
n—oo n
existiert (nach Satz 1) und
V2<p<2
(QED)
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4.1.1 Das Wallis’sche Produkt

N o SR 10
w”'_lg(%—l)(%—s—l)
2:-2 4-4 6-6 2n - 2n

1-3° 35 5.7 7 (@2n—1)(2n+1)
2

2n+1
: Py
lim w, = lim =% .
() (s 5%
= lim =& lim
n—oo M n—oo 2n + 1
P
2
Wir werden spéter sehen:
»?
lim w, = :5¢p:ﬁ
on \ _ (2n)! 2%
no ) ()2 pa
1-2-3-...-2n _1-3-5- (2n—1) o2n
(1-2-..-n)(1-2-3-...-n)  2:4-6-...-2n
2n\Vn _ Vo 1
n 24n Pn T
2 Vn-m
— 1

Die Folge
. ( 2n )
" n

hat das gleiche asymptotische Verhalten, wie

das heisst
o9

Beispiel 2: Sei a > 0 und zy > 0 irgendeine pos. reelle Zahl.

1 a
Iy = 5 i) + 1‘_0
1 a
To i = 5 I + x—l
1 a
Tnt1 = 5 | Tn + T
n
“Rekursionsformel
Behauptung:
lim z, =+va
n—oo
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Beweis:
a=Ty_ a
Tn—1
< lx2 1+ Lo
-7 242
éa<g+1x2 Jr1 o
=2 4T g2
= i(l'n—l + %na_l)2
= Ty > Va

x,, monoton fallend!
1 a
xn—>a::>x:—(x—|——)
2 x
a
=1r=—
x
=z=+a

Definition: Eine Teilfolge einer Folge (,,)nen ist eine Folge (2, )ken, wobei
(nk)ken eine Folge natiirlicher Zahlen ist, so dass ngy1 > ng Vk € N.

Bemerkung 1: Sei (2,)nen eine Folge in einem Metrischen Raum (X, d), die
gegen x € X konvergiert.
= Jede Teilfolge von (z,) konvergiert ebenfalls gegen x.

Definition: Sei (2, )nen eine Folge in einem metrischen Raum (X, d). Ein
Element x € X mit
Be(z) = {y € X]d(z,y) < ¢}
heisst Hiufungspunkt von (x,,), wenn gilt: Ve > 0VN € N3n € N:
n> N, dx,, ) <e

in anderen Worten, fiir jedes e > 0 enthélt der Ball B.(z) unendlich viele Glieder
der Folge (x,,).
Beispiel 1: z, =(-1)" € R
Héufungspunkte: 1, -1
R

Beispiel 2: z, =i"€C
H&aufungspunkte: 1, —1,7, —i

Lemma 6: Sei (z,)nen eine Folge in einem metrischen Raum (X, d) und sei
zeX.
Aquivalent sind:

(i) z ist ein Haufungspunkt von (z,,)

(ii) 3 Teilfolge (zn,, )ken, die gegen x konvergiert.
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Beweis:

o (ii) = (i): Seie >0und N € N
Wik eN:VEeN
k>ko=d(z,,,z) <e
Sei k := max{ko, N} und n := ny
=>n=nr,>k>N,k>kg

d(xn,,x) <€

=VNeNdnelN:
n> N, d(x,, ) <e

e (i) = (ii): Annahme 2 Haufungspunkt von ()
Konstruktion der Teilfolge (2, )reny durch vollstindige Induktion:
Wiéhle n; € N, so dass d(zy,,,z) <1
Wihle ny € N, so dass d(x,,r) < &
Wiéhle ng € N, so dass d(xn,, ) < z

und ng > ny
und nz > no

Wihle ngq1 € N, so dass d(zp,,, ) < und ngyq > ng

1
E+1
Da ngt1 > ng ist Vk € N, ist (2, )ken eine Teilfolge von (z,). Da
d(zn,,z) < + fiir alle k € N, konvergiert (z,,) gegen z.

(QED)

Satz 2: (Bolzano-Weierstrass)
Jede beschriankte Folge reeller Zahlen besitzt eine konvergente Teilfolge.

Bemerkung: Die Aussage dieses Satzes ist dquivalent zum Vollstandigkeits-
axiom fiir R.

Beweis: Sei (2,)nen eine Folge in R und ¢ > 0, so dass

|z,| <cVn eN

Definiere:
by, : = sup{zklk € N,k > n}
= b1 <b,VneN
—c<b,VneN
Sal .
= b, konvergiert.
b:= lim b,

Behauptung: b ist ein Hiufungspunkt von (x,).
Seie>0und N € N
= dngeN:VneN
€

n>mng= b, —b < 3
Sei nq := max{ng, N'}

bn, = sup{zklk > n1}
= dk > nq, so dass

€
bn17§<1’k§bn1

€
:>|$k*bn1|<*

2
= |z — b < |xg — by, |+ b, — b <e
—_——— ——
<5 <5
und
k>7’L1>N

(QED)
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Bemerkung: Die Zahl
brn

b= lim sup{zx|k >n} = lim Supzy
n—oo n—oo kzn

heisst Limes superior von (x,). Ebenso heisst
An
a:= lim inf xy

n—oo k>n

Limes inferior von (x,). Beide Zahlen a,b sind Hiufungspunkte von (x,).

Korollar:
i) Jeder weitere Haufungspunkt z von (x,,) erfiillt a <z < b

ii) @ =b= (z,) konvergiert

Beweis:
i) Ubung

ii) Seie> 0.
Wir wissen a,, < b, und a,, — a, b, - b=a
= dng e N:VneN

n>ng=a—¢c<a,<a=b<b,<bt+e=a-+ce
= ap < Ty < by
a—€elx,<a-+e

(QED)
Schreibweise:
limsupx, := lim sup g
n—oo nN=0 p>n
ipintan = Jinjnf
4.1.2 Das Cauchy-Kriterium
Definition: Sei (X, d) ein metrischer Raum, (z,)nen eine Folge in X.
(z,) heisst Cauchy-Folge, wenn Ve > 03dng € N:Vn,m € N
n,m > ng = d(Tn, Tm) < €
Bemerkung: Jede Konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge.
Beweis: Sei € >0 und
r= lim z,
Wihle ng € N, so dass Vn € N
n>ng = d(xn, ) < %
= Fiir n,m € N mit n,m > ng gilt:
€ €
d( X, ) < d(@n, ) + d(x, 2m) < 3 + 3 =€
(QED)
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Lemma 7: Sei (X,d) ein metrischer Raum, (z,)nen eine Cauchy-Folge und
(Zn, )ren eine Teilfolge, die gegen z € X konvergiert.
= (z,,) konvergiert gegen x.

Beweis: Seie > 0.
= dngeN:VYn,meN

n,m > ng = d(Tn, Tm) <

DO

Jky EN:VEEN
k> ko= d(zn,,7) <

N ™

Wihle k, so dass k > kg, ng > ng
= Fir n € N mit n > ng gilt

d(zy,x) < d(Xn, Tn,) + d(@n,, ) <€
—_———— ——

<% <3
(QED)

Beispiel: X =Q, d(z,y) = |z — ¥

1 2
Tp41 = 5 Tn + ;

(z,,) konvergiert in R gegen /2
(z,,) konvergiert nicht in Q

Definition: Ein metrischer Raum (X, d) heisst vollstindig, wenn jede Cauchy-
Folge (x,) in X gegen ein Element 2 € X konvergiert.

Lemma 8: Jede Cauchy-Folge (z,,)ncn reeller Zahlen ist beschréankt.

Beweis: Seie=1
Wihle ng € N, so dass Vn,m € N gilt

n,m >ng = T, — Tyl <1

Definiere ¢ := max{|z1], |Z2l, ., [Tng—1ls [Tne| + 1}
= Firn=1,2,....,mp — 1 gilt
E
und fiir n > ng gilt
20| = |Zn — Tng + Tng|

< |xn _xno| + |‘T’ﬂ0|
<1+ |zp,| <c

(QED)
Satz 3: Jede Cauchy-Folge reeller Zahlen konvergiert.

Beweis: Sei (z,)nen eine Cauchy-Folge in R.
Lem8

=" () ist beschrinkt

a2 (z,,) besitzt eine konvergente Teilfolge
7

2 (x,,) konvergiert. (QED)

=
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Zusammenfassung:

1
2
3
4

. Vollstéandigkeitsaxiom: Fiir R
. Existenz von sup, inf
. Jede beschrinkte Folge hat eine konvergente Teilfolge

. Jede Cauchy-Folge in R konvergiert.

Bemerkung: Aus 4) folgt auch 1) (ohne Beweis)

Satz 4:

(i) Jede Cauchy-Folge in R™ konvergiert

(ii) Jede beschriankte Folge in R™ besitzt eine konvergente Teilfolge

Beweis: Notation: z(k) =: (x1(k), ..., z,(k)) € R"

(i) Sei z(k) eine Cauchy-Folge

|zi(k) = zi(Dlr < [Je(k) — 2()]

R

= (z;(k))ren ist eine Cauchy-Folge fiir i = 1,...,n
Y (x;(k))ken konvergiert fir i = 1,...,n

Lem3

=" (z(k))ken konvergiert in R™

10p]

(ii) n» =1: OK (nach Satz 2)

n > 2: Annahme: (ii) gilt fir n — 1 statt n.
Sei (z(k))ren eine beschrinkte Folge in R™.

Trick: 7(k) :== (z1(k), ..., xn_1(k)) € R*1
w(k) = (2(k), zn(K))

= [|2(k)[[rn-1 < [Jz(k)||rn
|zn (F) | < [[2(k)||rn

= Die Folgen Z(k), z,, (k) sind ebenfalls beschrinkt

Ann 5 konvergente Teilfolge
(@ (K1) )en

ki < ko <ksz<..
Die Folge (z,,(k;))ien ist beschrankt

% Die Folge (x(ki))ien besitzt eine konvergente Teilfolge
(zn(kt,,))men
h<ly<lz<..

Die Folge (Z(ky,))m konvergiert
Lem3

=" Die Folge
(zi(k1,,))men
konvergiert fiir i = 1,...,n
L3 Die Folge
(@ (K1, ))men
konvergiert. (QED)
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4.2 Reihen

Gegeben sei eine Folge (a,,)nen komplexer Zahlen. Wir wollen dem Ausdruck
>
k=1

einen Sinn geben.

Beispiel:
1+ 1 + ! + E +
2 4 8 7
Definition: Die Folge
Sp 1= Z ar € C
k=1

heisst Folge der Partialsummen. Mit
(o]
D> a
k=1
bezeichen wir die Folge der Partialsummen:

S1 = ay
So = a1 + ag

53:a1+a2+a3

Wir sagen die Reihe
S
k=1

konvergiert wenn die Folge
(8n)nen

konvergiert.

Im Fall der Konvergenz definieren wir
o0 n
D aki= lim > a
k=1 k=1
Warnung: Der Ausdruck
o0
>
k=1
hat zwei Bedeutungen. Er bezeichnet die Folge

(sn)nGN

der Partialsummen und ebenfalls deren Limes, falls dieser existert.
Bemerkung 1: (ag)gen Folge in C

(oo}

> a

k=1

konvergiert.
= lim a; =0
k—o0

(d.h. (ak)ren ist eine Nullfolge.)

68



4 Folgen & Reihen 24.11.2004
Beweis:
Sp — Sp—1 = Qn
= lim a, = lim (s, — Sp—1)
n—oo n—oo
= lim s, — lim s,_1
=0
(QED)
Bemerkung: (aj)ken, (b )ken

Folgen in C, X € C.

o0 o]
Sa S
k=1 k=1

konvergieren.

1) Die Reihe

konvergiert ebenfalls und

k=1

2) Die Reihe

konvergiert und

i(ak + bg)

k=1

D aw+bp) = ar+> by
- k=1 k=1

k=1 k=1
Beweis:
1) Summe:
Z(an +bp) = lim Z(ak + b)
k=1 k=1
- (o Yo
k=1 k=1
= lim (Zak> + lim (Z bk>
w3y
k=1 k=1
2) Skalarprodukt: Ubung
Beispiel 1: 2 €C, |z| <1, a}, := 2*
= 1 — it 1
_ k o n—oo
=) =T T
k=1
s 1
k
= =
> =1
k=0
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Beispiel 2: Harmonische Reihe a;, = %
1+ ! + = + : +
2 3 4

Diese Reihe divergiert

Betrachte n = 2™

T T

Som = - — — — _

2 2 34 5 8
\/1" —_—— N———
>3 >2.1=1 >4.1

+ LR
om—1 41 om
>2m,—1%
>m+2
- 2
Beispiel 3:
1 11
TR+ "k k+1
Z 1 1 1 1 1
= =(1-= o)+ (==
§ ;a’“ ( 2) (2 3>+ +(n n—l—l)
n+1

Beispiel 4: Positive Folgen
Seiar €R, ar >0
Sn+1 = Sn + Ap41 Z Sn

Die Folge (85, )nen ist monoton wachsend. Die Reihe
oo
> an
k=1
def

konvergiert < Die Folge (s, )nen konvergiert

! Die Folge (85 )nen ist beschriankt

Beispiel 5: s€Q,s>0
Die Reihe

oo

1
ns
n=1

konvergiert fiir s > 1 und divergiert fiir s <1

e Fall 1: s <1
LIS
nS

S|

divergiert! (— Bsp. 2)
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e Fall 2: s > 1
Sein=2"-1
1+ + ! + ! + ...+ ! +
Sam -1 9s 3s 4s 7S
+ ! + ..+ !
2(m—1)s (2m _ l)s
1 1 1
<142 — 44— 4. 421
<1+ 95 + e + ..+ 2 1)
m—1 m—1
_ (2k)1—s _ Z (21—s)k
k=1 k=0
1 (2lfs)m . 2
27 = — <1
1— 2178 9s <
«_ 1
—1-2-s
1
Fiir n € N, wihle m € N, so dass n < 2™ — 1. Dann gilt
1
Sp < Sgm_1 < m
Damit konvergiert die Reihe
>
n=1 n’
fiir s > 1 nach Bsp. 4.
Bezeichnung: Die Funktion
¢(s) == i L s>1
B n=1 ns’
heisst Riemann’sche Zeta-Funktion
=1 2 w 76
Beispiel 6: b e N, b>2
X1,L2,T3,... € {0, ]., ceey b— 1}
Die Reihe
(oo}
Tk
’a
k=1
konvergiert gegen eine reelle Zahl x € [0, 1]
Schreibweise:
z =0,z12273...
b = 10 Dezimalbruch
b = 2 Dualbruch
Konvergenzbeweis:
T b—1
=P = TR
n n n+1
N b—1 _ 7~ (3)
Sn = b—ﬁz bk =(0-1) 1_1
k=1 k=1 b
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Seize Rmit 0 <2 < 1.
Wir wollen zeigen, dass es eine Folge z;, € {0,1,...,b — 1} gibt, s.d

Bezeichnung: Gaussklammer
[y] = max{k e Nk <y}, yeR
Wir konstruieren die Folge (zx)xen induktiv.
x1 := [ba]

n > 2: Wir nehmen an x4, ..., 7,,_1 seien bereits konstruiert, dann definieren wir

n—1 T

Ty = [0 | x— —k>]
n E
[ ( k=1 b

Behauptung: Fiir diese Folge gilt:
z, €{0,1,...,0— 1}

n

fiir jedes n € N.

Beweis durch Induktion: n =1

0<z<1=0<Zbr<d
=0<[bx] <)
=z = [bz] € {0,1,...,0— 1}
T T 1
< — = — — < _ = _
0 < bx — [ba] b(x b)<1:0,x L <o

n > 2: Die Annahme gelte fiir n — 1

T 1
< p_ et
0<x b <b"—1
k=1
n—lx
:>O<b"<:1: b:><b
k=1
n_ll‘k
= 1, = [bn (x—zb—kﬂ €{0,1,...b—1}
k=1
n71$
O<b"<z b;:> Tn <1
k=1
n—1
T  Tp 1
0<zx— = _ <=
=0z b b”<bn
k=1
:>0<a:—i%<l
- k:lb b

Beispiel 7: Alternierende harmonische Reihe

S LSS0 MM S W S R JY 6 S
k7 23 4 7\ 2/ \3 4) "
N——

k=1 N———
3 1z
- 1 = 1
=2 <>
= 2k(2k — 1) Pt k(k+1)
konvergiert!
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Satz 5 (Leibnitzkriterium): Sei (a5 )nen eine monotone Nullfolge, d.h. a,, >
0, an+1 < a,Vn €N
lim a, =0

n—oo

Die Reihe

oo

Z(fl)”an konvergiert

n=0
Sei -

§:= Z(—l)”an
n=0
dann gilt
n
5 — Z(—l)kak < apt1
k=0
Beweis: .
Sp 1= Z(—l) ak
k=0
Sp — Sp—2 = (—1)"a, + (-1 g 1= ( 1)"71 (an—1 — ay)
>0
g s >0 n ungerade
" "2 <0 n gerade
S0 > 82 > 54 > ... 51 <853 <s5< ...

= Sok 2 S2k—1 = ... = S1

= S2k = S1

= S2k+1 < So

= lim s9; existiert
k—oo

= lim s9g41 existiert
k—oo

Weiter sollen diese Limites gleich sein:

Sok — Sg2p—1 = agk — 0

Sok—1 < Sop < S92 < ... < 8

| T — I —
[ [ [

0 81 S3 S5 S4 S2 8o

= lim s, =: s existiert
n—oo

Oder mit Intervallschachtelung:
[Ik| = asg I, = [sak—1, S2k]

Beweis fiir die Ungleichung;:

|s = sop—1| < |s2k — s2k—1| = a2k

|s — sok| < |Sok — Sokt1] = G2k+41

(QED)
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Definition: Sei (a,)nen eine Folge in C.
Die Reihe
(oo}
D an
n=1
heisst absolut konvergent, wenn die Reihe

&S]
> lanl
n=1

der Absolutbetrige konvergiert.
Jede absolut konvergente Reihe konvergiert.

Satz 6: Majorantenkriterium
Sei

o0
D an
n=1
eine Reihe in C und
o0
>
n=1
eine Reihe in R, so dass
e 0<lay| <r,V¥neN

e} .
e > 1y konvergiert

dann konvergiert
oo
D an
n=1
Bemerkung: Anwendung des Cauchy-Kriteriums auf Reihen

oo
g an, konvergiert
n=1

& Die Folge

n
Sp 1= Z ax konvergiert
k=1
< (8n)nen ist eine Cauchyfolge
< Ve > 0dng € NVn,m € N mit n > m > ng gilt:
n

>

k=m-+1

<€

|80 — S| =

Beweis von Satz 6:

n
Sy 1= Zak lak| < ri
k=1

o0
E 7 konvergiert
k=1

Bem

= Ve >0dng € NVn > m > ng:

n

Z rE < €

k=m+1
= Fiir n > m > ng gilt

n

>

k=m+1

n

n
< Z lak| < Z L < €

k=m+1 k=m+1

(QED)
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Beispiel 8:
n! 1-2-3-...-n 1 2 3 n
an :_n - = e = .= . —
<2/n2=:ir,
o] 2 )
Z — konvergiert
n
n=1
= n! .
= Z v konvergiert
n=1
Beispiel 9:
1 - 1
Ty, =E——— > — =a
" n(n+1) 2n "

o0
E an divergiert
k=1

-y

Quotientenkriterium: a, € C, a, #0Vn € N

divergiert

a
lim L'H:qe(c

n— o0 an
o Fall 1: |¢| < 1
= ap
n=1
konvergiert absolut

e Fall 2: [¢| > 1
oo
= ap
n=1
divergiert

Satz 7: Umordnungssatz
Sei

o0
D an
n=1
eine absolut konvergente Reihe komplexer Zahlen und sei
p:N—=N

eine bijektive Abbildung.
= Die Reihe

Zav( )
n=1

konvergiert ebenfalls absolut und

o0 o0
§ :av(n) = E :a"
n=1 n=1

(0]
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Bemerkung: Sei a, € R,
o0
D an
n=1

konvergiert, aber nicht absolut.
= Vx € R3p : N — N bijektiv, so dass

oo
Z Gp(n) =T
n=1

Beweis: Kolloquium

Beweis von Satz 7:

Sp + = Zak Pn = Zaw(k)
k=1

k=1
s:= lim s,
n—oo
Zu zeigen: p, — S
Absolute Konvergenz:
oo
:Zw—wzml

nekl

3

Za@ \<Z|ag|<c

k=1
N = max{p(1), w(2), o p(n)}

=Y lap)|
k=1

konvergiert.

Beweis: p, — s
Seie>0
Wihle mg € N, so dass Vm,n € N:

(1) n>m >mg

n
€
= Z |ag|<§

l=m+1

(2) Wiéhle ng, so dass

{17 "~7m0} - {Sp(l)’ ) (p(?’lo)}

Dann gilt:

1. Fiirn > my

n n
(1) €
|$r — Smo| = Z ap| < Z lak| < 3
k=mo+1 k=mo+1
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3. Fiir n > ng sei N := max{p(1),....,¢o(n)}
Damit gilt:

pnfsmo‘ =

mo
e(k) — Z e
-1 =1

fiir (k) > mo

ZlaMk | fiir (k) > mo
k=1

< Z |ag|

=mo+1
da mg < p(k) < N fiir jeden Summanden.

1
<

|

da N >n>ng>mg
%3 Fiir n > ng gilt

|S_pn| < |5_3m0|+|5m0 _pn| <e€
~———

<35 3
d.h.
lim p, =s
(QED)
Produkte:
n n n 2n
(Ce) (L) -Sa-X( ¥ o
i=0 j=0 i,j=0 k=0 \i<n;j<n;i+ji=k

g% > an) =Y (iazbk ) = D b

i+i=k k=0 k+i<n

Satz 8: Seien
oo o0
Z aj, und Z by
k=0 =0

absolut konvergente Reihen komplexer Zahlen und sei

m
Cm = Zakbm,k, m=20,1,2, ...
k=0
o0
= Z Cm
m=0

konvergiert absolut und

S (54) (29

m=0 k=0 £=0
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Beweis:

k+4<n

>

n

>

IN

k,0=0; k+£>n

(2@

n<k<n

beschrankt beschrankt

= lim
n—oo

k<n;f<n

ak-bg

k<n;f<n;k+f>n

|ax] - |be

> el

2<4<n

S (5] (B2l

= lim zn:cm = lim (2”: ak> <2": bg)
= <lim Xn:ak) <lim ibg)
n—oo =0 n—oo —o

k=0

(3] (5

4.3 Potenzreihen

ap, 1,02, ... € C
oo
Z anz™ (%)
n=0

Fiir welche z € C konvergiert diese Reihe?

Satz 9: Sei ]

limsup,, . ¥/|an]

R:

(mit § := oo und = :=0)

= Z akbg — Z akbg

= Die Reihe (x) konvergiert absolut fiir |z| < R und divergiert fiir [z2| > R. R

heisst Konvergenzradius.

Beweis:

e 1. Fall: 2| <R

= limsup ¥/ |a,| - |2] = |—;‘ <1

n—o0

= Jp < 1, so dass

limsup /|an| - |2 < p

n—oo
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= dng € N:Vn > nyg

Vlanl-lz[ < p

= lan| - 2" < p"

Vn € N,n > ng gilt nach Majorantenkriterium: Die Reihe

0o
D lanz"]
n=0

konvergiert
= (%) konvergiert absolut.

o 2. Fall: |z| > R
= limsup V/|an|-|z] > 1
n—oo
= dp > 1, so dass
limsup {/|an| - |2| > p
n—oo
lim sup v/|ag| - |z| > p
n—o0 kzn

= dng € NVn > ng
sup v/ |ag| - |z| > p
k>n

= Vn € Ndk € N mit k > n, so dass

Viakl - |z > p

= Teilfolge n1 < ny < n3 < ..., so dass

Vlan,| -2l > p
= Jan, 2" > pF > 1
= Die Folge (a,2")nen konvergiert nicht gegen Null
= Die Reihe () konvergiert nicht

(QED)

Beispiel 1: a, = &,5€Q

ns?

R

1 lim inf 1
= = liminf ——
msupyoo /lan] "o ]
=liminfn* = lim ({‘/ﬁ)é =1
n—oo

n—00

Wir wissen: Die Reihe

konvergiert absolut fiir |z| < 1 und divergiert fir |z| > 1.
Was ist mit |z| = 17

e 5>1
oo Zn
=2 oy
n=1
konvergiert absolut fiir |z] =1
e 0<s<xl1
oo Zn
=2
n=1 n
konvergiert fiir z = —1 und divergiert fiir z = 1.
e s<0
o0 Zn
i _
nS
n=1

divergiert fiir |z| = 1.
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Beispiel 2: a, = %,n =0,1,2, ..
R= lim Vn!=oc
n—oo
das heisst
>4
|
= n!
konvergiert fiir alle z € C.
Quotienten-Kriterium:
z#0
Zn+1
n !
(aznil I
B n+1
= konvergiert.
Definition: Die Abbildung
exp:C—C
die durch .
Z’ﬂ
exp(z) := Z ol
n=0
definiert ist, heisst Fzponentialfunktion.
Satz 10:
e exp(0) =1
o exp(z +w) = exp(z) exp(w) Vz,w € C
Beweis:
eteromt) = (3-37) - (%)
k=0 =0
Sa8 - — 1 1 k, n—k
=5 (S )
n=0 \k=0
S NEN n! k nk)
- Z ! Z AT
— nl (ko El(n — k)
N (tw)n
=2
k=0
= exp(z + w)
(QED)
Korollar:

i) exp(—2) = s
ii) n € N=exp(n) = exp(l)" =e"

=1
ei=> — =exp(1) =271
n=0

iii) s =L €Q= exp(s) =e’

iv) z =iw,w € R=|exp(iw)| =1
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Beweis:
iii) exp(gs) = exp(p) = e” = exp(s)"

= exp(s) = (ep)l/q = P/l = ¢*

2

iv) |exp(iw)|* = exp(iw) exp(iw)

exp(Z) = exp(z) = exp(—iw) exp(iw) = 1
(QED)
exp(iw) = cos(w) + i sin (w)

Definition:
cosw := Reexp(iw)

sinw := Im exp(iw)

81



5 Stetige Funktionen 29.11.2004

5 Stetige Funktionen

TN

/ \J unstetig

xT

f R — R ist stetig an der Stelle zop € R: Ve > 03§ > 0Vzx € R
|z — 2ol <6 = [f(z) — flzo)| <€

Definition: Seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Rédume.
Eine Funktion f : X — Y, heisst stetig an der Stelle xy € X, wenn Ve > 03§ >
0:VzeX

dx (z,20) <6 = dy (f(x), f(w0)) <€
f heisst stetig in X, wenn f an jedem Punkt x € X stetig ist.

Beispiele:

1. Konstante Funktionen sind steig.
Sei yo € Y und f(z) = yoVx € X.

2. Die Identitét ist stetig.
X=Y flz)=azVzeX,0d=c¢

3. Lipschitz-stetige Funktionen sind stetig.
f: X =Y Lipschitz-stetig, wenn 4L > 0 : Vxg,z1 € X

dy (f(xo), f(x1)) < Ldx(zo,21)

|5 — 23| = |zo — 21| - |0 + 21|
< wo — 21| - (J2o| + |21])
< 2|xo — 1]

Lemma 1: Kompositionen stetiger Funktionen sind stetig.

Beweis: Sei f: X — Y stetig an der Stelle o und g : Y — Z stetig an der
Stelle yg = f(z0)-

Behauptung: go f : X — Z ist stetig an der Stelle zg.
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Sei € > 0:
=3dp>0:VyeY

dy (y:90) < p = dz(9(y),9(y0)) <€
=30>0:VzeX

dx (z,20) <0 = dy(f(z), f(z0)) <p
= Fiir alle z € X mit dx(z,2z0) < ¢ gilt

dy (f(x),y0) <p

und daher
dz(g(f(x)),9(yo)) = dz(go f(x),g0 f(xo)) <€
(QED)
Lemma 2: f: X —Y,z0€ X
Aquivalent sind:
i) f ist stetig, an der Stelle xzy.
ii) Fiir jede Folge (zn)nen in X gilt:
lim x, =29 = lim f(z,)= f(xo)
n—oo n—oo
Beweis:
e (i) = (ii): Annahme: f stetig an der Stelle 29 und =, — xg.
Behauptung: f(x,) — f(xo)
Seie >0
Wahle § > 0, so dass Vx € X:
dx(x,l‘o) <= dy(f(x)7f($o)) <€
Wiéhle ng € N, so dass Vn € N
n>ng = dx(Tn, o) <9
= dy (f(zn), f(z0)) <€
das heisst f(zn) — f(zo).
o (ii) = (i): Annahme: f sei nicht stetig an der Stelle z.
f stetigin xg: Ve > 03§ > 0: Ve € X
dx(xz,x0) < 0 = dy(f(x), f(z0)) <€
f nicht stetig in zg: e > 0:Vd>03dr € X
dX(x,Z‘o) <6 und dy(f(l‘),f(l‘o)) > €
Wihle § = L
=z, € X, so dass
1
(s 20) < - und dy(f(za), [ (w0) 2 €
= lim z, # 29
f(zy) konvergiert nicht gegen f(x¢)
— Widerspruch!
(QED)
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Lemma 3: Sei (X,d) ein metrischer Raum und f,g: X — C stetig.
i) f+g,fg: X — C stetig
ii) |f],f: X — Cund Ref,Imf : X — R sind stetig
iii) Sei Xg:={zx € X | g(x) # 0}, dann ist f/g: Xo — Y stetig
Beweis:
i) z, —» x

= f(zn) = f(z), 9(zn) — g(z)
= flzn) + g(wn) — f(z) + g(2)
= f(zn)g(wn) — f(x)g(z)

Also folgt Stetigkeit von f + g und fg aus Lemma 2.
ii) Genauso
iii) Genauso
(QED)
Beispiel 1: f:CxC —C, f(z,w) =z +w.

(2n,wn) = (2, w)
= 2, — 2Z,W, — W

= Zp tw, — z2+w
= Stetigkeit nach Lemma 2.
Genauso f(z,w) := zw.
Beispiel 2: Polynome sind stetig.
f:C—=C fR)=as+ar1z+ ...+ a,2"
(nach Lemma 3)
Beispiel 3: f:[0,00) = [0,00), pe N
f@) = ¥z
(nach Lemma 2)
Beispiel 4:  f, : [0,1] — [0,1], fn(x) := 2™

Y

f:
i
[
1 x
fm e = § 927

= f ist nicht stetig (an der Stelle z = 1).
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Definition: Seien (X,dx), (Y,dy) metrische Rdume und f, : X — Y eine
Folge von Abbildungen f: X — Y.

i) Die Folge (fn)nen konvergiert punktweise gegen f, wenn Vo € X
lm £, (x) = £(2)
das heisst Vo € X Ve >03dng e N:Vn e N
n > ng = dy (fo(x), f(x)) <e

ii) Die Folge (fn)nen konvergiert gleichmdssig gegen f, wenn
Ve >03dng e N:Vn € NVx € X

n=mng = dY(fn(x)vf(x)) <€

Satz 1: Sei f, : X — Y eine Folge stetiger Abbildungen, die gleichméssig
gegen f: X — Y konvergiert.
= f ist stetig.

Beweis: Sei zg € X und € > 0.

=IneN:Vre X
dy (fa(z), f(2)) <
Wihle § > 0, so dass Vo € X

dx($7.’170) <d= dY(fn(m)’fn(xO)) <

¢
3

wl o

= Vz € X mit dx(x,zq) < ¢ gilt (Dreiecksungleichung)
dy (f(x), f(z0)) < dy (f(2), fn(2)) + dy (fu(@), fn(20)) + dy (fa(0), f(20))

<<+
3

™

w
w

(QED)
Spezialfall: Y = C
Definition: Seien
F(X) : = {Funktionen f: X — C}
C(X):={f:X — C|f ist stetig und beschrénkt }

Vektorrdume. ¢(X) ist ein linearer Unterraum von F(X) (¢(X) C F(X)).
f X — C heisst beschrdnkt, wenn 3¢ > 0: Vo € X

|f(z)| < e
Die sup-Norm auf ((X) ist definiert durch
0 < [f]l:= sup [f(z)| < oo
reX

Dies ist eine Norm:

o |IFIl=0
Ifl[ =0« f(x) =0z e X
(folgt durch “scharfes hingucken”)

o [[MI=IAl-[[f[VA € CVf € ((X)
(folgt durch “scharfes hingucken”)

o |IF+gll <A+ llgllVF g € ((X)
Beweis: |f(z)| < ||f||Ve € X

= [(f+9)(@)| < [f(@)| +1g@)| < |[fI[ + llg]| vz € X
= jggl(erg)(w)\ < |I£[1 + llgll

= |1 +gll < [If1]+ llgll
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Satz 2: ((X) mit der sup-Norm ist vollstindig.

Bemerkung: Ein vollstindiger, normierter Vektorraum (V,|| - ||) heisst Ba-
nach-Raum.

Beweis:

L fo, fed(X),neN
Dann gilt: f,, — f in sup-Norm < Ve > 03dng e N:Vn € N

n2n0:>‘|f_fn”§6
& Ve>0dng e N:VneNVr e X

n>ng = [f(z) = fu(z)] <€

< fn konvergiert gleichmissig gegen f

2. Sei (fn)nen eine Cauchy-Folge in ¢(X)

[fn(@) = fm(@)] < || fn = Fll

= Die Folge (f,(x))nen ist eine Cauchy-Folge komplexer Zahlen fiir jedes
rzeX.

= Die Folge (f.(x))nen konvergiert fiir jedes z € X.

Definiere f : X — C durch

f(x):= lim f,(x)

n—oo

Behauptung:
fedX) f=fall>0

Sei € > 0.
= dng e N:Vn,m €N

n,m Zno = [|fn — fmll <€
= Fiir jedes x € X und jedes n > ng gilt
(@) = f@)] = i [fa(@) ~ fu() < D [|fo— full <
Wir haben gezeigt, dass Ve > 03ng € N:Vn >ngVe € X

[fn(z) = f(z)] <€
= f, konvergiert gleichméssig gegen f.
Sal . .
= f ist stetig.
Ausserdem:
lf(@)] < | f(z) = fu(@)| + | fn(2)|
—_———— ——
<e <Ilfxll
= [[fI < [ fnll + e

= f ist beschrankt.
= fed(X)
Und damit gilt:
1fo = fIl =0

Wir haben also gezeigt, dass jede Cauchy-Folge in {(X) konvergiert, d.h.
¢(X) ist vollstandig.

(QED)
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5.1 Potenz-Reihen

FE) =Y ()
n=0

ag, a1, as, ... € C

Konvergenz-Radius
1

limsupnﬂoo n\/ |a’n|

Satz 3: Die Formel (x) definiert eine stetige Funktion

f:{zeC||z|] <R} —C

R:

Beweis:

o\

Sei0<r<Rund X, :={z€C||z| <r}
Definiere f, : X, — C durch

n
fn(2) = Zakzk, |z| <r
k=0

Behauptung: f, ist eine Cauchy-Folge in {(X,.).

Beweis: Wéhle p > R, s.d.

"<t
5 <P

= rlimsup V/|a,| = ;—% <p

=dNeN:VYn>N
TV |an] < p=1"a,| < p"
Sei € > 0. Wahle ng € N, s.d.

no+1

nozN,l <e€

= Fiir z € C mit |z| <r und n,m € N mit n > m > ng gilt:

n
E akzk
k=m+1
n n

S a2 F < Y

k=m+1 k=m+1

|fn(z) - fm(z)| =

IN

IN
)
Ea
I
Ju—y
|
S
|
—_
|
S

<
=15,
= ||fn - fm” <€
fiir n > m > ng (Cauchy-Folge in C)
2 Die Cauchy-Folge f,, konvergiert gegen f in ((X,)
= f ist stetig in X,,, Vr < R
= [ ist stetig in {z € C | |z| < R}
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1

Beispiel: a, = 7, R = oo (Exponentialfunktion)

o n

exp(z) := Z %

n=0

ist stetig auf ganz C.

Satz 4: (Zwischenwertsatz)
Seien a,b € R mit a < b und f : [a,b] — R eine stetige Funktion.
Sei v € R mit f(a) < < f(b) (oder f(a) =~ = f(b)).

= 3dce€la,b]: flc)=7

Beweis: Sei X := {z € [a,b]|f(z) <~}
= X # & (da a € X) und beschrénkt.
Definiere
c:=supX € [a, b

Schritt 1: f(c) <~
= Ve >0dx € X:
c—e<zx<c

= Vn € Ndz,, € X:

1
c——<x,<c
n

1
=z, —c=c—z, < —VneN
n

= lim z, =c¢

n—oo
f stetig
=

fle) = Tim f(zn) <~

n—oo

Schritt 2: f(c) >

e 1.Fall: ¢c=b
= fle)=f(b) =~
e 2 Fall: c< b
=c+—-<b
n
fiir grosse n
1
c+—¢X
n
1

wenn n gross

Nach Schritt 1 und 2 gilt

(QED)

Korollar: Sei f: [a,b] — [a, ] stetig.
= f hat einen Fizpunkt, das heisst 3z € [a,b], so dass f(z) = z.
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Beweis: Sei

stetig. Es gilt

g(a)=fla)—a=0  g(b)=f(b)-b<0
b
aa b

= g(b

)
Nach Zwischenwertsatz (Satz 4) Jx €
= f

<0< g(a)
[a, ]sodassg() 0
€

) =
(QED)

5.2 Topologische Begriffe

Sei (X, d) ein metrischer Raum

B.(r) :={y € X|d(y,r) <r}

“offener Ball”

Definition: Eine Teilmenge U C X heisst offen, wenn
VeeUJe>0:B(zx)CU

= Teilmenge, die den “Mengen-Rand” nicht enthélt.

gehort nicht zu U, sein Ball
enthélt Punkte ausserhalb

Bemerkung:
1. Jeder offene Ball ist offen.
Beweis: U = By.(x)

Seixz e U
= d(z,z0) <T

Sei € :=r — d(z,x0) > 0, dann gilt Vy
y € Be(z) = d(z +y,z0) < d(z,x0) +d(y,x) <r
——
<e
=y € B,.(x)
= B.(x) C B.(x)=U
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2. @ und X sind offen.

3. Uy,...,U, offen
=U:=U;NnUsN..NU, ist offen.

Beweis: Sei x € U

=szxelU,i1=1,...n
=VeeU3e >0: B, (z) CU;

Sei € := min{ey, ..., e, } < € Vi

= B.(z) C B, (x) C U; Vi

= B(x)C (Ui =U
i=1

4. I beliebige Menge. Fiir jedes ¢ € I sei U; C X offen
=Jui=U
i€l
ist offen.

Beweis: Sei x € U

=>dieclsdzel;
=3Je>0:B(z) CU;
= B.(x) CU

5. Offene Intervalle:
2, R, (a,b), (—00,b), (a,0)
Beispiel: Sei U; := (—1/i,1/i) = By;;(0) CR
={z eR||z| < 1/i},i=1,2,34,..
U, ist offen Vi € N o
m Ui = {0}
i=1

ist nicht offen.

Definition: Ein topologischer Raum ist ein Paar (X, %), wobei X eine Menge
ist und % C 2% eine Menge von Teilmengen von X ist, so dass

i) 9, X e¥
i) Ur,.Up,e% =N U €%
iii)Uie%fﬁI‘iEI@U U ew

Die Elemente von % heissen offene Teilmengen von X.

icl

Definition: Sei (X, d) ein metrischer Raum.
Eine Teilmenge A C X heisst abgeschlossen, wenn fiir jedes x € X gilt:

B(x)NA#@Ve>0=>zx€c A

U

'é

Bei abgeschl. Mengen gehoéren
die Randpunkte dazu
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Beispiel:
i) @ und X sind abgeschlossen

ii) Abgeschlossene Intervalle:

Z, R, [a,b], [a,00), (—o0, b

iii) Weder offene, noch abgeschlossene Intervalle:
[a,b), (a,b]
Lemma 4: Sei (X,d) ein metrischer Raum und A C X.
Aquivalent sind:
i) A ist abgeschlossen
il) X\A ist offen

iii) z, € AVn € N und lim,,_, o, ©,, = z, dann folgt x € A

Beweis:
e “i) = iii)”: Sei x,, € AVn € Nund lim, oz, =z
=Ve>03neN:d(z,,z) <e

=Ve>0dneN:x, € B(z)NA
= B(r)NA# IVe>0

i—;xeA

o “if) = ii)”: Sei z € X\ A.
Behauptung: 3¢ > 0: B(v) NA =@

Annahme: Ye > 0 ist Be(z) N A # @
Sei z,, € AVn € N und

lim z, =x
n—oo

>z ¢ A dax € B(zx) und Bo(z) NA=02Ve >0
— Widerspruch zu iii)!

o “li) =1)": Seix € X, so dass Bc(z) NA# @Ve >0

= Be(z) ¢ X\AVe >0
=z ¢ X\A
=>z€A

(QED)

Beispiel: (Kantormenge)
Die Kantormenge ist abgeschlossen.

K:ﬁKn
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Bemerkung:
i) @ und X sind abgeschlossen

ii) Aj,..., A, abgeschlossen

abgeschlossen.

iii) A; abgeschlossen Vi € T

jﬂAl

iel

abgeschlossen.

Lemma 5: Seien (X,dx), (Y, dy) metrische Rdume und sei f : X — Y eine
beliebige Abbildung.
= Aquivalent sind:

i) f ist stetig
ii) U C Y ist offen = f~1(U) C X ist offen

iii) A CY ist abgeschlossen = f~1(A) C X ist abgeschlossen

Erinnerung: Fiir f: X — Y und Z C Y definieren wir
F7UZ) = {z € X|f(2) € Z}

Beweis:
e “I) = ii)”: Sei f stetig und U C Y offen

Zu zeigen: f~1(U) ist offen
Sei z € f71(U)

= f(x)eU
= 3e>0:B(f(x)) CU

Tee 55 5 0 vl € X
dx(z,2") <6 =dy(f(z), f(z')) <e

das heisst
f(@') € Be(f(z)) cU
= Vo' € X gilt
dx(z,2') <6 =2 ¢ f~HU)
= Bs(z) € f71(U)
Da z € f~1(U) beliebig war, ist f~(U) offen.
e “ii) = iii)”: Sei A C Y abgeschlossen

hepd Y\ A ist offen

W f1(Y\A) = X\F1(4) ist offen
Lemd f~1(A) ist abgeschlossen

e “iii) = ii)”: Genauso
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e “ii) =1)”: Sei g € X und € >0
= Be(f(z0)) C Y ist offen

W 20 € F71(B(f(x0))) C X ist offen
= 38 > 0: Bs(wo) C f1(B(f(0)))
= f(Bs(z0)) C Be(f(20))

das heisst Vo € X gilt
dx (2, 20) <0 = dy(f(z), f(z0)) <€
(QED)
Beispiel: Sei f: X — R stetig

{z € X|f(z) <c} = ((=00,0))
——

offen offen

Definition: Sei (X, d) ein metrischer Raum.
Eine Teilmenge K C X nennen wir kompakt, wenn jede Folge (x,,)nen in K eine
Teilfolge besitzt, die gegen ein Element von K konvergiert.

Lemma 6: Seien X,Y metrische Rdume und sei f: X — Y stetig.
i) K C X kompakt = f(K) kompakt
ii) K C X kompakt = K abgeschlossen

iii) K C X kompakt und A C K abgeschlossen = A kompakt

Beweis:
i) Sei (Yn)nen eine Folge in f(K)
= Vn € N3z, € K : f(z,) = yn

= 3 Teilfolge (2, )ieny Iz € K so dass x,, o0

f stetig
=

yn, = Fan) = f(a) € f(K)
Also ist f(K) kompakt.
ii) Sei (zn)nen eine Folge in K

lm z, =z€ X
n—oo

Klpkt 5 Teilfolge (zy,)ien, so dass

r=lim x,, € K
1—00

=>zeK

iii) Sei K kompakt, A C K abgeschlossen und (z,,),ecn eine Folge in A.
Kkpkt 5 Teilfolge (zn,)ien in K

. Aab
=2, CAVieNZ®zc A

(QED)
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Satz 5: Seien X,Y metrische Rdume, f : X — Y stetig, bijektiv und sei X
kompakt.
= f71:Y — X ist stetig.

Beweis: Zu zeigen: U C X offen = f(U) C Y offen
Sei U C X offen

(Lemma 4) = X\U abgeschlossen
(Lemma 6 iii)) = X\U kompakt
(Lemma 6 1)) = f(X\U) kompakt
(Lemma 6 ii)) = f(X\U) = Y\ f(U) abgeschlossen
) =

(Lemma 4) = f(U) offen

Also ist f stetig (nach Lemma 5). (QED)
Satz 6: (Heine-Borel)
Sei K C R", dann gilt

K ist kompakt < K ist abgeschlossen und beschréankt

Beweis:

e “=": K ist abgeschlossen nach Lemma 6.

Annahme: K nicht beschriankt.
=Ve>03z e K : |z| > ¢

Seic=keN

=Vk e NIz, € K : |zg| >k

= Keine Folge von (xj)ren ist beschrinkt
= (zk)ken hat keine konvergente Teilfolge
— Widerspruch!

e “&”: Sei K abgeschlossen und beschriinkt und (zy)ren eine Folge in K.

K heseh™ 3 Yonvergente Teilfolge (g, )nen (Bolzano-Weierstrass)

z:= lim zp, € R"
{—o00

K ab
25 reK

(QED)
Beispiel: Die Kantormenge ist kompakt.
Kompakte Intervalle: o, {a}, [a,]]

Satz 7: (Minimum/Maximum)
Sei (X, d) ein metrischer Raum, @ # K C X kompakt, f: X — R stetig.
= zo,21 € K, so dass

f(zo) < f(x) < f(z1)Vz € K

Beweis: Sei K kompakt und f stetig

= f(K) C R ist kompakt

20 f(K) ist beschrinkt

= —oo < sup f(K) < o0
¢1 = sup f(K) .
=VneNdz, e K:c; — — < f(z,)
n
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K lpkt 5 konvergente Teilfolge (2, )nen
= dr, € K : kllngoxnk =
TE f(an) = lim (o) = e
= f(z) < flz))Vr e K
(QED)

Erinnerung:
f: X —>YstetigeVege Xe>030 >0: Ve e X
dx(xz,z0) < 0 = dy (f(x), f(z0)) <€
Definition: f heisst gleichmdssig stetig, wenn gilt
Ye> 030 >0:Vr,2' € X
dx(z,2") <6 = dy(f(z), f(z") <e

Satz 8: Sei f: X — Y stetig und X kompakt.
= f ist gleichmissig stetig.

Beweis: Annahme: f ist nicht gleichméssig stetig.
=3Je>0:¥5>03z,2' € X:

dx (w,2) <0, dy (f(x), f(2')) = €

5=1
=" Jz,, 2], € X:

/!

Ax (s ) < =, dy (F ), £(2) 2 €

X kpk .
=2kt 3 konvergente Teilfolge (z,,)ien
x:= lim x,, = lim 2],
11— 00 1— 00

f stetig
=

f(@) = lim f(x,,) = lim f(z),)
— Widerspruch zu d(f(xn, ), f(zn,)) > € (QED)

Beispiel: Sei X = (0,1 und Y =R

1
f
0 1 1 1
%5 i !
@) 22n+l (.’L’ - 227%) 22&+1 <z< 2%71
€Tr) =
2% (227,;_1 - l‘) 22% <z < 227—}_1
f nicht gleichméssig stetig (nur stetig).
1 1
/(&)1 s () -0
1 1 1 1 1
‘f (ﬁ>—f<—22n1>’=1 Jon " gant| = g2n 0

e=1%36
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5.3 Die Exponentialfunktion

exp: C—C

oo

" .
exp(z ).:Zﬁzze

n=0

Zi'—exp

Eigenschaften:

1) exp: C — C ist stetig

2) exp(0) =1
exp(z + w) = exp(z) - exp(w) Vz,w e C

3) Limes

lim SR =L

R

Beweis:
3) Zu zeigen: Ve > 036 >0:Vze€ C
-1
O<|z|<5:>e 1'<e

e —1 1 > Ooznfl
z 71:;.7;77 72 n! 1:; n!

—1+Z+22+Z3+
N 2! 3! 4'
e* —1 |z|*1 n
Z_1‘<Z Z|z| —7‘ < 2|7
n=1 n=1
fiir [2] <
€
=0=_
2
falls e < 1.

(QED)
Satz 9: Sei f: C — C eine stetige Funktion, so dass Vz,w € C

fO) =1 fz+w)=f(z) f(w)

m L1y
z—0 z
27#0
dann folgt
J =exp
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Beweis:

Sei

Es gilt:

. . Zn
lim z, =z lim —
n—o00 n—oo 2z

Ausserdem:

Behauptung: z, € C

lim z, =z= lim (1 + @) = exp(z)
n

n—oo n—o0

Also f = exp.

Beweis: Sei € > 0.
Wihle ng € N, so dass

Z (Jz[+1) <€
k! 3
k‘:’no
und Vn > ng
2| < l2[+1

= fiir n > ng

k
no—1 k k n k o0 k
< no 2 =
= <k)n z'+z<kz) DR
k=0 k}:no k}:’no
———
<3 <3 <3
Term 1:
n\ 1 _ n! 1
k)nk  kl(n—k)! nk
- n-(n—1)-..-(n—k+1)
N k! nk
1 n n—-1 n—-1 n—k+1,-00 1
= . . . o e
kKl n n n n k!
no—1 k k
. n\z, 2"
= Jim > (k)m—ﬁ =0
k=0
dnqy > ng : Vn > nq
ni_:l (n) 22k e
nk k| T3
— k)n k! 3
Term 2 & 3:
- n! Fo N~ Ll (Iz[+1)" €
Z kl(n — k)lnk |zl < Z o= Z ]
k=ng k=ng k=ng

(QED)
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Bemerkung 1:

. ntt er x )
er > —Vr>0=—>—— = lim —

T
=0

Bemerkung 2: |z| <1

L ok ||+ 2] 22
' - K - M < 1 e
) I;Jk! kzznﬂ’“ (n+1)!< a2 T mr9ms) T )

DGy U S S S P e
~ (n+1)! 2 4 8 )7 (n+1)

Abschétzung des Fehlers:
2 1 1

<7 7360-7 © 2000

Satz 10:

i) zeR
=exp(z) ER exp (z) >0

ii) exp ist monoton wachsend

x <y =exp(z) <exp(y)

iii) exp : R — (0, 00) ist bijektiv

Beweis:

i) zeR

i) x>0
2 2

X
:>exp(x):1+m+§+§+...

>14+x
>1=exp(0)
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y>x
=y—z>0
=exp(y —x)>1
exp ()
= —z) = 1
exp(y) exp(—z) xp(z)

= exp(z) < exp(y)

iii) Injektiv: x #y
= entweder x < y oder x >y
= entweder exp(x) < exp(y) oder exp(z) > exp(y)

= exp(x) 7 exp(y)
Surjektiv: Vy > 03z € R:exp(z) =y
—LFl:y=1=2=0
— 2. Fall: y > 1

exp(0) =1
2
Y
' + ..

exp(y) =1+y+ = o

>y

= exp(0) < y < exp(y)
Sa4
= Jr €[0,y] :exp(z) =y
-3 Fall:0<y<1

=3JzeR:exp(z) =

< =

(QED)

5.4 Der natiirliche Logarithmus
log :=exp ':(0,00) — R

log(y) =z o y=c" y=e%%Y  z=loge"

Bemerkung 1:

i)0<z<y=logz <logy

iii

i)

ii) log ist stetig
i) log(zy) = log(x) + log(y)
)

iv
log(z + 1)
m— =

x—0 x
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Beweis:
Ho<z<y

T = 6logx <y= elogy

= logx < logy

ii) Sei a < b und [a,b] kompakt
exp |(ap) : [a,b] — [e%, €]

ist bijektiv und stetig

20 Jog = exp'e”, €] — R

= 10g |[ea ev) I8t stetig fiir alle a < b
Fiir ein beliebiges y > 0 wihle a < b, so dass e® < y < eb
= log ist stetig an der Stelle y
= log stetig
iii) log(zy)
elog(wy) = qy = elog xelogy — elogw—i—logy

= log (zy) = logx + logy

iv) Sei z, € R, z, # 0 und z,, — 0.
Sei yy, :=log (1 + z,,)

= Yn Yn = ! — 1
T, e¥yn —1 (eyn—1)
Yn
(QED)
Bemerkung 2:
. logzx
Beweis:
¢ y—oo :syiz(logm) a0 élogx*oso
y" ey x Y
(QED)

Bemerkung 3: Fiir a > 0 und z € C definieren wir
z zloga

a” =e

Dann gilt:
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Beweis:
i) Definition
ii) Definition
iii) loga®* = zloga

= (az)w — ewloga — e(wz)loga — gV

(G,b)z — 7 log(ab) _ ezlog atzlogh _ e log ag? logb __ a?b?

Bemerkung 4: n® = ¢*!°8" ist wohldefiniert fiir jedes s € C.

konvergiert absolut fiir Res > 1.

Bemerkung 5: Potenzreihen-Darstellung (Siehe Konigsberger)

_1n+1n 2 3 4
Gt i R S A A

log(1+2) = Z 5 3 1
n=1

n
tog (LE2) g (o @4 20
S\1—2)  “\"Tg Ty T

1§1—|—x
3 1—=x

=2

5.5 Trigonometrische Funktionen

Erinnerung: Firz eR

|eix|2 _ eiwe—im =1

Definition: Die Cosinus-Funktion und die Sinus-Funktion sind definiert durch
cosz := Ree™ sinz := Ime®
Direkt aus den Definitionen folgen:

e = cosx +isinx (1)

cos?z +sin?z =1 (2)

Bemerkung 1:
cos0=1 sin0 =0

Beweis:

(QED)

Bemerkung 2:

cos (x +y) = coszcosy — sinxsiny

sin (z + y) = coszsiny + sinx cosy (3)
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Beweis:
cos (& + y) +isin(z + y) = !@+Y)
_ em’ezy
= (cosx + isinz)(cosy + isiny)
Real- und Imaginérteil vergleichen! (QED)

Bemerkung 3:

lin%) =1 hr% =0 (4)
70 T 70 T
Beweis: .
w1 -1 -0
e ‘ :cosx ‘—&—zsmx 7 =140
1T X z#0

(QED)

Bemerkung 4: Potenzreihen-Darstellung

0 (Z.T)Qk > . x%
DR
P=20 ,
2 @2k) T A (2k)
.’L’2 33'4 1’6
iz _ iz e 2k+1
= ame 2 kZ:O( Ty
3 5
P + = +
3! 5!

1. Beide Reihen konvergieren absolut fiir alle = € C.
Wir konnen also cos und sin als Funktionen von C — C betrachten.

2. (3),(4) gelten fiir diese erweiterten Funktionen.

Lemma 1: Fiir 0 < 2 < 2 gilt:

i) Cosinus:
T PRI
— — < cosT - — 4+ —
2 2 24
ii) Sinus:
3 .
r—— <smr<<x
6
Beweis:

i) Cosinus: Alternierende Reihe

z? gt
cosz =1— o1 + o
ii) Sinus: Alternierende Reihe
3 2b
WS Ty
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1 1‘2 + ZL‘4
T2 T 21 23
B Y, Xr — 6
/ sin(z)
I T T T T
44\_>{ ) )
—9 4
4 L
(QED)
Korollar 1: 0<z <2
z3 x? x
>r——=z(l——|>->0
7% x( 6> =3

=sinz >0

Korollar 2: 0<ax<y<2
= COST > COsY
(cos ist monoton fallend im Intervall [0, 2])
Beweis: 0<z<y<2
cosx — cosy = 2sin Ity sin (222 >0
2 2
a+b=y
b—a==x
(QED)

Korollar 3:
1. 3! Nullstelle von cos im Invervall [0, 2]
2. sin(g) =1
Die Abbildung
R— S
I i

mit S’ = {z € C||z| = 1}, hat die Periode 2.

3. cos (z ) = —sinz
sin (z + —) =cosz
cos(z+7m)=—cosz

sin(z+7) =—sinz

(
cos (z 4 2m) = cos z
sin (z + 27) = sin z
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Beweis:
1. Eindeutig, da monoton fallend

@ <1 4016, 2 2 1,
Ccos — 4+ =1 2 _ 4 _ =
2 24 3 3- 73

cos(0) >0

4 3 Nullstelle
% := Nullstelle von cos im Intervall [0, 2].

2. sin(%) =1:
coszersinQE :siHQE =1
2 2 2
sineg >0fir0<ax<2
e’z :cosz—i—zsin—:z
2 2

1 .
eﬂ'i eZTri

2T

cos(z) e’z
= 6i(m+27r) _ eiEGQTri _ eix Ve e C
3. cos (z + %)

ei(z—i—%) + e—i(z-‘r%)

(:+3)
coslz+ =)=
2 2
Z'eiz _ ,L'efiz
B 2
eiz _ e—iz
N 2i
= —sinz
Rest genauso!
(QED)
Zusammenfassung:
6z+27ri — GZ

cos (z + 2m) = cos z

sin (z 4+ 27) = sinz

Satz 11: Vz € R gilt:
sinzx=0&ax=km, keZ

cossz(:)a::g—l—kﬂ',kGZ
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Beweis:

o “&":cos(F)=0,sin0=0

= COs 3—7T ——COS(E)—O
2 ) 2/

:>cos(g+k‘7r> =0VkeZ

=sinm=—sin0=0
= sin(kr) =0Vk € Z

o “=":Seiz € R mit cosz =0

s _x

2. =5 <x<0=cosx =cos(—x) >0

cos(—x) 4 isin(—z) = e = ¢i® = cosz — isinz
= cosz = cos(—x)

= sinz = —sin(—x)
Wiéhle k € Z, so dass x — km € (f%,g], cosz =0

= cos(z —kmr) =0

T
—km = —
= T 9
das heisst
—k = _E + l
o T 2
(Gauss-Klammer)
r €R
sinz =0

s .
:>cos(x—|— 5) = —sinz =0
=z € Zr = {kr|k € Z}
(QED)

Korollar 1: 27 ist die kleinste Periode von cos: R — R und sin: R — R

Beweis: cos
Wir haben gesehen:

cos0=1 coszzo
2
3T s
cosm = —cos0=—1 cos7:—cos§:0

Sei 0 < p < 2m, so dass Vo € R
cos(z + p) = cosz

= (W—s—)— 7T—O
0082 p—COSQ—

SglpEZﬂ'@pe {m, 27}
cosp=cos0=1 cosm = —1

=>p#ET=>p=27
(QED)
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Korollar 2: Vz € C gilt
e =1& z =2mik
fiir ein k € Z
Beweis:
o “<":cos(2m) +isin(2m) =1
— o2mik _ (627Ti>k7 -1
e “=7:Sei z€ Cmite*=1

z=x+ 1y

=1=¢e"=e"" =e"(cosy +isiny)
=1=le’|=€",z€R

=z=0

= cosy +isiny =1

cosy=1 | saj1 cosy=1
= siny()}:> yezw}:yGZZw
(QED)
Korollar 3: Vz e C gilt:
cosz=0=z€R
sinz=0=2z2€R
Beweis:
1z efiz ) .
sihz=—————=0=e%=¢%
21
= e?iz — eizeiz _ eize—iz -1
K29z € 2miZ
=zeZrn CR
1z —1z
cosz = % =0=e¥=—-¢e"
= 621'2 _ eizeiz _ _eize—iz ——
o p2iztmi _ omig2iz _ 2z _
8% 9i2 + mi € 2miZ
=z € g +Zmr CR
(QED)

Satz 12: Polarkoordinaten
Fiir jede komplexe Zahl z € C gibt es eine reelle zahl ¢ € R, so dass

z=re ri= |z
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Beweis: Wir nehmen zunéchst an, dass |z| = 1.

Zu zeigen: Jp € R, so dass z = e'?
Sei z = x + iy, dann gilt 2% + % = |2]2 =1

e 1.Fall: x>0,y >0
0<zx<l1

= Jp € [0,%] icosp ==
yP=1—-2>=1—-cos®’p=sin’¢p
y>0,sinp>0=y=singy

e 2. Fall: x <0,y >0
= Nach dem 1. Fall fiir —z 4+ iy gibt es ein ¢ € R, so dass

cosy = —x siny =y
Sei p:=m—
= cos p = cos(m — ) = cos(¢p — ) = cos(¢ + ) = —cos(¢) = x
sinp =sin(r —¢) = —sin(¢p —7) = —sin( + 7) =sinyy =y

e 3. Fall: y <0 (1. & 2. Fall & y > 0)
Nach 1./2. Fall 3¢, so dass

cosy == siny = —y
= Fiir ¢ := —1) gilt
cosp =cosyY =x
sinp = —siny =y
Damit ist Satz 12 fiir |z| = 1 bewiesen.

Sei z € C beliebig.

z

= =1

1

= Jp € R, so dass

Zo_ i o= |z|e%®
E
(QED)
Satz 13: Fiir jedes n € N und jedes ¢ € C gibt es ein z € C, so dass
" =c
Beweis: Nach Satz 12 Jp € R, so dass
c=|cle*?
Sei z := {/]c] - e
=" = (" |e| ef) = (” |c|) (e%) = |c[e’? = ¢
(QED)

Satz 14: Fundamentalsatz der Algebra
Jedes nicht konstante Polynom hat eine Nullstelle.
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Beweis: Sein € N und ag,a1,...,a,-1 € C und
p(2) = 2"+ an_ 12"+ .+ a1z +ag

Sei A :=|ag| + |a1| + ... + |an—1], R := max{1,2A} und

aog a an—1
r(z):= n + g + .t —

z#0

=p(z) =2"(1+7r(2))
Betrachte |z| > R

|a0\ |an,1\ A 1
=r(z)| < —+...+ =—=<c
E EREEE

1

4|2 1 () >

= Fiir |z| > R gilt
n R

P = el () 2 2 B

Die Menge
K :={zeC||2| <R}

ist abgeschlossen und beschrankt.

(Heine-Borel) = K ist kompakt

Sa7
2 3z € K, so dass

Ip(20)| = min Ip(2)]

Wir wissen

[p(0)] = |ao] < A= |p(20)| < [p(0)] <A< |p(2)|Vz & K

= = mi
Ip(20)] min Ip(2)]

Behauptung: p(zg) =0

Annahme: p(zg) # 0
Definiere:

q ist ein nichtkonstantes Polynom und

1= 1q(0)

<lg(w)[vw € C

beC,b#0
q(w) = 1+ bw* + THO

THO — Terme hoherer Ordnung

Nach Satz 13 36 € C, so dass

1
ﬂk = _ga /6 7& 0
k
= q(w) =1 - (%) +THO
r(w) : = q(fw)

nicht konstantes Polynom

=1=|r(0)| < |r(w)|Vw € C
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und
r(w) =1 —w® + THO
=1 - w + W s(w)
5 : C — C Polynom
B :={z € C||z|] < 1} kompakt (Satz 6)

s|lp : B — C stetig
Sa7

= Jc > 0, so dass
|s(w)| < eVw € B
= Fiir 0 <w < 1 gilt
[r(w)] = |1 = w + w**s(w))|

< 1= w¥| + " s(w)]

<1 —wf|+whle

=1—wF+wktle

=1 —w"(1—cw)
Wihle ein w € R, so dass 0 < w < %

=1—-cw>0
= w"(1 - cw) >0
= r(w)] <1—wf1—cw) <1

— Widerspruch! (QED)
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6 Differential-Rechnung

6.1 Definition der Ableitung
Y

f(z)

f(xo)

g T L

Was ist die Steigung von f an der Stelle zy?
Steigung der Sekante:
f(@) — (o)

r — X

— Differenzenquotient

Definition: Sei a < bund f : (a,b) — R|C eine Funktion.
f heisst differenzierbar an der Stelle ¢ € (a,b), wenn es eine Zahl A € R|C
gibt, so dass Ve > 036 > 0: Vx € (a,b) gilt:

das heisst, der Limes
G R C
T—Zo T — X9

existiert und wir nennen ihn die Ableitung von f an der Stelle xy.

Bezeichung:
f/(xO) — lim f((E) B f(xo)
T—To Tr — X9
oder auch af
flwo) - (@0)
Beispiel 0: (Physikalische Interpretation der Ableitung)
s(t) — s(to)
t—to

Im Zeitinervall [tg,t] durchschnittlich pro Zeiteinheit zuriickgelegte Strecke.
s(t) — s(to)
t—to t—to

Geschwindigkeit zum Zeitpunkt tg.

Beispiel 1: f:R — R mit f(z) =3
f(@) = f(zo)

r — X
= f/(l‘o) =0Vzy €R

Beispiel 2: f:R — Rmit f(z) ==z
f(z) = f(zo) _T %o

r — X r — X
= f/(.%‘o) =1Vzg eR

=1
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Beispiel 3: f:R — R mit f(z) = 22
flx) = f(zo) _

2

2
T~ — Xy

X — X

= f/(l‘o) = lim (J,‘ + xo) =2x9Vrg € R
T—x0

=T+ 2

r — X

Beispiel 4: f:R — R mit f(x) =e*

f(x) — f(xo) B ew — elﬂo ew0+h _ e:vo s eh _ 1
T — T T oxz—xz9 h B h
er — e®o el —
= f'(z0) = lim =" lim =e"Vzo e R

r—ro T — X

Beispiel 5: f:R — R mit f(x) =cosz

fle+h) - fz)

_ cos(z + h) — cos(x)

h h
cosx cosh —sinxsinh — cosx
h
cosh —1 . sinh
=cosxr——— —sinx
h h
= Die Funktion x — cosz ist differenzierbar und
/
— cosx = cos' (x
e (z)
i 8 (x 4+ h) —cosz
= lim
h—0 h
. cosh—1 . . sinh
=coszx lim ——— —sinzx lim ——
h—0 h—0 h
= —sinz
Genauso
— sinx = cosx —cosr = —sinx
dx dx

Beispiel 6: f(z) =logz

flx+h)— f(x) _ log(x 4+ h) — log(x)

h

= log'(z) = lim

Beispiel 7: f(z) =2",neN

n n
2" — g

Tr — X

Behauptung: Gilt auch fiir n € Z

=" " 2 L g S

h

l10 Tth
h & T

1 h
21 14 =
h Og( *x)

1 (log(1+ h/x)
()
log(x 4+ h) — log x
h—0 h

1. log(l+h/z
1
z

n—1 T—To
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Beispiel 8: f:R — R mit f(z) := |z|

i |z|

Betrachte zg = 0
NCET Ut

z—0 1, <0

konvergiert nicht fiir z — 0, das heisst f ist an der Stelle 29 = 0 nicht differen-
zierbar.

Beispiel 9:

Betrachte ¢ = 0

Tr — X

konvergiert nicht fiir x — ¢ = 0.

Ubung: Sei f: R — C differenzierbar an der Stelle z.
= f ist stetig an der Stelle .

Lemma 1: Seien a,b € R, a <b, f: (a,b) — R eine Funktion und z, € (a,b).
= Aquivalent sind:

i) f ist differenzierbar an der Stelle xq

ii) 3 Funktion ¢ : (a,b) — R, so dass ¢ stetig ist an der Stelle zg und
f(@) = fzo) + (x — 20)p(x)
iii) 3 lineare Abbildung L : R — R, so dass

lim f(xo+h) — f(zo) — L(h)
h—0 h

=0

Wenn diese dquivalenten Aussagen gelten, so ist

@(x0) = f'(x0)

und
L(h) = f'(z0)hVh € R

Diese Lineare Abbildung L : R — R heisst das Differential von f an der Stelle
T und wird mit
df(zo) :R—R

bezeichnet. Das heisst

df(l’()) = fl(l'())h

112



6 Differential-Rechnung 15.12.2004

Beweis:

o “) = ii)":

f/(xo)v T = Zo
Stetigkeit an der Stelle xg: Sei ¢ > 0.
Wiéhle § > 0, so dass V& € (a,b)

f(x)=f(zo)
W(-’IJ) = { T—2Zo =, 7& o

f(@) = f(@o)

Xr — Xo

& — ol < 6= () — pla0)] =\ ~ flao)| <

e “ii) = iii)”: Definiere L : R — R durch L(h) := ¢(zo)h

N f(zo+h) —}{(930) — L(h) _ fzo + h})L — flzo) (o)

= ¢(zo + h) — p(z0)

- lim f(zo +h) — f(z0) — L(h)
h—0 h

= %i_{no(%f’(xo + ) — ¢(z0))
=0
e “iii) = i)”: L : R — R linear, das heisst 3A € R, so dass
L(h) = AhVh e R
f(zo+h) = f(zo) = L(h)  f(wo+h)— f(xo) _A

h h
— 0
:>f(l’o+hf)L—f(l’0) h=0 4
A= f'(x0)

6.2 Rechenregeln fiir die Ableitung

Satz 1: Seia < b, I := (a,b) und seien f,g : I — C differenzierbar an der
Stelle xg.
= Die Funktionen f + g, fg, f/g (falls g(z) # 0) sind differenzierbar an der
Stelle xg.

Es gilt:

(f +9) (x0) = f'(x0) + f'(20)
(f9) (x0) = f(x0)g (o) + f'(w0)g(x0) (%)

(/g) (o) = L

(%) ist die Leibnitz-Regel.

Beweis:

(f +9)(@o+h) = (f +g)(z0)
h
)_

_ f(xo+h) — f(zo) " g(xo + h) — g(x0)
h h
— f'(z0) + ¢'(x0)

(fg)(zo +h) = (fg)(xo)

h
= f(xo+ h) g(x0+hf)L*g(xo) i f(moJrh})L*f(:co)

— f(20)g'(w0) + f'(x0)g(x0)

g(o)
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Sei g(zg) # 0.
Da g stetig ist an der Stelle 9 3§ > 0 : Vx € (a, b)

|z — 0| < 6= |g(z) — g(z0)| <& =|g(x0)| = g(z) #0

= f/g ist zumindest auf dem Intervall (x¢ — J, 2o + J) definiert.

( (w0 + h) f(xo))

(xo+h)  g(wo)

1 f(xo + h)g(xo) — f(@o)g(xo + h)

h g(wo + h)g(xo)

f(xzo+h) — f(z0) g(xo) f (o) g(xo + h) — g(xo)

h g(wo +h)g(zo)  g(wo + h)g(zo) h

(QED)

Satz 2: Kettenregel

Seien I, J € R offene Intervalle,

f: I — J differenzierbar an der Stelle xy € I,

g : J — C differenzierbar an der Stelle yo = f(x9) € J.

= go f: I — C ist differenzierbar an der Stelle o und
(g0 f) (z0) = ¢'(f(x0)) - f'(20)
Beweis: dp: I — R stetig an der Stelle xg, so dass
f(@) = fwo) = (x = mo)p(x)
und J¢ : J — C stetig an der Stelle yg, so dass

9(y) — 9(vo) = (v — yo)¥(v)

X ist stetig an der Stelle xg

Leml

= go f ist stetig an der Stelle x¢ und

(g0 f) (w0) = x(wo

(QED)

Satz 3: Umkehrfunktionen
Seien I, J C R offene Intervalle,
f: I — J streng monoton, bijektiv, differenzierbar an der Stelle xg € I.

= g:= f~1:J — I ist differenzierbar an der Stelle yo = f(z0) und

g (yo) =
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Bemerkung:

Sa2

9(f(x)) =2 = ¢'(f(x0)) [ (z0) = 1
= ¢'(yo) = f’(lxo)

Beweis: Annahme: f ist streng monoton wachsend, das heisst Va,y € T
r<y= f(z) <[f(y)
Schritt 1: g ist stetig an der Stelle yo, f'(xo) # 0. Sei e > 0.
¢ == min{ f(zo + ) — f(z0), f(x0) — f(zo —€)} >0

>0 >0

=< f(zo+e)— flxo) 6 < f(zo) — flzo —€)

:>f(1‘0—€) Sf(l‘o)—5<f($o)+5§f($0+€)
=20—e<9g(yo—0) <g(yo+9) <zo+e¢

= Wenn |y — yo| < 4, dann ist |g(y) — zo| < e.

Schritt 2: g differenzierbar an der Stelle yo = f(zo)
Nach Lemma 1 Jp : I — R, so dass ¢ stetig an der Stelle x¢ und

f(@) = fxo) = (x — wo)p(x)
= p(x0) = f'(x0) #0
f(z) — f(zo)

plz) = —— w0 0
fiir x # xg
Definiere ¢ : J — R durch
1
P(y) ==
( e(9(y))

Nach Schritt 1 ist v stetig an der Stelle yjq.

y=f(x), yo = f(xo) =y —yo = (x — x0)p(x)
z=g(y), zo = g(¥o) = v —yo = (9(y) — 9(v0))e(9(¥))

1
= 9W) —9Wo) =Y —¥Y) 77—
————
¥(y)
bl g ist differenzierbar an der Stelle yq. (QED)

Bemerkung: Sei f:I — J bijektiv und differenzierbar an der Stelle xy € I.
f~':J — I differenzierbar an der Stelle f(zq) < f'(xq) # 0

Beispiel 1: f(z) = 23
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—1 \?’/ga Yy Z 0
/oW { Viyl, y<0
nicht differenzierbar an der Stelle y = 0.
Beispiel 2: f(x) =¢€", f: R — (0,00)
9(y) = f~H(y) = logy
, B 1 _ 1 _ 1
PO T T Faw) b
1
= log'(y) = =
g (y) ;
Beispiel 3: f:(0,00) — (0,00), f(z) := 2% := 218 g € R
fi=gohok
k(z) :=logz  h(y):=ay  g(z):=¢€
= f'(z) = g'(h o k(x))h' (k(z))K'(z) = g(h o k(z))— = xa%

Beispiel 4: tan := 52 . (_g, %) R
y tan(zx)

_9o L

tan ist strikt monoton wachsend auf (—%, %)

m ™
—§<x<y<§:>tano:<tany

Fiir > 0 folgt dies aus der Ungleichung

COsT > COSY sinz < siny

sinz  siny

CoST COos Yy

tan : (—57 %) — R ist surjektiv nach dem Zwischenwertsatz
—z

= tan ( %) — R ist bijektiv
Definiere:
arctan := tan ' : R — (—E z)
' ' 272
1. tan’(z)

sin’ z cosx — sinx cos’ x

tan’(z) =
() cos? x
2 .2
cos“x + sin“ x
cos? x
1
cos? x
=1+tan’zx

116



6 Differential-Rechnung 16.12.2004

2. tan(arctany) =y

Kette:r;regel tan’(arctan y) arctan'(y) -1

(1 + tan(arctany)?) arctan’y = 1
(14 y?)arctan’y = 1

= arctan’y =
Yo a2

6.3 Lokale Extrema

Definition: Sei I C R ein Intervall und f : I — R eine stetige Funktion.
Ein Punkt xg € I heisst lokales Mazimum (bzw. lokales Minimum) von f, wenn
es eine Konstante § > 0 gibt, so dass fiir alle x € R gilt:

zel

f(@) < flxo) (bzw. f(z) = f(x0))

o € I heisst lokales Extremum von f, wenn xy entweder ein lokales Maximum
oder ein lokales Minimum ist.

|1’—£U()|<5:>{

Beispiel 1: f(z) =2 -2 f:R—-R

Y
1

_}/ \/ix

zo = 0 ist ein lokales Maximum.

Beispiel 2: I =10,1], f(z) ==

Y
1

1$

2o = 1 und zp = 0 sind keine lokalen Minima (¢ muss im Inneren des Intervalls
liegen).

Satz 4: Sei I C R ein Intervall, f : I — R stetig, zg € I ein lokales Extremum,
f differenzierbar an der Stelle z.

= f'(x0) =0

Zo

Beispiel 3:  f(z) = ||

-1 0 1

xo = 0 ist kein lokales Minimum, da f an der Stelle xy nicht differenzierbar ist.
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Definition: Sei f: I — R differenzierbar.
xo € I heisst kritischer Punkt von f, wenn f'(zo) = 0.

Beweis von Satz 4: Betrachte ein lokales Maximum
46 >0:Vr e R
|z —xo| <d =z €l f(z) < f(xo)

= Firh e Rmit 0 < h <9 gilt:

flxo+h) < f(zo)  fzo—h) < f(zo)

= f(x¢) = lim <0
=8 "
/ f(@o+h) = flxo)
= f(xo) = lim >0
f "
= f/(l‘o) =0

(QED)
Beispiel 1: f(z) = 2* — 22
flix) =42 -22=0 =222z -1)=0 =22"=1

1
=z =0, 1‘273=:|:—

V2

Beispiel 2: p,g>1,a,b>0

1 1
+-=1=ab< —a’ +-b? (%)
p q

Beispiel 3: f(z) =23

f'(0)=0

= x9 = 0 ist ein kritischer Punkt, aber kein lokales Extremum!
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Satz von Rolle: Sei f : [a,b] — R stetig und differenzierbar in (a, b).
fla) = f(b) = 3 € (a,;b) : f/(§) =0

Beweis:

e Fall 1: f = const
= f(§) = 0V¢ € (a,b)

e Fall 2: Jxg € [a,b] : f(zo) > f(a) = f(b)
= Nach Kapitel 5 3¢ € [a,b] : f(§) > f(x)Vz € [a, b
=EFa,Fb
= ¢ € (a,b)
= ¢ ist ein lokales Maximum

e Fall 3: 3¢ € [a, ] :
2.Fall

f
= 3 € (a,b): (=f)(§) =0

= f(§) =0
(QED)
Satz 5: Mittelwertsatz
f(0)
f@)7/
a & b
Sei f : [a,b] — R stetig und differenzierbar an der Stelle = € (a, b).
=) g =100
Beweis: Definiere g : [a,b] — R durch
. f) — fla)
o) = (@)~ (@~ o) TS
= ¢ ist stetig und differenzierbar auf (a, b)
g(a) = f(a)
o) = 1)~ LU= ) = iw)
" 3 € (a,0): g'(6) = 0= () - LT
(QED)

Korollar 1: Sei I ein Intervall, f : I — R differenzierbar, f'(z) =0Vz € I

= f = const
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Beweis: Seien x,y € I mit x < y.

MSJeecTz<e<y
= 0= 7o =TI o sy - 4
y—=
(QED)
Beispiel: Sei f: R — R differenzierbar und f’ = f, f(0) =
= f(z) =e"Vz €R
Beweis: Definiere g(x) := f(z)e”
g'(x) = f(z)e™™ — f(z)e™ =0
Kt g(x ) = const = ¢g(0) =1
= flz)e™" =1V
= f(z) ="V
(QED)

Korollar 2: Sei I C R ein Intervall, f : I — R differenzierbar, L > 0,
|f'(z)] < LVx eI

= Vrg,x1 €1
[f (1) = f(zo)| < Llz1 — z0

— Lipschitz-stetig

Beweis: 0.B.d.A. zg < 11

MWS S 3¢ ¢ (xo,l'l) fl(f) = %ﬂ{ixw

<L

=

‘f — f(zo)

1 — o

= Behauptung (QED)

Korollar 3: Sei I C R ein Intervall und f : I — R differenzierbar, dann gilt
(1) f'(z) > 0Vz € I & f monoton wachsend

(2) f'(x) > 0Vz € I = f streng monoton wachsend

Beweis:

(2) zy,yel,z<y
MY Jecria<t<y

=0< f'(¢) =

(1) “=7: genauso wie (2)

“@”:
h>0 S————

falls  nicht der rechte Randpunkt ist.

(QED)
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Beispiel: f(x) = 23 ist streng monoton wachsend, obwohl
f(0)=0

Definition: Sei I C R ein Intervall.

Eine Funktion f : I — R heisst stetig differenzierbar, wenn f differenzierbar und
f': I — R stetig ist, 2mal differenzierbar, wenn f differenzierbar und f' : I — R
ebenfalls differenzierbar ist, 2mal stetig differenzierbar, wenn f differenzierbar
und f’ stetig differenzierbar ist.

Bezeichnungen:

=y r=g

xT

,,_d d _d2f
f—@(aﬁ—@i

Korollar 4: f: (a,b) — R 2mal stetig differenzierbar, xg € (a,b), f'(zo) = 0.

1" (xg) < 0 = x ist lokales Maximum
F"(x0) > 0 = zq ist lokales Minimum

Beweis: [ stetig, f(zo) < 0.
=30 >0:Vx € (a,b)
|z — 2zl < 6= f"(z) <0

a<xg—0<xg+d<b

I T Y |

a x0—6 Zo x0+(5 b

K3 Die Funktion 1" ist auf dem Intervall (xg— 0, zo+9) streng monoton fallend.

To—90 To To+9

= f(z) >0 firzog—d <z <z
= f(z) <0fiirzg <z <9+ 0
%3 ¢ monoton wachsend auf (xo — 9, 2] monoton fallend auf [z, zg + 0)
Fiir xp <z < 29+ 9§ gilt
f(z) < f(xo)
Fiir zp — § < x < zg gilt

f(@) < f(wo)

= x¢ ist lokales Maximum.

513075 Zo (E0+5

(QED)
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Beispiel: f(z) = a*, 29 = 0 ist lokales Minimum, aber

f(x) = 1222 = f"(0) =0

6.4 Konvexe Funktionen

Sei I C R ein Intervall und f: I — R stetig.

f(zy)

Definition: f : I — R heisst konvez fiir alle zg,z; € I und alle A € [0, 1],
wenn gilt
I = Nzo + Azy) < (1= A)f(xo) + Af(21)

Notation:
Ty = (1 — )\)l‘o + Axq

Definition: [ heisst strikt konvex, wenn Vag,x1 € I YA € [0, 1]
f(zx) < (1= A)f(zo) + Af(z1)

Beispiel: f(z) = |z

— konvex!!

Korollar 5: Sei f: I — R 2mal stetig differenzierbar, dann gilt

" >0« fist konvex
f" > 0= f ist strikt konvex

Beweis:

f” >0« f’ ist monoton wachsend

Nach dem Mittelwertsatz gibt es Elemente &, € R, so dass

To<E<zT)y<n<a
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f(xx) — f(x0) f(x1) = f(z)

f’(f) = PR f/(77> _ .
rO < e S < T
< (L= A)(f(za) = f(@0)) < A(f(21) = flzx))
& fx2) < (1= A)f(z0) + Af(w1)

f' ist monoton wachsend = f ist konvex

f ist streng monoton wachsend = f ist strikt konvex
Zu zeigen: f ist konvex = f’ ist monoton wachsend
Seien xg,x1 € I, h > 0, so dass

2h < xy — x9

xo To+h r1—h @x1
2o+ h=(1—XNxzo+ A(z1—h)
—h=Xzo+h)+ (1 -z

h
0<Ai=—"—<1
l‘l—l‘o—h

= f(wo +h) < (1= \)f(xo) + Af(z1 — h)
flxr —h) < Af(xzo+h)+ (1= N)f(x1)
A8 fawo + ) + flar — h) < flao) + fla)
flzo+h) — f(zo) < f(x1) — f(z1 —h)
- h

(QED)
Beispiel 1: f(z) = 22
f(x) =2z f(x)y=2>0
— strikt konvex.
Beispiel 2: f(z) = 2*
f(x)=1222>0  f'(0)=0

— trotzdem strikt konvex.

Beispiel 3: f(z) =¢€”

f(x)=¢">0
— strikt konvex
Beispiel 4:  f(z) =logx
1 1
f/(x)zg f(x) == <0

— log ist strikt konkav, das heisst — log ist strikt konvex.
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Beispiel 5:
cosh(z) := % sinh(z) := c-°

cosh’(z) = sinh(z) sinh’(z) = cosh(z)
cosh?(x) — sinh® z = 1
cosh” = cosh > 0

— cosh ist konvex.
. " .
sinh” = sinh

— sinh ist konvex fiir x > 0, konkav fiir z < 0.

Das Vorzeichen von f” dndert sich «+ Wendepunkt!

Bei Wendepunkten ist f”(x) = 0, aber nicht jeder Punkt € I mit f”(z) =0
ist ein Wendepunkt.

Lemma: Jensen
Sei f: I — R konvex
= VA1, Ay > 0mit Y8 N =1 und Vaq,...,x, €1

Beweis:
e n = 1: Trivial
e n = 2: Definition von “konvex”
e n > 3: Vollstandige Induktion

Annahme: Ungleichung gilt fiir n — 1 statt fiir n.

Sei A\ := A1+/\2+...—|—)\n_1

(QED)
Bemerkung: Sei f konkav
= —f erfiillt (x)
= f erfilllt (%) mit “>”

Beispiel: f=1log: (0,00) - R

n

Tlyeeey Ty >0 Ay s A >0 Z)\Zzl
i=1

= En:)\i log z; < log (i: Aﬂi)
i=1 i=1

n n n
- ez Xilog@; _ H e)\i logz; _ H I?z < § iy
i=1 =1 =1

A A
=27 25?2y S AXF e+ ATy
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Beispiel: \; = %

P ERY P B e
n
Beispiel: n =2
1 1 1 1
A= — Ay = — -4+=-=1
p q p q
a::xi‘l b::mg‘2
1 1
= ab < —a? + -0 (1)
p q

Beispiel: z = (z1,22,...,2,) € R?

1
]| := (Jz1|P + ... + |z, [P) 7

p > 1, Euklidische Norm: p = 2

[€]|o := max{lasl, ..., [zn]} = lim [lz],
p— 00

Holder-Ungleichung: Vz,y € R"Vp,q > 1 mit

1 1
— 4+ =1
P q
gilt
(@9 | < [l=lpllyllq (2)

Beweis: Betrachte p=1, ¢ =0

n n n
Yowiyi| <Dl lyil < <Z|xil> 1Ylleo = llzll1llylloo
i=1 i=1 i=1

Betrachte p > 1, g < oo,z #0,y #0

| (@, y) | =

| (z,y) | SZ | |y

lllpllylle = = Nl [lylle

1 |z 1wl
<2 g T 2 Tl
1L
p q
(QED)
Minkowski-Ungleichung: Vz,y € R"Vp > 1 gilt
Iz +yllp < llzllp + lyllp 3)
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Beweis:
[+ y”p = Z |lzi + uil” = Z i + yil - |z + vil”™ !
i=1 i=1
n
Z i + [yil) |2 + gl
i=1
n
= Z il |zi +yilP~ L+ Z yil |z + vil”~ !
i=1 i=1
@) (& " e
2 () (Soesuio)
—1 i=1
1/p n 1/q
+ <Z|yip> : (Z | +yi(p1)q>
i=1 i=1
< (lzllp + lyllp) o+ yllp ™
Ty £0 = +yl}
=l +yll, = W < lzllp + llyll»
(QED)
Bemerkung: Die Normen || - || sind dquivalent zueinander.

lzlloo < llzllp < 07 120

6.5 Die Regel von ’Hospital

Definition: Sei f : (a,b) — C eine Funktion und yo € C.
f(x) konvergiert gegen yq fir x — b, wenn Ve > 036 > 0: Va € (a,b)

[z = bl <0 =|f(z) —yol <e

Schreibweise:

lim f(x) =

z—b

z<b
Satz 6 (I’Hospital): Seien f,g : (a,b) — C differenzierbar, g(x) # 0Vx €

(a,b) und
lirri flz)=0= lirr}) g(x)

Sei ¢'(x) # 0Vz € (a,b) und existiere der Limes von {;—,/ fiir x — b.

= g konvergiert fiir x — b und

@) @)

aclir}) g(:r) z—b g’(x)

Beweis: Seie >0
=30 >03A€C:Vz € (a,b)

(z) ‘
—A
| @ S
Behauptung:
|:E—b<(5:>‘Lx)—A’ <e
9(x)
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Wihle z e R, sodassb—d <z <b
Definiere: h : (x,b) — C durch

und A (b) := 0 (gilt nur fir £ < b)
= h(z) =0=h(b)

h ist auf (z,b) differenzierbar.

Rlle 3¢ € (2,b) : W(€) =0
= f(2)g'(§) = f'(©)g(=)
!/
1|20 <.
g(x) g'(€)
da |€—b| < 4.
Beispiel:
1) sin und cos
. sinz . cosx
li = lim =1
z—0 X z—0 1
2) Polynome
i A2 4+3t -7 o S8 1
=153 —Tt+2  t=1152—7 8
t>1 t>1
3) tanh := 2)2}}11
tanh! — sinh” cosh — Szinh cosh’ 1 — tanh?
cosh
logcosh(at) . atanh(at)

a2(1 — tanh?(at))

(QED)

0 log cosh(Bt) 2 Btanh(Bt) 20 (2(1 — tanh?(3t))

Beispiel: Sei f: R — R differenzierbar mit

2gin
LCE i
Y= f() = ) i
- . h—0
’ A ‘:‘h81nh’<|h|—>0

b) f(x) =2zsini —cos
= f’ ist unstetig an der Stelle 29 = 0

= f ist differenzierbar, aber nicht stetig differenzierbar.

6.6 Hohere Ableitungen

Definition: Sei I C R ein Intervall.

i

f I — R heisst n-mal stetig differenzierbar, wenn f stetig differenzierbar ist

und f’ (n — 1)-mal stetig differenzierbar ist (rekursive Definition).

Bezeichnung: f( : ] — R ist die n-te Ableitung von f.

d”f

(n)
T =7

C*([a,b]) : = {f : [a,b] — R|f ist f-mal stetig differenzierbar}

C*([a,b]) : = {f : [a,b] — R|f ist beliebig oft stetig differenzierbar}
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Norm auf C*([a, b]):

Y4

4
I£llee ==Y sup [FF @)= 1P lsup
k=0

kzoagng

Satz 7: C*([a,b]) ist mit dieser Norm ein Banach-Raum, das heisst vollstéindig.

Beweis: ¢ = 0: Kapitel V
¢ =1: Sei (fn)nen eine Cauchyfolge in C*([a, b])
”fn - fm”C’l = ”fn - meC" + ”fwlz - fvlnHCO

= (fn) und (f}) sind Cauchy-Folgen
= Es gibt stetige Funktionen f, g : [a,b] — R, so dass

Tim [ = fllco = 0= Tim_[1£1— gllco
Behauptung: f € C* und g = f'.
Seie >0, xo € [a,b] =: T
=dneN:VYm>nVrel
€
Fla) (o) < =

F3>0:YneRmitxg+h €l und [h| <d

fi(zo) — fnlo + h})L ~ Jul2o)| Z

!/

= (@) = frn(@)] < |f7 (@) = g(2)] +|9(x) — [ ()] <

m >
<e/4 <e/4

DO ™

Ym>nVr el

(o= F) (@) = (= ) @)] < Sy — ]

N [ fale 1) = ful@) S+ h) = fnl@)| <
h h -2

m—00 fn(m"'h)_fn(x)_f($+h)_f($) <&
h h 2

Ve eIVn e Rmitx+hel,|hl <6.

Ih| <6
R f(@o + h})L — [ (o)
< lo(e0) — Fleo)| + | f1(ag) — LT 1 Z Inlo)
<e/4
<e/4
4| fn@o+h) = Fa(wo) _ flzo+h) = flwo)
h h

<§+E+§—5
4 4 2

¢ > 2: Induktions-Annahme: C*~!([a, b]) ist ein Banach-Raum.
Sei (fn)nen eine Cauchy-Folge in C*([a, b]).
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= (fn) ist eine Cauchy-Folge in C'([a, b])
(f!) ist eine Cauchy-Folge in C*~1([a, b])

||fn - fm||01 < an - fm”Cf
||fT/L - frlnHCf—l < an - meC"

= f, konvergiert in C*
= f! konvergiert in C*~1

Seien
fi=lim f,eCYa,b])  g:= lim f, € C**([a,b])

= f'= lim f (e C°)=ge !

(QED)

6.7 Die Taylorreihe

Beispiel: a, € R
flx):= Z anx"”
n=1

konvergiert fiir |z| < R,z € R
1

limsup,, . V/|an]

R :=

Sei f:(—R,R) — R
= Die Folge

fo(z) == Z apx®
k=0

konvergiert gleichméssig auf [—r, 7] fiir jedes r < R

n n—1
fi(z) = Z kapa*~1 = Z(k + Dagyi2*
k=1 k=0
limsup Y/ (n+ 1)|ap+1] = limsup Y/ n|a,|
n—oo n—oo
= limsup {/n - limsup ¥/|a,|
n—oo n—oo
= limsup {/|an|
n—0oo
1
R

= Die Folge f,, ist Cauchy-Folge in C*(

R (fn) ist eine Cauchy-Folge in C*([—r,r]) fiir jedes £ € N und jedes r < R

= f ist beliebig oft differenzierbar, das heisst:
fec>(-rr])vre (0,R)

—r,r]) fiir jedes r < R

fl(x) = i nanx"
n=1

f'(x) = Z n(n — ap,z" 2
n=2

FO@)=> "nn-1)(n-2)..(n— L+ Da,z""*
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Definition: Sei f: I — R glatt (€ C*), I C R offen, 0 € I.
Sei

g = Ef(k)(O)
Die Reihe
o0 - 1
T5° f(z) = Z Hf(k)(o)xk
k=0
heisst die Taylorreihe von f an der Stelle 0. Genauso heisst

heisst Taylor-Polynom vom Grade n von f an der Stelle a.
Wie gross ist der Fehler

k) (o
Raw) = F(@) T2 £(2) = £(2) ~ 30 L0 (o
k=0 '

Satz 8: Sei f € C"([a,b]) und a < zg <z <b
= 3¢ € R, so dass zg < £ < z und

_ S0

Rn(l') = m(l‘ — ajo)n-i-l

Lemma: Seig:I — R (n+1)-mal stetig differenzierbar, zg,z € I mit 2o <

und
9(wo) = g'(w0) = ... = g(n) (z0) =0
= 3¢ € (zo, ), so dass

g(x) 9"t

(x —xzo)ntt  (n+1)!

Beweis: Induktion
n =0: 3¢ € (xg,x), so dass

Mittelwertsatz.

n > 1: Annahme: Lemma gilt fiir n — 1 statt n.
Definiere h : I — R durch

h(t) == g(@)(t — x0)" ! — (& — 20)" ' g(t)
mit zg <t <z

Rofle 3¢ € (xg,x), so dass h'(§) =0

= 0= (n+1)g(z)(§ —x0)" — (z — z0)" "¢ (¢
g(x) g'(§)

T @20 (1) — o)
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An.fiir g’
=9 3 € (x0,€), so dass

g€ _g"m)

(€ —zo)" n!
1 d® g™ g(x)
n+l (E—z)" (n+1)!  (x—zo)"H!
(QED)
Beweis von Satz 8: Sei
(k) (o
o(@) £ = Rala) = f(x) = 3 T (0 )t
k=0 ’
= g(xo) =0
g (z0) =0
9" (w0) =0
g(n+1) _ f(n+1)
fem 3¢ € (zo, ), so dass
gt gla)
(n+1)! (2 —axp)nt!
gt (€) n S n
= Ry(x) =g(z) = m(m —x)" = m(x — x0)"
(QED)

Korollar: Sei I C R ein offenes Intervall, f : I — R (n + 1)-mal stetig

differenzierbar
|f ) (z)| < evVz el

= Vxg,x € I gilt

(k)
‘f(if) — s f k('wO) (ZL' — xo)k S ﬁkf — X9

n+1

Beispiel 1:  f(t) = ag + a1t + ast® + ... + apt™

kKl ai,, k=0,1,...,n
:>f(’“)(0):{ 8 k>n

= T3 () = f(0)
= TP(t) = T f(t) = f(t)Ya € R

Beispiel 2: f(t) = {& mit t <1

f/(t) = (1 _ t)2
. 21
f(k)(t) = (1 _kt!)k+1
F®0) = k!
Toef(t) = t*
k=0



6 Differential-Rechnung 23.12.2004

Konvergenzradius = 1
Toof(t) = f(2)

fiir [t < 1 (nur auf Teilintervall). Fiir [t| < 1 gilt

IFO @) <e=(n+1)-2m+ L % = R < et
k=0
t—0,n—o00
Beispiel 3: f =1log: (0,00) = R
1 1 2
/ _ - " _ " _ “
Fa== e =-= )=

k=1
) _ - k=17 - (_x)k
k=1 k=1
T log(l —z) = Z -
k=1
Konvergenzradius = 1
Behauptung: TT° log = log auf (0,2)
Sei x| <r <1
k! k!
(k+1) _ _
log* 201 )| = (et < e =
N n! ||+ 1 ||+
log(1 — — . = .
= [log(1 — @ *; S0 Dl il 1—nmh
pntl lz|<1/2 1 L
—

< <
“(n+DHA=r)»t T n+1

OO:]S
= log(1 — —
og(1 — ) kz::lk

fiir [z < 1 (gilt sogar fiir [z < 1).

Beispeil 4: f:R—R
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F® ) = py (l) e

Pra1(t) = 17 (pr(t) — P (1)

N1 e 1, (1N i
FED (@) = pi (E> L (_>e !

2 2 T

1 —1/z
= Pk+1 (:v) €

Vn € N
1
lim t"e t = 0= lim —e Y/* =0
t—o00 z—0 ™
x>0
1 I\ _im_
:‘%%hp’“<h>e =0
h>0 N
(R
. f(h)y—=f0) .1 e
= Jin T = 00 = 110) =0
h>0
’ ol ’
o TS P
h—0 h h—0 h
h>0
= f"(0)=0

Induktion f ist k-mal differenzierbar und f*)(0) =0
= T5°f(x) = 0.
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7 Differentialgleichungen

7.1 Fragestellungen, Anwendungen (PH, CH, BIO, ...)
Beschreibung eines Systems (Zeitliche Entwicklung), das durch Angabe von

endlich vielen Grossen (Variablen) bestimmt ist und bei dem fiir die zeitliche
Verdnderung dieser Grossen ein Modell besteht.
Beispiele:

1) Seien die Substanzmenge x(t) zum Zeitpunkt ¢ und Substanzmenge x
zum Zeitpunkt tg gegeben.

Modell: o € R: Verdanderungsrate pro Zeiteinheit und pro Mengeneinheit
z(t) = ax(t)

Gesucht: Die zeitliche Entwicklung der Substanzmenge, das heisst eine
Funktion
z:I—-R ICR

z(to) = zo (Anfangsbedingung)

Lésung:
! z(t) = ax(t)

2) Réuber und Beute:
Sei y(t) die Grosse einer Rauberpopulation, x(t) die Grosse einer Beute-
population und seien xg, 1y die Populationen zum Zeitpunkt tg.

Einfaches Modell: o, 3,7v,0 > 0

(t) = (o = PBy(t))z(t)
(1) = (= + dz(t))y(t)

Gesucht:
(e
= (o)
z(to) =x0  y(to) = Yo
;) lost I.

3) Schwingung:
Sei z(t) die Auslenkung aus der Gleichgewichtslage.

Modell (Newton):

mi(t) = — Tx(t) — pz(t) +K()
Federkr. Dampfung

wobei K(t) K : R — R gegeben ist.

7.2 Differentialgleichungen auf R (C)

Definition: Eine zeitabhingige Differentialgleichung n-ter Ordnung F auf R
(C) ist eine Abbildung:

F:Rx..xR—=R
N————
n—mal

(T0y ooy Ty t) = F (20, ooy Ty )
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oder

F:Cx.xC—=C
————

n—mal

(Zo, ey Zn—1, t) — F‘(Z()7 ey Zm—1, t)
F heisst zeitunabhdngig, falls
F:Rx..xR—R
—_———

n—mal

(20, ooy ) — F(zg, ..., )
F' also nicht explizit von ¢ abhéngt.
Definition: Sei F' eine Differentialgleichung n-ter Ordnung auf R (C), dann
heisst eine n-mal differenzierbare Funktion I C R
z:I—R(C)
Losung von F, falls

2™ = F(xt), V), ..., s (#), 1)

Beispiel: n =1, zeitunabhéngig, o € R
F:R—R
z— f(zx) =oax
Losung:
z:R—=R
ta(t) i=ce™, ceR
da
i(t) = ace® = az(t) = F(z(t))
7.2.1 Das Cauchy Anfangswert-Problem (CAP)
Gegeben:
e F' Differentialgleichung n-ter Ordnung auf R (C)
® wp,...,w,—1 € R (C) Anfangswerte zum Zeitpunkt tg

Gesucht: n-mal differenzierbare Funktion x : I — R (C), so dass V¢ € T

2 (t) = F(a(t), 2D (¢), .., 2D (1), )
x(t()) = Wo

CAP zu P4 =W (to) = w

(D (ty) = w1y

Fragen:
a: Gibt es immer Losungen zu allen Anfangswerten?
(B: Sind die Losungen eindeutig?
~v: Wie lange existieren Losungen?

a, 3: Die Antwort hangt natiirlich von der Differentialgleichung ab. Spater wer-
den wir zeigen, dass unter relativ milden Voraussetzungen an die Abbildung F
(Lipschitz-stetig) immer eine eindeutige Losung zu allen Anfangsbedingungen
existiert. Die erwidhnte Existenz von Losungen ist abstrakt und liefert keine
Formel fiir Losungen.
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7.3 Lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung

Eine inhomogene unabhéngige Differentialgleichung (L) n-ter Ordnung auf R
(C) mit konstanten Koeffizienten hat folgende Gestalt:

n—1

(L) Z (aix(i)) + 2 = K(t)

=0

wobei K : R — R (C) gegeben ist und ag, ...,an—1 € R (C).
Die dazugehorige homogene Differentialgleichung (H)

n—1

(H) Z (aix(i)) + 2™ =0

=0

Mit gegebenen Anfangswerten wy, ..., w,_1 zum Zeitpunkt ¢, wird das dazu-
gehorige (CAP) meistens gegeben als:

K(t) = I(n) (t) + an—lx(nil)(t) + ...+ aoJ?(t)
x
x

I’(nil)(to) = Wp—1

Ziel: Finde fiir alle Anfangsbedingungen eine eindeutige Losung des CAP (L),
die zudem explizit durch Formeln gegeben werden kann. Die Linearitét von (L)
und (H) erlaubt folgende Feststellungen:

Lemma 1:

1) Falls 21,22 : R — R (C) Losungen von (H) sind und A, A2 € R (C), so ist
auch
AMx1+ Az :R— R ((C)

eine Losung von (H)
2) Falls z1,29 : R = R (C) Losungen von (L) sind, so ist
1 —xz2: R—>R (C)
eine Losung von (H)

3) Seix1,x9 : R — R (C), wobei 21 eine Losung von (L) und x5 eine Losung
von (H) ist, dann ist
xr1 + X9 :R—R (C)

eine Losung von (L)

Beweis:

3)IV0O<j<nVteR

(21 + 22)D () = 2 (1) + 25 (1)

n—1

= > (14 22) Y + (21 + 29) ™
=0

n—1 n—1
= Z aixgl) + x&") + Z aixéz) + xéz)
i=0 i=0

K(t) 0
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1) Analog
2) Analog (QED)

2), 3) besagen, dass es geniigt, eine Losung von (L) und die Gesamtheit aller
Losungen von (H) zu finden, um alle Losungen von (L) zu kennen.
Zusétzlich besagt 1), dass die Gesamtheit der Losungen von H

A = {z € C"(R,R (C)) | z lost H} C C"(R,R (C))

ein R (C)-Vektorraum ist.

7.3.1 Eindeutige Lésbarkeit des CAP von (L)
Satz 1: Seien 1,22 : R — R (C) Losungen des CAP (L) zu beliebigen An-
fangswerten wy, ..., w,_1 zum Zeitpunkt ¢y, dann folgt V¢t € R

1’1(t) = Z'Q(t)

Lemma 2: Sei I C R ein Intervall, f : I — C eine differenzierbare Funktion,
bei der Vt €

'@ < e £

fiir ein ¢ > 0 € R und

f(to) =0
fiir ein tg € I, dann folgt
f(t)=0
fir alle t € I.
Beweis:
e Fall 1: f(t) >0Vt el
Betrachte die Funktion
g: I —-R
ts f(t)e

welche positiv ist und wegen

NV

g(t) = e~ (f(t) = ¢f(t)) < 0
monoton fallend ist und zudem in ¢y eine Nullstelle hat. Somit gilt
g(t) =0= f(t) =0Vt >t

Durch betrachten von
t s h(t) == e - f(t)

kann analog
F(t) =0Vt < to

gezeigt werden, da
h(t) = e“'(f(t) + Cf(t) > 0
also h monoton steigend und positiv ist und in ¢y eine Nullstelle hat.

e Fall 2: f(t) e C
Betrachte

g:I—-R
te f()- f(t)
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Also g > 0.

9] = |f @) - T@ + F(t) - f(2)]
< 2/f(t) - F(6)] < 2e[f (1) - F()] = 2¢lg(1)]

also wegen Fall 1:

gt)=0vVtel= f(t)=0vtel
(QED)

Beweis von Satz 1: Betrachte

f:R—=R

t— f(t) Z|x()

wobei z(t) = x1(t) — 22(t). Somit gilt
n—2

1) =3 (2D @@ + 2D (020 ()

=0
+ (x(”ﬂ) (2™ () + 2™ (t)SE(TI)(If))

mit 2] < /F fiir 0 <i<n—1und

n—1
- g
=0

da x Losung von (H) ist (Lemma 1). Es folgt

i< 2 £ HZIan £(t) = el (1)
1=0

wobei )
c:=2 ((n— 1) + Z |ai|>
i=0

Nach Anfangsbedingungen gilt

n—1 n—1 n—1
=" 12O t0)? = Y [l (o) — 25 (o) > = D Jwi — wil* =0
1=0 1=0 1=0

VteR

Lem2
f(t):O:>.’E1:.’E2

(QED)

Folgerungen aus Satz 1:
A ={x e C"(R,R (C)) |z lost (H)}
Die Abbildung
2 — R™ (C")
z = (2(to), 2 (to), ..., 2"V (to))
ist offensichtlich linear und nach Satz 1 injektiv.
= dimZ <dimC" =n

Somit geniigt es n linear unabhiingige Losungen von (H) (ein Fundamental-
system) zu finden, die dann eine Basis von ## bilden. In diesem Fall ist die
obige Abbildung bijektiv, das heisst, das CAP (H) ist fiir alle Anfangswerte (zu
to) eindeutig l6sbar. Jede Losung ist eine Linearkombination von Lésungen des
Fundamentalsystems, wobei die Koeffizienten durch die Anfangswerte bestimmt
werden.
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Beispiel: n =2

) +z(t)=0
Die Losungen bilden einen Vektorraum .7 mit dim ¢ < 2. Die beiden Funk-
tionen

ezt’ 6——zt

sind Losungen, die linear unabhéngig sind, da

ae? +be Tt =0=>a=b=0

t=0 a+b=0 L
f=1 a—b:O}:a_b_O]

Somit ist jede Losung von der Form
z(t) = ae' 4 be~

wobei a, b durch die Anfangswerte bestimmt werden.
7.4 Ein Fundamentalsystem von Lésungen

n—1 ‘

(H) ™ 4+ Z a;iz® =0

i=0

Obiges Beispiel motiviert den Ansatz

z(t) = eM

wobei A noch zu bestimmen ist.
Man 16st die Differentialgleichung z(t) = e genau dann, wenn

n—1 . n—1
(eAt)(n) n Z (eAt)(Z) _ (/\n n Zai/\z) P
i=0 =0

A muss also eine Nullstelle des Polynoms
n—1
P(x) ="+ Z a;x’
i=0
sein. Es heisst charakteristisches Polynom.

Satz 2: Fundamentalsystem

Sei (H) eine lineare homogene Differentialgleichung n-ter Ordnung in C mit kon-
stanten Koeffizienten. Sei P(x) das charakteristische Polynom von (H), seien
A1, .-y A die verschiedenen Nullstellen von P(x) und ki, ..., &k, deren Vielfach-
heiten.

Z k; = deg(P) = Ordnung von H
i=1

Dann besitzt (H) folgende linear unabhéngige Losungen:
ky Losungen zu Ay
Mt e)‘”, e the-1ehet

1<i<r
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Operator-Notation: Sei P(z) ein Polynom mit
n—1

P(z)=a2"+ Z a;z’
=0

so definiert P(D) eine lineare Differentialgleichung mit f € C™(R,C)

n—1
PD)f = D'+ Y 0 D'
“ i=0 4
IO [i0)
(L) und (H) in dieser Notation:

(L) PD)f=K
(H)  PD)f=0

Fiir zwei Polynome Pi(x), Po(z) gilt Vf € C"(R,R (C))
(A) Polynom-Multiplikation:

Pi(D)(P2(D) f) = (Pr- P2)(D) f = (P2 P1)(D) f = P2(D)(P(D) f)

wie sich durch Ausrechnen zeigen lésst.

Hilfssatz 1:

1) Sei f k-mal differenzierbar und A € C, dann gilt
(D =N* (f(D)e) = fP 1)
2) Sei g # 0 ein Polynom und seien A, u € C mit A # p, dann gilt

(D =N (g(t)e") = h(t)e"

Beweis:

1) k-malige Anwendung von
(D =N (™) = (FO) + F(OAM) = A () = ft)e™

2) Die Anwendung von (D — \) ergibt
(D = N)(g(t)eh®) = g/ ()™ + pg(t)e™ — Ag(t)eh™ = h(t)eh

mit h:= (g — A)g + ¢'. h ist ein Polynom mit demselben Grad wie g.
Analog bei wiederholter Anwendung von (D — \).

(QED)

Hilfssatz 2: Seien Ay, ..., A\, € C verschieden und gy, ..., g, Polynome.

Es gelte Vt € 1
S gty =0
=1

dann gilt
G=.=g =0
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Beweis: Induktion iiber r

r=1:
g ()Mt =0=g1(t) =0
r—1—r: Wihle k € N: k > deg(g,,) und wende (D — \,.)* auf

I
>_g(t)e!
{=1

an. Nach Hilfssatz 1, (1) und (2) gilt

04> he(t)eM =0
wobei hy # 0, falls go # 0.
Die Induktionsannahme liefert
hl:-~-:hr—1:0:>91:-~-:gr—1:
und damit auch g, = 0. (QED)

Beweis von Satz 2

a) Die angegebenen Funktionen sind wirklich Losungen von (H). Da Ay eine
ke-fache Nullstelle von P ist, kann man schreiben

P(z) = Q(z)(x — A)™
VO<s<k,—1,seN
P(D) (°e*") = Q(D) (D = A (t°e*")) = Q(D)((t*)*e ) = 0
(nach Hilfssatz 1)

b) Nachweis der linearen Unabhingigkeit der Losungen:

r ke—1 ke—1
S8 = S =0 = 3
£=1 i=0

Nach Hilfssatz 2 folgt
gt) =g2(t)=...=g-(t) =0

Damit g(t) = 0 muss gelten

pe1r = pez = ..o = fip(k—1) = 0

da g¢(t) nur endlich viele Nullstellen haben kann
= Alle Koeflizienten sind Null
= Die gefundenen Gleichungen sind linear unabhéngig

(QED)

Reelle Lésungen: Sei
n—1
P(D)f ="+ aif®
i=0
Mit a; € R suchen wir ein Fundamentalsystem reeller Lésungen.
Lemma 3: Sei z: R — C eine Losung von (H)

(H)  PD)f=0

So sind auch Re z und Im z (reelle) Losungen von (H).

141



7 Differentialgleichungen 13.01.2005

Beweis:

das heisst

(QED)

Betrachte ein Fundamentalsystem komplexer Losungen von (H ).
Falls Ay eine reelle Nullstelle von P ist, so sind

e/\zt7 te}\gt’ . t(kz—l)ekgt
ke-reelle Losungen. .
Falls Ay = a + ib eine ky-Fache komplexe Nullstelle von P ist, so ist auch A\, =

a — b eine ky-Fache Nullstelle von P;da P reelle Koeffizienten hat.
Die 2k, komplexen Losungen zu Ay, Ay sind also

e(a-&-ib)t’ . tkz—le(a-l-ib)t

e(a—zb)t7 . tkg—le(a—zb)t

Nach Lemma 3 erhalten wir 2k reelle Losungen

e cos(bt), te® cos(bt), ..., t" ~Le cos(bt)
e sin(bt), te® sin(bt), ..., t" ~Le sin(bt)
Die so erhaltenen reellen Losungen von (H) sind linear unabhéingig, da sich aus

ihnen die urspriinglichen komplexen Losungen als Linearkombinationen zuriick-
gewinnen lassen.

Beispiele: n=2und n =4

Differentialgleichung T—2¢+5x=0 @ 4223 =0
Charakt. Polynom 2222 +5=0 4222 +1=0
Nullstellen 1+2,1-24 2X 1, 2X —1

Kompl. Fund’system e(1+20)t  o(1-20)t eit, telt, g7, te~
Reelles Fund’system el cos(2t), e’ sin(2t) cost, tcost, sint, tsint

7.5 Berechnung einer partikuldren Losung

Satz 3: Sei K(t) von der Form

K(t) = <i biti> et
=0

wobei 1 eine k-fache Nullstelle von P ist (k = 0 bedeutet P(u) # 0), dann
besitzt (L) eine Losung der Form

ft) = <zm: cl—ti> thert
i=0

und falls m = 0 die Lésung

b
f@) = P(k)o(u) thert
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Beweis: Da p eine k-fache Nullstelle von P ist, kann
P(z) = Q(z)(z — p)*
geschrieben werden, wobei Q(u) # 0

Induktion nach m: m =0
P(D) (i) = QD) (D — u)* (t+er))

m—1—m:

P(D)(t"t" ") = Q(D) (D — w)* (t"t"e))

= h(t)et
wobei h(t) ein Polynom ist mit degh = deg(t"™) = m. Da

b(t) = i bt'
i=0
auch degm hat, existiert eine Konstante c¢,,:
deg(b(t) — emh(t)) <m—1
Nach Induktions-Annahme existiert ein Polynom ¢&(t) mit deg(é(t)) < m — 1:
P(D)(&t)t*ert) = (b(t) — cmh(t))et

Das heisst, mit
F(@) = (&(t) + cpt™)thert

gilt dann
P(D)f = P(D) (&(t)t"e"") + P(D)(cpt™t e
= (b(t) — cmh(t))e!t + cpuh(t)e!t
= b(t)eM
= f ist eine Losung der gesuchten Form
(QED)
Beispiel:

(L) 2@(t) -2 () = K(t)
Charakteristisches Polynom: P(z) = 2% — x
Nullstellen: 0,1, —1
1) K(t) = €%, das heisst m =0, py =2, k=0
1

= f(t) = 662t

2) K(t)=¢!, dasheisst m=0, u=1, k=1
1
= f(t) = =te
2
3) K(t) =t das heisst m=2, u=0,k=1

() = (cat? + 1t + o)t
FO@) = FD(t) = 6eg — 3eat? — 2e1t — o = 12

Koeffizienten-Vergleich: ¢ = f%, c1 =0,c0 = -2
1
= f(t) = —gt?’ -2
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Superposition: Falls K(¢) als Linear-Kombination
K(t) = Z CiKi(t)
i=1

beschrieben werden kann und fiir alle 1 <14 < r f; eine Losung von P(D)f; = K;
ist, 16st

ft) = Zcifi(t)
i=1
die Differentialgleichung P(D)f(t) = K(t), da P(D) linear ist.

Komplexifizierung: Seien die Koeffizienten des charakteristischen Polynoms
P(z) reell, K(t) = Re(K(t)) und f eine Losung von

P(D)f(t) = K(t)

so ist g(t) = Re(f(t)) eine reelle Losung von

Dies eignet sich besonders fiir Inhomogenitéiten der Gestalt
K(t) = p(t)e™ cos(bt) = Re (p(t)e(a-i-ib)t)
K(t) = p(t)e® sin(bt) = Im <p(t)€(a+ib)t)
fiir reelle Polynome p(z).

Beispiel: 4
2@ () — M (t) = cost = Re (e")

= f(t) =

ist eine komplexe Losung

1
= f(t) =Re(f(t)) = —3 sint
ist eine reelle Losung.

7.6 Freie Schwingung
(H)  &(t) + 2di(t) + ka(t) = 0

d>0,k>0
Das charakteristische Polynom

P(z) = 2® +2dx + k

hat die Nullstellen
Mo=—-dEtVd -k

3 Fille:
o d? < k: Schwache Dampfung
o d? > k: Starke Dampfung

e d? = k: Kritische Ddmpfung
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e Schwache Dimpfung: In diesem Fall sind die Nullstellen
)\172:—d:|:iw w = \/k—d2

(Eigenfrequenz)
= Die allgemeine Losung von (H) hat die Form

z(t) = e %(cy cos(wt) + ¢y sin(wt))

wobei ¢1,c2 € R durch die Anfangswerte x(to), @(to) bestimmt werden.
Diese Losung kann noch in anderer Form geschrieben werden:

z(t) = e "Re ((c1 —ica)e™") = Ae™ ¥ cos(wt + ¢)

[cl —icy = Aei“"]

145



8 Integralrechnung 17.01.2005

8 Integralrechnung

Sei a < b, f:[a,b] — R beschrinkt

b
A= / f(z)dz = Flicheninhalt

Beispiel: a=zg<z1 <22 <..<any_1<zny=D

f(x) = ¢ fiir xx—1 < & < x. Solch eine Funktion heisst Treppenfunktion.

b N
/f(m) de = cx(ax — 2x-1)
0 k=1

Definition: Sei I := [a, b]
Eine Partition (Teilung) des Intervalls I ist eine endliche Teilmenge P C I, so
dass a,b € P.

P(I) .= & = {Menge der Partitionen von I}
Eine Partition konnen wir in der Form
P ={xp,z1,..., 2N}

schreiben, wobei a = xp < 1 < ... < xy_1 < Ty =Db.

Notation: Anzahl Intervalle:
N(P):=#P -1

Feinheit:

p(P) = max (ai —a1)

Definition: Fiir eine solche Partition P = {zg,...,xn} € Z(I) definieren wir
die Obersumme von f:

N

S(f,P) := Z sup  f(z)- (zr — xp—1)

k1 [Th—1,7k]

und die Untersumme von f:
N

S(f,P):=>" inf f(x)-(zr— 2K 1)

= [Tr—1,2k]
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Lemma 1: Sei f: I — R beschrinkt

= sup S(f,P)< inf S(f,P
Pe@p(l)i(f ) PeP(I) (£ P)

Beweis:
1. Seien P,Q € 2(I) und P C Q
= S(f,P)<8(f,Q)  S(f,P)>5(f,Q)
2. Fiir alle P,Q € 2(I) gilt:
S(f,P) <S(f,PUQ) <S(f,PUQ) <5(f,Q)
= S(f,Q) ist eine obere Schranke der Menge {S(f, P) | P € 2(I)}
= sup S(f,P)<5(f,Q) vQe 2(I)

Pe(I)
= sup S(f,P)< inf S(f,
Pe.@p(l) 5(4.P) QeZ(I) Q)

(QED)

Definition: Eine beschrinkte Funktion f : [a,b] — R heisst Riemann-Inte-
grierbar, wenn

522,,5“7 P) = ;}gf@ S(f, P)

Falls f Riemann-integrierbar ist, so nennen wir die Zahl

b
/f(x)d:r = ﬁ‘;%ﬁ(f’ P) = Pirelfyg(f, P)

das Integral von f iiber I = [a,b)].

Satz 1: Sei I = [a,b] ein kompaktes Intervall, f : I — R eine beschrinkte
Funktion und A € R, dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) f ist Riemann-Integrierbar und

A= /bf(x)dx

(11) Ve >036 >0:VP = {,Io,.rl,...,ZIIN} S QZ(I)V&,@,...,&V eR

u(P) <o }:>

Tr—1 < &k < ap

N
A= )@k —zpo1)| <e
k=1

Bemerkung: Wir konnen (ii) in der Kurzform schreiben:

b N
[@dr= dm S @ o)
p(P)—0 - —
a Ep€lrp_1,xk] "7

Hilfssatz: Sei M > 0, so dass Vz €

~M < f(z) <M
=VP,Q e 2(I) gilt:
S(f,P) > S(f,Q) —4M - N(Q) - u(P)
S(f,P) <5(f,Q) +4M - N(Q) - u(P)
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Beweis: Sei P = {zg,1,...,xn}. Definiere (fir k =1,...,N):

hE infl,, |z f(x) falls [zp_1,2,]NQ =2
B £M sonst

e Der Zweite Fall tritt hochstens 2N (@) mal auf.

o Wir wissen zj, — xp—1 < p(P) fur alle k € {1,..., N}

= S(f,P) = inf  f(z) - (zk — 2p-1)

[Tg—1,2]

~

, PUQ) —4M - N(Q) - u(P)
f,Q) —4M - N(Q) - u(P)

(QED)
Beweis von Satz 1:
e “(i) = (ii)”: Sei € > 0 gegeben.

1. Wahle @, so dass

A-S<S(HQ<B(HQ <A+

2. Wihle § > 0, so dass

AM-N(Q)-6 < =
= Fiir P € & mit p(P) < ¢ gilt:
S(f,P) = S8(f,Q) —4M - N(Q) - u(P)
>8(f,Q)—4M - N(Q) -6
> S(£,Q) -5
>A—¢
Genauso:
S(f,P)< A+e¢

= Fiir jedes P € & mit p(P) < 4 gilt:
A—E<§(f,P) Sg(.ﬂp) <A+E
e “(ii) = (i)”: Wir nehmen an, dass (ii) gilt.

Behauptung 1:
sup S(f,P) < A
pPe»
Behauptung 2:
sup S(f, P) > A
pPez
Behauptung 1 und 2:

= sup S(f,P)=A
Pe>
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Genauso: B
:F}g}?@S(f,P) =A

Beweis von Behauptung 1: Sei € > 0 gegeben. Wahle § > 0 wie in (ii). Sei
Pe2(I).
= 3Py € £(I), so dass P C Py und pu(FPp) < 9.

(:i>i) Mit Py = {zo,21,....,an } und z—1 < & < xp gilt:

N
A—e< Zf(ﬁk)(fﬂk —xp-1) < A+te
k=1

B

+e€
Qﬂ}%)S‘A_+E
+eVe >0

e

3
IANIA IA A
o [

Beweis von Behauptung 2: Sei € > 0

Zu zeigen: 3P € 2(I): S(f,P) > A—¢
Wiéhle § > 0 wie in (ii) und P = {zo,...,xn}, so dass u(P) < 6. Wihle
&k € [xp—1, k], so dass

H&) = inf  fle)+g—]
N
= S(f,P)= Z [xkinka] f(@) - (vk — zp—1)
k;l
> ;1 (f(fk-) - b—) (zr — xk-1)
N
=" f(&) (@ — wpor) —¢
k=1
>A—¢
> A -2

Ve>03P e P(I): S(f,P) > A— 2:

(QED)

Satz 2: Sei I = [a,b], Z(I) ={f : I — R|f ist Riemann-Integrierbar}
Z(I)—R

f(x)H/bf(w)dx

(i) Seien f,ge Z(I), A€ R
= f+g,Af € Z(I)
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(ii) Seien f,g € Z(I), f(z) < g(x)Vx eI
b b
é/f(:c)dazg/g(a:)dx

(iii) Sei f € (1) = |f| € 2(I)
b

/f(w) dz

a

b

< [17@) do

a

(iv) Sei fe Z(I),a<c<b
= f|[a,b] € ’%([a7b])7 f|[c,b] € ’%([67 b])

b b

/f(m)dxzjf(x)dm—k/f(m)dx

a c

Bemerkung 1: Mit der Konvention
b

/af(x)dw ::f/f(x)dx
b

/f(:v) dz:=0
gilt (iv) fir alle a, b, c.

Bemerkung 2: Seien f,g € Z(I)

max{f,g} = %(f+g+|f*9‘) e Z(I)
minf.g} = 1 (f+9—1f —gl) € 2D

Bemerkung 3: Nach Satz 1 ist eine Funktion f : I — R genau dann Riemann-
integrierbar, wenn sie folgende Eigenschaften hat:

(i) f ist beschrénkt
(i) Ve > 030 >0:VP € Z(I)
:u(P) <5:>§(f’P)—§(f7P) <e

Beweis von Satz 2:

(i) Seien
b b
A::/f(a:)dx B::/g(x)dm
Sei € > 0. Wihle § > 0 wie in Satz 1, so dass VP = {zo,...,an} € P(I)
mit p,(P) <6 V& € [l‘k_l,l‘k] gilt

N
A= 3G =) <
N e
B=Y g(&) ey — zp-1)| < 5
N k=1
= |A+B =) (f+9)(&)(@r —zr-1)| <
k=1

150



8 Integralrechnung 19.01.2005

S:>a1f+g€%(l) und

/bf($)+9($)d£Z/bf(x)d$+/bg($)d$

Genauso: A\f € Z(I) und

/b)\f(gc)dx:)\/f(x)dx

a

(ii) f(z) <g(x)Vz el
= S(f,P) < S(g,P)VP € 2(I)

inf S(f,P)< inf S(g P
:Pé%(z) (f; _Pelrﬁlz(l) (9. P)

(i) |[f @) = 1fWll < [f(@) = fy) Yo,y e T
sup |[f ()] = [f (W)l < sup |f(z) = f(y)|

z,yel z,yel

sup |f(@)| = f(y)] < sup |f(z) — f(y)|

z,yel z,yel

sup [f(2)| = |f(y)| < sup [f(z) — fly)] JCI
z,yeJ z,ycJ

sup | f| — inf |f] < sup f — inf f
J J J J

= S(IfI.P) - S(Ifl.P) < S(f.P) - S(f.P)

Bewd | ¢l € (1)
—|f(z)| < £f(z) < |f(zx)|Vz eI

= —/bf(x)ldz < i/bf(x)d:c < /blf(x)dx

(iv) Ubung: Zeige f lja,8]> flie,p) sind Riemann-integrierbar

Seien

A::/Cf(x)dx B::/f(x)dx

C

Sei e > 0.
= 3Py € #([a,b]), so dass

- 5 5
S(f'[a,c]aP0)<A+§ ﬁ(f|[a,c]7P0)>A_§
P, € Z([e,b]), so dass

_ c -
S(flieny Pr) <B+§ S(flien), 1) > B — 5
= S(f,PhUP)<A+B+ec S(f,PhUP)>A+B—¢
Ve > 0:

:ir};f?(f,P)<A+B+E supS(f,P)>A+B—¢
P
éigfg(f,P) =supS(f,P)=A+B
P
(QED)
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Beispiel: f(z) = ag + a1x + agx® + ... + a, 2" ist integrierbar.
Beispiel: Sei f(z) =2, P={0, %,...,1}

S

1+

1

S(,P)—S(f,P)=n- - =1

n? n

Satz 3: Sei I = [a,b] ein kompaktes Intervall
(i) f: 1 — Rstetig= fe2(I)
(ii) f:I — R monoton = f € Z(I)

Beweis:

(i) Schritt 1: f ist gleichméassig stetig, das heisst Ve > 036 > 0:Vz,y € I

lz—yl<d=[f(z) - fly)l <e

Beweis: Annahme, f sei nicht gleichméissig stetig, das heisst 3 > 0 : V§ >
03dx,yel

lx—yl<o=|f(z) - fly)| =€
= Jx,,yn € I, so dass

1
|75 _yn| < n = |f(-73n) - f(yn)| 2e€
Nach Bolzano-Weierstrass 3 Teilfolge ny, so dass die Grenzwerte

lim z,, =2 €l lim y,, =:yel
k—o0 k—o0

existieren.
y= klim (Tny, + Yny, — Ty, ) = klim T, + klim (Ynp — Zny,)
| —
=x =0
—00 k—oo
= Jk, so dass
€ €
[f(zn,) = f)l <5 [flyn) = fl2)] < 5
= |f(xnk) - f(ynk” <e
— Widerspruch!
Schritt 2: f € Z(I).
Sei € > 0. Wihle > 0 wie in Schritt 1.

Sei P € Z(I) mit u(P) <6, P ={x9,21,....,xN}
=Vke{l,..,N}Va,y € [xr_1, )] gilt

lz—yl<d  |f(x) - fly)l<e

= sup  |f(x)-f(y)l= sup f— inf f<e

z,y€[rK—1,2k) [k—1,7k] [zr—1,2k]
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N
Z ({ sup f— inf f) () — xp—1)
k=1

Th—1,Tk] [Th—1,7k]
N
<e) (zp—xp—1)=¢€(b—a)
k=1
P e (D)
(ii) Ubung
(QED)
Satz 4: Sei f : [a,b] — R stetig, so dass f(z) > 0Vz € [a, b]
b
/f(a:)dx =0= f(z)=0Vz el
Beweis: Annahme: Jzg € I, so dass f(zg) # 0= f(x9) >0
Sei
_ f(=o)
€= >0
Da f stetigist 36 >0:Vy e I
ly —zo| <= [f(y) — flzo)| <e
= f) =) > 1f(zo)| —e=e>0
| € 75%+6 |
a i) b
Sei | <
) & Aalls|z—x0] <
g(w) = { 0, sonst
= f(x) > g(x)Ve el
b b
= /f(ac)dm > /g(aj)dx >6e>0
solange 6 < b —a
— Widerspruch! (QED)

Definition: Sei I = [a, b

(1) = {f : I — R|f stetig} & 2(I)

dann ist die LP-Norm definiert durch

b 1/17
1l = ( / f(x)lpdw)

Behauptung: | ||, ist eine Norm auf €/(I)
i) |Ifll, > 0Vf € €(I) (Satz 2)
) Ifllp =0, f € €(I) = f=0 (Satz 4)
iii) [|Afll, = Al [1fllp (Satz 2)
)

ii

—

V) Lf 4+ gllp < [1£1lp + llgll, (Holderungleichung)
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Hoélderungleichung: Seien f,g € (1)

b

o= [ S@o)ar < ISl oy 4=
Beweis:
b
(.9) @) o)
b lals = 7T Talla
b
F@P | g
: / (o * o)
RIS
P q
fiir f,g # 0.
(QED)
b
15+l = [156) = 9@ 110) + gl @z
ab b
< [15@1- 1@ + g o+ [ 1o 1f0) + gl as

b
T W + lalle) ( / |f () + g(a)| P~ D= dx)

= (I£llp + gl f + gl

= Dreiecks-Ungleichung fiir || - ||,

8.1 Fundamentalsatz der Differential- und Integralrech-
nung

Satz 5: Sei f : [a,b] — R stetig.

F(z):= /f({)df, a<z<b

= Die Funktion F : [a,b] — R ist differenzierbar und

F'(x) = f(x)Vz € [a,b]

Beweis:

r+h

x+h

z+h T
e i) ~Fla) 1 (/ f(g)dg—/f@)dg) i [ 1o

a
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(Satz 2)
F(z+h) - F2) T
@) =5 | [ 1O - hi@)
1 xz+h
— 5| [ 1O - s
1 x+h
<i [ 1€ - 1@ a
< sw (£~ f(2)
z<E<z+h
Sei e > 0.

Da f (an der Stelle x) stetig ist, gibt es ein 6 > 0, so dass fiir y € [a, b]

lz—yl <d=|f(z) - fly)l <e
= Fir 0 < h <4 gilt

F(x+h})l—F(x) —flx)| < sup |f(y)— flx)] <e
y€E[z,x+h]

Diese Ungleichung gilt ebenfalls fiir —6 < h < 0. Das heisst

Fm»=£%F“+2‘F“)=ﬂm

(QED)
Definition: Sei f : [a,b] — R stetig.

Eine stetige, differenzierbare Funktion F : [a,b] — R heisst Stammfunktion von
f, wenn Vz € [a, b]

Bemerkung: Wenn F, G Stammfunktionen von f sind, so ist G — F" konstant.

Korollar: Sei f : [a,b] — R stetig, F': [a,b] — R eine Stammfunktion von f
b
= /f(x) dz = F(b) — F(a)

Beweis: Nach Satz 5 ist die Funktion
Fola) = [ f0)dg

eine Stammfunktion von f.
Bem

= dceR:Vz
F(z) = Fy(z)+ ¢
b

ﬁF@fﬂ@:m@—%@:m@:/ﬂo%

a

Notation: Sei f: I — R stetig, (Fp) = {Fp +c¢|c € R}

/ f = {Menge der Stammfunktionen von f}

= {F : I — R|F ist differenzierbar und F’' = f}
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Beispiel 1:  f(z) =2% a # —1
xa+1 1.a+1
F = a =
() a—|—1:>/$ <a+1>
Beispiel 2:
1
Z =0
[ s
Beispiel 3:
a4 arctanx = 1 = / _de (arctan x)
dz 1422 1+22
Beispiel 4: —-1<z<1
/ de 1 / U S
1-22 2/ \1-2 " 142)%
1
= 5 (log(1 + ) —log(1 — x))
1 1 1+x
—2 %12
= artanh(x)
= (tanh™'(z))
coshz :
tanh x
tanh x 1
sinh x T
Beispiel 5: = >1
xdx 1 9
Beispiel 6:
/ cT < 1 CJJ>
e =(—-e
c
Beispiel 7:
/sin = (—cos) /cos = (sin)
Beispiel 8:
/sinh = (cos) /cosh = (sinh)
Beispiel 9:
sin : (fz, E) - (-1,1) arcsin = sin~ ' : (=1,1) — (f—, E)
2°2 272
sin’ = cos = V1 — sin®
-l<z<1
arcsin’(z) = 1 = /L = (arcsin z)
V1— 22 V1— 22
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Beispiel 10: z R

/ v _ (arsinhz)
Vita?

log (x +Vz )> (arcoshz)

x>1

f =t

Beispiel 11:  f(z) = e’
F=7

A Formell!

Satz 6: Partielle Integration
Seien f, g : [a,b] — R stetig differenzierbar.

/}d=m—/fg

Beweis: F(x) := f(x)g(2)

Lelbmtz Regel
=f9+fg

éf@ﬂw—ﬂwﬂMZF@—FW)

Beispiel 12: f=2", 9= %e“

" n _
= et = 2 _pcr _ " lecm
C C

Beispiel 13: f=+V1-22,g==2

! € /
= —— :1
f = 9

—1<z<1

= [ V1-22dz =2 1—x2+/
/ \/17x2

+/ B 1—:102
V1 — 22 \/179:2

1 dx
= [ V1-22dz == |2V1—-2%2+ )
/ 2( V1—22
Bsps 1

3 (:v 1 — 22 + arcsin z)

=zy1— a2
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8 Integralrechnung 24.01.2005

1

1
1
= /\/17x2d1’: - (x 17x2+arcsin:c>
-1 2 -1
1 . .
=3 (arcsin 1 — arcsin(—1))
oo
2
1
=5 Flache des Einheitskreises
Beispiel 14:
1
/\/332 +1dz = 5 (x\/x2 +1+ arsinhx)

> 1

/\/ 22 —1dz = (x\/xz -1+ arcoshx)

DN | =

Beispiel 15: f =cos" 'z, g =sinx

f'=—(m—1)cos" *(x)sinz ¢ =cosx

wn

ey /cos" xdz = cos" ! (z)sinz + (n — 1) / cos" " ?(z) sin® z dz
= cos" ! (x)sinz + (n — 1) /cos"_Q(x) de —(n—1) /Cos"x dz
n—1 : -1
= /cos"xdac =& (z)sinz + 2 /cos”_Q(m) dz
n n

Definiere:

w/2
Cp 1= / cos”" xdx
0
™ n—1
o= 5 c1=1 Cn = Cp—2
2 n
cos?™ z > cos® Mz > cos?" T2z = c9p > Con+1 = Can+t2

:1202n+1262n+2:2n+1_)1
Con Con, 2n 4+ 2
= lim 2l g
n—oo  Cop
2n —1 2n—1 2n—3 3 1 =
Cn: C’I’L— = . e — e — . —_
2 on 272 on 2n—2 472 2
2n 2n — 2 4 2 1
CTL — — e = = .
T o -1 53
2 4 6 2n
Contl _ 575 7 Farl 2
- 1 3 2n—1
C2n 274 T T
22 446 6 on omn 2
"1 33557 7 2n—1 2n+1nm

W,, Wallis’sches Produkt

= lim Wn:g

n—oo
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8 Integralrechnung 24.01.2005

Satz 7: Substitution
Sei I C R ein Intervall, o : [a,b] — I stetig differenzierbar und f : I — R stetig

»(b) b
ﬁl/f@Nx:/f@QMﬂO%
w(a) a

Beweis: Definiere F' : I — R durch
F(x):= / f(t)de
w(a)
P ist stetig differenzierbar und F'(x) = f(x)Ve € I

= (Fop)'(§) = F'(¢(&) - ¢'(§) = f(»(£)¢'(€)

b
S5/f £)dé = F o p(b) — Fop(a) = F(p(b)) — f(p(a))
©(b)
- [ s
»(a)
Korollar:
b+c
/f dm—/f§+c (1)
a+tc
%/f@ﬂfzjf@@% 2)
!@8@ log(i2(b)) — log(2(a)) 3)
Beweis
(1) () =E&+c
(2) (&) =ct
(3) flz) =1

Beispiel 16:

x
—d
/x2+ax+b o

hat fiir b > < keine Nullstellen.

/—x dx—l/izt—i_a dav—g/i1 dx
24ar+b  2) 224+ax+b 2) 224ax+b

1 a 1
— - log(a? -2 g
2og(:v +ax +b) 2/x2+agc+b x
B a? _zx+a/2 o1 dy
A:=4/b a1 = A o(z) @()*Z dz
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8 Integralrechnung 24.01.2005

/ dx _/ dx
22 +ar+b | (z4a/2)%+ A2

:L/dim
A2 (%)2“

A 1+y

= Zarctany
xdx a z+a/2
j/m 210g($ +aa?+b) \/ﬁarctan 7&2

4

8.2 Uneigentliche Integrale
Seien a,b € R, a < b und sei f : (a,b) — R stetig.

Definiere:
b b—e
/f(x) dz = lir% f(z)dx
E—
a a+te
falls der Limes existiert.
Genauso:
o) R
/f hH(lJ f(z)dx
R—oo ate
b b—e
/ flx lim f(z)dx
Rago °R

Beispiel 17: Sei s >0, f:(0,00) — (0,00)

1 1 s
@) xs /ms . 1—s
—s#1
_ ~l-s
/—dx—hm —ds(:—hm1 c = !
e—=0 1—s 1—s
fir 0 <s<1.

Die Funktion x — = ist auf dem Intervall (0,1] nicht integrierbar, falls s > 1

m&
%) R

1 1-s
/—dxz lim/idx: lim R 1: 1

s R—oo | x5 R— 1—3s s—1
1 1

fir s > 1.

Beispiel 18: f(t) =e™ !, f:]0,00) = R

0o R

/e*t dt = lim /e*t dt = lim (1 — e*R) =1
R—o0 R—o0

0 0

= f(t) = t%e~! < t° ist integrierbar auf [0, 1] fiir s > —1
f(t)/t? = t5=2e~ ist beschriinkt auf [1, o0]
F0) = [F(0)] < & fir ¢ > 1

= fist integrlerbar auf [1, 00) fiir jedes s

= f ist integrierbar auf [0, co) fiir jedes s > —1
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8 Integralrechnung 24.01.2005

8.3 Die Gamma-Funktion

I':(0,00) =R I'(x) :/tz temtdt
0

Lemma 1:
) I =1
i) D(z +1) = 20'(z)
i) Yo,y > 0VA € [0,1]
Az + (1-Ny) <T(z)*-T(y)' ™

Bemerkung: Eine positiv reell-wertige Funktion, die iii) erfiillt heisst loga-
rithmisch konvex. Zur Veranschaulichung definiere f(z) :=logT'(z)

fOz+ (1= Ny) < Af(z)+ (1 =N f(y)
STz + (1-Ny) = e Qat(1=2y) < Af(@)+A=-NF(y) = F(m)’\F(y)l_’\

Beweis:
i) I'(1)
= / e tdt=1
0
i) T(z+1)
R
= lim /t‘”e_tdt
£—0
R—oo €
R R R

T et dt = —t%et
N~~~

—l—/xt””_l et dt
=

€

e [f(t) g'() e f(t) —g(t)
R
= g% ¢ — Rt R +$/tm71€7t dt
S— —
—0 fiir e—0 —0 fiir R—oo e
—_——
—zl(z)

i) Fiir A= 0, A=14/

Sei 0 < A < 1.
Hélder’sche Ungleichung mit p= 4, ¢ =25, p ' +¢ ' =1

acl—t tyl—t)l /\dt

R
/ ¢
1/p 1/q
R
e tdt : /tyfle*tdt
I
<I(z

R
/t)\w-‘r(l—k)y—le—t dt =
€

IN

—_———
—>F(x) —TI'(y)

gilt Ve, R.
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Lemma 2: Sei F': (0,00) — (0,00) eine Funktion mit folgenden Eigenschaf-
ten:

i) F(1) =1
i) Fla+1)=aF(z)Vx >0
iii) F ist logarithmisch konvex

n!-n®
= F(z) =I(z) = lim z(z +1)...(z +n) "

Gauss’sche Formel fiir die I'-Funktion.

Beweis: Sein €N

F(n)=(n-1)!
Fn+z)=(x+n-1)F(lea+n—-1)=2(x+1)...(x+n—-1)F(x)

Fir 0 <z < 1 gilt:

a) F(n+x)

(2(n+2)+ (1 - 2)(n+1+2))
(n+x)* - Fln+1+2)°
(n+x)"(n+ x)l_IF(n + x)l_””
(

Aus a) und b) bekommen wir:
nln+z)* ' < Fln+z)<nl-n**

nl(n + z)*1 nl.n=1
zz+1)..(z+n—-1) — Flw) < zz+1)..(z+n—-1)

Fle) — < )SF(HU)( 2 )

‘n+z - zx+1)..(z+n n+x
S~—— —_——
—1 —1

= Lemma fir 0 <z <1
Ubung: Beweis von (%) fiir z > 1

Bemerkung: Euler’sches Sinusprodukt

sin(mx) L x? s z?
=1 1-2) = 1- =
T ﬁﬁg( W) H( m)

Korollar:
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8 Integralrechnung 26.01.2005

Beweis:

11—z

. n!-n
P(@)(1-2) = lim s+ 1).(z+n) (1-2)2-2)..(n+1-2)

1 . n!? n
xn—oo (1 —22)(22 —22)...(n? —22) n+l-=z

(QED)

Beispiel:

R
e~ dz =2 lim /e_zz dx
€

\
o
|
HM
o,
8
Il
]
0\8

R—oo
—oo e—0
’ 1
= lim e orda
R—o0 T
e—0 e
R2
=1 Lot
Rl—r>noo \/Ee
e2
o
1/2—1 —t 1
0
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9 Anwendungen der Integralrechnung

9.1 Approximationstheorie

Definition: Seien f,g: R — R Funktionen, dann ist die Faltung
fro@)= [ o=t

Definition: Eine Funktion f : R — R heisst lokal Riemann-integrierbar, wenn
die Restriktion f|; : I — R Riemann-integrierbar ist fiir jedes kompakte Inter-
vall I C R.

Definition: Wir sagen, eine Funktion f : R — R hat einen kompakten Trdger,
wenn es ein kompaktes Intervall I C R gibt, so dass f(z) =0 Vz € R\I.

Bemerkung: f,g € %Z(I), I C R kompaktes Intervall

= fge z(I)

Beweis: Ubung mit Hinweis:
Fiir jede Partition P € Z(I) gilt:

< IfII- (S(g,P) — S(g,P)) + llgll - (S(f,P) — S(f,P))

Definition: Seien f,g : R — R lokal Riemann-integrierbar mit kompaktem
Tréager, dann definieren wir die Faltung durch

frgle) = / fla— t)g(tydt = / gz —1ydt

Substitution: ¢t — x —t =: s

Beispiel:
_ [ k2 —lk<t<1/k
g(t) = { 0 sonst
Yy
x
z+1/k z+1/k
k k
frgr(z) = fH)zdi =5 f(t)dt
z—1/k z—1/k
— “Mittelwert” von f auf [z — 1,2+ 1].
T+1/k
k k—oo
5 [ r0a= e
z—1/k

wenn f stetig ist an der Stelle x (folgt spéter).
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9 Anwendungen der Integralrechnung 26.01.2005

Definition: FEine Folge von Funktionen 05 : R — R heisst Dirac-Folge, wenn
sie folgende Eigenschaften hat:

(i) Fiir jedes k € N ist J; lokal Riemann-integrierbar und hat einen kompak-
ten Trager.

(ii) dx(z) > 0VEk € NVz € R
(iii) Vk € N

75k(x) de=1

lim / Op(x)dx =0

(iv) Vr >0

k—oo
R\[—7,7]

Beispiel 1:

5u(x) = gi () ={ k2 -1/k<e <1k

Beispiel 2:

(1—z?)* <
Ly(z): = Ck ol <1
0 |x] > 1

1
ck::/(1—$2)kdx
1

(i) L : R — R ist stetig und hat kompakten Tréiger /
(ii) Li(z) > 0 VEVz /
(iii) Vk € N

= Fir 1 > |z| > r > 0 gilt:
I LA |
Lk(l') S ( r ) S + (177,2)]6
Cl 2
~—_———
—0

/Lk(x) <2 (1 -rHf=Ek+1)A -7 - 0vr >0
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Satz 1: Sei f: R — R stetig und beschrinkt, d; : R — R eine Dirac-Folge.
Dann gilt:

(i) vz € R
lim £ +0,() = £(a)

(ii) f ist gleichmissig stetig = f * d) konvergiert gleichméssig gegen f.

Beweis:
(i) fr:=fxo
| fi(@) — f(2)]

oo

_ /f(x—t)ék(t) dt - f(x)

oo

- /(ﬂx—ﬂ—f@»%@ﬁﬁ

g/kﬂx—w—ﬂ@waww

:/U@fﬂfﬂM&@&+ / o — 1) — f) o) de

R\[—r,r]

<sup £ =)~ )l [adee2lsl [ s
[t|<r s R\(Lror]
[f]l := sup | f(z)|
x€R
Sei e >0 und z € R. Wahle r > 0, so dass Vt € R
€

< r =171 - f@)] < §

Waihle kg € N, so dass Vk € N

g

k> ko= / 0r(t)dt <
g (0 4 <

R\[—r,r]

= Fiir jedes k > ko gilt

[fe(@) = f(2)| < sup |f(z —t) = fz)|+ 2] /] / Or(t)dt <e

[t|<r
R\[—r,r]

<e/2
<e/2

(ii) Falls f gleichméssig stetig ist, konnen wir r und damit auch ko unabhéngig
von x wéihlen.

(QED)

Satz 2: Weierstrass

Sei I = [a,b] und f : I — R stetig.

= 3 Folge von Polynomen P, (mit reellen Koeffizienten), die gleichmiissig gegen
f konvergiert.
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Beweis:

o l.Falll a=0,b=1, f(0) = f(1) =0

I I
0 1

Definiere f(z) := 0 fiir z € R\[0, 1]

1— 2\k
Li(x) ::ﬂ —1<z<1
Ck
2l f x Ly konvergiert gleichméssig gegen f.
Polynom auf [0, 1]?
Fiir z € [0, 1]:
1
L = t)L —t)d¢
friata) = [ fOL(2-2)
0 e[-1,1]
1
1— —t 2\k
[ O,
Ck
0
L 2k
— [ 10> (0! a
0 7=0
2k

e 2. Fall a=0,b=1

[ [
a b

g(x) := f(z) = (1 =) f(0) =z f(1)

0 < <1 stetig
9(0) =0=g(1)
1.Fall

=" 3 Folge von Polynomen @y, die gleichméssig gegen g konvergiert.
Py(z) = Qr(z) + (1 —2)f(0) + = f(1)
= P, konvergiert auf [0, 1] gleichmissig gegen f.

e 3. Fall: allgemein
fila, b)) =R

Definiere g : [0,1] — R

g9(z) = fla+ (b - a))

L8 3 Folge von Polynomen Qy, die gleichméssig gegen g konvergiert.

nw = (jo2) <o (5o2) - f@

= P konvergiert auf [a, b] gleichmissig gegen f.

(QED)
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9.2 Gewohnliche Differential-Gleichungen
Sei Q C R” offen und f : 2 — R” stetig.
Gegeben: xq € 2

Gesucht: Eine Abbildung x : I — Q mit einem offenen Intervall I C R und
einem stetigen und differenzierbaren x, so dass

i) = fet) Vel 2(0) = o (1)

— Anfangswertproblem
Jede solche Abbildung = : I —  heisst Losung von (1).

Definition: f:Q — R” heisst lokal Lipschitz-stetig, wenn es fur jedes zg € (2
zwei Konstanten ¢ > 0 und L > 0 gibt, so dass folgendes gilt:

(i) |z —zo| <e=>x €0

(i) o —zo| <& |y —mo| <= [f(z) = f(Y)| < Llz —yl)

Beispiele:
en=1 0Q=R, f(x):$2
B B 1
° TL—l,Q*(Oa]-%f(w)*m

Y
7

X

Satz 1: Sei f:Q — R” lokal Lipschitz-stetig und z¢ €
= 3§ > 0, so dass Gleichung (1) eine eindeutige Losung z : I — Q auf dem
Intervall I = [—§, 8] besitzt.

Beispiel 1: n=1,i =22 2(0) =9 >0

zo
t) =
:E() 17t£€0
Ht<x—10
Beispiel 2: n=1, Q=R
z x>0
f(x)={(‘)f <0

ist nicht lokal Lipschitz stetig.

i =/z, 2(0) =0
1. Lésung: x(t) =0

2. Losung: Ansatz: z(t) = ct®

i(t) = cat®t = \Jz(t) = Vet*? = ca = Ve, a — 1 = /2

- = _ 1
a=2,c=
x(t)——{

2 t>0

1
1
0 t<0
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Bemerkung 1: z:1 —  ist genau dann eine Losung von (1), wenn Vt € T
t
o(t) =20+ [ fla(s)) ds 2)
0

Bemerkung 2: vy : [a,b] — R” stetig

y(6) = Wi (t), -, yn(t))

b [P yi(t) dt
y(t)dt : = :

a N yn-(t) dt

Bemerkung 3:
b

b
/ y(t)dt| < / ly(8) et
a R

a

(| - |rn Euklidische Norm)

Beweis von Bemerkung 3: Sei P := {to,t1,....tn} € P([a,b])

N
Sy, P) =Y y(te)(tr — tr-1)

k=1

1S(y, P)lrn <D ly(ts)

k=1
b
/ y(t) dt| =

b
- / ()| dt

Definition: f : X — X heisst Kontraktion, wenn es ein o < 1 gibt, so dass
fiir alle z,y € X:

re (th — te—1) = S(|yl, P)

lim S(y,P)|= lim |S(y,P)|< lim S P
i S0.P) = i 1SGuP) < tim S(lP)

d(f(x), f(y)) < ad(z,y)

Satz 2: Banach’scher Fixpunktsatz
Sei (X, d) ein vollstindiger metrischer Raum, X # &, f : X — X eine Kontrak-
tion

=3JzeX: flz)==

Beweis: Findeutigkeit: Seien z,y € X, so dass x = f(x), y = f(y)

= d(z,y) = d(f(2), f(y)) < ad(z,y)
= (1-a)d(z,y) <0

~——
>0
=d(z,y) <0
=d(z,y) =0
=>Tr=y

FExistenz: Wahle ein 2y € X und definiere

x1 = f(xo) x9 := f(x1) Tpi1 = f(xn)
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Behauptung: x,, ist eine Cauchy-Folge

d(xn+1,33n) = d(f(xn)a f(xn71)> < ad(:cn,xnfl)

Ind d(xpt1,Tn) < "d(z1,20)
Vn > 0.
= Fiir n,m € N mit n < m gilt:
m—1 m—1 o)
AT, ) < O d(@p, we1) < Y aFd(zy,m0) < oFd(w,x0)
k=n k=n k=n
an
= d
1 —a (:L.17 xO)

Sei ¢ > 0. Wihle ng € N, so dass

a™o

11—«

d(l‘l, JZQ) <e

= Vn,m > ng gilt d(xn, xm) < &
Da X vollstiindig ist, konvergiert die Folge (2,,)nen in X.
Sei

z:= lim z, € X

n—oo

= flx)=7f ( lim 1‘n> = lim f(z,)= nlLrI;oxn+1 =z

n—oo n—oo

(QED)

Beweis von Satz 1: Sei 2y €  gegeben. Wéhle ¢ > 0, L > 0, so dass
Vz,y € R

|zt —ao| <e =z

} S /(@) - fW)] < Ll — ]

|z —zo| < e
ly—mo| <e

Definiere:
M = [f(ao)| + Le

Wihle § > 0, so dass 0M < ¢

1. |z —xo| <e=|f(x)| <M

F@)| < [£(2) = F@o)] + | F@o)] < Llx — ol + | £ (o)
< Le + |f(wo)| = M

2. Sei xz : [—0,d] — £ eine Losung von (1), dann gilt V¢ € [—6, 0]
= |z(t) —zo| < €

Annahme: 3t € [0,6], so dass |z(t) — xg| > ¢
Sei 7 das kleinste solche ¢, also 7 := inf{t € [0,d] | |z(t) — zo| > &}

=7>0 |x(T) — a0l =€ |x(t) — xo| < eVt €[0,7)

/f(x(t))dt < /|f(a:(t))| dt <TM <M < ¢
0 R T

— Widerspruch!

3. Sei 2" := {x : [-4,0] — R"|x stetig, |z(t) — xo| < &} ein vollstindiger,
metrischer Raum und seien x,y € Z°

d(z,y) = sup |z(t) —y(t)] = [z -yl
te[—46,0]
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4. Sei F': & — Z mit
F(z)(t) ;=20 + | f(z(s))ds
/

S:> F ist eine Kontraktion
2 F hat genau einen Fixpunkt © € 2
= Nach 2. und Bemerkung 1 ist = die eindeutige Lésung von (1) auf [, d]

Beweis: Vt € [0, 9]
F(@)(t) — o] = / f(a(s))ds| < / 1 (a(s))] ds
0 0
<tM (da |z(s) —xg| <€)
< 6M (da 0 <t < 4)
< €

IN

[F(2)(t) — F(y) @) [ (z(s)) = fy(s))] ds

IN

S L O~

Llz(s) —y(s)|ds

<

~+

Lllz —ylls < dLllz —y
Wiéhle § > 0 so klein, dass 0L < 1.

= [[F(z) = Fy)| < L |z -yl
=:a<l

(QED)

Satz 3: Eindeutigkeit
Sei f : © — R™ lokal Lipschitz-stetig, seien I, J € R"™ offene Intervalle mit 0 € I,
OeJundz:I—Q,y:J— Q zwel Losungen von (1).

=z(t)=yt)VteInJ

Definition 1: Ein metrischer Raum (X, d) heisst zusammenhéngend, wenn er
sich nicht als disjunkte Vereinigung zweier nichtleerer offener Mengen schreiben
ldsst, das heisst wenn U,V C X offene Teilmengen sind, dann gilt:

UuVvV =X
UnVv = o }éU—@OderV—Q

Aquivalente Bedingung: A C X

A abgeschlossen
A offen =A=X
A+

Definition 2: Sei (X,d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge Z C X heisst
zusammenhdngend, wenn der metrische Raum (Z,dz) zusammenhéngend ist,
wobei

dz ==d|zxz: ZxZ—R
die induzierte Metrik auf Z ist.
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Sprechweise: V C Z heisst “Z-offen”, wenn V offen ist beziiglich der Metrik
dz. Ebenso mit “Z-abgeschlossen”.

Lemma 1: Sei (X,d) ein metrischer Raum und V C Z C X.
Dann gilt

V ist Z-offen < d offene Teilmenge U C X : V =UNZ

Beweis:

o “=7:8SeiV Z-offen und z € V.
=Je=¢(z) > 0:

B.(z;72) :={y € Z|d(z,y) <e}CV
B.(z:2)=U,NZ

wobei
Uy := Be(2; X) = {y € X|d(z,y) < e}

Sei U := U,y Us:
= Uoffen, VCUNZCV

o “<”:Seix eV =2NU und U offen
=3J>0:B(x; X)CU
= B(2;Z)=B.(x; X)NZCUNZ=V
Lemma 2: Sei (X,d) ein metrischer Raum und B C Z C X.
Aquivalent sind:
(i) B ist Z-abgeschlossen
(ii) 3 abgeschlossene Teilmenge A C X, so dass B=ANZ
(iii) Fiir eine Folge z,, € B gilt

r=limz, € Z=x€B
n—oo

Beweis:
e (i) < (iii): Definition von “Z-abgeschlossen”.
o (i) & (ii): Sei A:=X\U
B ist Z-abgeschlossen
< V= Z\B ist Z-offen

M1 3 offene Teilmenge U C X : Z\B=UNZ

< 3 abgeschlossene Teilmenge AC X : B=ANZ
da B=ANZ={zeZlzr¢U}

Beispiel: X € R, d(z,y) = |z — y|
i) Sei Z = [a,b], U := (¢,00) und a < ¢ < b
= (¢,b] =V =UNZ ist Z-offen
ii) Sei Z = (a,b), A := [c,00) abgeschlossen in R und a < ¢ < b.
Setze B := AN Z = [¢,b) Z-abgeschlossen.

Zn, € [c,b)
Tp —b& Z

T, konvergiert nicht in Z.
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Satz 4: Sei Z C R, d(z,y) = |z — y|

Z ist zusammenhéngend < Z ist ein Intervall

Beweis:

e “=": Sei Z zusammenhingend

Annahme: Z ist kein Intervall
= Firae,be Z3IceR\Z:a<c<b
Sei
A:={zeZlz<c}=2ZnN(-00,c)
B:={zeZlx>c}=2ZnN(c,0)
= A, B sind Z-offen, das heisst ANB=@, AUB=Z,ac A, be B
— Widerspruch, da Z zusammenhéngend ist!

o “<”:Sei I C R ein Intervall. A C I sei I-offen und I-abgeschlossen.

Annahme: A+ &, A+ 1
Sei B :=I\A # @. Wihle a € A, b € B und 0.B.d.A. sei a < b. Sei

ci=sup{z eRla<z<bxe A} €la,bCI

=Ve>0dxceAd:c—es<z<ec¢
= dzp € A:x, < cund

lim zp, =ce [l
k—oo

Lem?2
Eced

=c<bdabg Aund c <b.
=z € BVz € (¢,b] (nach Definition von c).

1 1
= lim <c+—>€],c+—€B
n n

n—oo

= ¢ € B, da B I-abgeschlossen ist
=ce€ANB
— Widerspruch!

(QED)

Satz 5: Seien (X,dx), (Y,dy) metrische Rdume, sei f : X — Y stetig und
Z C X zusammenhéngend

= f(Z) ist zusammenhéingend
Beweis: Sei B C f(Z) offen und abgeschlossen beziiglich f(Z), B # &
Zu zeigen: B = f(Z)

Da B f(Z)-offen ist, 3 offene Teilmenge U C Y

B=Unf(Z)
Da B f(Z)-abgeschlossen ist, 3 abgeschlossene Teilmenge V' C Y
B=f(Z)nV
Sei A:= f"YB)NnZ={xz€ Z|f(z) € B}
1. B = f(A)!
2. A=fYUNZ
3. A=fY(V)nZz
= A ist Z-offen und Z-abgeschlossen und A # @&
=A=7
= B=[f(2) (QED)
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Korollar: Neue Version des Zwischenwertsatzes
Sei (X, d) ein zusammenhéngender metrischer Raum, f : X — R stetig, z,y €
X, c € R, so dass

flz) <c< fy)

=dze X:
fz)=c
Beweis: f(X) zusammenhingend ist zusammenhiingend
gy f(X) ist ein Intervall
=ce f(X)

Beweis von Satz 3: I N.J ist ein Intervall. Setze
A={telInJjz@t)=yt)} cInNnJ
1. A£3,0€ A

2. Aist (I N J)-abgeschlossen.
Sei t; € A eine Folge, die gegen ein Element ¢ € I N J konvergiert.

= a(t) = Jim a(te) = Jim y(t) = (1)

=1l
k—o0

=teA

3. Aist (I N J)-offen nach Satz 1:
Seite ACcIndJ
= z(t) =y(t) =

= 3§ > 0, so dass die Gelichung
i=fz)  20)=m (2)

auf dem Intervall [—d, 0] eine eindeutige Losung hat.
Vs € (—6,0) sind die Funktionen s — x(t + s) und s — y(t + s) Losungen
von (2).

>a(t+s)=ylt+s)=>t+seclnJ

=InJnNnt—-6t+6)NA
= Da I N J zusammenhiingend ist folgt A=1NJ
=z(t)=y{t)VteInJ

(QED)

9.3 Fourier-Reihen

Definition: FEine Funktion f: R — C heisst 2r-periodisch, wenn Vx € R
flz+2m) = f(z)
Beispiele:
o f(x) =" = ep(x)

e Trigonometrisches Polynom

n

fl@)= > arer(x), ar € C (1)

k=—n

Lemma 1: Sei f: R — C eine Funktion der Form (1) mit a;, € C, dann gilt

L[ .
= o / fe *tdt, —n <k <n (2)
T
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Beweis:

U [ i 1 fallsk=¢ _
) e A= falls ke [T O (3)

/f —1kt dt = Z ay _/ 0t —zkt dt = ag

l=—n
—,_/
Oke

Definition: Sei f : R — C lokal Riemann-integrierbar und 2m-periodisch,
dann nennen wir die Zahlen

= %/f(t)e*"’“dt (4)

die Fourier-Koeffizienten von f und die Reihe

7 Jk)ett (5)

k=—o0

die Fourier-Reihe von f. Die Partialsumme

=Y Fbe )

k=—n

heisst das n-te Fourier-Polynom von f.
Frage 1: Konvergiert die Fourier-Reihe (5)7?
Frage 2: Was ist der Limes der Fourier-Reihe (5) (falls er existiert)?

Definition: Seien f,g: R — C 27-periodisch und lokal Riemann-integrierbar.
Die Faltung von f und g ist die Funktion

f*g(x /f (x—t)d /fx—t

Beispiel: g(t) = ey (t) = et

f*ek /f 'Ik‘(T t) dt = f(k)evlm
= Snf(z) = f* ( > ek> () = f* D ()
k=—n
D,(z):= Z ettt = Z er(x)
k=—n k=—n
Fal@) := = (Do() + .+ Dy-1())

if*Fn:%<f*D0++f*Dn,1) :%(Sof—f——i-sn,lf)
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Lemma 2:

(i) z#0 )
1 ( sin ("2—“)
F,(x)=— - >0
(@) n (sm (%) )
(ii) ¥n e N
% F,(z)de =1

—T

(iii) Ve > 0V0 > 03ng € N:Vn € NVz € [—7, 7]

n > ng
5< |z < }:>Fn(x)<5

Beweis:

(i) Dn(z)

n 2n
Dn(CC) _ § ezkx — o inw § 6zk:w
k=—n k=0

14+ ei(2n+1)w

—14ei®
) xei(2n+1/2)z _ e—iz/Z

— e—l’n.

—inc

eir/2 _ p—iz/2
ei(n+1/2)x _ e—i(vl+1/2)x

eir/2 _ p—iz/2

_ sin (na: + %)

T e (y)

1Sin (kx + g) sin (g)

n

= nsin’ (g) - Fy(z)

k=0
= % (cos(kx) — cos(kz + x))
k=0
1 -2
=5 (cos(0) — cos(nz)) = sin (

(ii) Fundamentalsatz der Differential und Integral-Rechnung:

- 1
_ ptkx F _ — _ikzx
fla) = (0) = e
=Vk#£0
A ik —ikm
ikx e €
dz = =0
/ o ik
= Vz

176
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(ili) (1) (111) WV ahle p > O SO daSS

Waihle ng € N, so dass

1
—<e
nop
= Fiir n > no und 0 < |z| < 7 gilt
2 (nx
sin” (55 1 1 1
Fu(@) = nsinQ( (230)) ~ nsin® (£) = np = nop ~©
5 5 P 0P

(QED)

Satz 1: Fejér
Sei f: R — C stetig und 27-periodisch
= Die Folge

fxF, = % (S()f + ...+ Snflf)

konvergiert gleichméssig gegen f.

Beweis: Sei € > 0 gegeben und
M:= sup |f(t)|

—n<t<mw
1. Wihle § > 0, so dass

lz] <=

W;é }:>|f($)f(xt)|§;

2. Wihle ng € N wie in Lemma 2 (i)

n>ng
= < &
(5§|t§ﬂ'}:>Fn(t)4

= Fiir z € [-m, 7] und n > ng gilt

[f(z) = f*Fu(z)] <e

F(@) — f % Fulz)| = (w)—%/f(x—t)Ftdt

1

- g/m )~ [z — D) Fut) dt <—/|f J(@ 1) Fu(t) dt

/|f -t F dt+—/|f f — 0| Fat) dt

<e/2

/|f flz — t)|Fa(t) dt

e 1 1
<. 2 [ B dt+ —(x—8)32M Fo(t
=3 o7 () di+ o7 (= 9)2M sup Fu(t)
—1 - -
1
+—(m—0)2M sup F,(t)
27 _n<t<—6
< i Lom—seM sup Fu)< S+ " lon. S
=9 AT s<ltien - AM
<Siio:
2 2

(QED)
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Satz 2: Darstellungssatz
Sei f: R — C stetig und 27-periodisch und z € R.
Wenn die Folge S, (x) konvergiert, so gilt:

lim S, f(z) = f(x)

Beweis: Sei a, := S, f(2), a :=lim,_,o ay
b, = o+t an-1 _ fxFy(x)
n
Wir wissen:
lim b, = f(x)
(Satz 1)
Behauptung:

lim a, = lim b,
n—oo n—oo

Sei ¢ > 0. Wahle ng € N:
€
n>ng= anfa\<§

und nq > ng:

€
§-n1>|a0—a|+|a1—a|+...+|an0,1—a

ag+ ... +ap_1 _a+...+a

= |b, —a| =
n n
< lag — a| + ... + |an,—1 — a n lan, —al + ... + |an—1 —a
o n n
€ m n—no 6<€+€_6
2 n no 272 2
Snf — f2
pupktW?lsg } nicht immer
gleichméssig

L? konvergiert im quadratischen Mittel immer

1fll2:

(f.9):

f,geC

Satz 3: Sei f : R — C lokal Riemann-integrierbar und 2m-periodisch, dann
gilt

1£13 = 17 — Saf 13 + 5. 513 1)
im [[f ~ S flle =0 2)

Il =">" Ifk)P 3)

k=—o0
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Beweis:

(1) ex(t) := e'*t

fio =5 [ = (o)

-7 en(t)

Suf = > Flk)ex

k=—n

k=—n b=—n

= kjé: F(R)F(L) (ex, er) ZE: |f(k

l=—n o k=—n

S0 =( 3 s >

= k=—n
= <Snfa f> eER
= [ISufl15 = (Suf, f) = (f,Snf)
= f = Suflz = (f = Suf, [ — Snf)
= (£, ) = (Sufs ) = (f, Snf) + (Suf, Suf)
= [I£13 = 1Sn 1113

(2) Seie > 0 gegeben

1. Es gibt eine stetige und 27-periodische Funktion g : R — C, so dass

€
1f —gll2 < 1
oB.dA: f:R—R
M :=sup | f(t)]
teR
211
P = {to, t1,....,tn} € P([—m, 7)) ti:iﬂ‘i’?
so dass
e2r
tp—1
[ ! [
-7 tr T
Definiere fiir tp_1 <t <ty k € Z:
t—tp_1

g(t)3::f(kk—l)‘+'t tkil(f(tk)‘* f(tk—1))

= inf f<gt)< sup f
[tr—1,tx] [th—1,tk]

= [g(t)] < Mt
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=Vt € [tp—1,tx]:
If(#) —gt)| < sup f— inf f
[tr—1,tx] [th—1,tx]

tr

= / f(t>g(t)|dt§< sup f— inf f) (tk — tr—1)

th_1 [tr—1,tx] [tr—1,tx]
ﬁ/‘f dt < S(f,P)—S(f,P)
1 ™
:nf—mgzﬁg/}ﬂﬂ E@<__1/M ol
E

! i

(5, P) = 84, P)) < o

2. d trigonometrisches Polynom h : R — C, so dass

€
sup|g(t) —h(t)| < ;
teR

Satz 1:
lim <sup lg(t) — F, *g(t)|> =0
g &
t) — h(t —
= lo(t) ~ (O < =
1 T 2 g2
. _ <
3 [lo) - P ar< 5
2
€
=|lg—hl3 < —
€
= |lg = hll2 < 1
1. & 2.

€
= [|f = hl2 < B

Wihle ng € N: Vn > ng
Sp,h=nh

= |If = Suflla < IIf = hll2 + [Ih = Suhllz + |Su(h = £)]2
=0,n>no <llh=1ll2
<2f-hl<e

(3) Nach (1):

n

A1 = 11f = Sufl3 = I1Suflls = D" 1 (k)

k=—n

Nach (2):
Tim |1f — Suf13 =0

= [IfI5 = lim Zju §j|f

k=—o0

(QED)
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Beispiel 1: f(z)=7m—2z,0<z <27

f@)y=—a—n
27 o 27
= f(k) = % /(7r —x)e * dy = 2_—7: /(w — z) sin(kx) dx
0 0
S / (r — z) sin(kx) dz
™ ) Hf/_/T
li(w — 2)(cos(ka)) |* i | B
= s 0+%/cos(lm)dx——g,k7$0
-
f0)=0
S 1 i
>3 =g X WP G = o [ rwas
= =T 0

™

1 , 1 [,

- CelPdr = — [R2ar= T

27T/|7T o de 27T/ 6
0

0

Beispiel 2:  f(z) =cos(az), -7 <z <7, a € R\Z

- 0 m
f(@) = —f(x)
Flk) = % /cos(am)e‘i’” dz = % /cos(ax) cos(kzx) dx

s

0

1 (sin((a +k)r) |, sin((a - km)

T

2m a+k a—k o
1 [sin((a+k)m) = sin((a— k)m)
T on ( atk | a—Fk >
sin(am) 1 1 sin(am) a
T on (=1)" (a+k a—k) ™ (_1)ka2—k2
= [fh)] <

fiir ein ¢ > 0 (das von a abhéngt).
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Die Folge

konvergiert gleichméssig gegen f(x).

sin(am) a

j — 1' _1 k ikx
cos(az) = lim k;n — () e
sin(am) <= sin(a) 2a
= + Z e cos(kx)
k=1
e=7 _sin(am) | = sin(an) 2a
= cos(arm) = o + Z - pERE
k=1
meos(am) 1 <= 2a
é _—— —_—— = 4
sin(am) a 1; a? — k? @)
(a € Z), konvergiert gliechméssig fiir |a| < r
[ 4 |
I r [
B SL
Insbesondere ist die Funktion 7 cot(am) — 1/a stetig an der Stelle a = 0.
meos(tm) 1
t) =———F——-,0<|t| <1 0):=0
glt) = T o<1 00
2t
gn(t) = Z t2 _ k2
k=1
gngl—migfﬁr [t <r<1
= Gp(z) = /gn(t) dt — G(z) := /g(t) de
0 0
Gu(a) = (&) < [ 1g(t) = g(0)] dt < s5up [g0(6) ~ g(6)] — 0
5 lt|<r
x| <.
G(z) = log (M)
T
n n LIJ2
Gp(z) = Zlog (1 — ﬁ) = log H <1 — ﬁ)
k=1 k=1
G(z) = lim G,(z)Vz € R, |z| < 1
= expG(z) = lim expG,(z), |z] <1
o sin(ma) [[r=1"(1 N <1 (2)
——~ = lim = - =z
T n— 00 k2 -

Behauptung: (2) gilt Vo € R

x2 _1\n
Pn(z)::kazln (1]€2> = (n|12) kazl"(xz—kZ)

= Py(2) = (;Bn [k=-—n"(z+h)
Pn+2(‘7)) 1
P, ()
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10 Lineare Operatoren/Abbildungen

10.1 Normen

Definition: Sei V ein Vektorraum.
Eine Norm auf V ist eine Abbildung

V—R:ives ol
so dass Vv, w € V, VA € R
) ol =0, vl =0 & v=0
i) [[Avll = [l o]

iii) Jlv+w| < [v]| + [|w|

Beispiel: x = (z1,...,2,) €V =R"

lzl2 :=/2? + ... + 22

— Fuklidische Norm
lzllp = (|21 ] + .. + 2 |?)

I<p<o
[#]loo := max{|z1], ..., [zn|}

Beispiel: (a;;) = A= AT e R™", vz € R"\ {0}
2T Az = Z xzia:5x; > 0
i,j=1
Setze
A= A >0

0 An

(das heisst, A heisst positiv definit), dann definiert die Formel
(z,y) 4 = 2T Ay
ein inneres Produkt auf R™. Daher ist die Abbildung
R" — R
x— VT Ax = ||z|| 4

eine Norm.

Definition: FEine Teilmenge K C R"™ heisst konvex, wenn fiir alle z,y € K
und alle ¢ € [0, 1] gilt
1-tir+tye K

4
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Ubung: Sei U C R” eine offene konvexe Teilmenge, so dass
relU=—-ze€U U#£o U ist beschrinkt

Insbesondere gilt 0 € U.

Die Formel )
]| = inf{A>0]5ecU}, 2#0
0, z=0

definiert eine Norm auf R”.

Es gilt:
{z eR"||z|| <1} =U
— |- [l
LR
I+ lleo
Definition: Sei V ein reeller Vektorraum und seien || - ||, || - ||" zwei Normen
auf V.

Diese Normen heissen dquivalent, wenn es eine Konstante ¢ > 1 gibt, so dass
Ve eV 1
“llall <zl < ell|

Lemma 1: Je zwei Normen auf R™ sind dquivalent.

Beweis: Sei || - || eine Norm auf R™.

Zu zeigen: || - || ist dquivalent zu || - |2
(i) 3¢>0:Vz e R
]l < cfl]2
Sei ey, ..., e, die Standard Basis von R".

= ||z|]| = inei e; = (0,...,0,1,0,...,0)
i=1

= Nach Cauchy-Schwartz gilt

n

n n
<Yl lleall < | D0 lwal? - 4| D lleall?
=1 i=1

i=1

] =

n
E Li€;
i=1

2 =ic

(ii) ¢ > 0:Vzr e R”
[zll2 < cfl]|

Die Finheitssphdre
§71 = fw € R | [l = 1}
ist abgeschlossen und beschrénkt
= S"~ 1 ist kompakt
Die Funktion f : S"~! — R, die durch

f(@) = |||
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definiert ist, ist stetig

(1)
1f(@) = fF)l = |llz]l = llyll] < llz =yl < ellz =yl
= dzg € S" ! mit

HxOH = f(CL‘Q) < f(g;) Ve e g7t

= Vz € R"\ {0} gilt 2~ € S"!

[EIA

z\ el |
=>f( )zznxon::
lels) = Tl c

(QED)
Bemerkung: Seien || - ||, || - || &quivalente Normen auf V.
= Diese Normen erzeugen die selben offenen Mengen, das heisst, wenn U offen
ist beziiglich || - ||, dann auch beziiglich || - ||".
Beweis: Waihle ¢ > 0, so dass Ve € V'
2]l < ell]’
Sei U offen beziiglich || - || und sei z € U.
= de > 0, so dass
Be(x) ={yeV|lr—yl<e}CU
Sei d :=¢/c.
Dann gilt Vy € V
lz—yl'<é = Jz—yll<clz—yl' <ci=e¢
= yeU
das heisst
Bs(a: |-l cU
= U ist offen beziiglich || - ||’
U
(QED)

Definition: Seien X,Y normierte reelle Vektorrdume. Eine lineare Abbildung
T : X — Y heisst beschrankt, wenn es eine Konstante ¢ > 0 gibt, so dass gilt

[Tzlly < cllz]x

Beispiel: X =Y =V, |z|x = [lz[|, [|z[ly = [lz[/
Dann sind die Operatoren

id: (VA1) = VA1) dd (V1) = (V- 1D

genau dann beschrinkt, wenn die beiden Normen || - ||, || - || auf V' dquivalent
sind.
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Lemma 2: Seien X,Y normierte Vektorrdume und sei T : X — Y eine lineare
Abbildung.
= Aquivalent sind:

(i) T ist beschrankt
(if) T ist stetig

(iii) T ist stetig an der Stelle 0

Beweis:
e (i) = (ii):
ITz|ly <cllz||xVee X = |Tz1— Ty <c|z1 —x2f|Ve1,22 € X
= T ist Lipschitz-stetig
= T ist stetig
o (ii) = (iii): trivial

e (iil) = (i): Seie =1.
30> 0:Vr e X gilt

lzllx <d=|Tx|ly <1

: dx
Ve e X\ {0} gilt ‘ i ]X:5
= Vz e X\ {0}

H Sx ’ § ) \Tally <1
AT | I | - _° . v <
lelixlly IHlzllx vy llellx
=>VreX Il
x
ITzly < 55~

= T ist beschrankt. (QED)

Definition: Sei T : X — Y ein beschriankter linearer Operator.
Dann heisst

T
HT” = sup H x”Y
zeX ”xHX
z#0

die Norm von T'.

Bezeichnung:

Z(X,Y):={T: X — Y |T ist ein beschrénkter linearer Operator}

Lemma 3:
o Z(X,Y) ist ein Vektorraum
e Die Abbildung T+ ||T|| ist eine Norm auf Z(X,Y)

Beweis:

1) Seien S,T € Z(X,Y).
Ve e X
ITzlly < - llzllx  ISzlly < [IS]I- llz]lx
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=S+ T)z|ly = ||Sz+Tx|y
< [Szly + | Tly
< 18I el + T - el
= (IS1+ 171) - el x
WS+ Delly < sy ve e x\ (0)
]| x
s+ T < S|+ 7]

=S5+Te€Z(X,Y)und
1S+ T < 15[+ 1|1

2) SeiT € Z(X,Y) und sei A € R
= ATe Z(X,)Y)  |IAT[| = Al [T

3) Tl =0=T=0 (QED)

Lemma 4: SeiY ein Banach-Raum (also ein vollstédndiger Raum) und X ein
normierter Vektorraum
= Z(X,Y) ist ein Banach-Raum

Spezialfall: Sei X =Y ein Banach-Raum
= Z(X) = Z(X, X) ist ein Banach-Raum.

Beweis von Lemma 4: Sei T;, € Z(X,Y) eine Cauchy-Folge.
Fir z € X gilt
[Tz = Tnzlly < |ITo = Tl - [l x

= T, x ist eine Cauchy-Folge
= Da Y vollstandig ist, konvergiert T,z Vz € X.

Wir definieren eine Abbildung 7': X — Y durch

Tz := lim T,z

n—oo

e T ist linear: Seien z,y € X und A € R

T(x+y) = lim 7, (z + y)
= nlergo(Tnx +Thy)
= nlLII;O Thx + nlirrgo Ty
= Tz+Ty
T(A\x) = M=z

e T ist beschrinkt: Vn,m € N
|||TnH - ||Tm||| < ||Tn *TmH

= Die Folge (||T]]),,cy in R ist eine Cauchy-Folge
= Der Limes
c:= lim ||T,]

existiert.
Behauptung: ||Tz|ly < c||z||x Yz € X

ITz|ly = lim T,z

n—oo

¥
= lim |Thx|ly

n—oo

(im |1T) flallx

= clzllx

IN
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e T, konvergiert gegen T: Sei € > 0. Wihle ng € N, so dass Vn,m € N
nm>ng = |Tn—Tnl <e¢

| The —Tx|ly = lim [|[Tho — Thzly
mﬂoo%/_/
<e

< elzlx

= Vo € X\ {0} ¥n > ng
”(Tn - T)'THY <e

]| x

= Vn > ng
T —T| <e

Also konvergiert T;, gegen T' (QED)

Beispiel: Sei Y =R.
Z(X,R) ist ein Banachraum, genannt Dualraum.

Ubung: Sei dim X < co.

= Jede lineare Abbildung ¢ : X — R ist beschrénkt
Sei dim X* = dim X < oo und X =R"

= X* = R" (suche Basis)

n 1/p
ol = (z w)
=1

AR — (R™)* :y — ¢y

D=

|y ()]
lyllg = sup =
T a0 [l

Beispiel: Sei X =Y ein Banachraum

= Z(X) = 2(X,X)

Z(X) x L(X) — ZL(X)
(T,S)—T-S

Ubung:
- S < Tl - 1Sl

10.2 Banachalgebren

Definition: FEine Banachalgebra (mit Eins) besteht aus einem Banachraum
o/, einer Abbildung

g x A — A (x,y) — zy
(genannt Produkt-Abbildung) und einem Element 1 € & (genannt Fins-Ele-
ment), so dass folgendes gilt:

o V1, y,z €.
(zy)z = 2(y2)
o Vr,y,z € .o
z(y+2z)=zy+xz (x+y)z=zz+yz
o Vr e
l-z=x-1==x
o Vx,y € of

eyl < llzl - [yl
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Beispiel 1: Sei o/ = R"*"

(A,B)— A-B
Az
A = sup 1AZI=2 g grn
2#0 ||| gn

|A- Bl < [|A] - [|B]
Hier wihlen wir eine Norm auf R™ und bezeichnen sie mit

R - R
z = [|z]|gn

Dann gibt uns die Formel () eine Norm auf R™*"

{ R L R
A |lA]

Beispiel 3: A= (aij)i =1

[A- Bllz < [[All2 - || Bl|2
Beispiel 2: Sei o =%([0,1]) ={f:[0,1] — R | f ist stetig}

£l == sup [f(O)]  Nfgll < IS - gl
0<t<1

<

Beispiel 3: Sei X ein Banach-Raum

o = ZL(X) IT|] = Operatornorm von T

Beispiel 4: Sei X ein metrischer Raum.

C(X):={f: X = R| f ist stetig und beschrinkt}
Definition: Sei (X,] - ||) ein vollstdndiger, normierter Vektorraum und sei

T1,%2,23,... € X eine Folge in X.
= Die Reihe Y 72 | o konvergiert, wenn die Folge der Partialsummen

n
Sn :Zxk eX
k=1

in X konvergiert. Den Limes bezeichnen wir mit

o0

g T = lim s,
n—oo

k=1

Die Reihe Y77 | xy heisst absolut konvergent, wenn die Reihe

o0
> Nl
k=1

konvergiert.

Lemma 5: Sei (X,] -|) ein Banach-Raum, (zy)gen eine Folge in X und
konvergiere Y-, zj absolut.
= Die Reihe konvergiert.
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Beweis: Wir zeigen, dass die Partialsummen

n
Sp 1= g Tk
k=1

eine Cauchy-Folge bilden.
Sei € > 0. Da die Reihe Y - ||z || konvergiert, ist die Folge

n
On = Z |2l
k=1

konvergent, also eine Cauchy-Folge in R. Also Ing € N:Vn,m € N

m
m>n>nyg = Op— 0= Z lzkll < e
k=n-+1
m m
l[$m — snll = Z TR < Z |kl = om —on <e

k=n-+1 k=n+1

Also gilt Vm > n > ng
|sm — snll <€

= (sp,) ist eine Cauchy-Folge
= (sp) konvergiert (QED)

Anwendung auf Potenzreihen: Sei (<7, ]| -||) eine Banach-Algebra tiber R,

P(z) = Z apz”
k=0

sei die Potenzrethe mit ar € R und der Konvergenzradius

= ! >0

" limsup, .., V/Jan]

Annahme: p > 0
= Die Potenzreihe P konvergiert fiir |z| < p
Sei x € &/ mit ||z|| < p, dann gilt

Py(z):= Z apz®
k=0

konvergiert, da

oo oo oo
S llaratll = 3 laul - 2 < 3 lax - all*
k=0 k=0 k=0

konvergiert
= Die Reihe Y7, axz® konvergiert absolut, da ||z|| < p.

Definition (Nachtrag): Eine reelle Banachalgebra (mit 1) besteht aus einem
Banachraum (<7, || - ||), einem Element 1 € & und einer Abbildung

A XA — o T, Yy x -y
die die folgenden Axiome erfiillt:

e Assoziativitit: Vo, y,z € o:

(zy)z = z(yz)
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e Distributivitit: Va,y, z € o
(x+y) z=xz+yz - (y+z2)=wxy+axz

Vr,y € /YA e€R
(Az) -y =Nz -y) =2-(\y)

e Eins-Element: Vz € &

e Norm: Va,y € o
-yl < ]| - lyll

Bemerkung: Fiir alle fixen z € o/ sind die Abbildungen
g - y—x-y A - y—y-x

linear.

Erinnerung: Sei
oo
p(z) = Zakzk ar € R
k=0

eine Potenzreihe mit Konvergenzradius p und </ eine Banachalgebra.

Die Reihe -
Py (x) = Zakxk
k=0

konvergiert in & fiir alle ||z|| < p und definiert eine Abbildung
Py:B,={xecd||z|]| <p} = A : 2~ Py(z)
Definition: Sei I C R ein Intervall und (X, || - ||) ein Banachraum.

Eine Funktion f : I — X heisst differenzierbar an der Stellet € I mit Ableitung
a:=f'(t)e X, wenn Ve > 030 >0:Vh e R

[f(t+h) = f(t) = hal

|h| <d,t+hel = ] <e
dquivalent heisst dies
T =)
h—0 h

3 6: Sei & eine Reelle Banachalgebra und P eine Potenzreihe mit Konver-
genzradius p > 0.
Dann gilt:

i) VO < r < p ist die Abbildung
Py : B, — o :x+— Py(x)

Lipschitz-stetig, genauer gilt V||z|| < r, |ly|| < r
o0
1P (@)~ Pu@ll < eolle gl erim S Klagh™! < o0
k=1

ii) Vz € o ist die Funktion

(_p p >—>,sa/:t»—>Pd(tx)

]l [l

differenzierbar in ¢ mit der Ableitung x - Qo (tz) € o, wobei

Q(z) = Z kapz"!
k=1
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Beweis:

i) Seien z,y € &. Fiir jedes k € N gilt

j—1
P —yf = S a1 (@ - )y
7=0
das heisst
ol < Ve < e j
wl<r [ =091 < 210 e =yl - Dy
7=0
< kerthz -y (1)

daraus folgt

|Per(2) = Por (y)l| - =

IN

o0

Z lag| - lz% — "]

k=0
o0

(kaw“) eyl
k=0

=:cr

—
INE

Aus Analysis I: ¢, < 0o, da 7 < p und ¢, = P(r).

ii) BEs gilt Q(z) = P(2) mit Konvergenzradius > 7 > 0. Das heisst

x) = Z kapxht
k=0
ist definiert. Daher gilt
|Pos ((t + h)x) — Py (tx) — h -z - Qo (tx)||

Zak(t + h)kmk —aptFa® —h -z kaptt Rt
k=0

((t+h)F —t% — kbt 1) aja®
k=0

[M]8

< (t+h)k—tk—khtk_1 Nag| - |z|®
= b (St
(%) k

<> ()b ) el
k=0 \j=2 J

Mz

[t VRD* = [t* = & - [A] - ] - Jag] - [l])*

—k‘
Il

0
R([t] + |h[) = R([t]) — |h] R(Ifl)’

wobei R die Potenzreihe

oo
= (laxl - l=]*)
k=0

mit Konvergenzradius ﬁ ist.
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Sei € > 0. Aus Analysis I wissen wir, dass 30 > 0: V|h| <
R([t| +h) = R(|t]) = h- R(|t])| < elh]
Damit gilt fiir |h| < §
[P (¢ + h)x) — Py (ta) — b -z - Quy ()]
R

g i R}(L\tl) — bl B(RDI
das heisst, Py (tx) ist differenzierbar in ¢ mit Ableitung z-Q (tz). (QED)
In R gilt fiir |2| <1

Was heisst das in 77

Definition: Sei &/ eine Banachalgebra.
Ein Element z € & heisst invertierbar, wenn ein y € o/ existiert, so dass

roy=y-x=1 (1)

Ist = invertierbar, so ist dieses y durch (1) eindeutig bestimmt. Es heisst Inverse
von z und wird mit =1 bezeichnet.
Die Teilmenge

o = {x € o | x ist invertierbar}

ist eine Gruppe beziiglich der Multiplikation in 7.

Ubung: Seien z,y € &/*, dann ist -y € &/* und
(z-y) =y a2
Loésung: -y ist invertierbar < 3 Inverse (z - y) .
Setze (z-y) ti=y 1 a1
= (zy)y el = (yyT) e = 1T =1
= 1 -y ist invertierbar und die Inverse (z-y) ' =y ' -z
=>z-yecdg*.
Bespiel: Fiir A = R™*"™ wissen wir aus der Linearen Algebra, dass gilt
A € R™" ist invertierbar < A :R"™ — R" ist bijektiv
& det A#£0

= (R™™)" = {A € R™" | det A # 0}
Geometrische Reihe: Wir betrachten
)= 3ot
k=0

mit Konvergenzradius p = 1. Fiir ¢ € & mit ||z|| < 1 gilt nun (1 — ) € &* mit

(1—2)"'=Gyx) = sz
k=0

Dies folgt aus

o0 o0

1—2)Gy(x Zxk Z:L’]Hl:l
k=0 k=0
(o) o0

G (z)(1—2) Zxk Zxk+1:1
k=0
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Lemma 7: Sei o/ eine Banachalgebra. Dann ist die Menge @/* C & offen und
die Abbildung
AT AR A

ist stetig.

Beweis: Seia € @* und x € B.(a), wobei ¢ < Ha%\l’ das heisst ||z —al| < e.
=1 —a el < fla™M] - a—a] <1

Damit gilt: a 'z € @* (— Geometrische Reihe)

Also gilt auch (Ubung):

oo
a-(a 'z)=x€o* 7 = (at2) e = Z(l —a tz)ka!
k=0

Zusétzlich erhalten wir Vo € B.(a)

Iz~ —a™

oo

Z l—a Jc k a”!

< Ha‘lll-ZHl—a‘le’“
k=1

- |1 —a "z
la” ' ——
1—1|1—a 1z
la= "]l - [la — =
= 1—fla7 - fla—=|

N

Damit ist (-)~! stetig in a, also stetig, da a beliebig gewiihlt wurde. (QED)

Das Produkt von Reihen: Seien (zj)ken, (¥j)jen Folgen in o7, so dass die
Reihen Y77 wg, D277 y; absolut konvergieren.

Fir n € N setze
n
Zn = Z Tk Yn—k
k=0

Ubung: Zeige, dass die Reihe Zio:o zn, absolut konvergiert und

S - (sz) iy

n=0

Hinweis: Die Analoge Aussage fiir komplexe Zahlen wurde in Analysis I be-
wiesen.

Die Exponential-Funktion: Sei ./ eine Banach-Algebra. Die Potenzreihe
exp(z) = Y rey 2—]? hat Konvergezradius p = co. Damit ist

o0
ak
exp:=expy : o — o :x+— exp(x :Zk_

definiert und Lipschitz-stetig (nach Lemma 6). Mit Hilfe des Produktes von
Reihen kann (analog zu &/ = C) fiir z,y € &/ die Formel

exp(x +y) = exp(z) - exp(y)

gezeigt werden.
Es gilt Vo € & exp(z) € &* mit exp(x)~! = exp(—z) (da exp(0) = 1). Es folgt
weiter, dass fiir jedes x € &/ die Abbildung

R — & : t — exp(tx)

194



10 Lineare Operatoren/Abbildungen 06.04.2005

ein Gruppenhomomorphismus ist, der nach Lemma 6 differenzierbar ist mit
Ableitung

% exp(tr) = z - exp(tx)

10.3 Kompakte Mengen

Definition: Sei X eine Menge.
Eine Familie von Teilmengen {U; };c; (das heisst Vi € I U; C X) heisst Uberde-
ckung von X, falls

Yuvi=x

iel
Eine Uberdeckung {Ui}ier von X heisst endlich, falls die Indexmenge endlich
ist.

Eine Teiliberdeckung (einer Uberdg:kung {U;}ier von X) ist eine Teilfamilie
{U;}ies mit J C I, die selbst eine Uberdeckung von X ist

= Ju=u=Xx
ieJ el

Sei (X, d) ein Metrischer Raum.
Eine offene Uberdeckung ist eine Uberdeckung {U;};cs, die aus offenen Mengen
besteht. Das heisst Vi € I ist U; C X offen in (X, d).

Definition: Ein metrischer Raum (X, d) heisst totalbeschrinkt, wenn fiir alle
€ > 0 endlich viele Punkte x4, ..., z,, € X existieren, so dass

U Be(zi) = x

i=1
gilt, wobei B (z;) = {x € X | d(x,x;) < €} der offene Ball um z; mit Radius ¢
ist.
Satz 8: Sei (X,d) ein metrischer Raum, dann sind folgende Aussagen Aqui-
valent:

i) (X,d) ist folgen-kompakt (das heisst, jede Folge in X hat eine konvergente
Teilfolge)

ii) Jede offene Uberdeckung von (X,d) hat eine endliche Teiliiberdeckung
(tiiberdeckungs-kompakt)

iii) (X,d) ist vollstéindig (das heisst, jede Cauchy-Folge konvergiert) und ist
totalbeschrénkt

Beweis: Sieche weiter unten.

Ubung: Sei (X, || -||) ein normierter reeller Vektorraum mit kompaktem Ein-
heitsball
Bi{reX| o] <1)

dann ist X endlich-dimensional.

Das heisst, dass in unendlich-dimensionalen Rdumen das Heine-Borel Kompakt-
heitskriterium nicht gilt. Das wiederum heisst, dass es dann abgeschlossene und
beschrinkte Teilmengen gibt, die nicht kompakt sind.
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Hinweis:

1) Zeige, dass jeder endlich-dimensionale Unterraum W C X abgeschlossen
in (X, [ ]]) ist

2) Sei W C X ein abgeschlossener Unterraum und z € X \ W. Zeige, dass
d(x,W) := inf |z —w| >0
weWw

3) Sei W C X ein abgeschlossener Teilraum. Zeige, dass ein z € X mit
|lz|| = 1 und d(z, W) > 1 existiert

2
Dazu wéhle g € X \ W und wihle wyg € W mit ||zg — wol| < 2d(zg, W).
Definiere
o — Wo
ri=—
w0 — wol|

4) Annahme: Die Dimension von X ist nicht endlich. Zeige, dass eine Folge
(Zn)nen C X mit ||z,] = 1 und ||z, — zp| > 5 Vn,m € N existiert. So
eine Folge kann keine konvergente Teilfolge haben

Der Satz von Arzela-Ascoli ist nun ein wichtiges kompaktheits-Kriterium fiir
Teilmengen des Raumes der stetigen Funktionen.

Sei (X,d) ein kompakter metrischer Raum und sei €(X) := {f : X — R |
f ist stetig} der Raum der stetigen Funktionen von X nach R. Aus Analysis I
wissen wir, dass

[f]] == sup | f(x)]
reX

eine Norm (Supremums-Norm) auf €(X) definiert, so dass (¢(X),] - ||) ein
Banachraum wird (also ein vollstdndiger, normierter Vektorraum). Zudem ist
jede stetige Funktion f: X — R gleichmaéssig stetig (da (X, d) kompakt ist).

Definition: Eine Teilmenge K C % (X) heisst gleichgradig stetig, wenn fiir
jedes € > 0 ein § > 0 existiert, so dass Vf € KVz,y € X

d(z,y) <6 = [f(z) - fy)l<e

Ubung:
1) Jede endliche Teilmenge von % (X) ist gleichgradig stetig

2) Fiir jedes ¢ > 0 ist die Teilmenge

K, = {fe%(X) Ifll < e, suprc}

z#y
abgeschlossen, beschrankt und gleichgradig stetig

3) Finde eine Folge in ¢'(X), die beschrinkt und nicht gleichgradig stetig ist

Satz 9 (Arzela-Ascoli): Sei (X,d) ein kompakter metrischer Raum.
Eine Teilmenge K C € (X) ist genau dann kompakt beziiglich der Supremums-
Norm || - ||, wenn sie folgende Eigenschaften besitzt:

i) K ist abgeschlossen
ii) K ist beschrénkt

iii) K ist gleichgradig stetig
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Beweis:

e “=": Da die Menge K kompakt ist, ist sie auch beschrinkt und abge-
schlossen (Analysis I, Kapitel 5, Lemma 6).

Zu zeigen: Gleichgradigkeit
Sei € > 0. Da K nach Satz 8 totalbeschrinkt ist, existieren f1,..., f, € K
mit
n
UBE/B(fl) =K (1)
i=1

Fiir jedes i € {1, ...,n} existiert ein ¢; > 0:

€
d(z,y) <6 = |fi(x) — fily)] < 3 (2)
(gleichmissig stetig).
Setze
d:= min d;
ie{l,...,n}

Wihle 2,y € X mit d(z,y) <6 und f € K.
= Wegen (1) existiert ein 7 € {1,...,n} mit

5
17 =5l < = 3)
das heisst Vz,y € X

|f(@) = f)| < [f(z) = filx)| + | filz) = fily)[+ | fily) — fW)| <e
(3) (2) (3)

o “&7: Sei K C €(X) abgeschlossen, beschrinkt und gleichgradig stetig.
Wir zeigen die Kompaktheit von K in 4 Schritten:

1) Behauptung: 3 Folge (zk)keny C X : V6 > 03Im(d) € N mit

(®)
U Bs(zr) =X
k=1

Beweis: Induktive Konstruktion
Wegen Satz 8 ist (X, d) totalbeschriankt, da X kompakt ist.

x k = 1. Fiir 6 = 1 existieren endlich viele Punkte x1, s Tin(1) €

X, so dass
m(1)

X = | Bi(ax)

k=1

x k=2: Fir 6 = % existieren T, (1)41, - Tm(2) € X, so dass

m(2) m(2)
X = U Byja(wr) = Byja(zk)
k=m(1)+1 k=1
¥ k4 1: Fiir § = =5 existieren @, (n) 41, -, Tm(ns1) € X, s0 dass
m(n+1) m(n+1)
X = U Bi /1y (wr) = U Bi sy (Tr)
k=m(n)+1 k=1

Das heisst, die Folge (21 )ren ist konstruiert fiir § > 0. Wihle n € N,
so dass 1+ < & und setzt m(8) := m(n), dann gilt

m(6) (n)
X2 | Bstar) 2 |J Bymlmn) =X
k=1 k=1
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2) Behauptung: 3 Teilfolge (fy,)ien von (fn)neny C K @V fixen k € N
der Limes
lim (fy, (zx)) € R

11— 00

existiert.

Beweis: (Diagonalfolgen-Argument)

x k = 1: Die Folge reeller Zahlen (f,(x1))nen ist beschriinkt, da
K beschréankt ist, somit existiert nach Bolzano-Weierstrass eine
konvergente Teilfolge, das heisst, eine strikt monoton steigende
Funktion g1 : N — N, so dass

Jim fo, i) (21)

existiert.

% k = 2: Nun ist die Folge (fy,(i)(22))ien auch beschrinkt und
analog existiert eine Funktion g : N — N, die strikt monoton
steigend ist, so dass

iliglo(fgh og2 (%) (xQ))

existiert.

* k + 1: Die Folge (fg,0g50...09x(i)(Th+1))icr ist beschriankt, und
damit existiert die Funktion gx4+1 : N — N, die strikt monoton
wachsend ist, so dass

,hm (fg10~.~09k+1(i) (xk-l‘l))

11— 00

existiert.

Definiere nun n; := gy o ... 0 g;(¢) fiir ¢ € N, dann ist fiir alle k € N
die Folge (fn,(xk))i>k eine Teilfolge von

(fg1 o...0gx (1) (xk))iGN

und damit konvergent.

3) Behauptung: (fn,)ien ist eine Cauchy-Folge beziiglich || - ||

Beweis: Sei € > 0. Wegen der gleichgradigen Stetigkeit 30 > 0: Vf €
KVr,ye X

da,y) <8 = |f(@) = fW)l < M

U Bsax) = X (2)

Wegen Schritt 2 und dem Cauchy-Kriterium existiert ein N € N, so
dass Vk € {1,...,m}Vi,j > N

|filzr) = fi(ze)] < (3)

€
3
Behauptung: Vi, 5 > N
Ifi = fill = sup | fi(z) = f3(z)] <&
zeX
Beweis: Seien i,j > N, sei x € X. Wegen (2) 3k € {1,...,m}:

d(z,xp) < 9§ (4)
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damit folgt Vo € X

|fi(z) = fi(@)] < |fil@) = filzr)| + [ filzr) — fi(@n)]
<e/3 <e/3
+fi(w) = fi(x)] < e
—_—

<e/3

4) Behauptung: 3f € K mit f,, M f.
Beweis: Da (€(X),| - ||) vollstiandig ist 3f € €(X) mit

I-1l
71— 00

Da K abgeschlossen und (fy,)ien C K ist, gilt

feK

Insgesammt haben wir gezeigt, dass jede Folge in K eine konvergente
Teilfolge besitzt. (QED)

Beweis von Satz 8:

e i) = ii): Sei O = {U;}ien eine offene Uberdeckung von X, das heisst
O C Jix,q) :={U C X | U offen}

Zu zeigen: O hat eine endliche Teiliiberdeckung.
1) Behauptung: 3¢ > 0 :Vz € X 3U € O mit
B.(z)cU (1)
Beweis: Annahme: Ve > 03z € X : VU € O
Be(x) ¢ U
=VneN3z, € X (e, = 1), s0 dass VU € O
Bijn(wn) ¢ U (2)
Da (X, d) folgenkompakt ist 3 Teilfolge (7,;);jen und 2o € X mit

d

n; .
7 j—o0

Zo (3)

Waihle ein Uy € O mit g € Uy. Da Uy offen ist deg > 0, so dass

Bz, (z0) C Uo (4)
WINeN:Vi>N
3
d(an,,w0) < = (5)

Waéhle nun ein ¢ > N, so dass nl < %, dann gilt

(5) 4)
Bl/nl(an) C BEO/2(xni) c BEO('JJO) C Up

— Widerspruch zu (2), also muss (1) gelten

2) Behauptung: O hat eine endliche Teiliiberdeckung

Beweis: Annahme: O hat keine endliche Teiliiberdeckung.
Sei € > 0 aus Schritt 1 gewahlt.
Konstruiere induktiv die Folgen (2, )neny € X und (Uy)pen C O:
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x n = 1: Wahle z; € X beliebig. Nach Schritt 1 3U; € O mit
B.(z1) C Uy
* n+ 1: Da keine endliche Teiliiberdeckung existieren kann, gilt
x\Ju#2
k=1
Wihle 2,41 € X \ U,_, Ux. Nach Schritt 1 3U,41 C O mit
B.(zp+1) C Uny1
Nach Konstruktion gilt Vn > m, x,, € B.(2,), also gilt Vn £ m
AT, Tm) > €

Also kann (z,,)nen keine konvergente Teilfolge besitzen.
— Widerspruch zur Folgenkompaktheit!
e ii) = iii):

1) Zu zeigen: (X, d) ist totalbeschrinkt.
Sei € > 0. Wihle
O; :={B.(z) |z € X}

dann existiert eine endliche Teiliiberdeckung, also

U Be(ai) =X
i=1
2) Zu zeigen: (X, d) ist vollstiandig.
Sei (2 )nen eine Cauchy-Folge in (X, d).
Annahme: (z,) konvergiert nicht.
Nach Analysis 1 hat (z,,)nen keine Hiufungspunkte, das heisst Va €
X e, > 0: B, (z) nur endlich viele Folgenglieder enthiélt.
Die offene Uberdeckung

O:={B.(z)|ze X}

kann keine endliche Teiliiberdeckung haben.
— Widerspruch zur Uberdeckungskompaktheit.

o iii) = i): ? (QED)
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11 Differenzierbare Abbildungen

Erinnerung: Sei I C R ein offenes Intervall und f : I — R eine Funktion.
f ist differenzierbar an der Stelle a € I und f'(a) = A, genau dann wenn

A fath) = (@)
h—0 h

T xr
a a+h

genau dann wenn Ve > 035 > 0:Vh € R

fla+h) - f(a)

0<|hl<d W —A‘<€
0<|h <6 = ‘f(a+h)hf(a)Ah‘<€
0<|h<é = flath) |—hf(a)—Ah| <e

genau dann wenn Ve > 036 > 0:Vh € R

0<|h|<d6 = a+helund |f(a+h)|—h{(a)—Ah|<€

Problemstellung: Sei U C R™ offen, f : U — R™ eine Funktion und a € U,
dann soll die Ableitung A : R™ — R™ eine lineare Abbildung bzw. eine Matrix
A € R™*™ gein.

Wir bezeichnen die Euklidische Norm auf dem R™ mit

z|| == /22 + ... + 22 =: ||z]

fir = (21, ...,x,) € R™

R™

11.1 Ableitungen auf R"

Definition: Sei U C R” eine offene Teilmenge, f : U — R™ eine Abbildung
und a € U.
f heisst differenzierbar an der Stelle a, wenn es eine Matrix A € R™*" gibt, so
dass Ve > 036 > 0:Vh € R”

If(a+h) — fla) — Ah

0<||hllgr <6 = a+heUund ] <e (1)
R‘IL

Bemerkung 1: Die Matrix A ist durch (1) eindeutig bestimmt.

Beweis: Sei B € R™*" eine weitere Matrix, die (1) erfiillt.
Dann gilt fiir 0 < ||h|jgn < &, wobei § > 0 so gewdhlt ist, dass A und B (1)
erfiillen:

(A= B)hlgm = [[Ah+ f(a) = fla+h)+ fla+h) = f(a) = Bhl[gm
< [[Ah+ f(a) = f(a+ h)l[[em + [|f(a+ h) — f(a) — Bhl||rn
< 2e- ||h||Rn
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=Ve>03 >0:VheR"

[(A = B)hl[em

0< HhHR" <4é
17

< 2e

Rn
Sei v € R™ mit ||v]| =1 und ¢ > 0, dann ist ||tv]| = ¢

I(4 - Byl _

0
]l

= (A~ Byol| = lim
was (2) entspricht.
= Yv € R" mit |jv]| =1

(A-B)v=0

Yv € R™
Av=Bv= A=DB

(QED)

Definition: Die Matrix (bzw. lineare Abbildung) A in (1) heisst Ableitung

von f an der Stelle a.

Bemerkung 2: Seih:=¢; = (0,...,0,1,0,...,0) der i-te Standard-Basisvektor

im R”.
Es gilt:
d

df(a)e; = ar

fla+te;)
t=0

Wiéhle r > 0, so dass B.(a) = {z € R" | |[z—a| < r} C U, dann gilt Vt € (—r,7)

a+te; €U
Wir definieren ¢; : (—r,r) — R™ durch
i(t) = fla+te;)
Behauptung: ; ist differenzierbar an der Stelle ¢ = 0 und

i (0) = df(a)e;

Beweis:
[ECEIEPEAN R ORS, G
_ lf(a+te) — fla) — df(a)te]]
[[teil
=9 9

Bemerkung 3: Sei f: U — R™ differenzierbar an der Stelle a € U.
= f ist stetig an der Stelle a.

Beweis: Sei A:=df(a) € R™*" und ¢ > 0.
Wiéhle § > 0, so dass Vh € R

0<llhl <6 = [fla+h) = f(a) = An| < 5[]

0O.B.d.A. sei
e /<1
« o4 <3
Ahl|lgm
= sup PPy g < A e
nz0  [|hllrn
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= Fiir jedes h € R™ mit ||h| < 0 gilt
[fla+h)—fla)ll < |[f(a+h)—f(a)— ARl + | Ah]|
€
< 5 Inll + Al 7]
~N Y
<1 <eg/2
< €
(QED)
Beispiel 1:  Sei f:R™ — R mit
fl@)=Ax+b
wobei b € R™, A € R™*", das heisst
fla+h)— fla) =A(a+h)+b—(Aa+b) = Ah
= Va € R"
df(a) =A
Beispiel 2: Sei Q = Q7 = (Qij)ij=1,...n € R™™™ symmetrisch (¢g;; = ¢;;) und

f:R™ — R definiert durch

f(x) = —a:TQx = Z QijTilj

3,7=1

Dann gilt
1 T 1 T
fl+h)=flz) = §(w+h) Qz+h) — 5T Qx
1

- 5(gr;TQgc +27Qh + hTQx + hTQh) — §$TQ$U
= 2TQh+ %hTQh

q11 qin

A=alQ = (m ) | :
dn1 Gnn

(Z?:l Tiqi1

— Zeilen-Vektor

[f(z+h)— flx) — Ab[
[I72]
<
= f ist differenzierbar und Vx € R”
df(x) =2"Q
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Behauptung: Sei U C R" offen, f : U — R™ eine Funktion und a € U.
Wihle r > 0, so dass B,.(a) C U. Sei h € R™\ {0} und p := T
=Vt e (_pa p)

a+thelU

Wir definieren ¢ : (—p, p) — R™ durch

o(t) = fla+th)

Wenn f an der Stelle a differenzierbar ist, so ist ¢ an der Stelle ¢ = 0 differen-
zierbar und

¢'(0) =df(a)h e R™

Definition: Wir nennen den Limes

d .
Onf(a) = G| Jla+ih)= }%w

die Richtungsableitung von f an der Stelle a in Richtung h (falls dieser Limes
existiert).

Lemma 1: Wenn f an der Stelle a € U differenzierbar ist, so existieren alle
Richtungsableitungen von f an der Stelle a und es gilt Yh € R

Onf(a) = df(a)h

Beweis:
HM _ df(a)hH ekt~ f@) —tdf@nl
! ehl]
=9 9
=df(a)h = %E% w
= aQ o fla+th)
= Onf(a)

Beispiel 3: Sei f: R? — R definiert durch

Fs (2,9) # (0,0)
— 24y
fle.v): { 0 fallsx =0=y

Dann gilt

t3:r2y
t2$2 + t2y2
(E2y
$2 +y2

= tf(:z:,y)

= a(x,y)f(()? 0) = f((E, y)

f(tz, ty)

= Die Abbildung
ist nicht linear!

= Die Funktion f ist nicht differenzierbar an der Stelle (0,0) (obwohl alle
Richtunsableitungen an dieser Stelle existieren).
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Definition: Seien e;, i = 1,...,n die Standard-Basisvektoren im R"™.
Die Richtungsableitung 0., f (a) heisst i-te partielle Ableitung von f an der Stelle
a.

Bezeichnung:

of

(@) = 0uf (@) = 0. f(0) = | Jla+te)

dt|,_,

Bemerkung: Sei f differenzierbar an der Stelle a.
Lem

2 Alle partiellen Ableitungen 0, f(a) existieren an der Stelle a und
0.f(a) = df (e,

ist die i-te Spalte der Matrix df(a)

= df(a) = (01f(a), 02f(a), ..., Onf(a)) € R™*™

Sei
hi

i=1

by,

Onf(a) =df(a)h =Y hi-df(a)e; =Y _ hi-0if(a)
i=1

i=1
Wir betrachten f(z) = f(x1,...,2n)

fla+te;) = flar,az,...,ai—1,0; +t,ai41,...,an)

das heisst, die i-te Partielle Ableitung von f an der Stelle a erhalten wir, indem
wir die Koordinaten z; = a; fiir j # ¢ festhalten und damit f nur noch als
Funktion von z; betrachten und an der Stelle a; differenzieren.

Beispiel: Sei f: R? — R definiert durch
f(z,y) := sinxe¥ + x?y3
Die Partielle Ableitung
of

9z (r,y) = cosxe¥ + 2xy°
0
8_5 (r,y) = sinze¥ + 32%y?

df(z,y) = <%,%>€Rm

Bemerkung: Sei f:U — R™ eine Funktion.
1
f=1": fi: U—R™
fm
Ubung: f ist an der Stelle @ differenzierbar, genau dann wenn fi:U—=R™
an der Stelle a differenzierbar ist fiir j = 1,...,m.

dfi(a) g—a{i(a) .. 3712(@)
o) \ow . 2t
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Satz 1: Sei U C R™ offen, a € U und f : U — R™. Sei r > 0, so dass
B,(a) CU.

Wir nehmen an, dass die partiellen Ableitungen 0;f(x), i« = 1,...,n an jeder
Stelle € B,.(a) existieren und dass die Funktionen 9;f : B,(a) — R™ stetig
sind an der Stelle a fiir ¢ =1,...,n.

= Die Abbildung f : U — R™ ist differenzierbar an der Stelle a und es gilt

df(a) = (81f(a), 78nf(a)) c Rmxn

Beweis:

e 1.Fall m=1
Betrachte 0;f : B.(a) = R, i=1,...,n.
Sei e > 0. Wihle 6 € R mit 0 < § < r, so dass Vh € R™ gilt

0<|h<s = |8if(a+h)—8if(a)|<% i=1,..n

aNt hlel + h262

a a+/hieq
Seien ag, ..., a, € R

ag = a

a1 = a-+ hier

ay = a-+ h161 + h2€2
k

ar = a+Zhiei:ak_1+hkek
i=1
n

an = a—|—2hiei=a—|—h
i=1

= fla+h)=fla) = flan) = f(ao)

Sei
r(t) == flag—1 + teg)

dann gilt

flax) — flax—1) = pr(hr) — ¢1(0)
Nehmen wir an, dass hy, > 0, dann gilt a1 + tex, € Bs(a) Vt € [0, hy].
= Nach Voraussetzung von Satz 1 ist die Funktion

r:[0,h] = R

differenzierbar (dhnlich fiir hy, < 0).

VS 37, € [0, hy], so dass
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(geht nur mit m = 1).
Wir wissen

@1 (t) = Ok flar—1 + teg)

= Wir kénnen schreiben
flar) — flak—1) = @r(hr) — ¢r(0)

O (1) Ik
= Opf(ag—1 + Tner)hy

Oben eingesetzt folgt

NE

fla+h)—=fla) = (f(ar) = f(ar-1))

=~
Il
_

I
M=

hiOk f(ar—1 + Tex)

b
Il
_

Sei A:= (01f(a),...,0nf(a)) € R**™ dann gilt

|f(a+h) = fla) — Ab| =

Z hiOk f(ag—1 + Trer) — z hi0k f(a)
=1

k=1
= D hw (O f(ak—1 + mhex) — Oxf(a))
k=1
< Z |P| - [0k f(an—1 + Ther) — O f(a)]
kzl\/
<IIn]l
< Al ) |9k f(ak—1 + Ther) — Ok f(a)l
k=1
<e/n
< e h#0
k—1 k—1
lak—1 + Ther —a|| = |la+ Z hie; + Trex —al| = Z hie; + Trex
i1 i=1

hy

h : k—1 k
k—1 2, .2 Z 2
= = E h? < h?
Tk i=1 PTEs i=1 Z

0

< [all<o

Wir haben also zu gegebenem ¢ > 0 ein § > 0 gefunden, so dass Vh € R"
gilt
[f(a+h) — f(a) — Ah|

O<|hl<d = a+heUnund Ml <e

e Fall 2: m > 1
Alle partiellen Ableitungen von f = (f1,..., fim) existieren in B,.(a) und
sind stetig an der Stelle a.
= Gleiches gilt fiir f;, j=1,..,m
= Nach Fall 1 ist f; differenzierbar an der Stelle a fiir j =1,...,m
Sei Aj = dfj(a) S RI*n

L iat )~ fie) = Azl

= lim =0
l[]|—0 [|A]]
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Aih Ay
: eR™ A

Ah : : :
A h A

c Rmxn

fila+h) = fi(a) — Arh
fla+h)—fla) = Ah = ;
fm(a+h) = fm(a) — Amh

:wwmwﬂ@ﬂwm::\Zmawz fila) — A;hf?
j=1

If(a+h) = fla) = Ahllzn | = (Ifila+h) = fi(a) — A;h[\?
- Tl - ZZ( Tl )

i=1

(IAlf—=0) — 0
= f ist differenzierbar an der Stelle a und

df1 (a)
df@y=a=|
dfm(a)

(QED)

Definition: Sei U C R™ offen.
Eine Funktion f : U — R™ heisst stetig differenzierbar, wenn f an jeder Stelle
a € U differenzierbar ist und die Abbildung

df : U —-R™":a+ df(a)

stetig ist (beziiglich jeder beliebigen Norm).

Korollar: f:U — R™ ist stetig differenzierbar, genau dann wenn alle parti-
ellen Ableitungen

Ofj:U—-R i=1..,nj=1,...m
in ganz U existieren und stetig sind.

11.2 Komplexe Ableitungen
Sei (z,y) € U C R? offen, f: U — R? definiert durch

f(z,y) = (u(z,y),v(z,y))
w,v:U—R  df(z,y) € R**?
Wir identifizieren R2 mit C

(z,y) ~xz+iy =z

Definition: Sei U C C offen.
f U — C heisst komplex differenzierbar an der Stelle zy € U, wenn der Limes

lim f(zo+h) = f(20) — lim f(2) = f(z0)

h—0 z2—20 Z— Z0

existiert. Dieser limes (wenn er existiert) heisst kompleze Ableitung von f an
der Stelle zp und wird mit f/(zp) € C bezeichnet.
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Beispiel:
. fz)=7F
fl(z) =k kez
. f()=c*
flz)=¢?
o f(z) = log>
, 1
f(z) = 2
o f(2)=z2
, Z+h-z h K
fz) — 5 e

konvergiert nicht, fiir h — 0, ist also nicht komplex differenzierbar.

Satz 2: Sei U C C offen, zg = x¢ + iyo € U und
u,v:U — R f=u+iv:U—-C
= Aquivalent sind:
(i) f ist komplex differenzierbar an der Stelle zg

(ii) w und v sind differenzierbar an der Stelle zy und

Gl = oG GoGn) =~ G (1)

— Cauchy-Riemann Gelichungen.

Beweis: Sei u =Ref, v =1Imf.
f ist differenzierbar an der Stelle zy und die Ableitung ist f’(z9) = A + iB,
genau dann wenn

2

o | fzo+h) = f(z0) :
0 = }lLlirB o —(A+1iB)
o Go k)~ f(0) — (At B
 h—0 |h|?
_ iy [Mz0 +h) = u(z0) — Re((A +iB)h)|?
= |h[2
+lim |v(20 + h) — v(20) — Im((A + iB)h)|?
h—0 |h|?

genau dann, wenn u und v an der Stelle zg differenzierbar sind und Vh € C
du(z9)h = Re((A +iB)h) dv(zo)h = Im((A + iB)h) (2)

genau dann, wenn Vh = £ 4 in (und damit V¢, n)

0 0
du(zo)h = Re(A+iB)R) = 5 (20)6 + 5 (vo)n = AE — B
dv(zg)h =Im((A+iB)h) = %(Zo)f + g—;(zo)n = B¢+ An
genau dann wenn
0 0 0 0
G0 = g () =4 5o() =5 () = B 3)
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Bemerkung: ['(z9) = A+ iB ist die komplexe Ableitung.

ou ou
_ s (20) a—y(zo) (A -B 2%2
df(ZO) - (81}(20) B_Z(ZO)> - (B A ) cR

oz

€ +in— (A+iB)(€ +in) (i) ~ (g _AB> (fl)

Definition: Sei U C C offen, dann heisst f : U — C holomorph (oder (kom-
plex) analytisch), wenn f an jeder Stelle zo € U komplex differenzierbar ist und
f': U — C stetig ist.

11.3 Rechenregeln

Satz 3: Sei U C R" offen und a € U.
Seien f,g: U — R™ beide differenzierbar an der Stelle a und sei A € R.
= Die Abbildungen f + g und Af sind differenzierbar an der Stelle ¢ und

d(f +9)(a) = df(a) +dg(a)  d(Af)(a) = Adf(a)
Beweis: Definiere A := df(a), B :=dg(a), A, B € R"*"

I(f +9)(a+h) - (f +g)(a) — (A+ B)h|
7]
If(a+h) = fla) — ARl |lg(a+h) — 9(a) — Bh|
- il 17l
h—0

(QED)

Satz 4 (Kettenregel): Sei U C R" offen, f : U — R™ eine Funktion, V' C
R™ offen, g : V — R’ eine Funktion und f(U) C V. Sei weiter f differenzierbar
an der Stelle a € U und g differenzierbar an der Stelle b = f(a) € V.

= Die Abbildung go f : U — R ist differenzierbar an der Stelle a und

d(go f)(a) = dg(f(a)) - df(a) € R
Bemerkung: Es gilt

df(a) eR™" =14  dg(b) e R*™ =: B
R? A pm B,
-

AB=d(gof)(a)

Ré

Beweis: Setze v =a+h, y = f(x)
Sei € > 0 gegeben. Wihle ein p > 0, so dass Vy € R™

elly — bl
y—>bll<p = yeVund |gly) —g(b) — By —b)| <
Iy bl lo(y) ~ 9(0) N < 55 TaT

Wihle § > 0, so dass Vz € R™

ellz — al
r—al|<é = xzeUnund |f(x)— fla) — Alz —a)|| < ————~
| | 1f(x) = f(a) — A(z — a| 1B
<z —al
O.B.d.A.:
P
1+ Al
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Sei also z € R™ ein Vektor mit ||z — al| < 4.

= |f(@) = fla)l = [f(z) - fla) = Alz —a) + A(z — )|
< lf(@) = fla) = Az — a)[| + [|A(z — a)
< A+ [1ADlz —all
< (1+]A]S
< p
Also gilt || f(x) — b|| < p und damit
ellf(z) — f(a)
lg(f(x)) —g(b) = B(f(x) = b)[| < T4 A
ellz — all
2
Daraus folgt schliesslich
lgo f(z) —go fla) — BA(z — a)|
= llg(f(@)) = 9(f(a)) — By —b) + B(f(z) — f(a) — Az — a))]
o
< llgly) —g(b) = By = b)[ + Bl - [[f(z) — f(a) — A(z — a)]]
ellz — al ellz — a
< T2 Pl
< ellz —a
(QED)
Bemerkung: Sei z = (21,...,2z,) € U.
fl@) = (fi@), ..., fm(2))
= (Y1, Ym) =Yy
9@) = (91(¥);-r90(y))
= (21, 20)
ORI I OAN A (O 5(a)
dg(b) -df(a) = : : : :
o) . geo) \o) .

Sy S8 ()52 (a)

S 20 (5) 2Lt (a)

=()()

(gk ° f 8% 5f 9%

Z ayj 8351
0fi (a) = Oyi %( _. 9%
Oox; 7 Oy oy Oy,
d(gr o f) Oz, Z 0zy Oy
ox; 83:1 8yj ox;

Bemerkung:
fi(a) o (@)
flo)=1| df(z) = :
fm(z) & (1)

— Jakobi-Matrix
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Beispiel 1: ¢:R? = R, g(y1,y2) = y112
99
Oy

99

I (y) =m0

(y) = y2

r=(0):v-® gosw)=hwne

2. g af; . . . Of
(@)=Y oy, (@) 5. (@ = fala)5

d(gof)
8.’1%

(a) + f1(a) 22

X al‘i (a)

d(f1- f2)(a) =d(go f)(a) = fi(a)df2(a) + f2(a)dfi(a)

Wenn f1, fo differenzierbar sind an der Stelle a, dann folgt auch, dass f; - fa
differenzierbar ist an der Stelle a (da f1 - fo = go f)

Beispiel 2: ¢:R\0—=R, g(y) =1, ¢'(y) =
Sei f : U — R differenzierbar an der Stelle ¢ und f(x) #0Vz € U
= % = g o f ist differenzierbar an der Stelle a und

1 , _ 1 g
a (?) (@) = ¢/ (F@)df (@) = 55540

Satz 5: Sei U C R™ offen und seien f,g: U — R differenzierbar an der Stelle
a € U. Dann gilt:

(i) f - g ist differenzierbar an der Stelle a und
d(f - 9)(a) = f(a)dg(a) + g(a)df(a) € R¥*"
(ii) Wenn g(a) # 0 ist, so ist 5 differenzierbar an der Stelle ¢ und

I (q) = 9@df(a) — f(a)dg(a)
d (9) (a) g(a)?

Beweis:
(i) Folge aus Beispiel 1
(ii) Nach Beispiel 2 ist é differenzierbar an der Stelle a

Nach Beispiel 1 ist f - é = g differenzierbar an der Stelle a und

(L) = _sar@+s@a(}) @

g g(a) g
(QED)

Beispiel 3: Sei h: (0,00) — R gegeben durch h(t) := t'. Was ist h'(t)?
Definiere g : (0,00) x (0,00) — R durch g(z,y) := z¥ = e¥1087

9 ) =y () = loga V05 = loga ¥
z Y

= g ist stetig differenzierbar.
Sei f: (0,00) — R? gegeben durch f(t) := (t,t)

=h(t) = ti=g(t,t)=go f(t)
W) = 2+ L)
Oy dg

- %(t7t)+8_y(tvt)

= t-t'" P 4logt-t!
= (1+logt) -t
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Satz 6: Seien I,J C R offene Intervalle und s € I, t € J. Sei Q := I x J C R?
offen und f:  — R™ stetig.
Wir nehmen an, dass die partielle Ableitung

of
5 = 0f

auf ganz () existiert und stetig ist.
Seien weiter a,b : J — [ differenzierbar.
= Die Funktion F': J — R™ mit

b(t)
F(t):= / f(s,t)ds
a(t)
ist differenzierbar und
b(t)
FI(t) = f(b(t), )0'(t) — f(a(t),t)a’(t) + /32f(57t) ds

a(t)

Beweis: Definiere ® : I x I x J — R™ durch

b
d(a,b,c) ::/f(s,c)ds

Behauptung: ® ist stetig differenzierbar und

0P

%(aﬂbv C) = —f(a,c) (1)

0P

P abe) = flbe) 2
b

gcabc /82fsc (3)

Dann gilt

ist differenzierbar und

Beweis der Behauptung:

e (1) und (2) gelten nach dem Fundamentalsatz der Differential- und Inte-

gral-Rechnung und a—f, %—f sind stetig, da f stetig ist.

e (3): o:=0of : I x J— R™ ist stetig
= Die Restriktion von ¢ auf jede kompakte Teilmenge K C 2 = I x J ist
gleichmissig stetig. Wir fixieren ag, by € I, ¢y € J und 0.B.d.A sei ag < by

I
by

bo ——

ap——
——ao—7T
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K :=[ag—r,bg+ 7] X [co — 7,0+ 7]

wiihle dabei r so klein, dass K C €.
Gegeben sei € > 0.
Dann existiet ein 6 > 0, so dass V(s,t), (s',t') € K

s —s'| <o Y, €
oss b e — el <
0.B.d.A.sei d <.
= Vh € Rmit 0 < h < und Vs € [ag, by] gilt
h) —
flecatn=siea) .,
R’V?’L
co+h co+h
= ! / (s, t)dt — L / ( ) dt
- h P, L @\s, Co
co Co R?n
1 co+h
< 5 [ et el co) e
€o <ﬁ, da |[t—co|<d
< €
bo — Qg
bo
P b h)—® b
(a0, bo, co + })L (a0, bo, co) —/w(s,co)ds
ag R"n
bo h
= / (f(s’co - Iz— fls.c0) _ @(s,co)> ds
ag R™
bo N
S /Hf(sac()+ >_f(S7CO)—<,D(S,CQ) ds
h R’"l
ag

1=
<By—ag

<e€

Genauso fiir —§ < h < 0.

D . ®(ao, bo, co + h) — ®(ao, bo, co)
o - 1
= 9 (ap, bo, co) Hm, A
bo
= (s, co)ds
ag

Stetigkeit: Sei € > 0. Wéhle 6 wie vorher. Sei

M= sup flpls, Bl
(s,t)eK

und sei 0.B.d.A. M < 5
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= VY(a,b,c) € I x I x J mit |[a—ag| <0, |b—>bo| <0 und |c—co| <0 gilt

o o
Hac(a’b’ c) — %(ao,bo,co)
0P 0P 0P 0P
< hind _ 7= = _ 2=
= H ac (a7b7 C) ac (a0a ba C) + H ac (a‘07 ba C) ac (Clo, bOa C)

0o o0
+ H%(ao,bow) - %(ao,bo,co)

= /ago(s,c)ds + /bga(s,c)ds + 7)(90(576)_90(5760)) ds
o bo o

bo
Mla — ao| + Mlb— bo| + / lo(s,0) — (s, co)]| ds

<
o <%o-ao
bo
< 2Mé¢ +/ ds
bo — ag
aop
= 2M{—+e
<e
< 2
(QED)
Beispiel: Sei A € Rm™*™
o ARtk d
At AL At mxm
et = S ¢ = Ae™ e R
k=0
Sei f(s,t) := eA*=%)y(s) mit einer stetigen Funktion v : R — R™
0
= 0af(s,t) = ae“l(t—s)u(s) = Ae %)y (s)
ist stetig
¢ ¢
x(t) = /eA(t_S)u(s) ds = /f(s,t) ds
0 0
= z ist differenzierbar und
q ¢ ¢
H1) = So(t) = £(1,1) + /Bgf(s,t) ds = u(t) + A/eA(t_s)u(s) ds
0 0
—_———

(t)
= Die Funktion z(t) = fot eAt=9)y(s)ds ist die Losung der Differentialgleichung

() = Ax(t) +u(t)
z(0) = 0

— Variation der Konstanten Formel.

Bemerkung:

b b
/ p(t)dt] < / lo(t)] dt (1)
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Beweis:
i) ¢:[a,b] — R, Analysis 1, Kapitel 8, Satz 2
ii) ¢ :[a,b] — R™, Analysis 1, Kapitel 9.2

Lemma 2: Sei ¢ : [a,b] — R™ Riemann-integrierbar.
= ¢ erfiillt die Ungleichung (1) mit der euklidischen Norm.

Beweis: Sei
b

a

= lz)* = (z,2)

m

= sz Ty
i=1

b

= i::xi'/QOi(t)dt

a

= /b (i xicpi(t)> dt

b

= [ (oot
ab

Z / el - o(®)]) dt
’ b

= el - [ oto at

b
z#0
2012 < / lo(t)]] dt

(QED)

Satz 7: Sei (X,d) ein metrischer Raum und ¢ : X X [a,b] — R™ stetig.

b
d(x) = /go(amt) dt reX

= & : X — R™ ist stetig.
Beweis: Sei zg € X und € > 0.
1) 36 >0:Vz € XVt € [a,b]
d(z,z0) <6 = |lp(z,t) —p(zo,t)|| <e

Beweis: Wir nehmen an, dass es kein solches § gibt
=Vd>03r € X3t € [a,bl:

d(z,x0) <6 le(x,t) = o(zo,t)|| = €

216



11 Differenzierbare Abbildungen 20.04.2005

=1
=" Vn e N3z, € X 3t, € [a,b]:

1
d(xn,w0) < n lo(@n,tn) — ©(zo,tn)| > €
0.B.d.A. existiere der Limes

lim t, =: to

(Ubergang zu einer Teilfolge).

M T O(ZTnytn) = @(x0,t0) = lim (a0, ty)
n— o0 n—oo

= lim p(@n, ta) = o0, ta) ] =0

>e

— Widerspruch!
2) Ve e X
d(z, o) <6 = || ®(x) — P(z0)]| <e(b—a)

Beweis:

b

B(r) — B(rg) = / (. t) — plao, 1)) dt

b
L B() — B(ao)]| < / o t) — (o, )] dt
a <
b

I
/sdt

a

= eb—a)

IN

(QED)
Zitat: “So, wir haben ja heute noch gar nichts differenziert! Das geht ja nicht,

schliesslich sind wir im Kapitel iibers Differenzieren! Na, was differenzieren wir
denn da...”

Lemma 3: Sei U C R" offen, f : U — R™ stetig differenzierbar (& f €
CY(U,R™)).
Sei v : [o, 8] — U eine C'-Funktion und sei p(a) = a, ¢(3) = b.

U

Wir betrachten nun f oy : [o, 5] — R™

B
)~ fla) = / Af (40t dt (1)
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Beweis:

; d
- /Efoy(t) dt
6
- / df(4(1))3 (1) dt
(QED)
Lemma 2 und Lemma 3:
B
= ) - @) < / [ (v () d
aﬁ
< [ i @)

Fiir A € R™*"™ sei hier mit

A
1A = sup 1421
z20 |1zl

die Matrixnorm beziiglich der Euklidischen Normen auf R™ und R™ bezeichnet.

Beispiel: «:[0,1] = U, ~v(t) =a+t(b—a)

=4({t)=b—-a

&
=
=
|
K’ﬁ-
—
2
A

/ ldf(a + t(b — a))|| - b — af| dt
0

IA

sup [[df(a+t(b—a))ll-[b—all

0<t<1
Sei f:U — R™ € C! und seien a,b € R", so dass a +t(b—a) € U Vt € [0,1]

= @) = f@ll < suwp [[dffa+tb-a)ll-|b—al (3)

Satz 8 (Schrankesatz, 1. Version): Sei U C R" offen und K C U kompakt
und konvex. Sei f : U — R™ eine C'-Funktion. Definiere

cx = sup [|df(z)]| < oo
zeK
= Va,be K

1F(0) = fla)l < exllb—all (4)
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Beweis: K ist konvex
=a+tlb—a) e KVtel0,1]
= ||df(a+t(b—a))| < cx Vt€[0,1]

1
2lro) - sl < /Ildf(a+t(b—a))||dt~Hb—all
0
< ckllb—af

(QED)

Bemerkung: Satz 8 gilt bisher aber nur fiir konvexe Mengen!

Gilt der Satz auch fiir beliebige kompakte Mengen?

Satz 9 (Schrankensatz, 2. Version): Sei U C R" offen, K C U kompakt
und f : U — R™ eine C'-Funktion.
= Jec>0:Va,be K

1F(b) = fla)l < cllb—al
Beweis: Angenommen, es gibt kein solches ¢
= Ve >0da,be K:

1F(b) = fla)l > cllb—al
c=keN

= 3 Folgen ay, b; € K, so dass
1 (br) = flar)ll > Kllbr — axll (1)

insbesondere gilt ay # by Vk € N

KXY Durch iibergang zu einer Teilfolge kénnen wir Annehmen, dass die Grenz-
werte

klirrgo ar =: a kh_)ngo by =:b
existieren.
Behauptung: a = b
Beweis:
1
llaw = bill < 2 l1F(aw) = (o)
1
< 2 U Can)l + 117 )l
2
< Zowplr@l
fAS
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Wihle € > 0, so dass
B:={zeR"||lz—a|]| <e}CU

= B ist kompakt und konvex

28 Mit € = sup,ep ||df ()| gilt Yo,y € B

[f(z) = fWll < Cllz—yl
Wahle kg € N, so dass Vk > kg, ax,br. € B
= || flax) = fOR)| < Cllar — byl (2)

— Widerspruch zu (1)! (QED)

Satz 10: Sei U C R" offen, f : U — R™ eine C'-Funktion, a € U, € > 0,
B.(a)={zeR"||lz—a| <e}CU
= I stetige Funktionen

¢ Be(a) = R™ i=1,..,n

so dass Vz = (21, ...,2y) € Be(a)
f(@) = fla) = Z%‘(i’?) (i —aq) (3)
i=1
Beweis: Nach Lemma 3 gilt

f@)=fla) = [df(a+t(z—a))(z—a)dt

o—__

n 1

_ Z(xifai)./aif(aﬂ(g;fa))dt

i=1 0

qi(z)

gi(z) ist stetig nach Satz 7 mit ¢(z,t) := 0;f(a + t(z — a)) und X = B.(a) als
Menge. (QED)

Bemerkung (Partielle Umkehrung von Satz 10): Sei f : B.(a) — R™,
i1 =1,...,n, q; stetig an der Stelle a und es gelte Gleichung (3).
= f ist differenzierbar an der Stelle a und

df(a)h = Z hiqi(a)
i—1

fiir h = (hq,..., hn) € R
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Beweis:
Iflat+h) = fla) =3 higi(@)ll @ i, higi(a+h) — higi(a)]
il Il
— |hi] - [lgi(a + h) = gi(a)]|
< 2 Q]

i=1

< Z lgi(a+h) — qi(a)]]
i=1

h—0 0

11.4 Mehrfache differenzierbarkeit

Sei f(x,y) := cosze? + 23y*

a—f = —sinze? 4+ 32%y*

ox

8—f = cosze! +4z3y°

dy
daf  f N 23 _ 00f  Of
Z - _ 12 = — 2L _
Oy dxr  Oyox sinze” + Laz7y Oxr dy  0zdy

Definition: Sei U C R™ offen.

f: U — R™ heisst 2mal stetig differenzierbar, wenn f stetig differenzierbar ist
und die Partiellen Ableitungen % : U — R™ alle ebenfalls stetig differenzierbar
sind.

Notation:
C*(U,R™) := {f : U — R™|f ist 2mal stetig differenzierbar}
“f ist C?” heisst f € C%(U,R™).

Satz 11: Sei U C R" offen und f : U — R™ eine C2-Funktion.
=VrelU

OF ) = I
8%1'8.%3' . o 8%8:@ .

Beweis: 0.B.d.A. nehmen wir an, dass n = 2 ist, das heisst (z,y) € U C R2.

Zu zeigen:
0% f _ 0% f
oxdy  Oyox

Bewets:

of

% (.’E, y)

_ g f@y ) - f2,y)
n—0 n
0 f
m(x, Y)

o 1/0f of

£—0 & \n—0 n n—0 n
i L fla+&y+n)— fle+&y) — flz,y+n)+ flz,y)
£—07—0 &n

::@(5177)

221



11 Differenzierbare Abbildungen

25.04.2005

Genauso erhalt man

O f (z,y) = lim lim ¢(&,n)
ogos ©Y) =l lim o(€,n
Zu zeigen:
lim lim ¢(&,7) = lim lim (£, 7)
£—0n—0 n—0&—0
Beweis: Setze
a:= 82—f(x ) = lim lim (&, n)
— axay 7y _6_)077*)()()0 7"7
Behauptung: Ve > 03§ > 0: V¢, n € R\ {0}
0<|gl<d _
0<nl <o = Jla—pEn)l <e
Dann folgt
o= 2Ty
© Oyox Y
Beweis der Folgerung: Sei € > 0 gegeben und 6 > 0 wie in der Behauptung
gewahlt
ﬂ(l’ + _or
o (@, y+mn) — 55 (z,9) . H
—all = |la—lim ,
p lim, (€, )
= 1 -
Jimfla. = (& |
< €
VYneRmit 0 < |n| <§
9 f N E @y +n) -y
Hayax(m’y) YT 71111% n ¢
< €
82
:>H8y8fx(x’y)_a < € Ve>0
% f
= - = 0
ot~
0% f
= — =
g0z (2,9) a

Beweis der Behauptung: Sei € > 0 gegeben.

b o

0x0y
und [z —d,z +d] x[y—d,y+4d CU.

2
So ein 0 existiert, da 8695—5; stetig ist.

€] <6
In| <é

222

(z+&y+n)—

Wihle § > 0, so dass V€, n € R gilt
2

0x0y

(x,y)H <e
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= Fir {,n € R mit |£] <6, |n] < gilt

1 1

d d
Ef(x+£,y+tn)dt - af(r,yﬂn)dt

of
8—y(x,y+tn)-ndt

o _

0
1<9f
= /a—y(ﬁﬁ,yﬂn)-ndt*
0

1
= 0/<8—£(x+£,y+tn)%(x,y+tn)> dt-n
1 1 da
= /(/E—‘;(m—ksgy%—tn)ds) dt-n
0 0
1

1
2

/ o°f (x4 s&y+tn)dsdt-&n

0

1 1
32
= pn) = //axgy(m+557y+tn)dsdt
0 0
1 1
0% f
=pEn)—a = < (x+s§,y+tn)a> dsdt
0/0/ Jzxdy

Setze fir 0 <¢ <1

1
/( (x+ sy —l—tn)—a) ds
0

Da % stetig ist, folgt aus Satz 7, dass auch @ : [0, 1] — R™ stetig ist.
Nach Lemma 2 gilt V¢, 7 € R mit |{] < 4, |n| < ¢ und V¢ € [0, 1]

oo < |25

< €

ds

920y (x+s&y+1tn) —a

<e

= Fir &,n € R\ {0} mit |¢] < J und |n| < J gilt

le(€,n) —all =

1
0/
1

/ B dt
0
€

(QED)
Bemerkung 1: Sei U C R” und f: U — R™ und = = (241, ...,x,) € U.

f heisst 3mal stetig differenzierbar, wenn [ stetig differenzierbar ist und g_f
U — R™ 2mal stetig differenzierbar ist fir i =1,...,n
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Wir definieren die dritten partiellen Ableitungen von f durch
Pf a 0*f 0% of

Ox;0z;0ry, Oz Ox;0x) - O0x;0x; Dy,

f ist 3mal stetig differenzierbar < Vi, j,k € {1,...,n} existiert die partielle
Ableitung
93
_ Oy g
8:@6:@6%

und ist stetig.

Bemerkung 2: Nach Satz 2 kénnen wir die Reihenfolge der partiellen Ablei-
tungen vertauschen, solange f 3mal stetig differenzierbar ist. Das heisst Vi, j, k €
{1,...,n}
Pf B Pf B 3f
0x;0x ;0T N O0x;j0x,;0x}, N 0x;0x,0x;

Definition 1: Sei U C R? offen, f : U — R™, £ € N.
Wir nennen f ¢mal stetig differenzierbar, wenn f stetig differenzierbar ist und

of
8.’)%

(¢ — 1)mal stetig differenzierbar ist fiir i = 1, ..., n.

:U —R™

Definition 2: Fiir iy,...,i¢ € {1,...n} definieren wir die partielle Ableitung

SRR S L A S L A
8:61'18.131'2...856“ T 8x¢1 axh..ﬁxiz o 31‘,'1...8481171 8:51-2

Bemerkung 3: f ist fmal differenzierbar < alle partiellen Ableitungen von
f bis zur Ordnung ¢ existieren und sind stetig.

Bemerkung 4: Die Reihenfolge der partiellen Ableitungen kénnen wir ver-
tauschen, wenn f ¢mal stetig differenzierbar ist (Satz 11).
Notation:

CY(U,R™) :={f : U — R™|f ist fmal stetig differenzierbar}

Wir sagen “f ist C*” anstatt “f ist mal stetig differenzierbar” oder “f ist eine
C*-Funktion”

Seien o; e NU{0},4=1,...,n und
a:= (a1, a9, ..., ) la] == a1 +as + ... + ap
Wir fithren folgende Abkiirzungen ein:

olal ¢
0z 0xg?...0xn"
olelf
0xy...0x1 073...073 ... Oxp,...01,
Nl gl g7

aq (e} An

0 f

Definition: FEine Funktion f : U — R™ heisst unendlich oft stetig differen-
zierbar, oder C*°-Funktion, wenn f fiir jedes £ € N eine C*~-Funktion ist. Es gilt
vl e N

c’(U,R™) > CYU,R™) > C*(U,R™) > ...  CYUR™)>C*UR™)
C®(U,R™) = [ C*(U,R™)

LeN
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Beispiel:
1) f:R? — R mit f(x,y) = 2%y’ ist eine C>°-Funktion

g%(x,y) = ka"ly’
02 _
5§Cuy) = k(k—1)a" 2y
8k
5%@@)= kly*

(c)k-i-éf

V(i,5) # (k. £) gilt
8i+jf

2) a=(a1,.,an), & >0, a; €Z, f(x) =z := 2 x?...a0"

= 0%f(z) = aqlaslas!...au,! (Beweis durch Induktion)

0°f(0) = al:=alaslas!..ay!

PF0) = 0 YB8=(B1,...3n) #
3) f(z) = Z\a|§g CaT™
P £(0) = cpB! Ca = — 0f(0)

11.5 Das Taylorpolynom

Definition 4: Sei f € C*(U,R™), U C R" offen, x € U und ¢ € N.
Definiere

Tof(w€) = Y 0" ()"
laj<e

fir £ € R" mit o € N7, o] := a1 + ... + @, ol := agl ! und €% 1= &7 ...60m.

Die Funktion
R® > R™: & — Tof(x;€)

heisst Taylorpolynom der Ordnung £ von f an der Stelle x.
Beispiel: f(z) =3_, -, caz®

:%=$WND
= Ty f(0;€) = f(&)

f(fE+§) = ZCQ(I+§)QZ Zbaga

jal<e <t
= g(&) = f(z + &) erfiillt é@ag(()) = iao‘f(x) = b,

> Lot

| <t

Tof(z;€)

= flz+¢)

225



11 Differenzierbare Abbildungen 27.04.2005

Frage: Wie gut approximiert im Allgemeinen das Taylor-Polynom eine Funk-
tion f?

Ziel: f € O = Je:
(@ +&) = Tef (O] < clle* (1)
fiir [|€]| hinreichend Klein.
feCt=voelU
1f (@ + &) = Tof(x:8)|l

o 1€11¢ -0 ®
Verdeutlichung: € = 1
T = S+ ) ol
~ )+ afe
® o g WErO=f0-dd

Satz 12: Sei U C R” offen, f € C**1(U,R™), x € U und £ € R mit 2+t € U
vt € [0, 1], dann gilt

1
f@+&) = Tof(%:€) =/f+1 N %aaf(wtg)gadt (3)
0

|| =£+1

Korollar:
i) feCHUR), z€U,r>0,B,(x) ={yeR||z—yl||<r}CU
= 3Je>0: (1) gilt V& € R™ mit [|£]| < r
ii) f e CYU,R™)
= (2) gilt Ve e U

Beweis:

i) Definiere

cm sp Y et [erna-nta=1
0

YEB(2) |o|=f+1

=f(z+ &) = Tef (=)l

1
Sal2

< fesna-nt 3 St e

0 |a|=£+1

< sup Yy —||8°“ @+t - & &l
ogtgl‘ |=+1 ! ~—
<|gr|t.. |épn|on

1 (87
€1 sup ST —or f(a + t€)|

<t<1
0stsl =041

IA

IA

2
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ii)

flx+8&) —Tof(x:8)
= @O T f@ 6~ Y o e
laj=¢
1
Sal? /121—# ! (8“(w+t£)—80‘f(m))§adt
0 |a]=¢ .
Sei € > 0 gegeben. Wiahle § > 0: V¢ € R” Va € Nj
E1=0 ) = ese 9 - ors@l <
firz+&eU.
= Fiir £ € R™ mit ||€]] < gilt 24+ & € U und
1f (@ + &) = Tef(x; )
h 1
< [0t Y S0 1) - 0 sl de
la|l=¢
01
< fua-oer Y Seleltar
0 =€
< Yl
|a|=2¢
(QED)
Lemma 3:
k!
rfle+te) = (}zjkaaaﬂx)&“ (4)
Beweis: Induktion
e k=1:
d - 1
gfa+t)) = D 0fl@+1& = Y — 0" flo+1)e
i=1 lal=1
wobei o = (0,0, ...,0, 1 ,0,...,0) und £~ = &0 = ¢
i—te Stelle
o k>2:(4) gilt fir k— 1
dk d dk-t
= Spfla+te) = — @+ )
d (k: — 1)' e e’
= o > )
|a|=k—1
"0
= Y 7, 0 f(x +1)E°¢;
|o|=k—1 g
=y S E D e o gt
|la|=k—11=1
= > Z aﬁf + tE)¢”
1B1= i=1)
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Behauptung: V5 € N mit |G| = k mit 8; > 0 gilt
zn: (k—=1! _ K
ZG=c) _ B
Beweis:

LR, N S
(B—e)t  (B-et 7 (B—en)

1 1

1
B B (B — 1!

= #(51 + B2+ ..+ Bn)

Bl B!
_ ok
TR

Lemma 4: Sei I C R ein offenes Intervall, U € C**1(I,R™), z € I

‘1 (1=t
u(zx) — Z o u™(0)z* = / i uY ()2 de
= k! ) !

Beweis: Induktion

o /=0:

228
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e (/> 1: Die Behauptung gilt fiir £ — 1

k=0
{—1 1 .

= u(x) - 2 o u® (0)z* — i u®(0)2!

_ 1 (1—¢)t )

- / (¢ —1)! ul (ta)at dt — i u® (02
0

— / (1(£—j)1£)'1 (u(e) (tz) — u“)(o)) o dt
0

1
T ——
0
= /1 a ;! t)"di (u“) (tz) — u® (O)) 2t dt

. l:(l ;! t)(Z (u(z)(tl‘) —u® (O)) l‘é:| 1

0

—~

1— 4
g't) uwY (tz)zat dt

~

—~~

1-1)
17

wY (b)) de

o O~ _

(QED)
Beweis von Satz 12: Sei u(t) := f(z + &), u: I - R™ [0,1] C ]

|
> B i e

loe| =k

u®) @

ST - Y L)

o <€

4
= w4 Y Berwe

k=0 """ |a|=k

u(*)(0)

|
> % ©f (@ + tE)EX dt

0 la|=£+1
- /(£+1)(17t)£ 3 éao‘f(ertﬁ){adt
0
(QED)
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11.6 Kurvendiskussion

Definition: Sei U C R" offen und f: U — R stetig.
U
Ein Punkt zog € U heisst lokales Minimum von f, wenn es ein § > 0 gibt, so
dass fiir alle z € R”
[z — a0l <6 = xeU f(z)= f(xo)
xo heisst lokales Mazimum von f, wenn es ein § > 0 gibt, so dass Vx € R"

le —zo]| <6 = =zelU, f(z)< f(xo)

xo heisst lokales Extremum, wenn xy entweder ein lokales Minimum oder ein
lokales Maximum ist.

Satz 13: Sei U C R” offen, f : U — R stetig, o € U ein lokales Extremum
und sei f differenzierbar an der Stelle xg.

:>df($(}0) = 0

das heisst

of
81‘1‘

(mo) = 0 i=1,...,n

Beweis: Sei e R", I:={tcR|zg+t{ €U} CR offen und 0 € I.
Definiere ¢ : I — R, ¢(t) := f(xg + t§), wobei z( ein Extremum von f ist.
= ¢(0) < p(t) fiir ein hinreichend kleines ¢.

= 0 ist ein lokales Extremum von ¢

= 0= ¢'(0) = df(x0)¢ (QED)

Beispiel 1:  f(z) = ||z

f(@) = (=)
0 T

= f ist nicht differenzierbar an der Stelle 0, trotzdem ist 0 ein lokales Minimum!

Beispiel 2: f:R? - R, f(z,y) = 2% + >

= 0 ist ein lokales Minimum.

Beispiel 3: f(z,y) = —22 —¢?

230
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Beispiel 4:  f(z,y) := 22 — ¢?

%u
df(0,0) =0

— 0 ist kein lokales Extremum, sondern ein Sattelpunkt.

Definition: Sei f: U — R eine C''-Funktion.
Ein z¢ € U heisst kritischer Punkt von f, wenn df(xzq) = 0 ist.

Definition: Sei f: U — R eine C?-Funktion.

*f ’f
Ox10x1 (l’) e O0x10x, (LL')
d*f(z) = : : € RV
*f *f
Oxy, 011 (‘T) Oz Oxy (x)

ist die Hesse’sche Matriz von f an der Stelle x.
— d? f(z) ist symmetrisch (Satz 11).

Satz 14: Sei U C R" offen, f : U — R eine C2-Funktion.

i) xp € U ist ein lokales Minimum von f = V¢ € R"

deQ i

-TO Elgj >0

ii) o € U ist ein lokales Maximum von f = V¢ € R”

¢7d? f(ao)€ :zn:

$O gzgj < 0

Beweis: Sei £ = (&1, ...,&,) € R™, xq ein lokales Minimum von f.
Definiere ¢(t) := f(zo + t&)

= 0 ist ein lokales Minimum von ¢

= ¢'(0) =0, ¢’(0) > 0 (Analysis I)

0 f (wo + t&)&;

ﬁ\
=

I
M=

-
Il
_

I
6\
—~

~
~—

Il

INgh
7N\
&~

N
Il
-

0 f(zo + tf)) &i

= D> 0;0if(wo + t)&;&
i=1 j=1
= % f(wo + 6)¢
= P f(zo)6 = ¢"(0)>0

(QED)

Beispiel 5:  f(z,y) = 2% + y*.
— 0 ist ein lokales Minimum

f(0.0) = (3 8) = d%(0,0)
fiir g(z,y) = 2* —y*.
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Beispiel 6: f(z,y) = (y — 22)(y — 222) = y* — 32%y + 22*

9 o 2422 — 6y —6x
d f(‘ra y) - ( —6x 2

ftz, ty) = 22*t* — 322yt® + t2y?

(tx,ty)

Die Funktion ¢ — f(tx,ty) hat an der Stelle ¢t = 0 ein striktes lokales Minimum
V(z,y) € R*\ (0,0).

fla,y) = (y — 2?)(y — 222%) < 0 falls 22 < y < 222, das heisst (0,0) ist kein
lokales Minimum von f.

Definition: Eine symmetrische Matrix A = A7 € R™*" heisst positiv definit,
wenn Vz € R™\ {0}
T Az >0

sie heisst positiv semidefinit, wenn Vo € R™
2T Az >0
negativ (semsi)definit ist analog definiert.
Bemerkung 1: Nach Satz 13 und Satz 14 gilt
g ist ein lokales Minimum = df(zg) = 0, d*f(z¢) ist positiv definit
Bemerkung: Fiir A = A7 € R™*" gilt
A ist positiv definit < det(aij)ﬁjzl >0 k=1,..,n

Beispiel:
A

a b — AT ¢ R2x2
b ¢

(z y)A(Z/):ax2+2ba:y+cy2>0 Y(z,y) #0 < a>0,ac—b>>0

Notation:

A>0 & Aist positiv definit
A>0 < Aist positiv semidefinit

Bemerkung 3:

A ist positiv definit < Vo € R"3e > 0: 27 Ax > ¢||z|?

Beweis:
e “&7: trivial
o “=7: Sl .= Iy € R" | |z| = 1} ist eine kompakte Teilmenge von R™.

Die Funktion

f:R" =R : f(z):=aTAz = Z AijT;%;

i,5=1
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ist stetig. Die Restriktion f|gn—1 nimmt ihr Minimum an.
= Jgo e S" . vr e st

f(@) = f(o)

Nach Voraussetzung (A > 0) gilt € := f(x¢) = 2 Azg >0
= Vo € R™\ {0} gilt TaT € S7=! und daher

TA T
v A <i) FEa
[E] [P AE]

(QED)

Satz 15: Sei U C R" offen, f : U — R eine C?-Funktion, xo € U, df(z¢) =0
und d2f(zg) >0
= 1 ist ein lokales Minimum.

Beweis: Das Taylor-Polynom von f:

Lf(i§) = Y 0z

la]<2

= Jwo) + Y00l + Y000, (w0) + 3 S0 F(a0)e?
=1

i=1 i<j

= flwo)+ Y 0if(z0)& Jr% > 8:0;f(z0)&;

i=1 i,j=1

= f(ro) + 5 €70 f(wo)€

= flao+ &)~ fle) = floo+8) — flwo) — 5 ETAf(wo)E + 5 €70 f(zo)e
= €S (0)E + S+ )~ Tof i)
da df (z0) = 0.
Nach Bemerkung 3 3 > 0, so dass V& € R®

¢dfwo)s = el
Nach Satz 12 (bzw. einem seiner Korollare) 36 > 0 : V¢ € R

|f(xo + &) —Tof(xo; &) €

0<|¢]l<d = zp+&€U und BEE <7
= Fiir jedes £ € R™ mit [|£]| < ¢ gilt
Flao+6) ~ o) = 5ET@f(wo)6 +f(mo+8) ~ Tof(mo; )
2e|i€ll?
> CJlR = | @ + &) — Taf (wo;€)]
<gligl?
Eren2 _ Ee2
> Sl - llel
Eiep2
> el
> 0
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Es gilt sogar
f@o+€) = flwo)+ gl

fiir jedes £ € R™ mit ||£]| < J, also ist g ein “striktes” lokales Minimum von f.
(QED)
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12 Variations-Rechnung

Sei
S@) = [ () ate) de (1)
Frage: Welche Funktionen z : [a,b] — R™ mit vorgegebenen Randwerten z(a) =

Zo, (b) = 1 minimieren das Integral S(x)?

Beispiel: Sei L : R™ x R® — R eine C?-Funktion mit x = (z1,...,2,) und
p=(p1,...,pn) in L(x,p). Seien z,, x, € R™. Definiere

Z = {x:[a,b] = R™| x ist eine C*-Funktion, z(a) = x4, v(b) = x}
Das Integral (1) definiert eine Abbildung
S: & —-R

12.1 Die Euler-Gleichung

Satz 1: Sei L : R® x R" — R eine C%-Funktion und =z € C?%([a,b],R") ein
“lokales Minimum” von S : 2 — R, das heisst Ir > 0 : V¢ € C?([a, b], R™) mit

und mit

léller = sup €@ Irn + sup [E(E)]rn <7
a<t<b a<t<b

gilt

Dann folgt Vt € [a,b] Vv € {1,...,n}

d 0L . oL .
at opy (x(t),2(t) = (= (), (1)) (2)

— Euler-Gleichung

Lemma 1: Sei 7 : [a,b] — R" stetig, so dass fiir jedes £ € C°([a,b],R) mit
Et)=0fira<t<a+eund b—e <t <bund e > 0 hinreichend klein

v=1

b n
[ nmema = o

Dann folgt Vt € [a, b]
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Beweis: Sei z = (21,...,2,) € R" und y = (y1, ..., yn) € R™.
Das innere Produkt von x und y ist

n
Z Tyl

Es gilt also V¢ € CY([a, b],R™) mit £(t) =0 fir t ~a, t ~ b

b
/ - 0
”
b
a

Annahme: 3tg € [a,b] : n(te) # 0

oLl

0.B.d.A.ist tg Zaund ty # b
Seifira<t<b

f@) = (nlto),n(t))
= f(to) = n(to)||*> > 0 und f ist stetig. Setze

I (to)l”
2

=
L

=30>0:a<typ—0<tp+d<bundVt e [ty — d,t0 + I
lf(t) = flto)] < ¢
=Vt e [to—9,to + 6]
f() = flto) —1f(t) — flto)] = €

T

[ l ] l |
at0—6t0t0+5 b

Wiéhle ¢ : R — [0, 1] mit folgenden Eigenschaften:
o st
e p(to) =1
e o(t) =0 fiir [t —tg| >0

1
y 1\ |
[ |

l |
at0—5t0t0+5 b

b b
= / €@, n(e) dt = / o(t) (n(to) (1)) dt
a a f()
to+0
= [ o) f) at
oos X
to+9
> ¢ p(t)dt
to—0
> 0
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— Widerspruch (QED)

Beweis von Satz 1: Fiir eine vorgegebene Funktionen z € C?([a,b], R™) und
¢ € C%([a,b],R™) mit £(a) = 0 = £(b) betrachten wir die Funktion ¢ : R — R,
die durch

p(s) = Slr—sf)

gegeben ist. Aus der Voraussetzung des Satzes folgt, dass s = 0 ein lokales
Minimum von der Funktion ¢ ist.

Frage: Warum ist ¢ differenzierbar?

b
/L )+ sE(t),i(t) + sE(t)) dt = /f(s,t)dt

wobei
= L(x(t) + s¢(t), &(t) + s€(t)) : f:Rx[a,b] >R

<> (0N L fory + m o em

das heisst, f ist eine C''-Funktion

= Nach Kapitel 11, Satz 6 ist ¢ stetig differenzierbar und

b
0]
/a—ﬁ(s,t)dt ©'(0) = 0

of :
s = d_ L(z(t) + s€(t), &(t) + s£(t))
= 3 T 0+ 580,80+ 60) 600
Z ) + (1), & (1) + sE(1)) - (1)
=0 = /bzn: oL (x4 s&, &+ s€) - &, dt
)= ox,
b n
+/ngL (x4 s&, &+ s€) - &, dt
v=1 v s=0
b
f@=0=¢t) [N~ (OL 0 dOL
: / > (g 200 ~ g (0.3 ) &)
vé € C%([a, b]) mit £(a) =0 = £(b)
Definiere
) = g 5(0.30) - 5o ((0.3(0)
Wir wissen, dass V¢ € C?([a,b], R™) mit £(a) = £(b) =0
b n
[ nmema = o
Nach Lemma 1 ist dann auch 7, (t) = 0 Vv, Vt (QED)
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Beispiel: V:R"” - R

2
Lo
Liz,p) = 3lpl* = V(=)
_ %<p§+...+pi)—V(x1, )
%( ap) = Dv
oL oV
873,‘1, (xap) = _8$U (SL’)
oL . :
ap, FWE() = &)
oL . o
o (@(®),8(1) = -z~ (@)
2) < ééu(t)=—ngy (z)

— Newton-Gleichung (F' = ma)

12.2 Energieerhaltung

Satz 2: Sei z : [a,b] — R™ eine Losung von (2) und

oL
Opy,

E(t) = Y du(t) 5 (x(t),&(t) — L(x(t), é(t)) 3)

dann ist E(t) = const.

Beweis: Wir zeigen E(t) = 0.

d : — IL N — IL N
ar L(z(t), 2(t)) = Z (z(t), 2(t)) T, (t) + Vzﬂ py (z(t), 2(t)) Zu (1)

— ox,
;»%E(t) - ;<my(t) gpLD (x(t),x(t))—l—xl,(t)%gi (2(t), (t)))
d .
4 La(t).a0)
@
(QED)
Beispiel:
Lwp) = 5ol - V()
Euler-Gleichung:
g}fy (r,p) = po  E() = *gz (x(t)) v=1,..,n
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Es folgt

- zpy > SO+ Via(t)

= Sl + VEw)
——

kin. Energie pot. Energie

12.3 Anwendungen
Ideales Gefdlle: f:[0,1] — [0,1], f(0) =1, f(1) =0, f(z) <1 Vz e (0,]1]

Die Position der Kugel zum Zeitpunkt ¢ wird beschreiben durch

(@(t),y(t)  yt)=fl=t)  §t) = f(x(t)i(t)
Die Kinetische Energie ist

LGP i) =

Die potentielle Energie ist

(1+ f(=(t))?) 2 (t)*

N =

y(t) = f(z(t))

Damit bekommen wir das Variations-Problem

=5 = [ (304 FEOP) 0 - ) a
= Lwp) = 0+ - S

oL~ @ - )

oL / 2

W (L+ f'(=)")p

Die Euler-Gleichung:

d 2 _ / 1" .2 /
S(O+FEPD) = F@I@PE - @)

= 1+ f'(@))i+2f () f"(2)3* = f'(2)f" ()3 - f'(2)

@ @FE @)
R WA T PR P W

Fiir y(t) = f(x(t)) ergibt sich:

o= [
j o= @)+ )
g P@A @ @2

L+ fr@)? 1+ f(a)?
_ @) f'(x)?
T I+ P@ 1+ @ (5)
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Zusammengefasst:

6) = i (A7) -5 )

=v =w

Wir wissen: Kinetische E. + Potentielle E. = const

. OL , . .
z o (x,2) — L(z, &)

= (14 f'(2)*)i* - L(, &)

E

- F0+F@) f@)
T pouE
= const
2(0) =0, £(0) =0, const = f(0) =1
o 20— f(=)
> S e
Energieerhaltung;:
dr . 2(1 — f(x))
T ey o )

Z(t) > 0 fiir t > 0, das heisst, x ist strikt monoton!
Fiir die Umkehrabbildung x +— t(z), wobei ¢(x) die Zeit ist, an der die Kugel
an der Stelle x eintrifft, gilt

dt 1+f’()
de

o [T ]

Dieser Limes ist < oo, sobald f/(0) < 0 (sonst bleibt die Kugel oben liegen).
Frage: Fiir welche f nimmt T'(f) den kleinsten Wert an?
Umbenennung: Wir schreiben y(z) statt f(x), das heisst

y:10,1] —[0,1] y(0)=1 y(z) <1Vx >0 9(0) <0

1
1
1) = 5 [ Ll@).ie)ds
\/50
2
Lop) = ([T
oL l—y p
Op 1+p2 1—y
_ p
V(+p?)(1—y)

OL 1 [T—y 1+4p?
ay 2V 142 (1-y)2
11+4p? 1

21—y A+ —y)



12 Variations-Rechnung 04.05.2005

Daraus ergibt sich mit der Eulergleichung:

i y/ B 1 1+y/2 1 (8)
dz /(1 +y'2)(1 - y) 2 1=y JA+y3)(1-y)
y=y(x), v = ¢ (2)
Ubung 1:
1 1+y2
1 _ .
A R (9)
Lésung:
d y/ y//
de /U +y)(1-y)  JO+y)(1-y)
Y 2y (A —y) - A+ yP)y)
3
2y/(1+y2)(1—y)
Setze in (8) ein und multipliziere mit /(1 + ¢’ 2)(1 — y)
=y (1- v + y? o L1l+4y?
1+y2)  2(1-y) 2 1-y
1 12 12 1 1
Ly <+y2y> _ 1
1+y 21—y
11+y'?2
:>y// _ =
2 1—y
Energie-Erhaltung:
oL
const = y’a—p(y,y')—L(y,y')
y/2 1+y/2
C VaryDa-y) V1o
_ -1
(I+y2)(1-y)
= (1-y)(1+9? = const (10)
=:c+1
Ubung 2: (9) = (10)
ctl = (1+yH1-y)
= 1+y 2 —y—yy?
cty = (1-ypy'?
1
f
1
1
dy / cty
-7 = — 11
T Y Ty (11)
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Umkehrabbildung: y — z(y), (0) =1, (1) =0

dez 1—y

dy c+y

wobei ¢, (1) = 0 erfiillen muss.
Substitution zur Losung des Integrals:

1-s

c+s

1—-s
c+s

= tct+s)=1-s
1— ct?
t2+1

= 2=

= Ss§=

ds  —2ct(t?*+1)— (1 —ct?)2t —2ct — 2t

2(c+ 1)t

at (t2 +1)2 (12 +1)2

1 1-—
s=0—t= — s=y—t= Yy
c c+vy

(c+1)

=2+ 1t
I

wobei
£ = —

damit weiter

—(c+1)

1-y

cty \/7
1/ ﬁ

17
1+1/c + o

—(c+1)tan™? (\/1_/0) +(c+1)tan™! (

ViTe 7
s

1+ (c+1)

z(y) = e

= 14 (c+1)
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=a(y) -1 = —m+ﬁ+(c+1)tanl< i;Z)
—(c+1)tan™* <\/1_/c)

Kontrolliere:
e z(0)=1Ve /
e z(1)=0
1 1
& 1++e=(c+1)tan - (12)
c
= z(y) = /(1 —y)c+y)+ (c+1)tan™? (, / 1—_y> (13)
ct+y
tan~! ( l) = 1+\/E
c 1+c
_ le+1/y
 1je+1
2+t
= = 1
Pl LT Vle
t24t
t2+41
3
1
1+ 2 to t
Werte:

1
to = 2.61860802 tan™! g = 1.206005572 €= 15 = 0.145837078
0

Gleichung: ¢ = ¢y = 0.1458...

_ 1—y
T = —v/(1—y)(co+y)+ (co+1)tan?
) =+ o)+ e+ Dtan ([ 221)
. Jcoty
y = 1y
T
=T = —/ R
\/50 l-y

1
. co+1 1
- V2 /1—y(x>dx
0

- /Cog-lo/mdy

2(co + 1) tan™* (\/—10_>

0
= +2.2916 - 1.20600
1.825682192 < 2
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Dreidimensionale Flichen =z :[a,b] — R* = (0,00)

Y

Alz) =

2 (t)\/1+ &()2 dt (1)

/

— Momentan ohne Beweis.

Problem: Wir wollen den Flidcheninhalt A(x) bei vorgegebenen Randwerten
z(a) = o und y(b) = / minimieren.

FEulergleichung:

L@p) = 2/1TsP
% = 1+p?

oL
o 1P
G0 = = l)pl0)

Die Eulergleichung des Variationsproblems (1) hat die Form

d_=  _ fiyae (2)

dt 1+ a2
oL xi?
i 2 (i) — L(z,8) = ——mo —2\/1+ 42
op (PP TR =
o xd? — (14 3?)
V142
B -z
V1442
= const
Also ist
x
= — 3
Vite ®)
entlang jeder Losung von (2) konstant. Damit vereinfacht sich (2) zu
T
Lo T 4
ct - (4)
. X
=3 ()
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= Jede Losung von (2) hat die Form
z(t) = uet/°+ovet/C

Beziehung zwischen v und v:

. u v T
C2
= UV = —

4
= Jede Losung von (2) und (3) hat die Form

W e C e
xz(t) = ?et/ +%e t/ (6)

Spezialfall: a = f=r,a=—1,b=+1

=z(-1)=z()=r

e —1/c i /e _ @ 1/c —1/c
= 5 e + 2we B e’ +
1ﬁ,
1l
z(t) = E(et/c—i—e*t/c) — ceosh’
2 c

= Jede Losung = : [—1,1] — R* von (2), (3) mit z(—1) = z(1) = r hat die
Form

t 1
x(t) = ccosh- ccosh— = r (7)
c c

-1

Frage: Gibt es ein ¢ > 0, so dass

|
5

1
ccosh —
c

f(c) =cosh i

Toq---- T

Co
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. . c—0
Wir wissen: cel/¢ =5 oo

1 1 1 1 1
f'(c) =cosh— — —sinh— =0 <« sinh— = ccosh —
c c c c c
Fleg > 0 mit

sinh — = ¢gcosh —
Co Co

das heisst f/(cp) = 0 und ¢p ist ein globales Minimum von f.
o 1 < ry: ALbsung
o r =ry: 3! Losung
e r > 1o 32 Losungen

Seie <cp:ecoshl=r e¢>c¢y:ccoshi=rundey<c<r
5 ) c

t
xz:(t) = ecosh—
€
z(t) = ccoshz
¢ N c
1,
(1)
14

Wir wollen nun die Fléchen A(x.), A(z.) berechnen:

1

Alz.) = 27r/mc(t)\/1—|—dcc(t)2dt

-1

1
2
— —W/:vc(t)th
21

c

Il
N
3
o

t
cosh? = dt
c

I
N
3
o

— h—

t
cosh? = dt
c

(eZt/c+e—2t/c+2) dt

I

3

o
O\H =}

2 2
= 2mc+ %eg/c— %6_2/6
2
= 9mc+ % (el/c + 671/6) (61/0 _ 871/0)

1 1
= 2mc+ 2rc® cosh = sinh =
c c

1
=  2mwc+ 2wresinh —
c
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1 1
ccosh— =r ¢? cosh? = = 12
c c
1 1
= Asinh?= =¢2 (cosh2 - — 1)
c c
o1
= csinh - = /72 — ¢2
c
o1
= A(z.) =2rm <c+ resinh —)
c
= :27r(c+r 7“2—62>
= =27 (5 +r )
e Fall 1: e < ¢
1
A(x.) = 2me+2mre <cosh - 6_1/E>
sinh(1/¢)
= 2mr? + 21e — 2 ree” /¢
<e
> 22
r = g( 1/5+e—1/5)
re /e = g( _2/5) < e < ¢ < 1
<
=2mr? < Alz.) < 2mr® 4+ 27¢
e Fall 2: ¢ > ¢g
1
A(z.) = 2mc+ 2mresinh —
c
1 o1
= 2ar <cosh% + csinh E)
_ 1 L sinh &
- cosh § 1)
<2
§:=1
1 sinh &
li —_— = 2
520 (COShS * 0 )
Ubung 1: Zeige
1 n sinh § 5
cosh § 1)
Hinweis:
sinh § 1
0) = < g(0)=2-
1) é 90) cosh
fO)=f(0)=0 g0)=40)=0 f0)=1/3 ¢"(0)=1
Es folgt
A(mc(r))
A 4 lim ——2 =
(2c) < dmr rggo 47r
1
7 (1)
-1
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12 Variations-Rechnung 09.05.2005

2mr? < A(xe) > A(xe) < 4rr
Ubung 2: A(z.) < A(x.) Vr

e=¢(r) c=c(r)
A(xs(r)) = 27“-(6 +ry r? — 52) % = A(xe(r))

1
gcosh— =r
€

Ist . ein globales Minimum?
Betrachte r = rg und damit € = ¢ = ¢g

21re < A(ze,) < 471
Al Vr >
2mr? > A(zery)

Behauptung (ohne Beweis): Fiir r > ry gilt:

1

Az.) = inf . 27T/$(t)x/1+i‘(t)2 dt
z:[—1,1]—R
z(—-1)=z(1)=r —1

= 2m(c+rvr2—c?)

wobei ¢y < ¢ < r und

1
ccosh— =r
c

Allgemeines Variationsproblem:

S(z) = / L(x(t), (1)) dt

Euler-Gleichung:

d oL oL
— t),x(t = t),x(t
G @0.80) = 55 @0.3(0) ®)
Legendre-Transformation: Die Idee ist, eine neue Variable einzufiithren
oL
w(t) = o, (x(t), (1)) (9)
Frage: Erfiillen x,y eine gewisse Differentialgleichung erster Ordnung?
oL
v = = 5 10
y 3py(x p) (10)

Koénnen wir die Gleichung (9) nach p auflésen?
Das heisst 3G : R™ x R™ — R™, so dass

oL
Gr,y)=p & Y= 5(%]9)

Ele Ubg. OH

.- 9L __oH Ubg. OH
Yv - aw,, (SC,G(I’,y)) - amu (I7y) - axV (Iay)
— Opy

— Hamilton-Funktion
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13 Der implizite Funktionen-Satz 11.05.2005

13 Der implizite Funktionen-Satz

Sei f : R™ — R™ eine hinreichend oft differenzierbare Funktion. Nun wollen wir
die Gleichung

flx) =y
losen (fiir vorgegebenes y), das heisst die Gleichungen
filz1,zn) = i

firi=1,...,m.

13.1 Diffeomorphismen

Definition: Seien U C R™ und V' C R™ offene Teilmengen. Eine Abbildung
f: U — V heisst C*-Diffeomorphismus, wenn gilt

i) f:U — V ist bijektiv
ii) f e CkU,V)
iii) f~1 e Ck(V,U)
Lemma 1: Seien U C R™ und V C R™ offene Teilmengen und sei f: U — V
ein C''-Diffeomorphismus, dann folgt
i)y n=m
ii) det(df(z)) #0Vax e U
iii) df ~H(f(z)) =df(z)"t Ve eU

Bemerkung: Seien A € R™*"™ und B € R™*"™ zwei Matrizen mit BA = 1,,x»,
und AB = 1,,xm

=>n = m

Beweis: Sei ey, ..., e, eine Basis von R"
= Aey, ..., Ae,, ist eine Basis von R™

Beweis von Lemma 1: Setze g := f~!. Sei x € U, y := f(x) € V und
A:=df(z) e R™*", B:=dg(y) € R"*™

= BA = dg(f(x))df(z)
= d(go @)
S~
id
- 177.)("1
genauso: AB = 1,,xm
= Mit der Bemerkung gilt dann
en=m
o df M (f(z)) =B=A""=df(z)""
o det(A)det(B) =det(AB) =1 (QED)

Beispiel 1: U =R % V = (0, 00)



13 Der implizite Funktionen-Satz 11.05.2005

Beispiel 2: f:R—R
f(x) = 23 ist bijektiv und C>
f~1 ist stetig, aber nicht C*

Beispiel 3: Sei U = I C R ein offenes Intervall, f : I — R eine C''-Funktion
und f'(z) > 0 Vz € I, dann gilt

a) J:= f(I) ist ein offenes Intervall (folgt, da f auf I kein lokales Extremum
hat und aus dem Zwischenwertsatz)

b) f: I — J ist bijektiv (surjektiv, nach Definition und injektiv, da f strikt
monoton wachsend ist)

c) f1ist stetig differenzierbar (nach Kapitel 6, Satz 3)

Beispiel 4: Sei U :={z e R" | ||z| < 1}, V = R" und

x
f@) = —F—
1 — [l]?
e f ist eine C''-Funktion
o Sei y € R™ gegeben.
Ko6nnen wir die Gleichung
x
=y (1)
1= [l]?
eindeutig 16sen?
x [l
——=y ———— = |l
V1= lz|]? 1= [l?
[ES 2
= — 0z = vl
L= [f]?
ll* = (L = l=*) 1yl
lyll”
= |a|? = T+ 02
+ llyll
1
= 1ol =
1+ [lyl?
A Y
@ oy T ol = ——L—
L+ lyll
= f ist bijektiv und
_ Y
iy =

VI+yl?

ist eine C''-Funktion.

Beispiel 5: U={z€C|Imz>0},V={CeC||({] <1}

f:U — V mit f(z) := Z7; ist holomorph

a) zeU
zZ—1

zZ41
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13 Der implizite Funktionen-Satz 11.05.2005

= f:U — V bijektiv

= Q) =it

= f, f~! sind holomorph, also C'!
= f ist ein C'-Diffeomorphismus

Beispiel 6: det : R"*™ — R ist stetig, R\ {0} C R ist offen
=det '(R\{0}) = {A€R"™™|det(Ad)#0} = GL(n,R)

ist eine offene Teilmenge von R™*"
Sei f: GL(n,R) — GL(n,R) die Abbildung f(A) := A~L.

fof(A)=f(AT)=(@AT)""=4
— f ist bijektiv und f = f~*
Behauptung: f ist ein C*°-Diffeomorphismus, das heisst f ist C* fiir jedes k € N.
Beweis: Induktion
e k= 1: f ist eine C'-Funktion und die Ableitung
df(4): R™" — R™*"

hat die Form R R
df(A)A = —ATAATT

fiir A € R

Zu zeigen:

[(A+ AL — A=l 4 A1 A4

lim = 0
A0 [| Al
N o o Bz
Beweis: VB € R™™ mit || B|| = sup,cgm (o) 'y < 1
a-B)" = > B*
k=0
= (A-AB)™' = (A(1-B)~!
= (1-B)'A7!
— ZB’“A’I
k=0
= (A-AB)" —AT - BAT = Y phaT!
k=2

= (A-AB)' —A' - BA™Y =

o0
ZB’%H
k=2
> o IBFATY|
k=2

Do IBIFIATY

k=2

[BI[IA~]
1B

IN

IN
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A= —AB, B := —A1A

~ N —1202|1 A—1
At A A 4 a1 Ay < JATARPIA
1—||A-1 4

IA|2 AL

1—[[A=H|]]Al

e k> 1: Sei f eine C*~1-Funktion. Wir wihlen eine Basis E;;, i,j = 1,...,n
von R™*™ wobei E;; folgende Form hat

O ................... 0
Ej=|0-+0 1 00 ][<i
0 ................... 0
t

]
A= (a)fm = Y aiEj

ij=1
0 d
S ) = G| sa+imy)
= df(A)E;
= —A'E;A!
= —f(A)E;f(A)
= % : GL(n,R) — R™ ™ ist eine C*~!-Funktion Vi, j

= fist C*

Lemma 2: Seien U,V C R” offen, sei f : U — V ein C'-diffeomorphismus
und f € CY(U,V)
= f~1 € CYV,U), das heisst f ist ein C*-diffeomorphismus.

Beweis: Induktion

e k=1: f~! € C! nach Voraussetzung

o (>k>1: f~teCk!
= Fir y e V gilt

df ) =L Af( T @) e R

V f_l U df nxXn nv nxn
Ok71 Crlfl R > R
\—/
df—1!
=dfteCk!
= fleCk (QED)

Satz 1 (Inverse Funktionen): Sei  C R" offen, f : Q — R" eine C'-
Funktion, 2o €  und det(df(xg)) # 0.

= Joffenes U C , so dass g € U, V := f(U) offen ist und f|y : U — V ein
C'-Diffeomorphismus ist.

Rn
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13 Der implizite Funktionen-Satz 12.05.2005

Beispiel 1: n =1, f(z) =sin(z), 20 =0, f'(z9) =1

NE
E

Beispiel 2: f(z) =22 29=¢

N>

Notation: z = (z1,...,z,) € R", ||z| = /2? + ...+ 22, A € R™*"

p 1Azl

cetn 2]
z#0

1Al = By = {zcR"||lz]| <r}

Lemma 3: Sei 7 > 0 und ¢ : B, — R" eine C'-Abbildung, so dass 1(0) =0
und Vz € B,

ldv(e) 1) < 3

dann folgt
1) v ist injektiv
2) $(By) ={¢(x) | x € R", [lz]| < r} ist offen
3) B2 C(B,) C By,
4) =t y(By) — By ist C*

Beweis von Satz 1: Mit Lemma 3
Sei f: Q — R" eine C''-Abbildung, zg € 2, A := df(x¢) € R™*", det A # 0

U(z) = AT (f(wo +x) = f(ao))
=dy(z)—1 = A 'df(zo+x) -1
ATH(df (w0 + x) — df(x0))
Dadf : Q — R™ " stetig ist 30 > 0: Vo € R"

1

lz]| <6 = zo+z€Qund||df(zs+2)—df(z)] < m

= () -1 < 5

= Nach Lemma 3 folgt
e (Bs) C R™ ist offen
e ¢ : Bs — 1)(Bys) ist eine C'-Diffeomorphismus
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13 Der implizite Funktionen-Satz 12.05.2005

Definiere die beiden in R™ offenen Mengen

U = Bs(wo) = {zo+z| || <4}

Vo= f(U) = f(xo) + AY(Bs)
flzo+2) = Ay(z)+ f(zo) € Bs(wo)
y=flz) = Ap(x—xz0)+ flzo) z€U

Es folgt:
o flu:U — V ist bijektiv
o (flo)™':V = Uist C' und es gilt Vy € V/
(flo) ') = ¢ (A7 (y — f(@0))) + o
(QED)

Beweis von Lemma 3: Definiere ¢ : B; — R™ durch

= dg(z) = 1 — di(a)
= ||de(2)| < % Va € Bs
= Nach dem Mittelwertsatz gilt Va, 2’ € Bs

1

() — @)l < §||33 —a'||
= [[v(z) —v@)| = llz—e(@) - 2"+ e
<l =2+ [le(z) — ()]
<

!/
e — 2|

= Y(B,) C Ba,
Ausserdem gilt
[() = @) = llz =2l = lle(x) — ()]
> Sle-al ()
=1 : B, — R" ist injektiv.
Behauptung 1: B, /5 C Y(B;)

Beweis: Sei y € B,z

Definiere € := § — ||y|| > 0, K := {2z € R" | ||z|| < r —&} und f, : K — R"
durch
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Esgilt: v € K = fy(z) e K, ||| <r —¢

= [fy@I = lel@)+yll
= |lp(x) = ¢(0) +»(0) +yl|

< lle(@) = o)) + leO)]l + [lyll
< 1( )+r

< 27“ € 5 €

= 7”—55

< r—e¢

= fy : K — K ist eine Kontraktion
= Nach dem Banach’schen Fixpunktsatz (Kapitel 9.2) 3o € K : f,(z) =

plr) +y=z—P@)+y=1u (Vy € By, da|[fy(x)]| <r—e)
= ¢Y(z) =y, wobei ||z <r—¢

= BT/Q C ’(/J(BT)
Behauptung 2: ¥ (B,) ist offen

Beweis: Sei yo = ¢(xo) € Y (By), also ||xg]] < 7.
Wihle € > 0, so dass B:(z¢) C B, (z.B. e :=1r — ||zo|])

r

Wir zeigen:
B j2(1(w0)) C ¢(Be(20)) C ¥(Br)
Definiere g : Be(zg) — R™ durch
Yo(z) == P(z0 + ) — P (20)

= 1o(0) =0

Vx € B,

- v < 5

"2 By C (B )= ( £(20)) = (o)

= ¥(0) + Beja = Be/2(¥(0)) C ¥(Be(w0))

Behauptung 3: ¢~ : (B,.) — B, ist stetig differenzierbar

Beweis von Behauptung 3:

Zu zeigen: Fiir yo € ¥(B,.) ist ¢~ ! differenzierbar an der Stelle yo und
A~ yo) = Ay (o))

Diese Formel zeigt, dass dyy~! : (B,) — R™ " stetig ist

Z[}(BT) 1,[)71 Br d’(/} R7Xn nv. RnXxn
\//
dyp1

Sei g := ¥ 1(yo) € B, und A := d)(z0) € R" ™. Sei e > 0. 3 > 0: Vo € R"

||33—930|| 4
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Sei zusétzlich § so klein, dass Bs(yo) C ¥(B,) (Behauptung 2). Sei y € R™ mit
lly — vol| < &, dann ist y € 1(B,) und wir definieren z := ¢~!(y) € B,

()
= [z —zoll < 2[p(x) — ¥(zo)

= 2|ly = woll
< 26

l¥(@) = ¥(w0) = Aw —20)l| < 5 llz— ol

= [l y) = (wo) — A7y — wo) |
=z —xo— A7 (P(x) — Y(x0))|
= [[ATH Az — zo) — 9(x) + ¢(x0))
< AT [le(z) — p(xo) — Alz — o) |

§ llz—=oll
< ZA7 Jlz = ol
€ | -
< S 1Ay = wol
——
<2
da
1 _w k
n-4Al<; A => (1-4)
k=0
. o) . o) 1 k 1
S AT < Yol -At < Y 3) =71 = 2
k=0 k=0 2
Wir haben also gezeigt, dass
—1(,\ _ =1 Ay —
o T ) = ) — A -l

v=yo ly — woll
das heisst, 1~ ist differenzierbar an der Stelle yo und dy~1(yy) = A~ =
dyp(zo) (QED)

Korollar 1 (Offenheitssatz): Sei U C R" offen, f : U — R" eine C'-
Abbildung und det(df(x)) #0 Vz € U.
= f(U) ist eine offene Teilmenge des R™.

Beweis: Seiyg € f(U) und 9 € U mit f(zo) = yo und det(df(zo)) # 0.

1
LY Uy C U offen, so dass

e 19 €U
o Vo = f(Uy) ist offen
e flu, : Up — Vp ist ein C1-Diffeomorphismus

= yo = f(z0) € Vo
= Da Vj offen ist 3¢ > 0, so dass

Be(yo) CVo = f(Uo) C f(U)

wobei B:(yo) = {y € R" | ly —yol < €}. (QED)

Korollar 2 (Diffeomorphiesatz): Sei U C R" offen, f : U — R" eine C*-
Abbildung, det(df(z)) # 0 Vx € U und sei f injektiv.
= f ist ein C*-Diffeomorphismus von U auf f(U).
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Beweis: V := f(U) ist offen nach Korollar 1, f : U — V ist bijektiv nach

Voraussetzung, f € C*(U, V) nach Voraussetzung.

Hl Vyo € V3V, C V offen, so dass yo € Vp und f~1|y, ist CF

= [l e CHV,U) (QED)

Beispiel 1 (Polar-Koordinaten): Sei f: R? — R? gegeben durch

£(r0) = (r cos 9>

rsinf

Y

Die Ableitung ist dann

3_f _ [cosb 8_f _ [—rsind
or ~  \sinf 00 7 cos 0
cos) —rsinf
= df(r,0) = (sin& rcosf )

of 9fN _ o |2L| —

or’'o0/ or|

Die Determinante der Ableitung ist Vr # 0 V0
det(df(r,0)) = r

= Uy, Vo C R? offen, wobei (r,0) € Uy und f(r,0) € Vo = f(Up), so dass
f: Uy — Vy ein C*°-Diffeomorphismus ist. Es gilt

fr0+2m) = f(r,0)
= f ist nicht injektiv auf {r # 0}

Es gilt

Definiere U := {(r,0) e R? | r > 0, -7 < 6§ < 7}
= flu ist injektiv
=V={(r,y) eR? |y=0=2>0} =R?\ {(2,0) | » <0}

f:U — V ist ein C*°-Diffeomorphismus.
Was ist d(f~1)(x,y)?

x = rcosf y = rsinf (i) = f(r,0)

=d(f )(z,y) = df(r,0)"
~ (cos® —rsinf)
o sinf@ rcosé
_ 1 rcosf rsinf
- —sinf  cosf

cosf sin 0)

sin 6 cos 6

(%
_ < 2+y \/7'2+y>

2-i-y 2 +y2

dar=+/22 + 42 und

X

Y

cosf =

sinf =

Sl 3|8
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Beispiel 2 (Polar-Koordinaten in R™): Wir betrachten f, : R” — R™.
fo ist wie in Beispiel 1.

r cos 01 cos Oy
f3(r,61,62) = 7 sin 01 cos O3
7 8in Oy

rcosfy...cosb,_1
rsinfy cosfsy...cosb,_1
rsinfs cosfs...cosb,_1

f?L(T; 91, cee 79'@—1)

rsinf,_1

— (faea(rbr,...,00_2)cos 0y
o rsin 6,1
Fiir die Norm gilt per Rekursion:
an(r7017"'507l—1)”R" = |T|

Die Partiellen Ableitungen sind

% . 8f"7f1 cos 0,1 afn
or sin@,,_1
8 Ofn—1 a
Ofn = 99, COSG” ! fn =|rcosf,41 ...  cosO,_1]
a0,
O fn I oy ] sm@n,l 8fn — ]
00,1 rcosf,_1 00,1
Behauptung: Die Vektoren 2= 9/ Ofn_ gind i i d tho-
ptung: B Fa e D paarweise zueinander ortho
gonal

Beweis: Durch Induktion und scharfes hinsehen

afn 8f” _ @ COos 0n—1 _fn—l sin en—l
or 00, o sin6,,_1 ’ 7 cos 0,1

1
= —sinf,_1c080,_1= (fa_1, fn_1) +7rsinb,_1 cos,_;
TN

T'2
-0

H Ofn 0

e

=dfldf, = o
Ofn

0 Haem
det(dffdf,) = r*""2cos®™ 10, 1c0s*" 00, 5...cos? O
= det(df,)?

= |det(df(r,01, .., 60 1)) = " []cos’™"0;

Es folgt
det(dfn) #0 < r#0,c080; #0,j=2,...,n—1
Definiere

Up :={(r,01,....0,_1) |7>0, -7 < 0 <7, —7/2 < 0; <7/2Vi>2}
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dann gilt

V=7 U, ={z=(x1,...,2p) €ER" | 29 =0= 21 >0}
und f, : U, — V,, ist ein C'*°-Diffeomorphismus.
Zur Vorstellung:

xs3

T

Beispiel 3: Definiere eine Abbildung f : R™*"™ — R™*" durch

Behauptung: f ist stetig differenzierbar und

~ d -
df(AH)A = — Ff(A+tA)
dt],_,
o) 1k—1 N
- ZE AT AAR1 (1)
k=1 """ j=
. 1 T Ak—1 T Ak—2 k—173
- ZE(AA FAAAR2 A A)
k=1
df(0)A = A

Der lineare Operator df(0) : R™*"™ — R™*" ist die Identitét, also ist df(0)
invertierbar.
% 3 offene Mengen U,V C R™™ mit 0 € U, 1 € V, so dass

U—-V : A—el

ein C''-Diffeomorphismus ist.

Bemerkung: Im Fall AA = AA gilt

df(A)a = Y

= Die Funktion
R — R™™ : ¢ et

ist stetig differenzierbar und

i At i — _ At At
el = dtf(At) = df(AH)A = Ae™ = e*A
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= Fiir jede Matrix A € R™"*" ist die Funktion
R — R™X™ . ¢ eAt

C*® und Vk €e NVt € R

dk
@ eAt — AkeAt — eAtAk

Satz 2: Sei Z;OZO arx® eine Potenzreihe mit reellen Koeffizienten aj, € R und

Konvergenzradius
1

= >0
P 7 lmsupe_o Yar]
Sei 2 :={A € R"™ | |A|| < p}. Definiere f : 2 — R™*™ durch

fA) = > apA*
k=0

= f ist stetig differenzierbar und

e
Ju

Af(A)A = Y apy ATAAR

k=1

<.
I
o

Bemerkung: f ist sogar eine C*°-Abbildung.

Beweis von Satz 2: Fiir k > 1 definieren wir
Li(AA) = ) AJAARTITI
=0
Die Abbildung R R
A — Li(AA)

ist linear. Definiere fiir £ > 2

Ru(AA) == (A+ A)F — AF — Li(A, A)
e Schritt 1: Fiir k € N gilt
ILe(A, A < KJAFYA  k>1 (1)
k
~ k I
IRe(A D) < Z(j)mnk AP ko @
=2

Beweis:

(1) Durch hinsehen!
(2) Durch Induktion:

k=2: R

Ry(A,A) = A
k > 3: (2) gelte fiir ein k € N.
(A+ AL = (A4 A)F(A+ A)

(A¥ 4+ Li(A, A) + Ry(A, A)(A + A)
= AR L (A A)A+ AR A

Liy1(A,A)

+ Lip(A, A)A + Ry (A, A)(A + A)

Ry41(A,A)
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= || Ris1 (A, A)|
Lk (A, A)| - Al + [|Rx(A, A)| - [|A + A

AL +Z ()1 (1 13i)

k
( )||A||’““ AP+ (J) AT Ap

IA

IN

M

j=2 j=1
kg L o
_ Z( )||A||’“+l Al +Z< )||A||’f“‘fA||ﬂ
= M Jj=2
k+1
kE+1
< ( )nAnk“ 3|
Pl
k k k+1
da (]) + (j—l) = ( ]+ )

e Schritt 2: Seien A, A e Rmxn, Folgende Reihen konvergieren absolut:

L(AA) = Y aLu(AA) A <p

k=1

Y arRi(AA) A+ Al <p
k=2

=

=

&
i

Beweis: Fiir ||A]| < p gilt

>l - 1Lk(A A < (Zklakl-llflllk‘l> 4]
k=1 k=1

Wir machen folgende Umformung;:

<k) k(b —1)(k—2)..G+1)
j (k=)

- M)

()

IA

= Jagl - [ Bx(A D)
k=2
< Zauz( )||A||k A
k-2 PP

< St k-0 (5 DA ap-2ar
k=2 j=2 J
oo k—2 R

=Y Jalk(h - 1) ( ( )IIAII‘“ 2- ’|A||)||A2
k=2

1=0
P o\ k=2
= A2 k(e = Dlaxl (141 + 1))
k=2
konvergiert fiir || A|| + [|A] < p.
o Schritt 3: f ist differenzierbar an der Stelle A und df(A)A = L(A, A)

Beweis: Sei A € R™*™ mit ||A|| < p. Sei A € R™ " mit

p— Al

1A < 5= 25
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= ||| + || A

-~

= [ R(A, A

U
< JAll+6=p=0
< Z|ak|'||Rk(A’g)||
k=2
> ~ k2
< 3 kCk = Dlal (141 +1A1) 1A
k=2
< (Z (k- 1>ak<p5>“> Al
k=2

= VA € R mit || A < 6 gilt

Weiter haben wir

IR(A, A < | AP

= R(A,A)

und wir bekommen fiir || A]| < &

e Schritt 4: df ist stetig

If (A+ A) - f(A) - L(A, A)]

< A

I14]

A4>00

Beweis: Seien E;; die Matrizen, die iiberall 0 sind, ausser an der Stelle i, j.
Die Matrizen E;; mit ¢,j = 1,...n bilden dann eine Basis von R"*". Es

gilt

of

3aij

(4) = df(A)E;

d
— A+tE;;
3| S E)

= L(A E;)

= ZakLk(AaEij)

k=1

= lim ZakLk(A,Eij)

m— 00

Die Funktion fijm, : R™*™ — R™*™ ist stetig und

of

8aij

m—00
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fir A € R™ ™ mit ||A]| < p.

Behauptung: (fijm)men ist eine Cauchyfolge in CY({A € R™™" | ||A|| <
p— 5}7 Rnxn)
= fijm konvergiert gleichmiissig gegen 24 in {A | ||A| < p — 6} V4.

da;j

= % ist stetig auf €2.

Beweis der Behauptung: Sei € > 0 gegeben. Wahle mg € N, so dass

Y. Klaxl(p—8)"t < e

k=mo+1
= flir m > ¢ > myg gilt
figm(A) = fie(A) = Y axLi(A, Ey)
das heisst

< Y Janl - IILk(A By

| fijm(A) = fije(A)|| <

k=¢+1

< > Klagl - AR 1B
“ ~—— ——
b= <(p-o)-t =1

< > Klal(p—6)F!
k=0+1

< ¢

VA € R™ ™ mit ||A]| < p — 4, also gilt Vm > £ > myg

e [ figm(A) = fize(A) < e
(QED)
Ziel: Die Abbildung
R™X™ — R™™ 0 A —e?

ist C*°.
Wir wissen, dass die Abbildung

R — R™™ : ¢ et
C® ist und dass VA und Vt gilt

dk

ﬁ — AkeAt — eAtAk

Sei U € R™ offen und f : U — R” eine C*-Abbildung. Wir betrachten die
Differentialgleichung

a(t) = fle(®)  2(0) =m0 (1)

Fiir jedes xg € U gibt es eine Losung = : I — U von (1), wobei I C R ein
Intervall ist mit 0 € T
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Definiere I(xo) := maximales Existenz-Intervall
Aus der Eindeutigkeit der Losung folgt, dass 3 eine maximale Losung
x:I(xg) = U

“maximal” heisst: Wenn y : I — U eine Losung von (1) ist, dann gilt I C I(zo)
und y = z|;.
Definiere  := {(z0,t) € U xR | ¢t € I(x0)} und ¢ : @ — U durch

e(xo,t) = (t)
wobei z : I(xg) — U die eindeutige Losung von (1) ist.

Fakt: Sei f € C*(U,R™).
= p e CkQ,U)

Beispiel: Sei U = R™*" x R"*" A, ® € R™™" f:U — R™"™ x R "™ mit
f(A, @) = (A0«1>)

(1) & A=0,d=A40
= (4,0,t) = (A,eMD)
= (,O(A,l,l) = (AaeA)

CP:R’I'LXTL XR’I’IX”L XRHR”LXTL XRTLXTL
Aus dem Fakt folgt, dass ¢ C*° ist
= Die Abbildung A — e ist C°.

13.2 Der implizite Funktionen-Satz
Fiir @ > 0 haben wir die Funktion
fly) = 2° +y° - 3axy

und wollen die Gleichung

16sen. Definiere L = {(x,y) € R? | f(x,y) = 0}.

Frage: Konnen wir die Gleichung f(x,y) = 0 lokal nach y auflésen? Kénnen wir
die Losungsmenge lokal als Graphen einer Funktion y = ¢(z) darstellen?

Antwort: Ja, mit zwei Ausnahmen.
1. 2=0,y=0
2. = \3/Za, Yy = {s/ia
Annahme: 3 C*-Funktion ¢ : I — J, so dass Ve € IVy € J
fla,y) =0 & y=op)

In diesem Fall gilt Vo € T
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Es folgt
d
_of df ,
= entweder bekommen wir
of _of _
oxr Oy
oder of
ay 7"
Wir berechnen
of 9
9 3z° — 3ay
of 9
oy 3y° — 3ax
of of 2 2 _
:ax_ay_o = ' =ay,y =ax

= zt=d’z
= z=y=0o0derz=y=a

Die schlechten Punkte sind die, bei denen

f(z,y) =0 und % (x,y) =

das heisst
23 +y3 =3azy und y? =az

= 23 = 2az/ax
= 232 = 2¢%/?

=z=2"3% y =23

Allgemeine Situation: Sei Q@ C R x R™ offen, z = (1,...,7) € RY, y =
(Y1, -, Ym) € R™, f: Q — R™ stetig differenzierbar und

fl(x7y)
flzy) = :
fm(xay)
wobei f; : Q =R firi=1,...,m.
i@y = (%@y @)
of o9fi  Of1 of
oo o e By o Tas
— : . e Rmx(@—&-m)
Ox1 c Oxy Oy T Oym
Zur Erinnerung: Sei & € R, n € R™
d 3
= —| fle+t&y+tn) = df(z,y)
def,_ n
- (o of £
- (31 (1'7y) oy (xay)) (,'7)
af af
= —_— —_— Rm
5 L YEF Dy (z,y)n €
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Satz 3 (Der implizite Funktionen-Satz): Sei Q C RY x R™ offen, f: Q —
R™ eine C*-Funktion mit k& € N. Sei (w9, y0) € Q mit f(zo,y0) = 0 und

det (g—£ (mo,yo)) #0

= 3 offene Teilmengen U C R, V € R™ und 3C*-Abbildung ¢ : U — V, so
dass

(a) 2o eU,yp e Vund U xV CQ
(b) @(z0) =yo
(c) Ve e U Vy €V gilt
flxy) =0 & y=p)
(d) Vz e U gilt

do@) = (% @) o @)

Bemerkung:

1. Wenn U,V geeignet gegeben sind, so ist ¢ : U — V durch Bedingung (c)
eindeutig bestimmt.

2. @ ist durch f “implizit definiert”

3. @ existiert im Allgemeinen nur lokal

Beweis von Satz 3: Definiere F : Q — R? x R™ durch

Fy) = <f(wx, y)>

Dann gilt
Loxe Orxm >
dF(x, =
(.9) (% (z,y) 5L (zy)
det(dF(z,y)) = det (g—i (m,y))

= Nach Voraussetzung gilt det(dF'(xg,y0)) # 0
3! 3 offene Teilmenge W C Q mit (xg,yo) € W, so dass gilt:

e F(W)C R x R™ ist offen
o F: W — F(W) ist bijektiv
o F71: F(W) — W ist eine C*-Funktion
Fiir (¢,n) € F(W) und (z,y) € W gilt
(w,y) =F'(&n) & (&n)=F(zy)
& {=z,n=f(z,y)
= JC*-Funktion g : F(W) — R™, so dass

FH&m) = (&9&m)
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Fiir ein (zo,y0) € W mit (z9,0) = F(x0,y0) € F(W) gilt

9(20,0) = o

Wiéhle € > 0 so klein, dass B.(x0) X B:(yo) C W und B.(xo) x {0} C F(W).
Definiere V := B.(yo) und U := {z € B.(x0) | 9(z,0) € B:(y0)} und

0: U=V : ox):=g(z,0)
= e CFU,V)
(a) zo €U, yo € V und

U xV C B:(xg) x Be(yo) CW C Q

(b) @(z0) = g(x0,0) = yo
(c) Firallez e U,y € V gilt (z,y) € W und (z,0) € F(W)
f(xvy) =0 < F(Ji,y) = (JJ,O)
& (z,y) = F(,0)
& y=yg(x,0) =)
(d) Es gilt Vx € U
[z, o(x)) =0

Die Abbildung
USR™ ¢ o f(z, ()

ist CF, da f,p e CF

0
S0 = e p()
d m 9 9.
= R+ 2 G ) 52 0
9p1
df of oy [ 7
= & (x,tp(x))+<ay1 aym) a;
ox;
0 0 0
— S @l + G @l 5 @
0 0
= S (mel)) + 5L (@ ple)) de@) =0
S —
ERmx
-19
= (B we)) oL @) + o) =0
(QED)
Beispiel 1:
filz,y1,92) = 2> +yi+y5—-1 = 0
fo(@,y1,92) = zpry2+1 = 0

Wihle x = 1, Y1 = —1, Y2 = 1
af af
_oF <a_yi a_yi) _ (3y% 5y§> _ <3 5 >
- afs Of = = _
Jy 52 o TY2  TY1 1 -1
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= det (3 (1,-1,1)) # 0
S=a>3 3C°°-Funktionen ¢1,g90 : I — R, so dass 1 € I, 91(1) =1, 92(1) — 1 und
Ve el
f(x,91(x),92(2)) = 0

(@) = - (Feaw.e@) 5 emnmn

95(z)
x)? o(z)? -t x
= (W0 ) (awme)

= 63C)

Beispiel 2: Sei A :Rf — R™ " eine C*-Abbildung mit A(0) = 1.
Definiere f : R? x R"*"™ — R™*™ durch

flay) = Al@) -y

fir x € R? und y € R™*"

of o d
=3, 0,1)n = e tzof(O, 14 tn)

_ d 2

= 3 . (1 (1 +tn) )

= 5L(0,1) : R — R™™ st bijektiv
= 3U C R? offen, so dass 0 € U und 3B : U — R™*™ C*, so dass Vo € U

Definition: Seien d,n € Nmit d <n und k € NU {oo}.

Eine Teilmenge M C R™ heisst d-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit, wenn
es fiir jedes p € M offene Teilmengen U,V C R™ mit p € U und einen C*-
Diffeomorphismus ¢ : U — V gibt, so dass

p(UNM) = Vn(R?x{0})
= {z=(z1,..,2n) €V |2g41 =.... = 2,, = 0}

e

Beispiel 1: d=n
pUNM) =V

das heisst UN M = U und damit U C M

=“pe M3IU C R” offen mit pe U C M”

das heisst M ist offen. Die n-dimensionalen Untermannigfaltigkeiten in R™ sind
gerade die offenen Teilmengen von R™.
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Beispiel 2: d=0
pUNM) = {0}  ¢(p) = 0
Dies lauft darauf hinaus, dass
unMm = {p}

das heisst, M ist eine O-dimensionale Untermannigfaltigkeit, wenn Vp € M 3U C
R™ offen, so dass U N M = {p}. Die 0-dimensionalen Untermannigfaltigkeiten
von R” sind die diskreten Teilmengen. Jede endliche Teilmenge von R" ist eine
0-dimensionale Untermannigfaltigkeit.

Beispiel 3: d=n-—-1
M = {zeR"||z]|=1} = S"!

“Wir brauchen nun eine Funktion, die diese gebogene Menge ausbiigelt. ¢ ist
sozusagen ein Biigeleisen...”

U=V =R"\{¢} q:=(0,..,0,1) € §"!
Definiere
2

PRI =R {a} 2 wlo) = gt (0 a)

@ ist ein C'*°-Diffeomorphismus:

i) ¢ : R"\ {¢} — R" ist C° (da die Funktionen eine Komposition aus

C*-Funktionen ist)
ii) Umkehrfunktion:
2

l —qll?

2
- Q||2
[Ell (

2

2
= To@—qp ¥ -9

L2
I Tel@) =4l
= ()

ist ein wohldefinierter Ausdruck, da ¢(z) # ¢
= ¢ ist bijektiv, p~! = ¢ ist eine C'>° Funktion.

Und es gilt p(S" 1\ {¢}) =R""! x {0}
zeS" N\ {g} = lall=1

le(z) —qll |2 — ql|

o(x) —q)

(p(z) —q)

Sle—ql* = ai+ad+..+ai_y+ (2, 1)
= x%—l—...—i—xfb—%cn—&—l
zl|* +1 -2z, =2 — 22,

2
= pp(x) = 1+272x (x, — 1)
T, —1
= 1
+1—xn
=0

= S"~1 ist eine C°°-Untermannigfaltigkeit.
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Beispiel 4: Sei Q ¢ R? offen, 1) : @ — R™~? eine C*-Abbildung

M = {(z,¢(x))]|zeQ} CR"
ist eine C*-Untermannigfaltigkeit. Definiere
U=V=axR"4cR"

und Vz € Q, y € R*—¢

ple,y) = (z,y ()
— Man sieht direkt, dass ¢ ein C*-Diffeomorphismus ist.
Satz 4: Seien d,n € Nmit d <n und k € NU {oo} und sei M C R".
Aquivalent sind:
(i) M ist eine d-dimensionale C’*-Untermannigfaltigkeit von R”

(ii) Vp € M 3U C R" offen, mit p € U und 3C*-Abbildung f : U — R"~%, so
dass

- UnNM={zeU]| f(x) =0}
— df(z) : R* — RP=Dx st surjektiv Vo € U N M

Beweis:

e “(i) = (ii)”: Sei p € M und ¢ : U — V wie in der Definition einer
Mannigfaltigkeit. Definiere

Pat1(z)
flz) = : eR" . f:U—-R"%ist C*
on(z)
1. Vz e U gilt:
reM & o(x)eRx {0}
S pi(r)=0 i=d+1,..,n
< f(x)=0
=UNM={zeU| f(z)=0}
2. xcU,neR4

= 3¢ € R™ mit dy(z)€ = (g)

=df(z)§ = n

Also ist df(x) surjektiv Vo € U.
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e “(ii) = (1)": Seip € M und f: U — R wie in (ii)
= df(p) : R® — R"~4 ist surjektiv, wobei

i) = (Lo .. ZLw)

= Die Vektoren 87]: (p) mit ¢ = 1,...,n bilden ein Erzeugendensystem von
Rnfd

= Ji1, ..., in—q € {1,...,n}, so dass die Vektoren

af af
8% (P),m,m (p)

eine Basis von R4 bilden.

Annahme: i1 =d+ 1,1 =d+ 2, ..., In_q = n.
Fiir © = (21, ..., ) € R™ schreiben wir

= (%1, 24)
" (a1, ey @)
r = (I/,x//)
8f n— n—
oz (p) = (afd{rl (p) 8890]; (p)) c R( d)x (n—d)

det (25 (p)) # 0

w0

22y ¢ RY, U © R4 offen und J : U’ — U” CF mit

Lpel, el U xU" cU
2. Vo= (2! 2") e U x U’

Definiere Uy := U’ x U” C U und
(‘00(11/7:1:/,) = (I/,x//_/lp(x/)>

und dann Vp := ¢o(Up)
= Uy, Vp sind offen, ¢ ist ein C*-Diffeomorphismus, p € Uy und

e(UonM) = Von(R?x{0})
(QED)
Beispiel 5: f:R?2 - R, f(z1,22) = 7172

v

f7H0) = {(z1,22) | 21 =0 oder x5 = 0}
— keine Untermannigfaltigkeit!
Beispiel 6: f:R" - R, f(z):=|z|* -1

of
axi

(x) = 2 df(z):R" - R

gilt Vo #£ 0
Bt gn-1 = {z € R" | f(x) = ||z]|> — 1 = 0} ist eine C°°-Untermannigfaltigkeit.
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Definition: Sei Q C R” offen und f : Q — R™ eine C*-Abbildung mit k € N.
Ein Element y € R™ heisst regulirer Wert von f, wenn df(z) : R — R™
surjektiv ist, fiir alle x € Q mit f(z) = y.

Bemerkung 1: “Fast jedes” y € R™ ist ein reguliirer Wert (falls k > n —m).
Der einzige nicht regulére Wert bei Beispiel 6 ist beispielsweise y = —1.

Bemerkung 2: Was ist, wenn y & f(2)?
Solch ein y ist ein reguldrer Wert von f.

Bemerkung 3: Sei f: Q — R™ eine C*-Abbildung und y € R™ ein regulirer
Wert von f

= M := f"Hy) = {z € Q| f(z) = y} ist eine (n — m)-dimensionale C*-
Untermannigfaltigkeit von R™.

Beispiel 7: O(n) := {A € R™" | ATA = 1} ist eine C*°-Mannigfaltigkeit
von R™*™ und
n(n —1)

dimO(n) = 5

Beweis: .7, := {B € R"*" | BT = B} ist ein Vektorraum mit

dim.e - Mnotl)
n 2
Definiere
fiRY 7 o f(A):=ATA
dann ist

O(n) = f7'(1)
Wir haben die Abbildung

und es gilt
~ d ~
df(A)A = — f(A+tA)
dt|,_,
= ATA4+ATA
Sei S = ST € .7, Definiere .
dann gilt
~ 1
df(A)A = 3 (ATAS + (AS)TA)
_ Lo T AT
= 3 (A AS+ 57 A A)
_ 1 T
= 5(5+58 )
= S

= 1 ist ein reguldrer Wert von f
gy O(n) ist eine C*°-Untermannigfaltigkeit von R™*™ und

n(n —1)

dimO(n) = dimR™" —dim.¥, = 5

(QED)
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Definition: Sei M C R” eine d-dimensionale C'*-Untermannigfaltigkeit und
sei p € M. Ein Vektor v € R"™ heisst Tangentialvektor von M an der Stelle p,
wenn es eine C''-Abbildung

v:(—e,e) = M

gibt, so dass v(0) = p, ¥(0) = v.
Die Menge

T,M := {v € R" | v ist ein Tangentialvektor von M an der Stelle p}

heisst Tangentialraum von M an der Stelle p.

Satz 5: Sei M C R™ sei eine d-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit und
peM

(i) T,M ist ein d-dimensionaler linearer Unterraum von R”

(ii) Seien U,V C R"™ offen mit p € U und ¢ : U — V ein C*-Diffeomorphismus,
so dass (U N M) =V N (RY x {0}), dann gilt

T,M = dp(p)'(R? x {0})
{veR" |dp;(pv=0,i=d+1,..,n}

(iii) Sei U C R™ offen mit p € U und f : U — R"~%, so dass 0 ein regulirer
Wert von f ist und M NU = f~1(0) = {zx € U | f(x) = 0}, dann gilt

T,M = ker(df(p))
= {veR"[df(p)v=0}

Beweis:

(ii) Seiv e T,M
2¢f 301 Abbildung v : (—e,&) — M mit y(0) = p, ¥(0) = v
Wahle e so klein, dass v(t) € U Vt € (—¢,¢)

o(7()) € R x {0} Vit € (—e, )
;»%( (1) =0,i=d+1,.,n, ¥t € (—&,¢)

d

= 0= I pi(7(t)) = dpi(v(0))¥(0) = dyi(p)v
t=0

firi=d+1,...,n

Umkehrung: ¢(p) =: © = (z1, ..., 24,0, ...,0)
Sei v € R™ mit dg;(p)v = 0 Vi > d. Definiere £ := dp(p)v € R”

¢E=(&,.,€4,0,...,0)
Wihle € > 0, so dass Vt € (—¢,¢)

z+t€ e V(R x {0})
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=t)=¢ M z+t) eUNM
=7 :(—¢,6) = M NU ist eine C*-Abbildung

=veT,M.
(i) trivial

(iii) Sei v € T, M
= JC*-Funktion 7 : (—¢,e) — M mit

Sei wiederum ¢ so klein, dass y(t) € U Vt € (—¢,¢)
= f(y(t)) = 0 vt

= v € ker(df(p))
= T,M C ker(df(p))

Wir wissen aus der linearen Algebra

dim(ker(df(p))) + dim(im(df(p))) = dimR"

= dim(ker(df(p))) +n—d = n
= dim(ker(df(p))) =d = dimT,M

L‘:é' TpM — ker(df(p)>

Beispiel 1: M =S""1CR"={z cR" | |z|| =1}

T,8" ' =2t = {£eR" | (x,¢) =0}

Beweis: Betrachte
n 1 2 1 2

wobei 1 ein regulédrer Wert ist.
Es gilt S"~t=df~1(1)

[z + 1)

t=0

df(z) = —

d
dt

n

1
B 21:(%‘ +t&)?

—
- s
s
Ker(df () = € € B | (2,) = 0}

= T,8" 1 =gt
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Beispiel 2: A c R™ " A= AT
Q:={zcR"|2TAz = ¢}

fiir ein ¢ # 0.
=T,Q={¢cR" | 2TA¢ =0}

Beweis: f(z):=2TAz, Q= f~'(c)
df ()¢ = 207 A¢

fir 2T A # 0.
df(z) : R™ — R ist surjektiv Vo € Q
= ¢ # 0 ist ein regulidrer Wert, @) ist eine (n — 1)-Untermannigfaltigkeit und

T.Q = ker(df(z))

Beispiel 3:
Th0(n) = {XeR™™ | XT 4+ X =0}

Beweis: Definiere
A:(—g,6) = 0(n) : ABDTARM) =1
mit A(0) =1 und A(0) =: X

d

= AT A(t) = A(0)TA(0) + A(0)TA(0) = XT + X
t=0

=0

= T10(n) C {X | XT + X = 0}, wobei

dim(T10(n)) = w = dim({X | X7+ X =0})

_ n(n—1)
2

Ubung: X € R XT + X =0, A(t) :=e'X € O(n)

Beispiel 4: Q C R? offen, ¢ : Q@ — R"~? eine C*-Abbildung

M = {(z,¢(x))]|zeQ} CR”
TaweyM = {(§dp@)§) | &R}
) = (z+t&v(z+1€) eM

13.3 Extrema mit Nebenbedingungen

Sei U C R” offen, ¢ : U — R¥ eine C'-Funktion, so dass 0 ein regulirer Wert
ist und

M= (0) = {x € U | p(a) = 0}

definiert eine (n — k)-dimensionale C'-Untermannigfaltigkeit.
Fiir C'-Funktionen
f:U—-R

suchen wir ein g € M mit
flxo) < flx) Ve eM

Notation: aé)_xf1 (z) e1(x)
Vi@=| A=

Vi(x) € R" i-te Zeile von dp(x) € RE¥*" als Spaltevektor geschrieben.

275



13 Der implizite Funktionen-Satz 26.05.2005

Satz 6: Sei U C R™ offen, seien f : U — R, ¢ : U — R* C'-Funktionen,
0 € R* ein reguliirer Wert von ¢ und M := ¢~1(0). Sei o € M, so dass

flxo) < f(z) VeeM

= 31, ..., \; € R, so dass

k
V(o) =Y NiVeilze) ()
i=1
wobei die \; Lagrange-Multiplikatoren heissen.

Bemerkung 1: Sei 0 ein reguléirer Wert von ¢ und ¢(z9) =0
= dy(z) € RF*™ ist surjektiv

= rang(dg(z0)) = &

= Die Zeilen von dy(xg) sind linear unabhéngig

= Vy1(zg), ..., Vi (zo) € R™ sind linear unabhingig

= A1, ..., A sind durch (%) eindeutig bestimmt

Bemerkung 2:

I\ mit (x) < Vf(zo) € span{V1 (), ..., Vor(zo)}
& V(o) € im(dp(zo)") = (ker(dp(zo))*
Behauptung:

n Lker(dp(zg)) < 1€ im(dp(zo)")

Beweis: A := dp(zo) € R¥*" n € R"
Sei 7 € imAT
= 3¢ € R, so dass
n=A"¢

= Vv € kerA gilt

<nvv> = <AT57'U>
(

(e Av)
= 0
= imAT C (kerAT)+
=1n L kerd
dim((kerA)*) = dim(imA)
= dim(imA”)
= imAT = (kerd)*

(x) & V/f(zo) L ker(dp(xo))
2V f(xo) L ToyM

wn

Beweis von Satz 6: v e T, M
= Fy:(~¢,6) = M, ¥(0) = 20, 7(0) = v
= f(1(0)) < f(x(1)) vt

= 0= % . F(v(®) = df (7(0))3(0) = df (zo)v = (V f(z0), v)
Be:r>n2 (*) (QED)
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Beispiel: A = AT ¢ R™*"

f@) = 2aTAz plw) =

: (el = 1)

N | =

M = S5""1=p71(0)
= Aus der kompaktheit von S*~! folgt, dass Ix € S"~!, so dass Vo € "1

f(xo) < f(2)

03\ € R, so dass

V(o) = AVip(xo)
= Axg = Axg

= 3 Eigenvektor
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14 Vektorfelder

14.1 Der Fluss
Sei U C R" offen, f: U — R"

w(t) = flz(t)  x(0) =0 (1)

Erinnerung: f:U — R" heisst lokal lipschitz-stetig, wenn es fiir jede kom-
pakte Teilmenge K C U eine Konstante ¢ = ¢(K) > 0 gibt, so dass Va,y € K

1f(@) = fll < cllz -yl

Bemerkung 1: Sei f eine C!-Funktion
= f ist lokal lipschitz stetig
(Kapitel 11, Satz 9)

Bemerkung 2: f ist lokal lipschitz-stetig, genau dann wenn Vzg € U Jg¢ > 0,
so dass

flB., (@0)
lokal lipschitz-stetig ist.

Bemerkung 3 (Existenz): Sei f lokal lipschitz-stetig
= Vxo € U hat Gleichung (1) eine Losung

z:(—ee)=U

fiir ein € > 0.
(Kapitel 9.2, Satz 1)

Bemerkung 4 (Eindeutigkeit): Sei f lokal lipschitz-stetig und seien I, J C
R zwei offene Intervalle mit 0 € TN J und seien x : I - Uund y : J — U
Losungen von (1)

=z(t) = y) VielInJ

Bemerkung 5: Es gibt eine maximale Losung
x:I(xg) = U
auf dem mazimalen Ezxistenzintervall

I ist ein offenes Intervall mit 0 € 1
I(wo) = U{ICR JLosung x : [ — U von U }

Bemerkung 6: Definiere
Q = {(wo,t) | o € Uyt € I(wo)}

und ¢ : Q — U durch

o(xzo,t) = x(t)
wobei x : I(xg) — U eine Losung von (1) ist.
© heisst Fluss von f.

Bemerkung 7: Seixo € U, t € I(xg), s € I(p(z0,t))

=t+s € I(xg) und

90(3907t+3) = Qa(cp(xfht)vs)
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Beweis: Definiere y(s) := p(p(z0,t),s), s € I(zg) —t ={r—t| 7€ I(x0)}
=y(s) = fly(s)  w(0) = ¢(xo,t)

= I(xg) —t C I{p(x0,t)) und

Ubung: I(xg) —t = I(p(xo,t))

Satz 1 (stetige Abhingigkeit der Lésung vom Anfangswert): Sei U C
R™ offen, f: U — R™ lokal lipschitz-stetig und ¢ : Q — U der Fluss von f
= Q ist offen (in R™ x R) und ¢ ist lokal lipschitz-stetig.

Lemma von Gronwall: Sei I C R ein Intervall mit 0 € I, g : I — R eine
stetige Funktion mit g(¢t) > 0Vt € I, seien A, B € R zwei Konstanten mit A > 0
und B > 0 und es gelte Vt € T

t

o) < A+B / o(s)ds @)
0

Dann folgt Vt € I

Beweis: Seit >0

Trick: .
G(t) = A+ B [ g(s)ds

/
=g(t)<GH)Vtel, t>0
= G(t) = Byg(t) < BG(t) ¥t >0

= % (e P'G(t)) = e P (G(t) — BG(t)) <0

= e BIGH) <G0)=AVt>0
= g(t) < G(t) < AeP' Vit € I mit t >0 (QED)

Beweis von Satz 1:

e Schritt 1: Sei K C U eine kompakte Menge
=36 >0:Vege K
[—9,6] C I(xo)

Beweis: Bestimmung von §:

Die Menge
K. = {yeR" |z e K mit ||z —y|| <&}
ist kompakt, da K. abgeschlossen und K kompakt ist.
1. Wahle € > 0 so klein, dass K. C U.

Vo € K Je(x) > 0, so dass By, (y)(2) C U und es gilt

K C U Bg(w)(z)
zeK
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= dzq,...,xny € K, so dass

N
K C U Bg(zi)(wi)

i=1
Definiere € := 3 mine(z;).

Fir z € K und ||z — y|| < e 3 mit ||z — 2| < e(z;)

=y -zl < ly ==l + [l — =]
—_——— ——
<e <e(zy)
< e+e(z)
< 25(331‘)
=yelU
= K. C U mit
_1 )
£=3 i=rlr}1nN5(xz

2. de>0:Vx,y € K.
1f(@) = fl < cllz—yl

3. Wahle 6 > 0, so dass

Behauptung: [—9,0] C I(xg) Yao € K.
Beweis: Wir definieren

2 = {6 [-6,0] = R | ()] < eVt € [-6,4]} € C°([-4,0],R")
und

1€l == sup (€@

te[—6,0]

Fiir € K definieren wir eine Abbildung

T U X FO) = /f(x+£(s))ds

7O < /Hf(fﬂJrf(S))Hds |z +&(s) € Ke
0

IN

6 sup || f(z)]|

rzeK,.
3

IN

b) %, ist eine Kontraktion:
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Seien &,n e &
[ F2(&)(t) = F(m)@)| = / (@ +&(s)) — f(z+n(s))) ds
0
< /Ifw+§ £l +nls)lds
———
€K.
< / e 66s) = nts)] ds
0 <H£ nll
< ocfl€ =l
1
< g =
< gl
VéEne X
¢) Z ist ein vollstindiger metrischer Raum mit
di&,m) = l§—nll

= Mit dem Banach’schen Fixpunktsatz folgt, dass Voqg € K3 € 2 :
Fuo(€) = ¢

=&t) = | flao+E&(s t €[-0,0]
/

:%(wo—i—é“(t)) —  flwo+£(1)
—

= 2(t) :=xo + £(t) mit —6 <t < ¢ ist eine Losung von (1)
= [-6,0] C I(xo)

e Schritt 2: Seien K, 4, ¢, ¢ wie in Schritt 1
= ¢l x[-s,5) ist Lipschitz-stetig

Beweis: Seien xg,yo € K und sei z(t) := ¢(xo,1), y(t) :== ¢(yo,t)

=a(t) = flz®)  2(0) =
y(t) = Fly®)  y0)=yo

und seien ausserdem x(t), y(t) € K. Vt € [, d].

= lo(t) ~y(® = |70+ /f D=0~ [ Fluls)ds
0
< lleo - woll + / (al) — F(y(s)) ds ‘
< lleo - woll + /Hf (5] ds
<ellz(s)—y(s)|l
=Vt €[4, 0]

l2() =y@I < [lzo = yoll +¢

Jllats) = o)l s
0
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= Mit dem Satz von Gronwald gilt dann Vt € [—4, d]

lo() —y@l < llzo = yolle”
< ez — yol|
Ausserdem
lz(t) —z(s)|] = /f(z(t)) dt
< |t—s| sup ||f(2)]]

reK,

[z(s) = 2@ + () =y D)

sup || f(@)[| - [t = | + e [lzo = yol|
rzeK,

= llp(zo,s) — o(yo, D)l <
<

e Schritt 3: Q) ist offen und ¢ ist lokal lipschitz-stetig
Beweis: Sei (zg,t9) € Q und 0.B.d.A. ¢ty > 0.

U

Giliic)

%

Definiere C := {p(x9,t) | 0 <t < tp}. Sei = : [0,t9] — U die Losung von
(%), das heisst 2(t) = ¢(x0, t). Diese Abbildung ist stetig und das Intervall
[0,t0] ist kompakt

= Das Bild von z : [0,t9] — U ist kompakt, das heisst C' ist kompakt.

Sei K :={y € R" |3z € C mit ||z —y[| <&}
= K ist kompakt (da C' kompakt ist — Ubung)
Fiir € > 0 hinreichend klein gilt K C U

Definiere weiter
Vi={yeR" |z e Cmit ||z —y| <e}= U B.(x) c K
zeC

das heisst V ist offen.

Sl 355 0: vy € K
[_5?5] CI(y)

Wahle N € N, so dass tﬁo <90
=>Vye K

to
— el
~ € 1)

Definiere @, : V — U durch ¢, (y) := o(y,T)
Nach Schritt 2 ist die Abbildung

Olgxi=58 — U

Lipschitz-stetig
= V-oU

ist ebenfalls Lipschitz-stetig.

Sei Vi, :={y eV |krelly), oy jr)eV,j=1,2,..,k}, k=0,..,N.
Es folgt:

1) Vo =V offen
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2) Nach Definition gilt p(zo,t) € V Vt € [0,] und da

o dlo
JT N_o

ist, gilt ©g € Vi, k=0,1,.... N
3) Vi ist offen Vk, da Vi1 = o7 (Vi)
yeV
or(y) = oy, 7)€V

yeVr & (k—1)7 € I(p-(y))
oy, 7+jT) €V =1, k-1

. . Bem?7 .
wobei p(y, 7+ 37) =" (e (y),jT)

yev
0 (y) € Vi1

= Vy ist offen, z¢p € Viy und Vo € Viy gilt to € I(z)
= Vo € Vy gilt [to—é,to—f—&] Cl(w)
= Vy X (to—(s,to—i—é) cQ

Behauptung: @|v, x (to—s,t0+5) 18t Lipschitz-stetig.
Beweis:

(1) Wir wenden Bemerkung 7 an und bekommen

o(z,t) = oz, NT +t—to)
PR o(pr (@), (N = 1)7 +t — to))

= QO(QOTO"'OQDT('T)7t_tO)
~———
N-mal
= ¢(e7 (2),t —to)

Nach Schritt 2 3¢ > 0: Vy,y' € KVs,s" € [—6,0]
ey, s) =o', s < cls—s[+cly=yI (2)

= Vz,z’ € Vy Vt,t' € (t() —d,tg + (5) gilt

—~
-
—

(o (z),t = to) — (o (2'),t' = to)|

lp(z, t) — o', )]

—
DN
—

<t =t +clleN (z) — o ()]

(2) _ B

< dt =t + PN @) — X @)
e o |

Also haben wir fiir jeden Punkt (xg,t9) € Q eine offene Menge W =
VN X (to — 6,0 + 6) gefunden, so dass

- (.To,to) ewcQ
— @|w ist Lipschitz-stetig

= Q ist offen und ¢ : Q — U ist lokal Lipschitz-stetig. (QED)

Beispiel: f(z) =22, f:R — R, i(t) = 2(t)?, 2(0) = 1
1. Ansatz: z(t) = ct®
=it) = cat®!

x(t)2 — 02t2a
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x ist Losung von (%)

>c=a,a—1=2a,a=-1
z.B. ist 2(t) = —1 eine Lésung (mit falschem Anfangswert).
2. Ansatz: ) )
) = — 0 = -
o) =~ a(0) = -
a=1 1
) = —
a(t) 1%
0 h
I(1) = (—o00,1)

Was ist ¢ : 2 — R?

Satz 2: Sei U C R” offen, f : U — R™ eine C*-Abbildung, k¥ € N und
¢ : Q — U der Fluss von f
= ¢ ist eine C*-Abbildung.

Bemerkung 8:

0
8_90 (@1, s 0, t) = flo(@1,005Tns 1))
t
%tp = fop:Q—R"
ist stetig.
Bemerkung 9: Definiere
U, := {JJ()EU‘tEI(l'())}
= {LC()GU‘ (met)GQ}
Es gilt
Bem?7
t € I(zo) I(p(zo,t)) = I(zo) —t

& —tel(p(xo,t))

Definiere ¢y : Uy — U_y durch ¢ (o) := @(x0,t)
¢ : Uy — U_y ist bijektiv und

et = oy

%l ¢ ist ein Homdomorphismus (eine bijektive Funktion, die in beide Richtun-
gen stetig ist).
Nach Bemerkung 7 gilt
Pt+s = Pt O Ps
auf Upys NUs und ¢ = id.
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Bemerkung 10: Fiir den Beweis von Satz 2 ist zunéchst zu zeigen, dass

¢ : Uy — U_y differenzierbar ist.

Angenommen, wir wissen bereits, dass ¢; differenzierbar ist V¢, was ist dann

doi(x) € R™*™ fiir ¢ € U,?

Sei xg € U, tg € I(xg), § € R™, I := I(xp).
Definiere z : I — U, £ : I — R™ durch

z(t) = @i(zo) &) = dpi(zo)éo

Dann gilt
B(t) = fle@®), &) = df@®)El)  x(0) = o, £(0) = &

Beweis von (5): Wir fithren zunéchst etwas Notation ein

zo = (@o1,..-,Ton) €R"
& = (%1, 80m) €ER”
(p(fﬂo,t) = (@1(1'0) )7 790n(x07t))
= (z1(t); -y zn(t))
g(t) ( 1( )’ vgn( ))
= Za ‘TOa 501
&) = dpj(wo,t)éo
_ N9
- P axj (an )501
= Die Ableitung von ¢ ist dann
£(t) = Z O gt (z0,t)€0i
i=1 B
"9 9
= Z oL 7? (‘TOa )501

j=1 i=1
& (1)
"9
= Y e
g=1 "/

Situation: Sei I C R ein offenes Intervall, 0 € I und A : I — R™ " eine

stetige Funktion. Wir wollen nun eine Losung fiir die Gleichung

£t) = A@)E()  €0)=¢& eR”

(6)

Satz 3: Fiir jeden Anfangswert £, € R"™ gibt es eine eindeutige Losung € :

I — R™ der Gleichung (6).
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Bemerkung: Wir betrachten die Standardbasis ey, ...,e, € R".
Sei ®; : I — R" die Losung von (6) mit & = e;, ®; € CY([,R"), &; = Ad;,
®,(0) = e; und sei

o(t) = (<I>1(t) <I>n(t)) € R™”

dann ist ® € C1(I,R™*") und es gilt

® heisst Fundamentallosung von (6).

Fiir jedes &y € R” ist die Funktion

die eindeutige Losung der Gleichung (6).

Beweis von Satz 3: Sei T € I mit T > 0.

[ ]
L ]
0 T
Definiere
c = 2 sup [[A®)| <
0<t<T
2 = C°0,T;R")
Il = sup e [[&(t) |
0<t<T
t
F(&) = §0+/A(s)§(s)ds F . -F

0

Z ist ein Banachraum und daher ein vollstédndiger metrischer Raum, denn fir
die oben definierte Norm gilt

e~ sup €@ < gl < sup [l€()]
0<t<T 0<t<T

R™

das heisst, die Neue Norm ist dquivalent zur normalen Supremumsnorm.

Behauptung: Vé,m € X

17©) - F0lle < 3 l€
= JI¢ € 2 mit
¢ = 7
=Vt e [0,T)

ft) = @+/A@a@®
0

= () = AWML €(0)=¢

Also gibt es eine eindeutige Losung von (6) auf [0, 7. T war beliebig und T' > 0
= Die eindeutige Losung existiert auf ganz I N [0, c0).
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Beweis der Behauptung:

17 ()(t) = F (n)(t)

Rn

- l/A@)@w>fn@»ds
0

< /MAwm-mw>fn@wwds
Ot
- /éwAwuf*waﬁfM$Ruh
0
t
< /?“HA@Mdswsfnm
~—
0 S%
1 t
< I [ as e~ .
|
1
= Dl
1
S e HFOW - FDe < 50— )E ]l
1

= 15©) - )l < le=nl.
(QED)

Beweis von Satz 2: Sei U C R” offen, f : U — R" eine C'-Funktion,

Q = {(xo,t) eUxR|teI(xg)}
¢ : Q8 — U der Fluss von f und ¢(zo) := ¢(x0,1).
Sei g € U und I := I(xg) und z(t) := @¢(xg) fiir ¢t € I. Definiere

A(t) = df(z(t)) e R™*"

und sei @ : I — R™"*™ die Fundamental-Lsung von (6), das heisst

bt) = df()dlt)  BO) =1 (®)
® existiert nach Satz 3.

Behauptung 1: Die Funktion ¢, : Uy — Uy (wobei Uy :={x € U | t € I(z)}) ist
differenzierbar an der Stelle zg und

doi(zg) = @(t) 0<t<T
das heisst Ve > 035 > 0: V¢, € R" V¢t € [0, 7]

et (w0 + &o) — pe(x0) — (1)&o | -
1ol

Beweis: Sei t € I = I(xg), T > 0 und € > 0 gegeben

[€oll <6 =

a) Wihle r > 0 und ¢ > 0, so dass

i) vt € 10,7
[df(z@)I < ¢
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ii) Vt € [0,T] V& € R™ mit ||&] < r
l[oe(zo + o) —@e(zo)l < clléoll
solche ¢, r existieren, da ¢(t) nach Satz 1 lokal Lipschitz-stetig ist.
b) Wihle p > 0, so dass Vh € R"

8 i ’|f|hS”T§ ' } = |ldf(@(t) +h) — df(z(t)] < e™Te

c) Wihle § > 0, so dass
6<r cd<p

Definiere

R(t,h) = f(x(t)+h)— f(z(t)) —df(z(t))h
1
/df )+ sh) — df(2(£)) h ds
0

dann gilt fiir ||| < p

”Rllznh / [4f((t) + sh) — df @) ds € e Te  (x)

Sei & € R™ mit ||&o]| < 6 und

n(t) = @ulxo+ &) — ¢i(wo) — B(t)€o
dann gilt 7(0) = 0 und
() = fle(@o +&)) — fpe(xo)) — df (e(20)) 2(2)S0
df

Pt )
= flpi(zo + &) — flpe(x0)) — df(e(20))(pt(0 + €0) — pi(0))
+d f(ei(wo)) (@t(zo + &) — wi(wo) — P(t)0)

n(t)
= R(t, (w0 + &) — @i(0)) + df (@i (z0))n(t)

Da ||&ol| < 6 <7 ist, gilt

c[|€ol|
co

llos(zo + o) — wi(wo)||

INS IN INE

p

&)

= |R(t, pr(w0 + &) — ¢i(0)) e~ Vellpi(wo + &o) — pe(wo)ll ()

e~ Tec|él
= Fir 0 <t < T gilt
19 = IR @il + &) — eulwo)) + A (u(z))n)]
(%%)

< e Tec|goll + elln()]
t

[tas

0

= e Teelgoll +c

IN

e Tecléall + < [ it s
0
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Mit dem Lemma von Gronwall folgt fiir 0 <t¢ < T

IO < cee™ e &l

= ol = | [ s

0
/ (s ds
0

<
¢
< £e_CTH§O||/ceCS ds
0
= ce T&l (e — 1)
< elléoll

= Behauptung 1
Behauptung 2: Die Abbildung
Q=R 0 (z,t) — dpy(x)
ist stetig.
Beweis: Sei 0 < € <1 gegeben.
a) Wihle ¢ > 0, so dass
[ADI+1 < ¢ [e@l < ¢
b) Wihle p > 0, so dass Vy € R™ Vt € [0,T]
ly = ¢e(@o)ll <p = y €U und |df(y) — df(pe(wo))l| < e e
¢) Wihle § > 0: Vyo € R" Vt € [0,T]

lzo —woll <6 = o €U, T € I(yo) und [[¢(z0) — @e(yo)ll < p

Sei yg € R™ mit ||zg — yol| < § und seien fiir 0 <t < T

y(t) = ¢ilvo)
B(t) = df(y(®))
U(t) = B@l)¥(Et) w0O)=1
Dann folgt Vt € [0, T
() —y@I < p
und auch
1A - B < e e
IBOI < [A@I+1 < ¢
= @)~ @)l = AR~ BH)Y(@)]
< [lA@®) = BOII@N + [[B@)HI®() — W (@)l
< e Tecte /(@(s) — U(s))ds
< e_CTsc+c/\|<i>(x)—\il(x)||ds
0
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Mit dem Lemma von Gronwall folgt wiederum

IN
o
&
S
™
o
&

1o (t) — ¥ ()]

= [|®@) — @) < e*“’Ts/cecs ds

(=)

= Yyo € R™ mit |jyo — zol| < & V¢ € [0,T)

= [|®(t) — ¥ (@)
< €

[de(z0) — depe(yo)|

= dy; ist stetig (bzw. gleichméssig stetig in ¢)
= (z,t) — dpy(x) ist stetig
Das heisst, Vag € U VT € I(xg), T > 0 Ve > 0 30 > 0, so dass Va € R"

le —zol| <6 = x€U,|[0,T]CI(x), s[up ] ldes(z) — dee(z0)|| < €
te[0,T

Frage: Warum ist die Abbildung

Q— R™": (z,t) — dps(z)

stetig?
Es gilt:

d

X dpi(zo) = df(ee(@))depr(zo)
Es folgt

dgr(i0) — dpry () = / Af (9 (0))dipa o) ds

= [lde(z0) = depy, (o) | < /||df(<ps($o))H-||dws($o)\|d8

Wiéhle 6 > 0, so dass [tg — d,t0 + 6] C I(xo)

| I(xo)

=
| tol

Wihle ¢ > 0, so dass Vs € [tg — 6,10 + ]

[df(ps(@o))l < ¢ |ldps(zo)| < ¢
= |[dei(zo) — degy (wo)| < Pt —to

=l (x) = depg, (o)
< [ldei(2) = dei(o) | + lldgr(20) — depr, (o)
<

sup |[deps(x) — deps (o)l + cft —to|
Se[to—é,to-'r(;]

0

t—>t0
—

T—xTo
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Damit folgt:

g;i Q—R" i=1,..,n
ist stetig und
g—f = fop:Q—R"

ist stetig
= ist stetig differenzierbar.

Behauptung: f € CF — ¢ € CF
Bewets:
e k =1: Gerade bewiesen
e k> 2: Es gelte die Behauptung fiir £ — 1

Definiere: U := U x R" C R2", (21, ..., Tn, &1, e én) € U

FiU=R (2,8 = (f(@),df(2)¢)
Q = {(z,&t) |zelU EeRY tel(z)}

7:Q—U : §la,&t) = (pi(z),dpe(a)€)
Mit (9) folgt

oy v

ot foop
Also ist ¢ der Fluss von fund

f: U — R?>"

ist ein C*—1-Vektorfeld o
= Nach Induktions-Annahme ist ¢ € C¥=1(Q,U)

Wir haben 5
(¢e:0. 52 @00) = ot

Zusammen mit der Induktionsannahme folgt

0

a;i Q—=R" i=1,..n
ist C*~1 und 9

6_(1?'0 = fop:Q—-R"

ist Ck—1
= @ ist OF. (QED)

14.2 Divergenz
Sei f:R™ — R" ein C'-Vektorfeld
i(t) = flz(t)  =(0) =0 (10)

Annahme: Die Losungen von (10) existieren fiir alle ¢, das heisst I(xg) = R
Vzg € R”, das heisst fiir jedes xy € R™ existiert eine Losung x : R — R"™ von
(10) auf ganz R.

Ein solches Vektorfeld heisst vollstdndig.

Sei U =R", Q=R" xR
p:R"xR—R"
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der Fluss von f und
o R" — R" or(x) == p(x,t)
a2 @ ist C, ¢, ist C! Wt
Pres =PtoQs  po=1id
und de; erfiillt die Differentialgleichung (9)
d
g dee@) = df(ee(@))de(x)
Definiere
A(t) = df(pu(x))  D(t) := depy(x)
= d(t)=At)®(t) d0)=1 (11)
Ziel: Aus (11) folgt
d
T det ®(t) = spur(A(t))

Die Spur einer quadratischen Matrix A ist definiert als die Summe der Diago-
naleintrige und es gilt fiir A € R"*™ B € R™*"

spur(AB) = spur(BA)

Lemma 5: Sei f: R"*™ — R gegeben durch f(®) := det(®)

Beweis:

o 1. Fall: =1

= df(®)® = det(®)spur(® ')

Behauptung: df(1)A = spur(A)

Beweis: p;(0) = e;, ©;(0) = Ae;

= df(1)A

Lei

bnitz

d

dt

t=0

det(‘?l(o)a @2(0)7 903(0)7 7<pn(0))
+ det(@1(0)7 9‘.72(0)7 903(0)7 R g@n(O))
+... + det(1(0), ..., on—1(0), ©,(0))

n
E det(el, ey €421, Aei, €i+1, ...,en)
i=1

i det
i=1

n
E Qi
i=1

spur(A)
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dt

1
0

t=0

det(1 4 tA)

0

det(p1(t), ..., on(t))

ai;

a2

0
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e 2. Fall: Sei ® beliebig

>'e = A
O(t) = e D) = DA = Dt
= df(P) = 3 . det(®(t))
d ¢
= 3 t_od t(Det)
d
= de — et(e
(D) gy t:Od t(e™)
= det(®)df(1)A
LRl det(®)spur(A)
= det(®)spur(® ')
(QED)
Aus (11) und Lemma 5 mit ® := () folgt
%det(@( t)) = det(®(t))spur(®(t)~t A(t)®(t))
b(t)
= spur(A(t)) det(®(t))
= %det(dwt(fﬂ)) = spur(df(pi(z))) det(dp:(z)) (12)

Sei ¢ : R® — R™ eine C''-Funktion und @@ C R™ eine hinreichend schéne Menge

Vol((Q))

= —

(12)

— Formel von Liouville

Spezialfall: Vr € R™
spur(d
Z afz

spur(df(z 3
:cz

(13)

/ | det(dp(z))]| dz

wobei div f(x) die Divergenz von f ist

divf

f(z)) = const = ¢
fi(x)
= divf(z) flx) =
B n afz . . .
= Yo ‘R" 5 R
divf=c

L1ouv111c diVOI(QDt(Q» = CVOI(SOt(Q))

= Vol(¢:(Q)) =

6Ct
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Beispiel: f:R? — R2 f(z,y) = (z,—vy)

divf(z,y)=14+(-1)=0
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15 Mehrfache Integrale

15.1 Das Volumen

Sei B C R™ kompakt, f: B — R beschrinkt.
Wir wollen das Integral

/f(m) dz;...dz,
B

definieren.

Idee:

f(x)

B
T

/f(z) dzy..dz, = Voly1 {(z,y) |z € B,0<y< f(x)})
B

falls f(z) > 0 Vz € B.

Wie definieren wir das Volumen?

Definition 1 aus der Topologie: Sei (X,d) ein metrischer Raum und d :
X x X — [0,00) die Abstandsfunktion.

Erinnerung: Sei x € X, ¢ > 0 und
Be(z) = {y€X|d(z,y) <e}
Sei A C X. Der Abschluss von A ist die Menge
A = {re€X|B(x)NA#2Ve >0}
Der Rand von A ist
0A = {z € X |B(x)NA#D, Bo(x)N(X\ A) # @Ve >0}
B:(y)

0A

Ubungen:
1) x € A & 3 Folge (ag)ken in A, so dass

lim a, = =z

k—o0

) rcdderecANX\ A
3) A= AUIA
4) A ist abgeschlossen

) A

5 ist die kleinste abgeschlossene Teilmenge von X, die A enthilt, das

heisst B
A C B, B abgeschlossen = A C B

6) A ist abgeschlossen <& A=A < JAC A
7Y UC X istoffen & UNOU =@ < oU =U\U
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Beispiel: Einge Menge
Q = Qa,b) = {zeR"|a; <z <bj,i=1,...,n}

mit a = (a1, ...,an) € R” und b = (b1,...,b,) € R" mit a; < b; fir t = 1,...,n
heisst offener (achsenparalleler) Quader.

Der Abgeschlossene Quader ist dann
Q = {zeR"|a; <z <b}

und der Rand o
0Q = Q\Q

Definition 2: Das n-dimensionale Volumen von Q = Q(a,b) ist

n

Vol (Q) = [](bi — as)

i=1

Definition 3: Sei B C R™ kompakt.
Eine Partition von B ist eine endliche Menge P = {Py,..., Py} von offenen
Quadern P;, so dass

(i) B=U_,P;
(i) PLNPj=0VYi#j

B
P[]
[
Py PS‘
und wir bezeichnen
P(B) = {Menge der Partitionen von B}

Warnung: Nicht jede kompakte Menge Teilmenge von R™ besitzt eine Partition.
Frage: Fiir welche Teilmengen B C R" ist & (B) # &7

Ubung: Uberlege fir n =1, n =2, n =3

Definition 4: Sei B C R™ kompakt, P = {P,..., Py} € &(B) und sei f :

B — R eine beschriankte Funktion.
Die Obersumme von (f, P) ist

|‘Ma~

sup f - Vol,,(P;)
P,

Die Untersumme von von (f, P) ist
k
> inf f - Vo, (P;)
j=1 i

Lemma 1: V beschrinkten f: B — R und VP, Q € & (B) gilt

S(f,P) < S(£.Q)
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Bemerkung: Hieraus folgt VQ € £(B)

sup S(f,P) < S(f,Q)
PeP(B)

und damit
sup S(f,P) < inf S(f,P *
e )_(f ) cF(B) (f ) ( )

Definition 5: Eine beschrinkte Funktion f : B — R heisst Riemann-inte-
grierbar, wenn in (x) Gleichheit gilt. Die Zahl

/f(:c)dxl...dxn = sup S(f,P) = inf )?(f,Q)
B

PeZ(B) QeZ (B

heisst das Riemann-Integral von f iiber B.

Lemma 2: Sei Q = {z € R" | a; < x; < b; Vi} ein offener Quader in R™ und
P ={P,..., P} eine Partition von B := Q.

k
= Vol,(Q) = > Volu(FP))
j=1
Beweis (von Neumann): Definiere

Ae = {z=(z1,.,xp) ER" |x; €€Z, i =1,....,n}

T2

o o o o

|
‘ T
€ 2 L1

Betrachte das Intervall (a,b) mit a < b. Wihle £, m € Z, so dass
(-—1e<a<tle me <b< (m+1)e

o f—~H—+—+—+—+5 o

a b, me’b
Die Anzahl
#{reeZ|la<z<b} = m—{+1
Es gilt
b—a—2 < gm—¥) < b—a
b—a—¢ < e(m—4+1) < b—a+e¢
und

linée#(az N(a,b)) = b—a

Betrachte nun das ganze in héheren Dimensionen, also

n

Q = H(aiabi)

i=1
Fiir das Volumen gilt

n

Vol(Q) = [](aib)

i=1

= 6113%1:[15#(52 N (ai, b;))

e™ #(AeNQ)
= lim =" #(A.NQ)
= liH(lJ e" #(Ae N @)
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Sei PN Py =2 Vi#j. Esgilt Q=" P;

k n
=Y Vol(P,) = lime"> #(A-NP)
=1 1

e—0 P
s (nn)
< lime"#(ANQ)
= Vol(Q)

k
< lime" P;
< lime ;#(AgﬁPl)
k
= ) _Vol(P)
=1

(QED)
Bemerkung 1: Fir f=1, B=Q

= S8(f,P) = S(f,P) = Vol(Q)

ﬁ/ldxl...dxn = Vol(Q)
Q

Bemerkung 2: Seien P,..., P, @ offene Quader mit P, C Q, P,NP; = @
Vi j
k
=Y Vol(P;) < Vol(Q)
i=1

Beweis: Wie in Lemma 2. (QED)

Bemerkung 3: Man ist versucht, das Volumen einer beliebigen Teilmenge
B C R™ mit der Formel

Vol(B) = lir% " #(A: N B)
e—
zu berechnen, doch fiir welche Mengen B existiert dieser Limes iiberhaupt?

Lemma 3: Sei B C R" kompakt, P = {Py,.... P} € #(B) und Q =
{Q1,...,Q¢} € P(B) Definiere

PAQ = {PNQ;|li=1,..k j=1.,¢0}
Dann folgt
i) PNQ e #(B)
i) {ANQ;i=1,..k} € 2(Q,)
i) {PNQ;|j=1,...0} € 2(P;)
Beweis: Wir halten zunéchst fest:

e P,NQ); ist entweder = & oder ein offener Quader
L] (P,L n Qj) N (PZ/ N Qj’) 7& %)

=i=4¢und j =7
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Eigentlicher Beweis:
iii) Sei z € P;.
Behauptung: 35 : x € Wj
Beweis: 3 Folge (z,),en in P; mit

lim z, = =«
fir z, € B :Ql_u...u@.
Mindestens ein ); enthélt unendlich viele z,,
= 0.B.d.A z, € Q; Vv (Teilfolge)
= Jy, € Q; mit

lzo —wll <

R

= lim (y, —2,) =0

V—00

= limz, =2 = lmy, ==z

V—00 V—00

= dyy e N: Vv > 1

Yy € PN Q;
(da P; offen ist und = € P;)
=z € P NQ;
ii) Genauso wie ii)
. n 5 E ¢t B=A
i) B=U;,o1 Pi=Ui U2 PN @ (QED)

Beweis von Lemma 1: Sei B C R™ kompakt, f : B — R beschrinkt.
Definiere

P = {P,..P)ecP®B)

Q = {Q1,...,Qx} € 2(B)
PAQ = {PNQ;li=1,.kj=1 .10

= Nach Lemma 3 gilt P A Q € &(B) und

12
Vol(P;) = Y Vol(P;NQ;)

j=1

(nach Lemma 2 und 3)

= S(f,P)

k
Zigff - Vol(P;)

i=1 "1

kot
= E E inf f-Vol(P,NQ;)
i=1 j=1 Ti"Q;

Genauso

5(£,Q) = S(,PAQ)
S(f,PAQ)
S(f,P)

v

(QED)
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15.2 Integrierbarkeit

Definition: Sei B C R™ kompakt, P = {Py,...,P,} € #(B), f : B - R
beschriankt.

Eine Summe der Form
k

Z f(z;)Vol(P;)

i=1

mit z; € P; heisst Riemann-Summe von f, P.

Ziel: Beweisen, dass wenn f Riemann-integrierbar ist, die Riemann-Summen
gegen |, p [ konvergieren, wenn 6(P) — 0 (Feinheit von P).

Definition: Sei @ = (a1,b1) X (ag2,b2) X ... X (an,by,) ein offener Quader und
definiere
0(Q) = max (b;—a;)

i=1,...,n

durch die maximale Kantenldnge von Q.
Fir P ={P,..., P} € Z#(B) definieren wir die Feinheit von P durch

5(P) := max §(P)

i=1,...,k

Satz 1: Sei B C R™ kompakt, #(B) # &, f : B — R eine beschrinkte
Funktion.
Aquivalent sind

(i) f ist Riemann-integrierbar und

c = /f(x) dzq...dz,
B
(i) Ve > 030 > 0:VP = {P,,..., P,} € 2(B)

k

c— Y flai)Vol(P)

i=1

o(P) <o } = <e

z; € P;

Definition: Eine Teilmenge A C R"™ heisst (Jordan’sche) Nullmenge, wenn es
fiir jedes € > 0 endlich viele offene Quader W1, ..., W C R” gibt, so dass

N N
Aclw, D VoW, <e
v=1

v=1

T

(i) Eine Nullmenge (dieser Art) ist notwendigerweise beschrénkt

Bemerkungen:

(ii) Sind Ay,..., A, € R™ Nullmengen, so ist auch
A = A1UA2U...UA7”

eine Nullmenge.

(iii) Sei K C R™~! kompakt
= A := K x {0} C R" ist eine Nullmenge
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——

Beweis: Wihle R > 0, so dass K C (—R, R)"~!. Definiere
W = (=R,R)"! x (=0,0)

dann gilt
Vol(W) = 2"R" 1§ < ¢

(iv) Sei @ = {Q1,..,Q/} € 2(B)

14
=0Q = (JoQ
i=1

in:S

Lemma 4: Sei A C R™ eine Nullmenge
= A ist eine Nullmenge.

ist eine Nullmenge.

Beweis: Seie >0
= Nach Definition gibt es offene Quader Wy, ..., Wy, so dass

N N
acUwm, Yovew) <5
v=1

v=1

W - -
,,\jr il
|

LAk,
L — — 4

Wiihle offene Quader W), C R™ mit

und Vol(W)) < 2Vol(W,)

Vol(W)

J
:.;l
I
%I
u C z
i M =

denn, falls @ € A, dann gibt es eine Folge ay, in A, so dass a, — a und a;, €
Wy u .U Wy bzw. 0.B.d.A. a, € W, Vk
=>acW, (QED)

BCR”

AEB/\L/,‘/j

Lemma 5: Sei B C R™ kompakt, #(B) # & und A C R" eine Nullmenge.
=Ve>0300>0:YP={P,.., P} € #(B)

§(P)<dy = Y Vol(P)<e
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Beweis: Nach Lemma 4 ist A eine Nullmenge
= 7 offene Quader Wy, ..., Wy, so dass

N N
AclUw, D Vo(W,) <e
v=1

v=1
Behauptung 1: 3p > 0:Va € AJv € {1,..., N} mit
B,(a) C W,
Beweis: Va € A3v = v(a), so dass a € W, (wobei W, offen ist)
= dp = p(a) mit
ng(a) (CL) C Wy(a) A C U Bp(a) (a)

a€A
Da A beschréinkt ist, ist A abgeschlossen und beschréinkt, also ist A kompakt
= Jay, ..., @y € A mit

Z C U Bp(ai)(ai)
=1

Definiere p; := p(a;), p := min{p1, ..., pm }
= By, yplai) C Bap,(ai) C Wy,

wobei v; :=v(a;) € {1,..., N}.

_ Quader
L— 25 (Ballmit Radius20)
@\ BallmitRadiusd

Seiac A
= Ji:a € B, (a;)
= By(a) C Bpyp,(a;) C Wy,

Behauptung 2: Sei g = 2, P = {Pi, ..., P} € Z(B) und §(P) < dy.
Wenn P; N A # @, dann v € {1,..., N}, so dass P; C W,,.

Beweis: Sei a € P; N A. Wihle v € {1,..., N}, so dass
By(a) C W,

I<6o

[z —yll < ndb = p
=z € By(a) C W, Vx € P;

Vz,y € P;

Behauptung 3: Lemma 5 gilt mit §y wie in Behauptung 2.
Beweis: Sei P = {Py,...,P,} € Z(B) mit 6(P) < dg

Ja = {je{l,.,k} | P;NnA+#o}
J, = {je{l,.,k}|P;CcW,}

= Nach Behauptung 2 gilt
N
Jac|J
v=1

und weiter

N N
S v < Y veur) S vaw,) < e

J€JA v=1j€eJ,
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Lemma 6: Sei B C R™ kompakt, Q@ = {Q1,...,Q¢} € #Z(B) und f: B — R
eine beschrinkte Funktion.
= Ve >030) >0:VP e #(B)

3(P) <8y = {%(f’P)E%(ﬁQ)—e

Beweis: Definiere die Nullmenge
¢
A = 0Q = |JoQ;
j=1

und die Konstante
M = sup|f(x)]>0
reB

Sei € > 0 gegeben. Wihle dp > 0 (nach Lemma 5), so dass VP = {Py,..., P;} €
O P o)

2(B) A7

e

§(P)<dy = > Vol(P;) < 5z

ﬁﬂTA;ég
= Fiir jede Partition P = { Py, ..., Py} € Z(B) mit §(P) < Jp gilt

5(,Q) = S(f,PAQ)

y4

- ZZ inf f-Vol(P,NQj;)

i1 j=1 N9y
¢
= ) > if f-Vol(PNQ;)
_ — PnQ,;
PinA=g j=1 7
¢
+ >0 ) inf f-Vol(PNQ,)
PinAzo j—1 DiNQ;
k ¢
< > inffVol(P)+ Y 2M Y Vol(PinQ;)
i—1 P P,NA#D j=1
=Vol(P;)
< S(f,P)+e
(QED)
Beweis von Satz 1:
o “(i) = (ii)”: Sei e > 0 und ¢ := [, f(x)dx;...dz,
i) Wihle Q € Z(B), so dass
€ — €

il) Wéahle 6o > 0, so dass VP € #(B)

5(P) <6y — { %Ejﬁ P i

= VP ={Py,.., P} € 2(B) mit §(P) < & gilt

(f, P)

S
S(£,P)

2
<
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Sei x; € Pz

VP mit (S(P) < §p Vx; € Pi.
e “(ii) = (i)”: Die Riemann-Summe von f konvergiere gegen c.

Sei ¢ > 0. Wihle 5o > 0 wie in (ii). Sei P = {Py,..., P} C &(B) mit
0(P) < 6o und sei x; € P;, so dass

flz;) < 1nff+

Py 1V ol(Fj)
k
= S(f,P) = Zi%lff-vOl(pi)

k 1>

> ; (f(ri) TS velny) Pj)> Vol(P;)
k

= Zf(xi)VOI(PJ)_

> (:—25_6_E

Ve > 0 kann man solch eine Untersumme finden

= sup S(f,P) = ¢

PeZ(B)
Genauso .
Pei;}f(B)S(f,P) s ¢
und da B
b Bl SO 2 0, SO
folgt (i). (QED)

Definition: Sei B C R™ kompakt, &?(B) # . Die Funktion

fi
f=1": : B—R"™
fm

heisst Riemann-integrierbar, wenn die Funktionen f; : B — R Riemann-inte-
grierbar sind. Das Integral von f dber B ist definiert durch den Vektor

B
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Korollar: Sei B C R™ kompakt, #(B) # @, f : B — R™ beschrénkt und
c=(c1,.0m) ER™.
Aquivalent sind:

(i) f ist Riemann-integrierbar und
c = /f(m)dxl...dxn
B

(i) Ve > 036y > 0: VP = {P1,... P} € 2(B)

Kk
5(P)E(50} = fle=D_ fla)Vol(py)||  <e

T; € Pj
R'VYL

Beweis: Mit Satz 1 und

ac] YVol(P.

A
[ﬁ
b&%
§

E
?3
“M”

.....

R'In

IN

m k
Z ci — Zfz x;)Vol(P,

i=1 j=1
(QED)
Notation: Fiir eine kompakte Teilmenge B C R™ mit & (B) # @ bezeichnen
wir
Z(B,R™) := {f:B—R™| f ist Riemann-integrierbar}
#(B) = %(B,R)

Satz 2: Rechenregeln
(i) Die Abbildung

Z(B,R™) - R™ / / )day...dz,
B

ist linear, das heisst Vf,g € Z(B,R™) und VA € R gilt f+ ¢ € R(B,R™),
Af € R(B,R™) und
Juva = [1+ [0
B B

B
&S AZf

B

(ii) Sei f € Z(B) mit f(z) >0Vz € B

:>/f >0
B
(iii) Seien f,g € Z(B)
= fg € Z(B)
(iv) Sei || - || : R™ — [0,00) eine Norm auf R™. Wenn f € Z(B,R™) folgt

I/l € %(B) und

/f(x)dxl...dxn < /||f(x)||dx1dxn
B B
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Beweis:
(l) Sei P = {Pl,...7pk} € gZ(B), IS Pj

k

> (f(a) + g(z;))Vol(P))

j=1

k
= lim Z(f(fcj)-Fg(xj))VOl(Pj)

P—)
5(P)=0 £~

k k
Zf xj)Vol(P, Zg(xj)Vol(Pj)
j=1

k

= lim Zf x;)Vol(P;) + (hm Zg xj)Vol(P;)

8(P) ~>0

:»B/<f+g>
= /f+/g

B B
und mit A\f genauso, also folgt (i) aus dem Korollar.
( ) 0 < S f> < fB

(iii) Sei P = (Py,...,Py) € 2(B), z,y € P;

(f9)(x) = (f9)(v)
= (f(@) = Fy)g(=) + f(y)(9(x) = 9(y))
< sup (f(x) = fFW)llglleo + [[fllco sup (9(z) — g(y))

z,yEP; z,yEP;
= (Supf mff) lgllco + 11 fllco (Supg mfg)
P, P
= S(fg,P)—S(fg,P

< (S(£, ) S(f. P)llgllco + [1fllco(S(g, P) — S(g, P))

(iv) Notation

—1

B 2 R™ v R

v
£

| £]] soll die Funktion B — R : & +— || f(z)|| bezeichnen.

sup ||| —inf[|f[| = sup [[f(z)]] - inf ||f(y)]
P; P; zeP; ver;
= sup ([lF@) = [IFW)ID
z,yeP;
< sup 1f(z) = f(y)ll
z,yeP;

Nebenbemerkung: 3C > 0 : V§ € R™

lel < ¢yl
i=1
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da je zwei Normen auf dem R™ dquivalent sind.

ésgpllfllfi%lfllfll < sup CZ\fz — fily

P; J T yEP i=1

CZ sup | fi(z) — fi(y)|

i=1 T,yEP;

Cz <sup fi —inf f1>

IN

IN

=1 P

= S(IfIIl, P) = SUIfIl.P) < CZ(g(fi, P)—5(fi, P))

= |/l € Z(B)
Beweis der Ungleichung:

k

k
Z (z;)Vol(P))|| < lef(xj)llVol(Pj)

5(P)—>071L'j€ﬁj

=|[4] = [un
B B

(QED)

Mengen:

’ Q Kreis geht nicht

Das heisst, die wir kénnen nur iiber bestimmte Mengen integrieren, die Bedin-
gung #Z(B) # & ist also ungiinstig.

Ziel: Wir wollen f p [ filr beschréinkte Teilmengen B C R™ definieren, deren
Rand 0B eine Nullmenge ist.

Satz 3: Sei B C R™ kompakt, #(B) # &, und A C B eine Nullmenge.

(i) Sei f: B — R beschrinkt und f|p\ 4 stetig
= feZ(B)

(ii) Seien f,g € Z(B) mit f(z) = g(x) Ve € B\ A

:xB/f:B/g
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Beweis: Definiere
M = sup |f(z)|
reB
Sei e > 0.
= Nach Lemma 5 3P = {Py, ..., Py} € &(B), so dass
Y ovol(p) < (%)
_ W= AM
P;NA#2

o Full 1: f(x) =0Vz € B\ A

Z sup f - Vol(P;) < M. =

= S(f.P)
PnAze L M

PR

und genauso
ﬁ(.ﬂ P) > -

Ji-

e Fuall 2: f ist stetig auf B\ A. Definiere

€
4
= fe Z(B)und

K = Fj

P;NA=g

= K ist kompakt und f|x : K — R ist stetig
= f|k ist gleichmissig stetig
= 30y >0:Ve,ye K

€

o=l <Vdo = 1£5) = S0 < po s

Definiere .
Vo= ) Vol(Py)
j=1

Wiihle Q = {Q1, ..., Q;} € P(B) mit 6(Q) < by

=V Vx,yeéj
Iz = yllen < Vndo
= Vi,jmit P,NA=0

sup f— inf f < —
PiNQ, PinQ;
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Es folgt

k L
— ZZ sup f— _inf f) Vol(P; N Q)

nQ; Ping;

( sup f — inf f) Vol(P; N Q)

P.nA ;ﬁzJ=1 Iz
L
+ Z Z(sup f— _inf )VO](PZ'OQ]')
Pina=g i=L \PiAQ;  FinQ;
Y4
<)) 2MVol(PinQy)
PnA#£z j=1
+ 0y Z—VolPﬂQj)
PinA=wp j=1
< ) —
< _Z 2MV01(P,)+_Z 5y Vol(P)
P.NA#D P,NA=9o
(*)
< oM.t —ZVOI

= ¢
(QED)

Definition 1: Eine Teilmenge B C R™ heisst (Jordan-)messbar, wenn ihr
Rand 9B eine (Jordan’sche) Nullmenge ist.

Definition 2: Sei B C R™. Die Funktion 15 : R™ — R, die definiert ist durch

o = {3155

heisst charakteristische Funktion von B.

Definition 3: Sei f : R® — R™ eine Funktion, die ausserhalb einer beschrank-
ten Teilmenge B C R™ verschwindet, das heisst f(z) = 0 Vo € R™ \ B. Eine
solche Funktion f nennen wir Riemann-integrierbar, wenn die Restriktion von
f auf jeden abgeschlossenen Quader Q C R™ mit B C () Riemann-integrierbar

ist.
o
Diese Bedingung ist unabhéngig von der Wahl von Q.

Bemerkungen:

1) Sei B C R™ messbar, x € R*\ 0B

N

= 1p : R” — R ist stetig an der Stelle x
= Nach Satz 3 ist 1p Riemann-integrierbar.
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2)

Sei Q C R™ ein abgeschlossener Quader, B C @ messbar und f € Z(Q)
= Nach Satz 2 ist die Funktion 15 - f : @ — R Riemann-integrierbar,

wobei
- f(z) = {g(x) i;g

‘Wir nennen die Zahl

B/f - !f(x)dxl...dxn - /1Bf(x)dx1...da:n _. /1Bf

Q Q

Sei B C R™ beschrankt und messbar. Wir definieren das n-dimensionale
Volumen (bzw. das Jordan’sche Mass) durch

w(B) = Vol,(B) = /1 - /1B

B Q

Sei @@ C R™ ein abgeschlossener Quader
= 0Q ist eine Nullmenge
= () ist messbar (nach Definition) und

WQ) = / 1M ol (Q)
Q

wobei hier Vol,, das Volumen von vorher bezeichnet (nicht das Jordan’sche
Mass).

Seien @1, ..., Q¢ abgeschlossene Quader in R™ und B := @ U ... U Qy

£
= 0B c | Jog;

Jj=1

und B ist damit messbar.

Jedes solche B nennen wir ein Quadergebdude.
Ubung: B C R™ ist ein Quadergebiiude < 2(B) # @.

Beispiel: Definiere

B = {z=(21,...,2n) ER" | |25] <1, z; € QVi}
= OB = [~1,1]" = B ist keine Nullmenge, das heisst B ist nicht messbar.

Seien A, B C R™ beschréinkte, messbare Mengen
= AUB, AN B, A\ B sind messbar.

Beweis: 9(AUB) C 9AU OB, (AN B) C 9AUIB, d(A\ B) C 0AUIB

)
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Sei z € (AN B)

= Jdzx, € ANB mit x, — z und Jy, € AN B mit y, — x

= Vv ist entweder y, & A oder y, ¢ B

= 0.B.d.A. (Teilfolge) ist entweder y, ¢ A Vv oder y, & B Vv
= Entweder ist x € JA oder z € 0B.

8) Zwei Teilmengen A, B C R™ nennen wir fast disjunkt, wenn A N B eine
Nullmenge ist.

9) Seien A, B C R™ messbar, beschriankt und fast disjunkt, AU B C @ und
feZQ)

:»/f=A/f+B/f

AUB

Beweis: 1au +1ang =14 + 15

:>/1AU3f+/1Aan = /1Af+/f3f
2 Q

Q Q
—_——
=0

10) Seien A, B C R™ beschrénkt und messbar

8) AC B = u(A) < u(B)
b) w(AU B)+ u(AN B) = u(A) + u(B)
¢) A, B fast disjunkt

= uwAUB) = p(A)+ u(B)

Satz 4: Sei B C R"™ beschrankt.
Aquivalent sind:

(i) B ist messbar
(ii) 1p : R™ — R ist integrierbar (iiber jedem Quader der B enthiilt)

(iii) Ve > 03Quadergebéude By, By C R™, so dass By C B C By und

1(B1) = u(Bo) < ¢

L—)

Bemerkung: In (iii) kénnen wir die Quadergebéude By, By so wihlen, dass
alle Ecken der Quader Vektoren der Form

e = (P ke ke
- om’ 9gm’ " 9m
sind mit m € N, k; € Z.
Korollar 1: B ist eine Nullmenge < B ist messbar und p(B) =0

Beweis:

e “=7: Nach Satz 3 ist 15 Riemann-integrierbar und [15 =0
= B ist messbar und pu(B) = [15 =0

e “«<": Ubung (QED)
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Korollar 2: Sei Q C R™ ein abgeschlossener Quader, f : Q — [0, oo] Riemann-
integrierbar und definiere

B = {(z,9)|2€Q,0<y< f(x)} R
= B ist messbar in R**! und
[
Q

Beweis: Sei P ={Py,..., P} € Z(Q) und definiere

By = U{ ) |2 € P, 0 <y <inf f}

J

B,

k
U my|xePJ,O<y<supf}
P P,

= By C B C By und
,Ufn+1(BO) = ﬁ(fvp) ,U/n+1(B1) = g(f7p)
(QED)

Beweis von Satz 4:
e “(i) = (ii)”: Folgt unmittelbar aus Satz 3

e “(ii) = (iii)”: Sei Q C R™ ein abgeschlossener Quader mit B C @ (und
Ecken in Z™) und sei € > 0.

(l:i>) 3 Partition P = {Py,..., P} € Z(Q), so dass
§(137P) —§(137P) <e
(0.B.d.A. seien die Ecken der P;’s in 27™Z")

Es gilt o
0 Pj cB
SllplB—illle = 0 FJQBZQ
P P; 1 sonst
Definiere
Jo = {je{l,...k}|P; C B}
J1 = {36{17,k}|ijB7é@}

(es gilt Jo C Jy und Jy \ Jp entspricht genau dem “sonst” von oben)
Definiere weiter die Quadergebiude

BO = U Fj Bl = U Fj
Jj€Jo JjEJ1
= By C B C By und

= p(Br) = u(Bo) = Y Vol(Py) = ) Vol(F))

JEJ j€Jo

= > Vol(P)

jGJl\Jg

= Z Vol(P. (sup 1p —inf 13)
P

]€J1\J0 J J

= ZVOI (suplB—lnng)
=1

] J

= S(,P)-5(f.P)
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e “(iii) = (i)”: Wir miissen zeigen, dass 0B eine Nullmenge ist.

Sei e > 0.
= 3 Quadergebiude By, By C R"™ mit By C B C By und

w(B1) —p(Bo) < e

Definiere
By = {x€R"|3e>0mit Be(z) C By} = By\9By
(= dem Inneren, da By abgeschlossen ist)

— A := By \ Bj ist abgeschlossen

— A ist messbar und mit Bemerkung 7 gilt

0A C 0ByU OB,

— AUBy = B,
— AN By ist eine Nullmenge (= 0By)
— Nach Bemerkung 10 gilt

1(A) + p(Bo) = p(B1)

=u(ld)<e
—0BCA,dadB=B\B°CB;\Bj=4
= 0B C Aund
p(A) = /1A < €
Q
=3P ={P,..., P} € 2(Q) mit S(14,P) <¢
Definiere

J = {je{l,.. ,k} |Fj NIB # o}
= Die Obersumme lasst sich schreiben als

k
e > S(1a,P) = ZsllplA-Vol(Pj)
j=1 P;j

= > V(P

P;NA#£g

> > Vol(Py)

jeJ

Fiir j € J wéhlen wir einen offenen Quader W; C R™, so dass Fj cWw;
und
Vol(W;) < 2Vol(P;)

Dann wissen wir, dass

aBCUFjCUWj

jeJ jeJ
und
> oVol(W;) < 23 Vol(P) < 2
Jj=J JjedJ
= 0B ist eine Nullmenge. (QED)
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Satz 5:

i) Sei U C R" offen, f : U — R™ eine C'-Abbildung und A C U eine
kompakte Nullmenge.
= f(A) ist eine Nullmenge.

ii) Sei V C R? offen, g : V — R™ eine C'-Abbildung, B C V kompakt und
d<mn
= ¢(B) ist eine Nullmenge

Beweis:

ii) Folgt aus (i): Definiere U := V x R % ¢ R™ und
(ii) Folg

flxy,nxy) = g(x1,...,2q)
A := B x {0} ist eine Nullmenge
g f(A4) = g(B) C R™ ist eine Nullmenge.

(i) 1) Nach Satz 9, Kapitel 11 ist f|4 Lipschitz-stetig
=3Jc>0:Vx,yec A

1f(z) = fWll < clle—yl

wobei wir hier || - || als Euklidische Norm in R™ auffassen.
2) Ein abgeschlossener Wiirfel ist ein Quader der Form
Q = la1,a1+ 8] X [ag, a2 + 8] X ... X [an,an + 9]

wobei s die Seitenliéinge des Wiirfels @ ist.

3) Seie > 0. Nach Lemma 5 gibt es endlich viele abgeschlossene Wiirfel
Ql, ceey Q[ mit

4
acles Vo))< m

Notation: s; := Seitenldnge von Q); und es gilt

Vol(Q;) = s}

4) Vz,y € Q; gilt
le—yl < Vns;

ng,yGQjﬂAgilt

1f(@) = fll < cllz—yll < evns;

RN

= Vj Joffener (achsenparalleler) Wiirfel W; C R™ mit Seitenlédnge
t; = 3cy/n s, so dass

f(Q;NA)CW;
Es folgt

14 4
fa) = Urane) cUw;

j=1 j=1
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und fiir das Valumen der Vereinigung gilt

4 l
> Vol(wy) = > tr
j=1 j=1
4
= > (Bevn)"s]
V4
= (Beym)" Y Vol(@;)
j=1
< €

(QED)

Beispiel 1: S" := {z e R"*"! | ||z]| = 1}

S™ ist eine n+1-dimensionale Nullmenge und fiir B"*! := {z € R"*! | ||z|| < 1}
gilt

oBrtt = g
das heisst, B*t! ist messbar.

Beispiel 2: Sei f: R — R"~? eine C'-Abbildung, wobei d < n und K C R?

kompakt.

Die Menge A := {(z,y) € R x R*? |z € K,y = f(z)} ist eine Nullmenge.

Beispiel 3: Jede kompakte Untermannigfaltigkeit M C R™ mit dimM < n
ist eine Nullmenge.

Beweis:

UNM=p Y (pU)NRY x0),d<n
Sab

= Vx € M 3U, C R" offen, so dass M N U, eine Nullmenge ist. Es gilt
Mc | U
xeM
= dzq,...,xny € M, so dass
N
Mc | U,
i=1
Es folgt
N
M = U, nM)
i—_

Nullmenge

= M ist eine Nullmenge.
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Beispiel 4: Sei f : R® — [0,00) eine C''-Abbildung und “eigentlich”, das
heisst, wenn wir eine Folge xz, € R™ mit f(z,) — ¢ haben, dann hat z, eine
konvergente Teilfolge

= f~1(c) und f71([0,c]) sind kompakte Teilmengen von R™.

Sei nun noch ¢ € R ein regulédrer Wert von f
= Aus dem impliziten Funktionensatz folgt, dass M := f~1(c) eine (n — 1)-
dimensionale C!-Untermannigfaltigkeit von R" ist.

Definiere die kompakte Menge

B = {zeR"[f(z)<c} = f7([0,d])

-

OB={xeR"| f(x)=c}=f"1c)=M
P03 9B ist eine Nullmenge
= B ist messbar.

15.3 Zerlegungen

IS

Definition: Sei B C R™ kompakt und messbar. Eine Zerlegung von B ist eine
endliche Menge Z = {Bjy, ..., By} von kompakten, messbaren Teilmengen von

B, so dass
k
B = JB

i=1

und B; N B; eine Nullmenge ist Vi # j.
Der Durchmesser (diameter) ist definiert durch

diam(B;) := sup |z —vy]

R’VL
z,yEB;
und die Feinheit
0(Z) = max diam(B;)
J=1,0k
und
Z(B) := {Menge aller Zerlegungen von B}

Lemma 7: Sei B kompakt und messbar und f : B — R" Riemann-integrier-
bar (das heisst, die erweiterte Funktion f : R™ — R™ mit f(z) =0 Vx € R"\ B
ist iiber jedem Quader integrierbar).

=VZ = {Bl, ,Bk} € g(B) Vx; € B;

k
> fou(B) ~ [ 1] < 3 diam(f(B)u(E)
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Beweis: Nach Bemerkung 9 ist

wB) = S u(B)

Definiere ¢; := f(z;) € R™

g
=
&8
i
=

I

—

&,’

Il
]
—
S
=
Sy
I
—
&ﬁ
~

k=1||5.
Sa2 k
< Z/”Cz — f(2)| d=zy...dz,,
ZZlBi
k
< > swp lles — f(@) e p(By)
i—1 2€B:
<diamf(B;)
k
< D" diam(f(B:)u(By)
i—1
(QED)
Bemerkung: Der Ausdruck
k
Y Fu(B)
i=1

mit Z = {By,...,By} € Z(B) und z; € B; heisst (verallgemeinerte) Rie-
mann’sche Summe von f.

Satz 6: Sei B C R" kompakt und messbar und f : B — R™ stetig.
Dann gilt Ve > 0309 > 0:VZ = {By, ..., By} € Z(B)

k

chZe);(so } = Zf(xi)M(Bi)*/f <e

i=1
Beweis: f: B — R™ ist gleichméssig stetig, da f stetig und B kompakt ist
=36 >0:Va,y e B

3
2u(B)

[z —yll <do = [f(z) = fll <

Sei Z ={B,...,Br} € Z(B) mit §(Z) < dg
= diam(B;) < 0y Vi
= Vi

diam(f(B;)) < 551(B)
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Es folgt
k k
S fns) - [ 1] <Y diam(F(B)u(E)
i=1 i=1
B .
< 2 3u(B) n(B;)
k
€
= 2u(B) ;M(Bz)
€
)
< €

(QED)

Bemerkung: Sei B C R” kompakt und messbar. Eine Funktion f : B — R™
ist Riemann-integrierbar, genau dann wenn die durch f(x) := 0 fiir x € R™ \ B
erweiterte Funktion iiber jeden Quader integrierbar ist und wir schreiben

Z(B,R™) = {Riemann-integrierbare Funktionen f: B — R™}

Satz 7: Sei B C R™ kompakt und messbar, f, € Z(B,R™), v =1,2,3,... und
f: B — R™ eine Funktion, wobei f, gleichmiissig gegen f konvergiere.

= f € Z(B,R™) und
[ = jm [5
B

B

Beweis: 0.B.d.A sei B = Q@ ein abgeschlossener Quader, das heisst (B) # &
und 0.B.d.A. sei m =1. Seie >0

= Jdv € N, so dass
€

sup If(x) = fu(z)] < 3Vol(Q)

= Da f, € Z(Q) 3P = {P1,..., P} € Z(Q), so dass
g(pr) _ﬁ(fuap) <

Wl ™

= S(f,P)

z": sup f - Vol(F)

i=1 P

Y €
= S(f,.P)+ %
genauso
S(F.P) = S(f.P) -3

=S P) = S(,P) < (0 P) = S(f )t 5 e

IA
)

Also ist f Riemann-integrierbar und

[r-[a] = [i-4l
Q Q

Q
< supf(z) = fu(@)] - Vol(Q)
T€EQ
v



15 Mehrfache Integrale 20.06.2005

Satz 8 (Fubini): Seien A C R? und B C R? abgeschlossene Quader und
f:Ax B — R™ eine Funktion.
Fiir x € A definieren wir f, : B — R durch

fz(y) = flz,y) yeB

Annahme 1: f € Z(A x B,R™)
Annahme 2: f, € Z(B,R™)Vr € A

Definiere F' : A — R™ durch

B
= F e Z(A,R™) und
/F(x) dzy..dz, = / f(z,y)day...dzydy; ...dy, (%)
A AxB
Notation:

[rwa = [f = [rwdn.dy
B B

Wir schreiben fiir (x) also

/f(l‘,y)dwdy = /( f(a:,y)dy) dzx
B

AxB A

Beweis: Behauptung: Ve > 0 3P € Z(A), so dass

/f—s < S(FP) < S(FP) < /f+e

AxB AxB
Es folgt:
f > wfS(FP) > swpS(FP) > / f
AxB P P
AxB
=supS(F,P) = irFl)fg(F,P) = /f
F AxB
= Satz 8.

Beweis der Behauptung: € > 0 ist gegeben.
Nach Satz 1 360 > 0: VR € #(A x B)

5(R> <d = g(f7R>_§(f’R) <e

Wiéhle P ={Py,..., P} € Z(A) und Q = {Q1, ..., Q¢} € P (B), so dass §(P) <
0o und 5(@) < dp.

B

P; x Q)
Qj —
A
P
Definiere
PXQ = {Pz XQj "L: 1,...,k,j:17...7€}
Dann gilt
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L. PxQe P(AxB),daP;xQ;=P; xQ;
5(P x Q) < b, da
6(P; x Q) = max{d(F),0(Q;)}

3. Volpg(P; x Q) = Vol (P;)Volg(Q;)

Ausserdem

S(f,Q) < F(z) < S(fa,Q)
wobei

- Voly (@)

4
S(f2, @ }:

inf f
1 Q;

IN

ét/f—e S(f,P x Q)

AxB
= ZZ inf f-Vol,(P;)Voly(Q;)
=1 j= 1P XQ

14

k
ZVolp(Pi) inf Z inf f(z,y) - Volg(Q;)
i=1 j

zEP; =1 YEQR;

IN

k
> inf F- Vol, (P;)
i=1 P
= S(F,P)

IN

(QED)

Beispiel 1: f:[0,1] x [0,1] = R

0 fallsx >0
flz,y) = 0 fallsx=0,y¢Q
1 fallsz=0,y€Q
Y
1
0 1 X

f ist integrierbar. f, ist integrierbar fiir > 0, nicht aber integrierbar fiir x = 0.

— Wir brauchen also beide Voraussetzungen im Satz.

Beispiel 2: Seien A C RP, B C R? abgeschlossene Quader und g : A — R,
h : B — R Riemann-integrierbar.
Sei f: Ax B — R gegeben durch

f(z,y) = g(@)h(y)

Lol

AxB

= feZ(AxB)und

— Spezialfall vom Satz von Fubini!
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Beweis: Definiere f1, fo : A x B — R durch

hlay) = g(@)  faolzy) = hly)
Ubung: f1, fa € Z(A x B) (Zerlegungen)

= f = fifa € Z(A x B) erfiillt die Voraussetzung von Satz 8

= [1r-] B/f(m,y>dy du

AxB A
= A/ B/g(x)h(y)dy dz

A/Q(I) /h(y)dy da

! g(x) de ! h(y) dy

(QED)

Beispiel 3:  Sein = p+¢q und seien A C RP, B C R? messbar und beschrinkt.
= A x B CR" =RP x R? ist messbar (und beschrénkt) und

pn(A X B) = pp(A)pe(B)

Beweis: Seien A’ C RP, B’ C RY abgeschlossene Quader mit A € A’, B C B'.
Seien g:=14: A’ - R, h:= 15 : B — R Riemann-integrierbar.
Definiere f : A’ x B’ — R durch f(z,y) = g(z)h(y)

:>f:1A><B

ist Riemann-integrierbar nach Beispiel 2.
= A x B ist messbar und

in(Ax B) = /leB
A’ x B’

4 (A/ La (B/ 1p
= pp(A)pge(B)
(QED)

Beispiel 4: Nach Fubini konnen wir die Reihenfolge der Integration vertau-
schen.

Wir koénnen nun mit Hilfe von Fubini beweisen, dass wir die Reihenfolge der

zweiten Ableitungen vertauschen kénnen:
Sei f: R x R — R stetig. Definiere F, G : R? — R durch

F(x,y) = /f(:v,n)dn
0

G(z,y) f(&y)dg

li
o
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= Nach Kapitel 11, Satz 6 sind F, Q stetig.

Nach Fubini gilt
xz [y
[ [ eman) as

x

0 0
/y [ remac| an
0 0

x

/F@wmf

0

= /G@mmn
0
= h(z,y)
= Die partiellen Ableitungen
oh
b - F
5 (&Y (z,y)
oh

a_y(m>y) = G(‘Tvy)

existieren iiberall und sind stetig, also ist h € C*.

Die Partiellen Ableitungen %—I;, % existieren iiberall und sind stetig

82h_8£_f_%_82h
oxdy Oy Oz Oyoz

Beispiel 5:

Y B
1
0 1 X
B={(s,t)eR?|0<s<t<1}
Behauptung:
1/t
/f = / /f(&t)ds dt
B 0 \o
1 /1
= / /f(&t)dt ds
0 s

Beweis: Satz 8 fiir

g:[0,1] x[0,1] = R : g(s,t):= { g(s,t) Ezzg zg
Allgemein:
RY
B
lerp

T

Korollar: Seien P C RP, Q C R? abgeschlossene Quader, B C P x @ und
f:B—R™
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Annahme 1: B ist messbar und f € Z(B,R™).
Fiir x € P definieren wir B, := {y € Q | (z,y) € B} und

fz: By = R™ fL(y) = f(x,y)

Annahme 2: Fiir jedes € P ist B, messbar und f, € #Z(B,,R™).
Definiere F': P — R™ durch F(2) := [; fu

= F € #Z(P) und
-

! f(o,y) dudy = Z (E/ f(zy)dy | do

Beweis: Wir setzen f auf P x @ durch f(z,y) := 0 fir (z,y) € PxQ\ B
fort. (QED)

das heisst

15.4 Transformationsformel

Lemma 8: Sei B C R™ messbar und beschriankt, & € R"*™ ¢ € R™ und
®B+c = {Pr+c|zec B}

= ®B + c ist messbar und

w(@®B+c¢) = |det®|- pu(B)

Beweis:

o Schritt 1: Betrachte ® =1
= uB+c) = u(B)

Beweis in Stichworten: Fir Quader gilt

:>/f(x)dx = /f(x—c)da:
Q

Q+c
Hier gilt f =15
= lg(x—c) = lpic(x)

e Schritt 2: Von jetzt an setzen wir ¢ = 0. Betrachte det ® = 0.
= OB ist eine Nullmenge.

Beweis:

Setze V := im® = {®x | x € R™}. V ist ein linearer Unterraum von R™
mit
dimV =: d<n

da det ® = 0. Wihle eine Basis e, ...,eq von V. Definiere
d
g:RESV g\ = Z)\iei
i=1

g ist linear und bijektiv, ®B C V und A := ¢~}(®B) c R?
Ségl Q(Z) ist eine Nullmenge

= ®B = g(A) C g(A) ist eine Nullmenge.
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e Schritt 3: Betrachte ® = s1, p > 0
p(sB) = s"u(B)
Bewets:

— Fall 1: B ist ein Quader, das heisst
B =Q = []la:.bi

Es gilt

n

sQ = [[lsansb] = u(sQ) = [[s(bi —ar) = "u(@)

i=1 =1

Fall 2: B ist beliebig. Sei € > 0.

g JdQuadergebiude By, By C R™ mit By C B C By und

w(B1) — pu(Bo) < €
Da P (By) # @ und P (B;) # & gilt nach dem 1. Fall
w(sB;) = s"u(B;) 1=0,1
Es gilt sBy C sB C sB; und
S"u(Bo) = p(sBo) < p(sB) < p(sBy) = s"u(By)
= u(sBy1) — u(sBy) < s"e
2! sB ist Messbar und
p(sB) = s"u(B)
o Schritt 4: V& € R™™ JIN(P) > 0 mit
W(@B) = A@)u(B)

fiir jede messbare Teilmenge B C R™ (insbesondere ist ® B messbar, wenn
immer B messbar ist).

Beweis: Sei ® € R"*" gegeben. Wihle den Einheitswiirfel
Wo = 01" A = (W)
1. Sei W irgendein Wiirfel, dann gilt
w(@W) = Au(W)

Beweis:

W = H[ai,ai—i—s]
i=1
= sWy+a

a = (a1,...,an)
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2. Sei B eine beliebige, messbare Menge.
Sgl JdQuadergebiude By, By C R™ mit Ecken in 27™Z", so dass By C
B C By und
w(B1) — u(Bo) < ¢

By, B besitzen dann Wiirfel-Partitionen

= p(®By) < w(®B) < u(®By)
Ai(Bo) < Au(B) < Au(Bi)
wobel p(®B;) = Au(B;), ¢ =0,1 und
w(®B1) — u(®Bo) < Ae

=Ve>0
W(@B) = Mi(B)| < e

= w(®B) = Au(B)
Warum ist B messbar?
OB ist eine Nullmenge
= Da det ® # 0 ist, ist ® ein Hom6omorphismus

= 0(®B) = ®(9B)

20 O(®B) ist eine Nullmenge

= ®B ist messbar.

e Schritt 5: Die im 4. Schritt definiere Abbildung A : R™*™ — [0,00) hat
folgende Eigenschaften

a) det® =0 = A\(P) =0 (Schritt 2)

b) A(s1) = s™ (Schritt 3)

c) MPT) = A(P)A(T), da

A@V) = p(®(TWo))
= AM®)u(TWo)
A(@)A(T)

o Schritt 6: A\(®) = | det @] V& € R™*™

— Fall 1: ® ist eine Permutationsmatrix, das heisst

Ty To(1) -

of o | = : o {1 nn) 251, n)
T Lo(n)

Wy =Wy = A®) =pu(@®Wy) = 1 = |det®|

— Fall 2: @ ist eine Diagonalmatrix

A1 0
o = A €R
0 An
Es gilt
oWy = [Jlo.x] (Ai>0)
i=1
und damit .
p@Wy) = TJInl = [detal
i=1
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— Fuall 5:
1 A 0
0 1
o = _ AeR
0 1
.’E1+)\{L'2
T2
= oW, = z3 ‘nglgl
Tn
= PxQ

wobei Q C R"~? der Einheitswiirfel ist und

P = {(xl_;/\m)|x1,x2€[0,1]}CR2
2

= MP) = pn(2Wy)
= p2(P) pn—2(Q)
1

= p2(P)
Zu zeigen: pa(P) =1
T2
1 P
A

07 1 A+lmxm
P = {(z,9) €eR?|0<2s<1+10<y<1,0<z—\y<1}

_ {(:E,y)GR20§$§1+)\70§y§1,x;1§y§§}
= {(Ivy)€R21Sx§>\+1,O§yg%}

= AUP

= {(xay)€R2|0§£U§)\+1,0§y§min{1,§}}

Weiter gilt

—1
ANP = {(az,y)ER2|1§x§)\+1,y:x)\ }

AN P st eine Nullmenge

= Nach Korollar 2 von Satz 4 gilt

uw(P) = wB=PUA)—pu(A)
A1 . /\5 e \
-
n(A) = / )\di:/)\d§:2/\0 9
1 0
14 A 1+ \
. r x
w(B) = /mln{l,x} dz = /de—&—/ldx = 1—1—5
0 0 )
A/2 1
uw(P) = uB)—uA) =1
= ANP) =1 | det |
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Aus der linearen Algebra wissen wir, dass sich jede Matrix ® als Produkt
von Elementarmatrizen darstellen lasst (P,D,S), das heisst

P = P1P,..DyN
Nach Schritt 5 gilt
A®) = ANP1)..A(Pn)
= |det ®q|...|det D]
= |det(P..Dy)]
= |det P
(QED)
Lemma 9: Sei U C R" offen mit 0 € U, ¢ : U — R"™ eine C'-Abbildung,
©(0) =0, det(dp(0)) # 0. Definiere
W.=[-s,8]" CU ¢ = dy(0)
Annahme: Yz € W 0
[de(z) — @ < —=——+
Vet
wobei 0 < p < 1.
= (1—=p)PW C (W) C (14 p)2W

] o)
(1-pauy/ /e m c | |asoew

Beweis: (Wie Lemma 3 in Kapitel 13)
Definiere

= ¥(0) =0,dy(0) =1

1. Ve e W
[dp(x) =1 < @7 [ldp(z) — @]
p
< L
= &
Nach Kapitel 11, Satz 8 gilt Vo € W
[¥(@) =zl = [[(—id)(z) — (¥ —id)(0)]
p
< L
< Lol
< ps
=VereW

[i(z)] < @il +ps
~—

<s

(I+p)s

IN

= (W) C (1+p)W
= (W) C (1+ p)dW

2. Seiye (1—p)W
Zu zeigen: Py € (W), das heisst y € y(W).
Definiere f : W — R™ durch
f@) = z4+y—¢()
Gesucht: Ein Fixpunkt von f
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a) f(W) W

lyil + |zs — i(x)]
(1—p)s+ps
S

|fi()]

INIA A

= f(x) e WVz e W
b) f: W — W ist eine Kontraktion

df(@) = 1-de()

LvreWw
<1

P
ldf (@)l < 7

= Nach Kapitel 11, Satz 8 folgt Vz,z’ € W

If(z) = f@) < —L=z—2|

NG
= Nach dem Banachschen Fixpunktsatz 3l € W mit f(z) =«
= () =y
“Und deswegen ist irgendeine Menge Teilmenge irgendeiner anderen Men-
ge” ((1=p)@W C o(W)) (QED)

Lemma 10: Sei U C R" offen, ¢ : U — R” eine C'-Funktion, K C U kompakt
und det(dp(z)) # 0 Vx € K.
=Ve>030>0:VIW =[a; —s,a1+ 8] X ... X [ap, — $,ap, + 8] C K mit s <§
gilt

(W) — | det(dp(@))] - s(W)] < =+ (W)

Beweis: Die Abbildung
K —[0,00) : @ [|dp(z)”}
ist stetig (Kapitel X, Lemma 7 oder Kapitel XIII, Beweis von Lemma 3).

i

= sup ||dp(x) < o0
zeK

sup |det(dp(z))] < oo
reEK

das heisst 3¢ > 0: Ve € K

ldsp(a) "l

< ¢
|det(de(z))| < ¢

Wihle p := ¢/c. Die Abbildung dp : K — R™*" ist gleichmiissig stetig, also
30 > 0:Vx,a € K

le—all <ovin = Jlde(z) - de(a)ll < —=

Sei .

W = H[ai—s,ai—i—s] CK

i=1

mit s < 6.
=VreW

lz—all < Vns < vné
und da W C K

p p
[dp(z) — de(a)]| < < m
Ve = Uale]

328



15 Mehrfache Integrale 23.06.2005

wobei @ := dp(a).

PR (1 p)B(W — a) € p(W) — p(a) C (1+ p)@(W — a)

= (L =p)p(@W —a)) < pleW)—¢(a) < (1+p)pu(@W —a))
| det ®]-u(W) ne (W) | det ®[- (W)

Nach Umformung ergibt sich

—pldet @[ - (W) < pu(p(W)) —|det @[ - p(W) < pldet @ pu(W)

= [u(e(W)) — [det @[ - p(W)| < pldet @] -u(W)
<c
< pc-pu(W)
= e - uW)

(QED)

Satz 9 (Transformationsformel): Sei U C R” offen, ¢ : U — R™ eine
C'-Funktion, A C U eine kompakte, messbare Teilmenge und N C A eine
Nullmenge. Wir nehmen weiter an:

a) @la\n sei injektiv
b) det(dp(x)) #0Ve € A\ N
= B := ¢(A) ist kompakt und messbar und Vf € C°(B,R™) gilt

/ fy)dy = / F(p())| det(dp(x)) | da
B A

(insbesondere ist (f o )| det dp| : A — R™ integrierbar)

Beweis: B ist messbar. A\ (0AU N) ist offen.
= Da |4\ n injektiv und streng monoton ist, ist ¢(A\ (0A U N)) offen und

8B = B\B° C B\@(A\(JAUN)) C @@AUN)
Nullm.

0 9B ist eine Nullmenge.

1. Nach Satz 9 in Kapitel 11 ist |4 Lipschitz-stetig, das heisst 3¢ > 0 :
Vr,r' € A
le(@) =)l < cllz—a'|

2. f ist beschrinkt, das heisst M > 0:Vy € B
Ifwll < M

3.3 >0:Vz e A
|det(dp(x))] < ¢

4. Sei € > 0. nach Satz 4 FQuadergebidude Ag C A\ N mit
WA\N) = u(4y) < e

und allen Ecken in 2792
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Behauptung 1:

/f )ldet(de(z))|dz|| < Mce
\Ao

Behauptung 2: Fir By := ¢(Ap) gilt

/f < 2M(3cy/n)"e

\Bo

Behauptung 3:

[ / og)detyl| < (2+ Mu(A)e

Aus den Behauptungen 1 bis 3 folgt Satz 9.

Beweis von Behauptung 1:

IN

/ f] det dyl / 1] | det(dg)
—~— ——
\Ao A\Ag <M <c

M

A\A,

= A\ Ag)M

= p((A\N)\ Ag) Mc
- 2

<e

IA

Beweis von Behauptung 2: Nach Satz 4 3Quadergebdude

so dass
. A\AO C A
o (A1) < pu(A\ Ag)+e< 2

0.B.d.A. nehmen wir an, dass alle Ecken von P; in 27PZ" liegen und dass alle
P; disjunkte Wiirfel mit Seitenlénge 277 sind.

k
éA\AoCUPZ‘ ZM <2€
i=1
Sei s; die Seitenldnge von P; also u(P;) = s¥
= ||z — 2| < /ns; Vo, 2’ € P,
= |lo(x) — ()] < ey/ns; Vo,x' € PN A
= (P, N A) C P/ ist ein Wiirfel mit Seitenlinge 3cy/ns; = s}

= u(P) = (s)" = Bevn)"s] = (3cv/n)"Vol(F)

k
p(A\ Ag) C | (PN A)
1=1
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k
= u(B\ By) < ZM(P{)

= @evn)" S u(P)

i=1

2e(3cy/n)"

IN

= Behauptung 2.
Beweis von Behauptung 3: Wahle 6 > 0, so dass folgendes gilt:

1) Behauptung von Lemma 10

2) Sei
4 = |J4
j=1
eine Vereinigung aus fast disjunkten Mengen, z; € A; und diam(A4;) < 0,
dann gilt

k

/(f o)l det(dp)] = Y flo(e))) det(do(z;))] - n(A))| < e

i=1
0

3) Sei

eine Vereinigung fast disjunkter Mengen, y; € B;, diam(B;) < cd
¢
= | [ =3 s uBn)| < -
j=1
0

Wiéhle eine Partition ,

A4 = @

j=1
wobei @; abgeschlossene und fast disjunkte Wiirfel mit Seitenléinge t; < 6/y/n
sind. Definiere a; := Mittelpunkt von Q);.
= diam(Q;) < 0 Vj
‘
= /(f o )| det(dp)| = D flw(ay)|det(dp(ay)]- m(@))|| <

j=1

und diam(¢(Q;)) < ¢d, also gilt

L
[ =3 et @) < -
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Bj:=¢(Q;)  y; = pl(ay)

Ausserdem gilt

¢ ‘
Zf(%o(aj)) Zf p(az))| det(dp(a;))|n(Q;)
j=1 g=l1 R™
< lef DI - 11(p(Q;)) — [ det(dep(ag))] - u(@;)]
<M <eu(Qj)
¢
< MaZM(Qj)
= Mp(Ao)e
< Mu(A)e
= Behauptung 3 (QED)
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16 Integrale iiber Untermannigfaltigkeiten

16.1 Graphen
Sei I = [a,b], v: I — R" stetig.

v(t1)
v(to)
Frage: Wie lang ist 7
Erinnern wir uns an die Menge

P() = Menge der Partitionen P = {tg,t1,...,tn} von I,
o a=tyg<t1 <ta<..<tn=0b

Definiere N
L(v,P) = Z [v(t:) — v (ti-1)l|
i=1
Definition: Die Linge von -y ist definiert durch

L(y) = sup L(y,P)
pPe(I)

Ist L(7y) < co?

Beispiel: v : [0,1] — R?

”ﬁ A A A

Der Limes L(vy) = 0.

Definition: FEine stetige Funktion v : [a,b] — R™ heisst rektifizierbar, wenn
L(v) < oo.

Lemma 1: Seiv: I = [a,b] — R" eine C'-Abbildung
= 7 ist rektifizierbar und

b
L(y) = / ()]t

Beweis:
ti ti
L P) < (k) —v(tin)] = / S dt]| < / 146t
i—1 ti—1
Seie>0.30 >0:Vs,tel

3
b—

ls—t[<d = [7(s) =@ <

Sei P = {to,tl,...,t]\[} S y([) mit |ti - ti_1| <0 Vi

to t1 to
a b
Lo
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= 1) =&)<
VS,t S [ti—17t’i}
= [ - =D [ G0 -4 as
< bia
= O < = ) =2t + 5

= [l < I - 2]+ St

i—1

b
- / K@Olldt < Ly, P)+e
Also gilt

b
sup L(v,P) = / 14 (6)] e
Pe2(I)

(QED)

16.2 Parallelogramme

Wir haben ein Parallelogramm
b

S 7

a

Fiir den Flicheninhalt A und a,b € R? gilt

A = yJlal2l)? - (.0

Wir wollen diese Formel nun auf R™ verallgemeinern.

Definition: Ein Parallelotop hat die Form

d
P(ay,...,aq) = {Ztiai |0<t; < 1}
i=1

wobei aq, ...,aq € R™. Was ist das d-dimensionale Volumen von P(aq,...,aq)?

Axiomatischer Zugang: Wir suchen eine Funktion

vg : R™" X ... x R" — [0, 00)
—_——
d

mit folgenden Eigenschaften:

(V1) Fir A; € R, a; € R” gilt
d
v, - Aaag) = T vaan, o aa)
i=1

(V2) Scherung: Fiir 7 # j gilt
va(ar, ..., a; + aj, ..., a5, ...,aq) = vq(ai,...,aq)
(V3) Fiir ||a;|| = 1 mit (a;,a;) =0 Vi # j gilt

Ud(ala ey ad) =1
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Lemma 2: Seien d,n € N mit d < n.
Jlvg : (R")? — [0, 00), das die Bedingungen (V1) — (V3) erfiillt und zwar

va(ay,...,aq) = 1/det(ATA)

wobei
A = (a1 CLd)ERnXd

und

ATA = (a0); oy g € R
Bemerkung: AT A ist positiv semidefinit, also ist det(AT A) > 0.
Beweis von Lemma 2: Ubung (QED)

Beispiel:

e d=1:vi(a) = |a

o d=2: va(a,b) = /a2 — (a.b)*

e d=n—1:v,-1(a1,...,an—1) = ||agl|
(€3]
g =G1 X ... X Q1 = ap = (fl)k det(Ag)
a7l

wobei wir in Ay € R®=D*(=1) die k-te Zeile von A weglassen.
ao Laj,i=1,..,n—1,B=(ag A)eR™"

det(B) = det(ATA) = |ao|?
v _ (llaol® 0
BB = ( 0 ATA
(det B)> = det(BTB) = |ao|®det(AT A)

Beispiel: Sei Q C R? ein Quader und A : R — R™ eine lineare Abbildung.

= va(AQ) = y/det(ATA)ua(Q)
Beweis: A= (ai,...,aq), Q@ = Hg‘zl[o, Ail, AQ = P(M\az, ..., Agaq), Vol(Q) =
[T

”Ud(AQ) = vd(>\1a1, ceey )\dad)
H )\z . vd(al, ceey ad)

1a(Q)  A/det(AT A)

16.3 Mannigfaltigkeiten
M C R™ eine d-dimensionale Untermannigfaltigkeit und U C M.
M

g
N
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Definition: U heisst Kartengebiet, wenn es eine offene Teilmenge U’ C R™
und einen C'-Diffeomorphismus ¢ : U’ — ¢(U’) C R"™ gibt, so dass

) U'NM=U
2) p(U' N M) =p(U') N (R x {0})

. f R\IX;U')
d
v

Eine Parametrisierung eines Kartengebietes U C M ist eine bijektive C''-Abbil-
dung 1 : Q — U, wobei Q C R? offen ist, so dass

U/

e 1) ist bijektiv
o dip(z) : R* — R” injektiv Vo € R?
o 1 :U — Q ist stetig

(Insbesondere ist 1 : 8 — U ein Hom6omorphismus)

Lemma 3:
(i) Jedes Kartengebiet U C M besitzt eine Parametrisierung ¢ : Q — U

(i) Falls ¥ : ' — U eine weitere Parametrisierung ist, so gibt es einen C'-
Diffeomorphismus g : Q' — €, so dass

Y = yog
Beweis:

(i) SeiU' CR*", MNU'=U, ¢ : U — p(U’) C R™ Definiere die Parametri-
sierung durch

Q = {(x1,....,2q) €RY| (z1,...,24,0,...,0) € p(U")}
V(x1,enzg) = @ 21, 24,0, ..., 0)
(i) g:=1~toy : Q — Qist ein Homéomorphismus!
Definiere die Abbildung 7 : R® — R? durch
T(Z1y ey Tpy) = (X1,.0yTq)

das heisst "L =710 : U — Q.
=g=mopoy : ¥ — Qist C' und

Yog = o
= dy(g(x))dg(z) = dy’(z) Vo € O

= det(dg(z)) # 0 Vz € &
= ¢ ist ein C1-Diffeomorphismus. (QED)
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Situation: Sei f: M — R eine stetige Funktion und U C M ein Kartengebiet.
Wir wollen nun das Integral

[ sas

U

Idee: Sei 1) : Q — U eine Parametrisierung. Wir machen folgende Annahmen:

definieren.

e 1 lisst sich zu einer Abbildung v : @ — U erweitern.

e Q ist ein abgeschlossener Quader

Sei ’
Q = U Q;
j=1
eine Vereinigung fast disjunkter Mengen (); und
B ¢
U = [Jv@))
i=1
Es gilt
VOld(’(/)(Qj)) ~ V01d<d'(/)(xj)Qj)
- \/det(dw(xj)T¢($j)) - a(Qy)
fir z; € Q;

V4
/ £S5 ~ 37 FWa) Vola((Q)))

3
D Fb(a)y det(d )T A () - pa(Q)

Riemann-Summe

Definition: Das Integral von f diber U ist definiert durch

[ras = [ 1w fae@ve)Tave)de @)
U Q

wobei 1 : @ — U eine Parametrisierung des Kartengebiets U C M ist.

Lemma 4: Die rechte Seite von (x) ist unabhingig von der Wahl der Para-
metrisierung.

Notation: Fiir x € Q) ist

GU(x) = \/det(dy(2)Tdy())
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Beweis: Sei ¢ =1 o g (siche Lemma 3) wobei
g: 2 —Q

ein C'-Diffeomorphismus ist.
= Mit der Kettenregel gilt Vz € Q)

dy'(z) = dip(g(z))dg(z)

/det(dg ()2 det(d(g(x) Ty (g(x))
9% (g(x))| det dg(x)]

I

Q
<

=
8

~—
Il

Qo Q
R13
L [ fwta)gt (@) do
Q
(QED)
Beispiel 1: d=1,¢ =v:[a,b] = U
[ras - /f DIl at
U
Beispiel 2: d=n—-1,h:Q—=R, QCR*!
U = {2eR"|(z1,..,Tn-1) €Q, xp =h(z1,....;0n_1)}

w(xla'-'axn—l) = Ilw- Lp— 1,h($1,...,l’n_1))

/ fds f $(@) VI T [VA@)E dz

Satz 1 (Partition der Eins): Sei K C R" kompakt, {U;}iec; eine endliche
Uberdeckung von K (das heisst U; C R™ ist offen fiir jedes ¢ € I, I ist eine

endliche Menge und K C (J;¢; Us).
= JC*°-Abbildungen p; : R™ — [0, 1], so dass Vx € K

Zm(x) =

iel

und Vi € 1

supp(pi) == {z € R" | pi(z) # 0} C U;
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Beweis: 0.B.d.A.sei I ={1,...,m}

o Schritt 1: 3V;,W; C R™ offen, s € I, sodass W; Cc V;, V; Cc U;, K C
UieI Wi.

Beweis: 36 > 0 : Vo € K Ji:
B55($) cUy;

(siehe Kapitel 15, Beweis von Lemma 5, Behauptung 1)

Definiere
Vi = {I cR" ‘ B(;(I) C Ui}
W, = {x e R" ‘ ng(ﬂ?) C Ul}
Definiere weiter
Vo = {zeR"|Bs(x)NK =g}
Wy = {CL‘ e R" | ng(x) NK = @}

es folgt
WO W U W, = R"
1=0

e Schritt 2: Jstetige Funktionen o; : R® — R, i =0, ...,m, so dass o;(z) > 0
Vo € Wi, CTZ(JZ) =0Vz ¢ W;

Beweis: Definiere
) —  inf _
oi(e) = mf o -y

Wenn z € W; folgt o;(x) > 0 (sonst JFolge vy, & Wi, ||z — v, || — 0, dann
gilt y, — x, also x ¢ W;).
o; ist stetig, da

loi(x) —oi(2)| < o —2|

e Schritt 3: 3C°-Abbildung 7; : R” — R, so dass 7;(x) > 0 Vo € W,
7i(z) > 0 Vo € R™ und 7;(z) = 0 Va &€ V;.

Beweis: Definiere ¢ : R™ — [0, 00) durch

1
o e -l=I” z| <1
X =
#lz) {o 2l > 1

 ist eine C*°-Abbildung. Definiere auch
1 T
es@) = 50 (3)
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Es gilt ws(z) > 0, wenn ||z|| < § und ¢s(z) = 0, wenn |z|| > 6. Nun
definiere

(@) = psroiz) = / os(z — y)oi(y) dy

= 7; ist C°° und es gilt

zeW, = og(x)>0 = ps(x—y)oi(y) >0firy~=z
= 7i(z) >0

ausserdem

2 €V, = Bjlx)nW, =2 = ¢sz—y)oi(y) =0vy eR"

e Aus Schritt 3 folgt Va € R™

Y 7i(x) > 0
i=0
_ 7i(z)
pz(x) ZZO 7 (JC)
= Vr e R"” .
Do) = 1
i=0

suppp; = suppr; C V; VoNnK = @
=po(z) =0V e K

ﬁZpi(x) =1 VeeK
i=1

(QED)

Definition: Sei M C R" eine d-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R".

U;
Ul
cM

{U/}ier sei eine offene, endliche Uberdeckung von M, so dass U; := U/ N M ein
Kartengebiet ist fiir jedes ¢ € I. Sei p; : R" — [0,1], i € I eine Partition der
Eins, wie in Satz 1. Sei f : M — R stetig.

Das Integral von f diber M ist definiert durch

des = Z/pide

el U;

Satz 2: Das Integral von f iiber M ist unabhiingig von der Wahl der Uberde-
ckung durch Kartengebiete und der Partition der Eins.
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Beweis: Sei {V}};c; eine beliebige andere Uberdeckung von M durch Kar-
tengebiete, 7; : M — [0, 1] eine zugehorige Partition der Eins.

:»Z/ijds = Z/(Zm) 7 fdS

i€y, ey, \iel

= > / pitifdS

i€l jeTy Ay,

- > /o <ZTj>de

iel g ieJ
= > [mfas
i€l U;

(QED)

Definition: Sei M C R" eine d-dimensionale Untermannigfaltigkeit.

N C M heisst d-dimensionale Nullmenge, wenn fiir jede C!'-Parametrisierung
¥ : Q0 — U eines Kartengebietes U C M die Menge v 1 (UNN) C Q C R? eine
Nullmenge im R? ist.

Bemerkung: Sei ¢ : Q2 — U C M eine Parametrisierung eines Kartengebie-
tes, N := M \ U sei eine Nullmenge

:A[de:U/de

Beweis: Sei {U,}icr eine Uberdeckung durch Kartengebiete und p; : M —
[0, 1] eine Partition der Eins.

> [mras = 3 [ wras

iEIU,i ieIUi\N
- /de . / fds
M U=M\N
(QED)
Beispiel 3: Polarkoorinaten
M, = SPTU = {zeR"||a] =}
U, := {x€M7.|$2=0:>$1>0}CM7«
Q = {PeR[|B] <m0l <, i>2)

Wy : Q — U, sei ein C'-Diffeomorphismus und

cos By cosbs...cosb,,_1
sin 61 cos fs... cos0,,_1

Ve (0) = 1 sin @5 cos 0s... cos 0,,_1
sin 0,1
g (0) = \/det(dy, (6)T i, (9))
= " g(0)
g(0) = cosfycos?b3...cos" 20, _,

341



16 Integrale iiber Untermannigfaltigkeiten 29.06.2005

Beachte: 1 : R x Q@ — R"™, wobei R x  C R"™, sei durch
Y(r,0) = .(0)

definiert. Dann gilt
[ det dp(r,0)] = r""'g(0)

und damit

1 f:8 1 SR

/de = /de

spt Ur

_ et / F(rz) dS(z)

Sn—1
da M, \ U, eine (n — 1)-dimensionale Nullmenge ist.

2. I =ab], AI) ={z € R" | ||z|| € I}, ¢ : I x Q — A(I) sei ein C'-
diffeomorphismus und f: A(I) — R sei stetig.

Kapl5

= / flz)de %22 / F((r,0)) | det dep(r, 0)| drdf;...d6,_,
~—_———
A(I) IxXQ rn=1g(0)

- / ( / F(60(6))9(0) de) dr
a Q

b

_ / pnt / f(rz) dS(z) dr
a gn-1

Zusammenfassung:

b

flz)de = //de

{a<||z||<b} a gn—t
b

= /r"lsll flrz)dS(z)dr

a

Beispiel 4:  f(z) = h(||z]), h: [0,00) — R ist stetig

N / h(lzl) dz = /br"_lh(r) /1dS dr

{a<||z||<b} Sn-t

———
Vol —1(Sn~1)

Mit w,, := Vol,,_1(S"~1) gilt

hllel)de = wn

{a<||=||<b}

r”_lh(r) dr

Se— .
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Beispiel 5: h(r)=1,a=0,b=1, B" :={z e R" | ||z|]| < 1}

= u,(B") = /1dx

Bn

0
w
Vol,(B™") = ==
ol(BY) = @
Beispiel 6: h(r) =e™"
1.
/6_‘|x|‘2d$1---d$n = wn [P dr
R 0
= % rn=2e="* 9 drr
0
t=r? w <
dt:%rdr “n tgfleft dt
2
0
- ﬂp(ﬁ)
2 2
2.
el g = e_x%e_””;..e_midxl...dxn
R7Z R"L
00 n
= /eﬂ”2 dx
3.
. 2
/671’2 dzx = e 1217 doydasy
— 00 R2
w2
= —TIQ1
2 1)
= 7
ﬁ/e*”‘”” de = 7"/?
Rﬂ,
27.rn/2
=w, = —
I (3)
Nez+1) = 2l(x)
1
r _) BN
2
=Tk) = (k-1)
27k
w = —
2k (k—1)!
2k+1ﬂ.k
Wok+1

1-3-5-...-(2k—1)
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Beispiel 7: Ein Rotationskérper

M =
[+ la,b] = (0,
Behauptung:

F =

{(=,
o) sei Ct. Sei F' der Flicheninhalt.

y,2) | a<z<b a?+y* = f(z)%}

V012 (M)

~ [1as

M
b

Lo [ VI TGP

Beweis: Betrachte h : {(y, 2)

h(y, 2)
M+

nach Beispiel 2.
oh

dy  JIGE-—p 0=

=1+

= arcsin(t)| L

la<z<b, lyl < f(2)} =R
= Vf()?-y?

= {(x,y,z)eM\sz}
= {(z,9,2) |z =h(y,2)}

/1dS

M+
b f(2)

| [ ViFIvRw P aya

a —f(2)

—y o F&FE)

f)2A+ f(2)?
f(z)? —y?

/ 1+f’;)

VA =

dydz
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16.4 Der Satz von Gauss

Sei 2 C R™ offen und beschrinkt mit einem “glatten Rand” und 0f sei eine
(n — 1)-dimensionale C'-Untermannigfaltigkeit. 7,00 C R™ hat dim = n — 1.
Definiere v : Q) — R"™ durch

o v(z) L T,00
o v(@)] =1
o v(x) zeigt “nach aussen”, das heisst z + tv(x) ¢ 2 fir ¢ > 0 hinreichend

klein. Zum Beispiel sei h : R™ — [0,00) eine eigentliche C'-Funktion,

h(z)) beschrinkt.
= x} hat eine konvergente Teilfolge. Sei ¢ > 0 ein regulédrer wert von h

und definiere

Q = {zeR"|h(x)<c}
0 = {zeR"|h(z)=c}
h™(c)
~ Vh(z)
N 6]
Satz 3 (Divergenz-Satz von Gauss): Seien Q@ C R" und v : 9Q — R" wie
oben, f : R" — R" ein C'-Vektorfeld und divf := 7, 5L :R" - R,
:>/divf = /(f,u) ds
Q o0

Beweis:

e Zum Aufwirmen betrachten wir den Fall f = 0 in einer Umgebung von 0.
0.B.d.A. sei K C ) eine Kompakte Untermenge und f(z) =0 Ve € R\ K

QC[-R,RP"

/divf = / divf = 0

Q [-R,R]"

R

0

a_ji(xlax27...7xn)dxl = fl(R71'2’”_,xn)—fl(—R,fﬁQ,~~~7xn) =0
—-R

e Sei xg € ON.
= Da 09 eine Untermannigfaltigkeit ist 3U C R™ offen, zq € U, 3C*-

Diffeomorphismus ¢ : U — ¢(U) C R, so dass

p(UNOQ) = oU)n (R x{0})
= {yeplU) |y, =0}
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— 0.B.d.A.
e(UNQ) = {yee)|y. <0}

— Da dy(xo) € R™*™ nicht entartet ist Ji € {1,...,n}, so dass

On
Bxi

0.B.d.A. sei i = n und damit

(z0) #0

Dn
%(m) > 0

(Falls nétig, kénnen wir z; und z,, vertauschen und das Vorzeichen
von ,, anschliessend &#ndern)

Wir wissen @, (2g) = 0 und

Opn,
> 0
oxy, (o)
Notation:
z = (x1,...,x,) €R"
¥ = (x1,.,2,_1) ERT!

Jda,b € R mit a < zg,, < b, so dass

on(xy,a) < 0 < pn(z,b)
(x4, ) € U YV, € [a,b] und

Ipn
o, (xy,xn) > 0
(x) Wihle U’ C R"™! offen, so dass z{, € U’, U’ x [a,b] C U und Vz €
U’ x [a, ]
dn
— 0
D, () >

sowie Vo' € U’
on(z';a) < 0 < @, b)

Definiere Uy := U’ X [a, b].

Annahme:

suppf = {z eR"| f(z) #0} C Uy
Nach (%) gilt: V&' € U’ Az, =: h(z') € (a,b) mit @, (z',z,) =0
= 00N U {(@',h(2")), 2" e U}
QNUy = {(z',2,) €U x (a,b) |z < h(z')}

h:U" — (a,b) ist eine C*-Funktion nach dem Satz iiber implizite Funk-
tionen.

v(a' h(2')) = (@ h(@)),...,va(a h(2")))

' ! COh ) i -
v(z',h(z")) L (e“@xi (:c)) i=1,..,n—1

wobei e; die kanonischen Einheitsvektoren sind
Oih(z")

V1 [ VA2

1
L+ [[Vh(a)]?

vi(2' h(z))) = -

v (2 h(2')) =
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/(f,y) ds

/Zfi(xlyh(m Nvi(2', h(z')/1+ || Vh(z')|]2 dz

a0 g =1
oh
— /(fnxh Zflxh axi())m
U/
= /divfdx
Q
Behauptung:
(1)
h(z") 5
/ / ai (@', z,) do, d2’ = /flx h(x 31”1( x')da’
U’ a
2)
h(z’ 9
/ / 8£: (o', zp,) da, dz’ = /fn(x',h(:r’))dx'
U’ a U’

Beweis von (2):

b
/S—QL(I’/,xn)dxn = fala',0) = fu(2',a)

a

Beweis von (1):i<n
Definiere f; : U’ x R — R durch

fil',xn) = fi(@', 2, + h(z))
G / a / /
2wy = 2w g
oh
+ o @+ @) @)

(gilt nach der Kettenregel)

—00

Mit Fubini und dem Fundamentalsatz der Differential- und Integralrech-
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nung folgt
0 8]7
i / r
/ / oz, (', z,)dap,d’ = 0
U’ —oo
0 5
® / / 8;:: (', 2y + h(x")) dz,, d2’
U’ —o0

linke Seite von (1)

on
3:52-

0
8]% ’ / ’ /
—|—/ / D, (2", 2y + h(2")) dzy, (z") dz
U’ 00

=fi(2’,h(2"))

rechte Seite von (1)

Jeder Punkt von € besitzt eine Umgebung Uy, so dass Satz 3 fiir alle
Funktionen f mit suppf C Uy gilt. Wir konnen Q durch endlich viele
solche offene Mengen Uy, ..., U, iiberdecken. Nach Satz 1 wihle nun eine
Partition p; : R® — [0,1] € C*, so dass Yz € Q

> pi(z) = 1 supppi CU;
=1

:>/div(pif) = /Pz‘ (f,v)ds
& 50

m

=" Satz von Gauss. (QED)

Beispiel 8: Q=B ={r e R"| |z|| < 1}, dQ = S"~!, f(z) := = und damit

= n-Vol,(B")

~ [trmas

OB

Sgn—1
= VOln_l(Snil)

= w’l’b

Beispiel 9: a € R™\ 90

/wdg(x) — {0 agQ

|z — a||™ w, a€f

Beweis:

divf(z) =0 Ve € R"\ {a}
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Fall 1: a € Q
=0 = divf = (f,v) dS
[ ]
Fall 2: Q := Q\ B,(a)
0 = /divf _ /(f,z/>dS = [wyas+ [ (fv)as
Q o0 0 9B (a)
B,.(a)

/ (f.v) dS = /< e >dS
lz —al*” ||z —a
OB, (a) Or(a)
(x —a,z—a)
| s
9B, (a)
= - 1_1 / dsS = —w,
/r'n/
9By (a)

Beispiel 10: n = 3. Elektrische Ladungen ¢; an der Stelle a; € R3

[tnas = 4 Y

o0 w3 a; €Q
——

Gesamtladung in

“Fluss von f durch 0.
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Jordan’sches Mass............. 310
Jordan-messbar................ 309
K
Kantormenge ................... 24
Kartengebiet .................. 336
Karthesisches Produkt.......... 25
Kehrfunktion.................. 114
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Koeffizient ...................... 34
Korperaxiome.................... 1
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komplexe Zahl................... 1
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Unterkorper................ 31
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Kontinuumshypothese .......... 25
Kontraktion................... 169
Konvergenzradius. ........ 78, 190 f
konvergiert............ 53, 126, 189
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konvex ........ ... il 122
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kritischer Punkt .......... 118, 231
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Lange ...t 333
Lagrange-Multiplikator ........ 276
Legendre-Transformation . . ... . 248
Leibnitz-Regel ................. 113
Leibnitzkriterium ............... 73
Limes.......cooooooiiiiiiiiii, 53
Limes inferior................... 65
Limes superior.................. 65
linear...................... 40, 191
lineare Abbildung............... 40
Linearfaktorzerlegung........... 37
Lipschitz-stetig ................. 82
logarithmisch konvex .......... 161
lokal lipschitz-stetig............ 278
lokal Lipschitz-stetig........... 168
lokal Riemann-integrierbar. . ... 164
lokales Extremum......... 117, 230
lokales Maximum . ........ 117, 230
lokales Minimum.......... 117, 230
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Polynom.................. oL 34
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