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1 Gruppen

Definition 1.1. Eine Gruppe ist ein Tripel (G, -, 1), bestehend aus einer
Menge G, einer Abbildung

GxG—=>G:(g,h)—~g-h

(der Gruppenoperation), und einem Element 1 € G (dem neutralen
Element ), welche folgende Bedingungen erfiillen.

(i) Die Gruppenoperation ist assoziativ, d.h. es gilt g1 -(92-93) = (g1 92) - g3
f?i’l" alle 91,92,93 € G.

(i) Esqit 1-g=g-1=g fir alle g € G.
(iii) Fir jedes g € G gibt es ein Element h € G so dass g-h=h-g=1.

Das Element h in (iii) ist eindeutig durch g bestimmt. Es heisst Inverse von
g und wird mit g=' bezeichnet. Eine Gruppe (G,-, 1) heisst kommutativ
(oder abelsch) wenn

g-h=h-g Vg,h € G.

Beispiel 1.2. Die ganzen Zahlen bilden eine Gruppe Z mit der Addition als
Gruppenoperation und der Zahl 0 als neutralem Element. Gleiches gilt fiir
die rationalen, die reellen und die komplexen Zahlen.

1



Beispiel 1.3. Die von Null verschiedenen rationalen Zahlen bilden eine
Gruppe mit der Multiplikation als Gruppenoperation und der Zahl 1 als
neutralem Element. Gleiches gilt fiir die reellen und die komplexen Zahlen.

Beispiel 1.4. Die zwei-elementige Menge Z, := {0, 1} ist eine Gruppe mit
der Gruppenoperation 0+0:=0,0+1:=1,1+0:=1und 14+1:=0. Die 0
ist das neutrale Element.

Beispiel 1.5. Die zwei-elementige Menge {£1} ist eine Gruppe mit der
Gruppenoperation 1-1 := 1, (=1)-(—=1) :== 1, 1-(=1) := —1lund (—1)-1 := —1.
Die 1 ist das neutrale Element.

Beispiel 1.6. Die Menge S' := {z € C| |z| = 1} aller komplexen Zahlen
vom Betrag eins ist eine Gruppe mit der Multiplikation als Gruppenoperation
und der Zahl 1 als neutralem Element.

Beispiel 1.7. Sei X eine Menge. Die bijektiven Abbildungen f : X — X bil-
den eine Gruppe mit der Komposition als Gruppenoperation und der Iden-
titédt als neutralem Element.

Beispiel 1.8. Sei X := {1,...,n}. Eine Permutation (von X) ist eine
bijektive Abbildung ¢ : X — X. Die Menge aller Permutationen von X
bezeichnen wir mit S,,. Nach Beispiel ist S, eine Gruppe. Fiir n > 3 ist
diese Gruppe nicht kommutativ.

Definition 1.9. Seien G und H zwei Gruppen. (Die beiden Gruppenoperatio-
nen bezeichnen wir mit - und die beiden neutralen Elemente mit lg und 1y.)

Eine Abbildung
p:G—H

heisst Gruppenhomomorphismus (oder Homomorphismus) wenn sie
fiir alle a,b € G die Gleichung

pla-b) =pla)-pb),  p(lc) = Iy,

erfillt. Ein Gruppenisomorphismus (oder Isomorphismus) ist ein bi-
jektiwver Gruppenhomomorphismus.

Beispiel 1.10. Die Abbildung
{0,1} = {£1}:a— (—1)°

ist ein Isomorphismus.



Beispiel 1.11. Die Abbildung
R — St exp(it)
ist ein Gruppenhomomorphismus.
Beispiel 1.12. Die Exponentialabbildung
exp : R — (0, 00)

ist ein Isomorphismus von der Additiven Gruppe der reellen Zahlen in die
multiplikative Gruppe der positiven reellen Zahlen. Die Umkehrabbildung

log : (0,00) - R
ist ebenfalls ein Gruppenisomorphism.
Beispiel 1.13. Sei (G, -, 1) eine Gruppe, X eine Menge, und G(X) die Grup-
pe der bijektiven Abbildungen f : X — X. Eine Gruppenaktion von G
auf X ist eine Abbildung

p:GxX =X
so dass fiir alle x € X und alle a,b € G die Gleichungen

pla-b,x)=papb ), elz)=qz

gelten. Ist ¢ eine solche Gruppenaktion und definieren wir die Abbildungen
Yo : X — X fiir a € G durch

o) == ¢(a, x) fir x € X,

so ist ¢, fiir jedes a € G bijektiv (mit Umkehrabbildung ¢,-1) und die
Abbildung
G—oG(X):a— @,

ist ein Gruppenhomomorphismus, denn es gilt
Pab = Pa O Pb, ¢1 =1id,

fiir alle a,b € G. Umgekehrt definiert jeder Gruppenhomomorphismus von G
nach G(X) eine Gruppenaktion von G auf X.

3



Beispiel 1.14. Wir ordnen einer Permutation o € §,, die natiirliche Zahl
N(o) = #{(,j) eENxN[1<i<j<n o) >o()} ()
zu. Die Paritét von o ist definiert durch
(o) = (~1)C, @)

Das folgende Lemma zeigt, dass die Abbildung ¢ : S,, — {£1} ein Gruppen-
homomorphismus ist.

Lemma 1.15. Es gilt e(id) = 1 und, fir alle 0,7 € S,
e(r00) = e(r)e(0).
Beweis. Wir definieren
N(o,7) = #{(i,j) i < j, o(i) > 0(j), 7(c(i)) < 7(c(j))}
Dann gilt
N(roo) = #{(i,j)]i<j, 7(o(i
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Hieraus folgt sofort die Behauptung. O]

Ubung 1.16. Fiir 4,5 € {1,...,n} mit i # j definieren wir die Permutation
oi; € Sy als die Bijektion welche ¢ und j vertauscht:

v, wenn v # ¢ und v # j,
, wenn v = j,
j, wenn v = 1.

~.

oij(v) ==

Eine solche Permutation nennt man Transposition. Beweisen Sie, dass jede
Transposition Paritdt —1 hat und dass sich jede Permutation als Komposition
von Transpositionen schreiben lésst.



2 Vektorraume

Definition 2.1. Finreller Vektorraum besteht aus einer abelschen Gruppe
(V,+,0) und einer Abbildung

RxV —=>V:(\v)—
(der skalaren Multiplikation) mit folgenden FEigenschaften.
(i) Fir alle \,pp e R undv eV gilt

A (p-v) = (M) - v, 1-v=no.

(i) Fir alle \,p € R und v,w € V gilt

A+u) - v=Xv+pu-v, A(v+w)=A-v+ A w.

Die Elemente von V nennen wir Vektoren.

Bemerkung 2.2. Um Verwirrungen zu vermeiden kann es manchmal niitz-
lich sein, fiir den Nullvektor in V' ein anderes Symbol zu verwenden, zum
Beispiel 0y . Mit dieser Bezeichnungsweise gelten die Regeln

)\'OVZOV, O'U:OV

fiir alle A € R und v € V. (Beweisen Sie diese Gleichungen!) Im allgemeinen
bezeichnen wir den Nullvektor in V' jedoch mit dem gleichen Symbol 0 wie die
reelle Zahl Null. Wir werden im folgenden auch oft den Punkt “” weglassen
und v statt A - v schreiben.

Definition 2.3. Seien V und W zwei Vektorrdaume. Eine Abbildung T : V —
W heisst linear wenn sie die Gleichungen

T(vy +v9) = Tvy + Ty, TA-v)=X-Tv

fiir alle A € R und v,vy,v9 € V erfillt. Fine lineare Abbildung wird auch
Vektorraumhomomorphismus genannt. Ein Vektorraumisomorphis-
mus (oder einfach Isomorphismus) ist ein bijektiver Vektorraumhomomor-
phismus.

Ubung 2.4. Ist T : V — W eine bijektive lineare Abbildung so ist die
Umkehrabbildung 7! : W — V ebenfalls linear.
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Definition 2.5. Sei V' ein reeller Vektorraum. Fine endliche Folge vy, . .., v,
von Vektoren in V' heisst linear unabhéngig wenn fir alle \{,..., A\, € R
folgendes gilt:

)\1@1+"'+)\nvnzo — )\1:)\2:‘“:)\71:0'

Den Ausdruck vy + -+ - + A\, nennen wir eine Linearkombination der
Vektoren vy, ..., v,. Wir nennen die Vektoren vy, ..., v, ein (endliches) Er-
zeugendensystem von V' wenn sich jeder Vektor in V' als Linearkombina-
tion dieser Vektoren darstellen lisst, das heisst

Yoe VIN,... \, ER:v =X \ovi 4+ -+ A\un.

FEine endliche Basis von V' ist ein endliches linear unabhdngiges Erzeugen-
densystem vy, . .., v,. Fin reeller Vektorraum V heisst endlichdimensional
wenn er eine endliche Basis besitzt und unendlichdimensional wenn er
keine endliche Basis besitzt.

Bemerkung 2.6. Man kann den Begriff einer Basis auch auf unendliche Sy-
steme {v;};c; von Vektoren in V' erweitern. Hier ist [ eine (moglicherweise
unendliche) Menge und I — V' : i +— v; eine Abbildung. Ein solches Sy-
stem heisst linear unabhéngig wenn je endlich viele Vektoren v;,,...,v;,
(mit 7q,...,ix € I paarweise verschieden) linear unabhéngig sind. Es heisst
Erzeugendensystem wenn sich jeder Vektor v € V' als Linearkombination
endlich vieler v; darstellen ldsst. Eine Basis ist nun ein linear unabhéngiges
Erzeugendensystem. Mit diesem verallgemeinerten Begriff lasst sich zeigen,
dass jeder Vektorraum eine Basis besitzt. (Der Beweis beruht auf dem soge-
nannten Zorn’schen Lemma welches sich wiederum aus dem Auswahlaziom
herleiten lédsst.) Wir werden uns hier jedoch nur fiir endliche Basen inter-
essieren. (Unendlichdimensionale Vektorrdume spielen eine wichtige Rolle in
der Mathematik, nicht aber ihre Basen.)

Beispiel 2.7. Der Raum R™ aller n-Tupel x = (21, ..., x,) reeller Zahlen ist
ein Vektorraum. Die Vektoren e; := (0,...,0,1,0,...,0) (mit 1 an der iten
Stelle) bilden eine Basis von R”, welche die Standardbasis genannt wird.
Ein Vektor z = (xy,...,x,) € R" hat die Form

n
r = E ZT;€;.
i=1
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Bemerkung 2.8. Sei V ein reller Vektorraum und vy,...,v, € V. Dann ist
die durch

n
P _ n
T:L‘.—g TiV;, x=(x1,...,7,) € RY
i=1

definierte Abbildung 7" : R™ — V linear. Die Abbildung 7T ist genau dann
injektiv wenn die Vektoren vy, ..., v, linear unabhéngig sind; sie ist genau
dann surjektiv wenn die Vektoren vy, ..., v, ein Erzeugendensystem von V'
bilden. Also ist T genau dann ein Vektorraum-Isomorphismus wenn die Vek-
toren vy,...,v, eine Basis von V bilden. Jeder Vektorraum-Isomorphismus
T :R™ — V hat diese Form mit v; := Te;.

Satz 2.9. Sei V' ein reeller Vektorraum mit einer Basis eq,...,e,. Seien
V1, ..., Uy Vektoren in V. Dann gilt folgendes.

(i) Ist vy,..., v, eine Basis von V so gilt m = n.

(ii) Bilden die Vektoren vy,...,v,, ein Erzeugendensystem so gilt m > n.
(iii) Sind die Vektoren vy, ..., v, linear unabhingig so gilt m < n.

Die Zahl n heisst Dimension von V und wird mit dim V' bezeichnet.

Beweis. Nach der vorherigen Bemerkung bestimmt die Basis eq,...,e, von
V' einen Isomorphismus 7" : R® — V. Daher geniigt es, die Behauptungen
fiir den Fall V' = R™ mit der Standardbasis ey, ..., e, zu beweisen. Seien also
Viy.ooy Uy € R™,

Schritt 1. Bilden die Vektoren vy, ..., v,, eine Basis des R" so ist m = n.
Wir beweisen die Aussage durch vollstdndige Induktion. Fiir n = 1 folgt die
Behauptung aus den folgenden elementaren Fakten.

(a) Jede von Null verschiedene reelle Zahl bildet eine Basis von R.

(b) Jedes System von mehr als einem Element von R ist linear abhéngig.

Sei nun n > 2. Wir nehmen and, dass das Resultat fiir den R"~! gilt und

dass die Vektoren vy, ..., v,, eine Basis des R™ bilden. Wir schreiben v, =:
(U1, -+, 0yp) fiir v =1,...,m. Da der Vektor e, sich als Linearkombination
der Vektoren vy, . . ., v,, schreiben ldsst, gibt es mindestensein v € {1,... ,m}

so dass v,, # 0. Wir konnen 0.B.d.A. annehmen dass dies v = m ist. Sei

v
Wy, =V, — —=Uy,, v=1,....,m— 1.
Umn
Dann bilden die Vektoren wy,...,w,_1,v, eine Basis des R™ und es gilt
w,, = 0ist fiir v = 1,...,m — 1. Es folgt dass die Vektoren wy,...,w,,_1
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(nach Fortlassen der letzten Koordinate) eine Basis des R"™! bilden. Nach
Induktionsannahme gilt also m — 1 =n — 1 und daher m = n.

Schritt 2. Sind die Vektoren vy, ..., v, linear unabhdngig so gilt m < n.

Wir kénnen aus den Vektoren vy, ..., v, durch hinzufiigen von héchstens n
weiteren Vektoren e;,, ..., e;, (die wir aus den Elementen der Standardbasis
auswihlen) eine Basis vy, ..., v, €, ..., €; bilden. (Dies folgt durch Induk-
tion: Wenn die Vektoren vy, ..., v,, keine Basis bilden, so gibt es einen Index
iy € {1,...,n}, so dass die Vektoren vy,..., v, e;, linear unabhéngig sind.
Wenn diese Vektoren immer noch keine Basis bilden, konnen wir weitere
Elemente der Standardbasis hinzufiigen ohne die lineare Unabhéngigkeit zu
verletzen.) Die neue Basis besteht aus m + k Elementen mit & > 0. Es gilt
daher m + k = n, nach Schritt 1, und deshalb m < n.

Schritt 3. Bilden die Vektoren vy,...,v, ein Erzeugendensystem so gilt
m>n.

Wir erhalten eine Basis des R™ durch fortlassen von geeigneten Vektoren. Die
resultierende Basis hat dann hochstens m Elemente. Also folgt die Behaup-
tung aus Schritt 1. [

3 Die Determinante
Sei V' ein reller Vektorraum. Eine Abbildung

e: V"=V xVx.---xV >R

heisst multilinear wenn ¢ in jeder Variablen linear ist, das heisst es gelten
die Gleichungen

@(Ul, ey Vi1, 0 + Wiy Vi1 - - - ,Un)
- 90(7)1; ... 7vn> + 90<,U17 s ,'Ui,l,wl','UH,l, LR ,'Un)
und
(U1, Vi1, AV Vit 1, -, U) = A@(U1, .., Up)

fir alle i € {1,...,n}, v1,...,v, € V, w; € V, und A € R. Im Fall n = 2
nennen wir eine solche Abbildung bilinear. Im Allgemeinen nennen wir eine
multilineare Abbildung ¢ : V™ — R auch n-linear.



Bemerkung 3.1. Der Raum V™ ist selbst ein Vektorraum. Es macht also
auch Sinn, von linearen Abbildungen ¢ : V" — R zu sprechen. Dies ist aber
etwas voOllig anderes als eine multilineare Abbildung. Betrachten wir zum
Beispiel den Fall V' = R und n = 2. Dann ist die Abbildung

RxR—=R:(z,y) = xy
bilinear, aber nicht linear. Hingegen ist die Abbildung
RxR—>R:(z,y)—~2x+y

linear, aber nicht bilinear. (Ist ¢ : V" — R eine multilineare Abbildung so
gilt p(vy,...,v,) = 0 sobald einer der Vektoren vy, ..., v, gleich Null ist.)

Ubung 3.2. Sei V ein reller Vektorraum und sei ¢ : V" — R sowohl linear
als auch multilinear. Ist n > 2, so ist p = 0.

Satz 3.3. Fiir jedes n € N gibt es genau eine n-lineare Abbildung
det : R" x --- x R" = R,

genannt Determinante, mit folgenden Figenschaften.

(i) Fir jede Permutation o € S,, und je n Vektoren ay,...,a, € R™ gilt
det(ag(1ys - - - Ao(n)) = (o) det(as, ..., an).
(i) Ist eq,..., e, die Standardbasis des R™ so gilt
det(ey,...,e,) = 1.
Schreiben wir
a; = (i, .., 0,) € R™, i=1,...,n,
mit a;; € R, so ist die Determinante der Vektoren aq, ..., a, drch die Formel

det(ay,...,a,) = Z E(U)alo—(l) © Qpo(n) = Z e(o) Haw(i) (3)
=1

€Sy ogESh

gegeben. Hier bezeichnet e(o) € {1} die durch (1)) und (2)) definierte Paritdt
der Permutation o € S,,.



Beweis. Wir nehmen zunédchst an, dass die Abbildung det : (R™")” — R
durch (3)) definiert ist und zeigen, dass sie die Bedingungen (i) und (ii) erfiillt.
Ist a; = e; so gilt
1, fallsi=j,

@i = 0ij = { 0, fallsi j,
und damit ist der einzige von Null verschiedene Summand auf der rechten
Seite von der zur Permutation o = id gehorige und damit gilt (ii). Aus-
serdem gilt

det(aray, ..., ar@n)) = 25(0)1_[@7@)0(1')

S GDIEC] |

UESn
= e(r)det(ay,...,a,)

fir 7 € S, und a; = (a;1,...,a;) € R™. Also erfiillt det auch Bedingung (i).
Wir beweisen die Eindeutigkeit. Sei also det : (R")" — R durch
gegeben und sei ¢ : (R™)" — R eine beliebige n-lineare Abbildung, welche
die Bedingungen (i) und (ii) erfiillt. Dann ist die Differenz
Ypi=p—det: (R")" =R

eine n-lineare Abbildung, welche die Bedingungen (i) und ¢ (eq,...,e,) =0

erfiilllt. Seien a; = (a1, ..., an) = Y.y a;je; € R gegeben fir i =1,...,n.

Dann gilt

n n n
1/)((11, Ce ,CLn) = Q/} (Z a1j1€j1, Z a2j2€j2, “eey Z (lnjn€jn>

Ji1=1 Jo=1 Jn=1
n n n
= E E E a1j1a2j2---anjni/}(ejl,...,ejn) =0.
Jj1=1 j2=1 Jn=1

Hier benutzen wir die Gleichung. ¢ (ej,,...,e;,) = 0 fiir alle jy,. .., j,. Also
ist ¢ = 0 und damit ¢ = det. Damit ist Satz [3.3] bewiesen. O
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Eine n-lineare Abbildung ¢ : V x --- x V' — R, heisst alternierende
n-Form (auf V') wenn sie der Bedingung (i) in Satz [3.3| gentigt. Es gibt also
auf dem R"™ genau eine alternierende n-Form

det : R" x --- x R" = R,

die die Bedingung det(ey, ..., e,) = 1 erfiillt, und diese heisst Determinan-
te. Betrachten wir die n Vektoren a; =: (a;1,...,a:,) € R" firi =1,...,n
als Zeilen einer Matrix A = (ay;)7;—; € R™*" so kénnen wir die Determinante
auch als Abbildung

det : R™" —» R

auf dem Raum der quadratischen Matrizen auffassen.

Beispiel 3.4. Ist n = 1 so ist R'*! = R und det : R**! — R is die Identitiit.

Fiir n = 2 haben wir
det(a b):ad—bc.
c d

aij; Qa2 a3
A= A1 Q22 (A23

Fir n = 3 und

ag1 asz ass
st
det(A) = ay1axass + a1aa23a31 + A13021a32

— 110230432 — Q12021033 — 113022431 -

Der folgende Satz fasst die wichtigsten Eigenschaften der Determinante
zusammen.

Satz 3.5. (i) Fir jede Matriz A € R™™ gilt
det(A") = det(A). (4)
(ii) Fir alle A, B € R™™ gilt
det(AB) = det(A) det(B), det(1) = 1. (5)

(ii) Fir alle A € R™", B € R™™, C € R™™ gilt

det ( 4 ) — det(A) det(C). (6)
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Beweis. Wir beweisen (i). Sei A = (a);;—; und A" = (a;;)}';_, die transpo-
nierte Matrix. Dann gilt

det(AT) = Z 5(0')@0(1)1 *lo(n)n

O'ESn

= Z 6(0)%771(1) © Gpe=1(n)
O'ESn

= Z 5(7)@17(1) © Opr(n) = det(A).
TES’n

~1 und der

Hier folgt die vorletzte Gleichung aus der Umbenennung 7 := o
Tatsache dass (o) = g(o™!) ist. Damit haben wir (i) bewiesen.

Wir beweisen (ii). Seien A = (a;;)7;=, und B = (bj)7,—; zwei Matrizen in
R™*™. Den durch die Eintrage der jte Zeile der Matrix B definierten Vektor
bezeichnen wir mit b; := (b;1,...,b;,) € R". Dann gilt nach

det(bj,,...,b;,) = Z e(T)bjyr(1) ** bjr(m)
TESK

fir ji,...,Jn € {1,...,n}. Nach Definition der Determinante verschwindet
dieser Ausdruck sobald zwei der Indizes j; iibereinstimmen. (Siehe Bedin-
gung (i) in Satz [3.3]) Damit erfiillen A und B die Gleichung

det(AB) = Y &(7) (Z aljlbjﬁ(l)) (Z anjnbjnr(n)>

TESn jl_l jnzl

= Y- Z > e(r)arjibir1) - Gnjubjarn)

Jji=1 Jn=1TESH

= Z T Z A1jy * - Angy, Z g(T)ble(l) o bjnT(")
j1=1 jnzl TESn

= Z Zaljl " Angy, det(bh?"'abjn)
= Z (110(1) .. a/no' det(b IR 7bo(n))

= ) (0)aio(1) - - - Ano(my det(by, ..., by)
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Hier benutzen wir die Tatsache, dass in der vierten Zeile nur diejenigen Sum-
manden von Null verschieden sein konnen fiir die die Indizes jy, ..., j, paar-
weise verschieden sind. In diesem Fall definieren die Indizes eine Permutation
o € S, durch die Formel o(i) := j; fir i = 1,...,n. Damit haben wir (ii)
bewiesen.

Wir beweisen (iii). Jeder Summand in der Formel (3)) fiir det(A) enthélt
genau einen Faktor aus jeder Zeile und aus jeder Spalte von A. Im Fall der

Matrix
A B
0 C

heisst dies dass jeder Summand, der einen Faktor aus dem oberen rechten
Block B enthilt auch einen Faktor aus dem unteren linken Block enthalten
muss und damit verschwindet. Ander gesagt: jede Permutation p € S,,,,, die
ein Element ¢ € {1,...,n} in ein Element p(i) € {n+1,...,n+m} abbildet
muss auch ein Element j € {n+1,... ,n+m} inein Element p(j) € {1,...,n}
abbilden. Damit brauchen wir nur Permutationen p € S,,.,, zu betrachten
die die beiden Teilmengen {1,...,n} und {n+1,...,n+ m} auf sich selbst
abbilden. Jede solche Permutation hat die Form p = o#r fiir 0 € 5,, und
T € S, wobei
o#7(i) = o(i), 1 <i<n,
und
o#T(n+7) =n+7(j), 1<j<m.

Diese Permutation hat die Paritét
e(o#t) = e(o)e(T).
Hieraus folgt sofort die dritte Aussage des Satzes, der damit bewiesen ist. [J

Ubung 3.6. Die Determinante ist durch die Eigenschaften (ii) und (iii) von
Satz [3.5] eindeutig bestimmyt.

Satz 3.7. Fir jede Matriz A € R™" sind folgende Aussagen dquivalent.
(1) det(A) # 0.

(ii) Fir alle x € R™ gilt Avr =0 = 2z =0.

(iii) Fiir jedes y € R™ gibt es ein x € R"™ so dass Ax = y.

13



Beweis. Nach Satz ist ein System von n Vektoren aq,...,a, € R" genau
dann linear unabhéngig wenn es ein Erzeugendensystem vom R"™ ist. Ange-
wandt auf die n Spalten der Matrix A heisst dies, dass (ii) dquivalent zu (iii)
ist. Es bleibt also zu zeigen, dass (i) dquivalent zu (ii) ist.

Wir zeigen, dass (ii) aus (i) folgt. Wir argumentieren indirekt und nehmen
an dass es einen von Null verschiedenen Vektor z = (z1,...,x,) € R™ gibt so
dass Az = 0 ist. Bezeichnen wir die Spalten der Matrix A mit a4, ...,a, € R",
so heisst dies

r1a1 + -+ xpa, = 0.

Da x ungleich Null ist, gibt es ein ¢ € {1,...,n} so dass x; # 0 ist. Oh-
ne Beschrankung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass x; # 0 ist. Nach

Satz (i) gilt dann
det(A) = det(a,...,ay,)

1

= —det(m1a1,a27---aan)
€
Laer (3

= — Qe xla“a,,an
T i=1 i
1
T

= 0.

Wir zeigen, dass (i) aus (ii) folgt. Wenn die Matrix A Bedingung (ii) erfllt
so sind die Spalten aq, . . ., a,, von A linear unabhéngig und bilden damit, nach
Satz [2.9] eine Basis. Hieraus folgt, dass die Abbildung T4 : R — R", die
durch

Ty(z) = Az = Z Tia;
i=1
fir z = (x1,...,2,) € R™ definiert ist, eine bijektive lineare Abbildung ist.
Sei S : R — R"™ die Umkehrabbildung, das heisst
ThoS =SoT, =id.

Dann ist S wiederum eine lineare Abbildung. Also gibt es eine Matrix B €
R"™*™ so dass S = T} ist. Hieraus folgt

AB=BA=1 (7)
und daher, nach Satz (ii), det(A) det(B) = 1. Also ist det(A) # 0. O
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Definition 3.8. Der Beweis von Satz zeigt dass es zu jeder (n X n)-
Matriz A mit det(A) # 0 eine (nxn)-Matriz B gibt, welche die Gleichung (7))
erfillt. Diese Matriz ist durch A eindeutig bestimmt; sie heisst Inverse von
A, beziehungsweise inverse Matrix von A, und wird mit A™! bezeichnet.
Es gilt

det(A™') = det(A)™".

Bemerkung 3.9. Alle Definitionen und Resultate dieses Kapitels gelten
unverdndert und mit denselben Beweisen fiir komplexe Matrizen. Es geniigt,
iiberall R durch C zu ersetzen.

Definition 3.10. Fine komplexe Zahl A € C heisst Eigenwert einer reellen
Matrix A € R™"™, wenn es einen komplexen Vektor x € C" gibt so dass

Az = Az, x # 0.
Nach Satz ist eine Zahl X\ € C genau dann ein Eigenwert von A wenn
qilt
pa(A) =0, pa(A) := det(A\1 — A).

Das Polynom pa heisst charakteristisches Polynom der Matriz A.

Ubung 3.11. Das charakteristische Polynom einer Matrix A € R™ " hat
den Grad n. Hinweis: Gleichung fiir die Determinante.

Ubung 3.12. Ist A € C ein Eigenwert einer Matrix A € R"™" so ist auch A
ein Eigenwert von A.

Korollar 3.13. Die Determinante einer Matriz A € R™™™ ist das Produkt
threr Figenwerte mit Multiplizitit, das heisst, wenn das charakteristische Po-
lynom in der Form

Pa(A) = (A= A)(A=Ag) - (A= An)
mit A1, Ag,y ..., Ay € C geschrieben wird, so gilt
det(A) = )\1)\2 ce )\n

Beweis. Dies folgt sofort aus der Gleichung det(A) = (—1)"pa(0). O
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4 Die lineare Gruppe

Die Gruppe der invertierbaren rellen (nxn)-Matrizen heisst lineare Gruppe
und wird mit

GL(n,R) := {A € R™"| det(A) # 0}

bezeichnet. Dass dies eine Gruppe ist folgt aus Satz und Satz [3.7] Die
Gruppenoperation ist Matrix-Multiplikation und das neutrale Element ist die
Einheits-Matrix 1. Die Gruppe GL(n,R) kann mit der Gruppe der bijektiven
linearen Abbildungen 7" : R” — R" identifiziert werden; solche Abbildungen
werden auch Automorphismen des R” genannt. Die Korrespondenz ordnet
jeder Matrix A € GL(n,R) den durch T4(x) := Az definierten Automorphis-
mus des R" zu. Satz[3.7]zeigt, dass die lineare Abbildung T4 : R — R"™ genau
dann bijektiv ist wenn det(A) # 0 ist. Nach Satz[3.5] ist die Teilmenge

GL*(n,R) := {A € GL(n,R) | det(A4) > 0}

eine Untergruppe von GL(n,R). Die Abbildung det : R™" — R ist stetig.
Daher sind GL(n,R) und GL*(n,R) offene Teilmengen von R™" (dies sind
die Urbilder der offenen Mengen R\ {0} und (0, co) unter der stetigen Abbil-
dung det : R"*" — R). Die Restriktion von det auf GL(n,R) definiert einen
Gruppenhomomorphismus von GL(n,R) auf die von Null verschiedenen re-
ellen Zahlen (siehe Beispiel 2 in Kapitel .

Satz 4.1. Die Gruppe GL" (n,R) ist weg-zusammenhdingend.

Beweis. Siehe Seite |[19| (auch fiir die Definition eines weg-zusammenhéngen-
den metrischen Raumes). []

Der hier erbrachte Beweis beruht auf den folgenden drei Lemmata. Er geht
auf Thomas Honold zuriick und ist direkt aus [I, Seite 36] iibernommen.

Lemma 4.2. Fir jede Matriz A € GL(n,R) ezistiert ein ¢ € {0,1,...,n},
eine Matriz U € GL* (n — £, R) ohne negative Eigenwerte, eine Matriz

Mook
a=| 0 T eaLer), A<,
: T . *
0 -+ 0 N

und eine Matriz P € GL(n,R), so dass PT'AP = ( A ) .
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Beweis. Wir beweisen dieses Lemma durch vollstdndige Induktion iiber n.
Fiir n = 1 ist die Aussage offensichtlich wahr mit P = 1 und entweder ¢ = 0,
U=A (im Falle A > 0) oder / =1, A = A (im Falle A <0).

Sei nun n > 1 und nehmen wir an, die Behauptung sei fiir alle Matrizen
in GL(n — 1,R) bewiesen. Sei A € GL(n,R) gegeben. Hat A keine negativen
Eigenwerte, so gilt die Behauptung mit P := 1, ¢ := 0, und U := A. Hat A
einen negativen Eigenwert A < 0 so gibt es einen Vektor v € R" so dass

Av = v, v # 0.

Sei @) € R™" irgendeine invertierbare Matrix deren erste Spalte gleich v ist.
Dann gibt es eine Matrix Ay € GL(n — 1,R) so dass

Ak

-1 o

QTAQ = ( 0 A > :

Nach Induktionsannahme gibt es Matrizen Py € GL(n—1,R) und A, Uy wie
in der Behauptung so dass

_ Ay *
PylARy = ( 00 0, )

Also gilt die Behauptung fiir A mit

1 0 A%
pea(18) ae(2 1) ven

Damit ist das Lemma bewiesen. O

Lemma 4.3. Fiir jede Matriz A € GL"(n,R) gibt es zwei Matrizen B,C €
GL*(n,R) welche keine negativen Eigenwerte haben so dass A = B*C' ist.

Beweis. Seien P € GL(n,R), A € GL(¢{,R), und U € GL(n — ¢,R) wie in
Lemma [4.2] Nach Satz [3.5 gilt
det(A) = det(A) det(U) = Ay --- A det(U).

Da U keine negativen Eigenwerte hat ist det(U) > 0. Da det(A) > 0 ist, ist
also ¢ = 2k eine gerade Zahl. Wir definieren

H 0 --- 0 0
0 .. e :
0 —1
o --- 0 H 0
0 O Iln—Zk
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Diese Matrix hat keine negativen Eigenwerte (die Eigenwerte sind 4+ und 1).

Ausserdem gilt
—1 0
—2 Q2 _ 2%
S =5= < 0 llank )
und damit

L a—2p—1 - —llgk 0 A % . A x
resaoap (0 Y (42 ) (4 2)

Diese Matrix hat ebenfalls keine negativen Eigenwerte. Also gilt
A= P(S*’T)P ' = B*C,
wobei die Matrizen
B:= PSP, C .= PTP!
keine negativen Eigenwerte haben. Damit ist das Lemma bewiesen. ]

Lemma 4.4. Ist A € GL"(n,R) eine Matriz ohne negative Eigenwerte, so
qilt
det((1 —¢)1+¢tA) >0
fir alle t € [0,1].
Beweis. Wir definieren die Funktion f : [0,1] — R durch
f(t) :==det((1 —t)1+tA).

Diese Funktion ist stetig und es gilt f(0) > 0 und f(1) > 0. Die Behauptung
des Lemmas sagt dass f(¢) > 0 ist fiir alle ¢ € [0, 1]. Wenn dies nicht gilt,
gibt es eine Zahl t € [0, 1] mit f(¢) < 0. Nach dem Zwischenwertsatz, gibt es
dann auch eine Zahl ¢y € [0, 1] mit f(ty) = 0. Diese Zahl kann nicht 0 oder 1
sein. Dann ist aber die Zahl

1—tg
to

A=

ein negativer Eigenwert von A, im Widerspruch zu unserer Voraussetzung.
Dieser Widerspruch beweist das Lemma. O

Definition 4.5. Fin Metrischer Raum (X, d) heisst weg-zusammenhin-
gend, wenn fir alle xo, x1 € X eine stetige Abbildung ~y : [0,1] — X existiert,
welche die Punkte v(0) = xg und (1) = x1 verbindet.
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Beweis von Satz[{.1. Sei A € GL"(n,R) und wihle B,C € GL"(n,R) wie
in Lemma [4.3] Fiir ¢ € [0, 1] definiere

A= (1 =)0 +tB)?*((1 — )1+ tC).

Dann gilt Ag = 1 und A; = A. Da die Matrizen B und C keine negativen
Eigenwerte haben, folgt aus Lemma [4.4] dass

det(A;) = det((1 — )1+ tB)*det((1 — )1 +tC) > 0

fir alle ¢t € [0,1]. Also ist die Abbildung [0,1] — GL"(n,R) : ¢t — A, ein
stetiger Weg der die Matrizen 1 und A miteinander verbindet. Damit ist
GL*(n,R) weg-zusammenhingend. O

Ubung 4.6. Die Gruppe GL(n,R) ist die disjunkte Vereinigung der weg-
zusammenhiingenden Teilmengen GL* (n, R) und

GL™(n,R) := {A € GL(n,R) | det(A) < 0}.
Die Gruppe GL(n,R) ist selbst nicht weg-zusammenhéngend.
Ubung 4.7. Jede Matrix A € R™" erfiillt die Gleichung
det(e?) = etrace@) (8)
wobei trace(A) die Spur der Matrix A, das heisst de Summe der Diagonal-

eintrége, ist.
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