Analysis IT (F'S 2015):
MEHRFACHE INTEGRALE

Dietmar A. Salamon
ETH-Zirich

27. April 2015

Zusammenfassung

Das Ziel dieses Manuskriptes ist es, das Riemannsche Integral ei-
ner Funktion von mehreren Variablen {iber einer kompakten Jordan-
messbaren Menge zu definieren, sowie die grundlegenden Eigenschaf-
ten des Riemannschen Integrals herzuleiten, wie die Linearitaet, den
Satz von Fubini, und die Transformationsformel.
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1 Das Riemannsche Integral

Zur Definition des Riemannschen Integrals bedarf es der Einfithrung eini-
ger Grundbegriffe, wie des Begriffes einer Partition in htheren Dimensionen.
Diese erfordert zunéchst die Definition des Abschlusses und des Inneren ei-
ner Teilmenge eines metrischen Raumes, die bislang in dieser Vorlesung noch
nicht behandelt wurden.

1.1 Abschluss und Inneres

In diesem Abschnitt nehmen wir an, dass (X, d) ein metrischer Raum ist.
Das Standardbeispiel ist ein reeller normierter Vektorraum (X, [|-]|) mit der
durch

d(z,y) = |z = yll
fiir z,y € X definierten Abstandsfunktion. Jedoch darf (X, d) in diesem Ab-

schnitt ein beliebiger metrischer Raum sein. Fiir x € X und r» > 0 Bezeichnen
wir, wie iiblich, den Ball vom Radius r mit Mittelpunkt x mit

Bi(z) :={y € X |d(z,y) <r}.
Gegeben sei eine Teilmenge A C X. Der Abschluss von A ist die Menge
cl(A) :=A:={z € X|Ve >0gilt B.(x)NA#0D}.
Das Innere von A ist die Menge
int(A) ;== A := {z € X |3 > 0so dass B.(z) C A}.

(Die Abkiirzungen cl und int stehen fiir die englischen Begriffe closure und
interior.) Der Rand von A ist die Menge

Ve > 0 gilt B.(z)NA# () }
und B.(z) N (X \A)#£0 [~

Beispiel 1.1. Sei X = R die Menge der reellen Zahlen mit der iiblichen
Abstandsfunktion d(z,y) = |x — y|. Seien a < b zwei reelle Zahlen und A das
halboffene Intervall

aA;:Z\}i:{xex(

A:=la,b):={reR|a<xz<b}.

Dann sind der Abschluss, das Innere, und der Rand von A durch A = [a, b],
A = (a,b), und 0A = {a,b} gegeben.



In jedem metrischen Raum (X, d) ist der Abschluss einer Teilmenge A
stets eine abgeschlossene Mange, und das Innere von A ist stets eine offene
Menge. Damit ist auch der Rand von A eine abgeschlossene Menge. Die
folgende Proposition fasst die wichtigsten Eigenschaften des Abschlusses und
des Inneren zusammen.

Proposition 1.2. Sei (X, d) ein metrischer Raum und A C X.

(i) # € A genau dann wenn es eine Folge x,, € A gibt, die gegen x konvergiert.
(i) X\A=X\A, und )A=ANX \ A.

(ili) A= AUOA und A = A\ A.

(iv) A ist die kleinste abgeschlossene Teilmenge von X, die A enthiilt.

(v) A st die grosste offene Teilmenge von X, die in A enhalten ist.
(vi) A ist abgeschlossen genau dann, wenn A = A (bzw. A C A) ist.
(vii) A ist offen genau dann, wenn A = A (bzw. AN A =0) ist.

Beweis. Wir beweisen (i). Sei z,, € A eine Folge die gegen ein Element x € X
konvergiert. Sei € > 0. Noch Definition der Konvergenz existert eine natiier-
lichs Zahl ny € N so dass, fiir alle n € N gilt

n > ng — d(zx,) <e.

Damit gilt ,, € B.(x) fir jedes n > ny und daher ist B.(z) N A # (). Da dies
fiir jedes € > 0 gilt, folgt daraus € A. Umgekehrt sei z € A gegeben. Dann
ist Bi/n(z) N A # 0 fir jede natiirliche Zahl n € N. Nach dem abzéhlbaren
Auswahlaxiom existiert also eine Folge x,, € A so dass fiir jedes n € N gilt,
dass d(x,x,) < 1/n ist. Daraus folgt, dass lim,_, d(x,z,) = 0 und daher
x = lim,_, 2, ist. Damit ist (i) bewiesen.

Wir beweisen (ii). Nach Definition von Abschluss und Innerem gilt

X\A={re X |Vre X gilt B.(x) N (X \ A) #0}
={z e X|Vx € X gilt B.(x) ¢ A}

Daraus folgt

Damit ist (ii) bewiesen.



Wir beweisen (iii). Nach Definition von Abschluss und Innerem gilt
AcAcCA
Nach Definition des Randes folgt daraus
AUBA=AU(A\A) =AUA=4

und

A\OA=A\(A\A)=A\ (4\ A) = A

Damit ist (iii) bewiesen.

Wir beweisen (iv). Zuniichst zeigen wir, dass A abgeschlossen ist. Sei
also x, € A eine Folge die gegen ein Element z € X konvergiert. Sei
e > 0 gegeben. Nach Definition der Konvergenz existiert ein n € N so dass
d(z,x,) < /2 ist. Da z, € A ist, gilt B.js(z,,) N A # 0. Wihle ein Element
a € Bejs(x,) N A. Dann gilt nach der Dreiecksungleichung

d(z,a) < d(z,z,) + d(xp,a) < g + % =c.

Daraus folgt B.(z) N A # (. Da ¢ > 0 beliebig gewihlt war, folgt daraus
r € A. Damit haben wir gezeigt dass A eine abgeschlossene Teilmenge von
X ist. Sei nun B C X eine beliebige abgeschlossene Menge die A enthélt. Es
bleibt zu zeigen, dass A C B ist. Sei also # € A. Dann gibt es nach (i) eine
Folge z,, € A, die gegen z konvergiert. Also ist x,, eine Folge in B und, da B
abgeschlossen ist, folgt daraus, dass ihr Grenzwert x ebenfalls ein Element
von B ist. Damit ist (iv) bewiesen.

Die Aussage (v) folgt aus (ii) und (iv). Die Aussage (vi) folgt unmittelbar
aus (iii) und (iv). Die Aussage (vii) folgt unmittelbar aus (iii) und (v). Damit
ist Proposition bewiesen. O]

Ubung 1.3. In einem metrischen Raum (X, d) bezeichnen wir oft den abge-
schlossenen Ball mit Mittelpunkt z € X und Radius r > 0 mit

B, () = {y € X | d(x.y) < r}.

Diese Menge ist stets abgeschlossen. Ist (X, ||-||) ein normierter Vektorraum
mit der durch d(z,y) := [z — y|| definierten Abstandsfunktion, zeigen Sie,
dass B,(z) der Abschluss von B,(z) ist. Finden Sie ein Beispiel eines metri-
schen Raumes (X, d), eines Punktes x € X, und einer Zahl r > 0, so dass
B,(x) nicht der Abschluss von B,(x) ist, das heisst B,(z) € B,(z).



1.2 Das Riemannsche Integral

Partitionen
Seien a = (ay,...,a,) und b = (by,...,b,) zwei Vektoren im R" so dass
a; < b, 1=1,...,n.
Die Menge
Q= Q(a,)
={reR"|aq; <z; <b firi=1,...,n} (1)

= (ahbl) X <a27b2> X X (anvbn>

heisst (achsenparalleler) offener Quader. Die Zahl
Vol (Q) = [ (b — @) (2)
i=1
heisst Volumen von @. Es ist hervorzuheben, dass das Volumen damit bis-
lang nur fiir achsenparallele offene Quader definiert ist. Ist ) C R™ durch
definiert, so ist der Abschluss von @ (beziiglich der Euklidischen Norm auf
dem R™) die Menge

Q={reR"|a; <a; <b; firi=1,...,n}
= [alabl] X [a27b2] X X [anabn]

(3)

(Ubung: beweisen Sie diese Formel.) Jede solche Menge heisst (achsenparal-
leler) abgeschlossener Quader. Es ist oft niitzlich, das Volumen von Q
ebenfalls durch die rechte Seite der Gleichung zu definieren. Allgemeiner,
definieren wir

n

Vol,(B) == [[(bi —a;)  fixr QcBCQ.

i=1
Definition 1.4. Sei B C R" eine kompakte Teilmenge. Eine Partition von

B st eine endliche Menge P = {Py,..., Py} von offenen achsenparallelen
Quadern so dass

B=|JP, PNP=0 fir i#j
Die Menge der Partionen von B wird mit &(B) bezeichnet.
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Im Fall n = 1 kann eine Partition eines kompakten Intervalls B = [a, ]
durch eine endliche Folge a = ty < t; < t3 < --- < t; = b représentiert
werden mit P, = (t;_1,t;) (siehe [2]). Ein Beispiel einer Partition im Fall
n = 2 ist in Abbildung [I] dargestellt. Es ist zu beachten, dass nicht jede
Teilmenge des R™ eine Partition besitzt. Wenn B C R” eine Partition besitzt
so ist B notwendigerweise kompakt und nichtleer, und auch fiir nichtleere
kompakte Teilmengen des R"™ ist die Existenz einer Partition eine seltene
Eigenschatft.

IS
}7

] |
S

Abbildung 1: Eine Partition eines Rechtecks

Ubung 1.5. Die abgeschlossene Einheitskreisscheibe im R? besitzt keine
Partition. Ein abgeschlossenes Dreieck im R? besitzt keine Partition.

Lemma 1.6. Sei B C R" eine kompakte Teilmenge und P = {Py,..., Py}
und Q = {Q1,...,Q} zwei Partitionen von B. Dann ist auch die Menge

PAQ={PNQ;li=1,....k j=1..LPNQ#0} (4

eine Partition von B. Die Menge {P;NQ;|i=1,....k, ,NQ; # 0} ast fir
jedes j eine Partition von Q;, und {P;NQ;|j=1,...,6, BbNQ; # 0} ist
fiir jedes i eine Partition von P;.

Beweis. Zunéchst folgt aus den Definitionen, dass die Menge P; N (Q);, wenn

sie nichtleer ist, ein offener achsenparalleler Quader ist. Zweitens beweisen
wir folgendes.

Behauptung: Fiir jedes x € P; existiert ein j so dass * € PN Q.

Nach Voraussetzung existiert eine Folge x, € P;, die gegen = konvergiert.
Da P, C B ist, gilt 2, € Q, U--- U Q, fiir alle v. Es gibt also (mindestens)
ein j € {1,...,¢} so dass Q_j unendlich viele Folgenglieder x, enthélt. Durch
Ubergang zu einer Teilfolge kénnen wir annehmen, dass z,, € Q; ist fiir alle v.
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Wiéhle eine Folge 0 < ¢, < 1/v so dass B, (z,) C P; ist fiir alle v. Dann
gilt auch P. (z,) N Q; # 0 fur alle v. Nach dem abzéhlbaren Auswahlaxiom
gibt es also eine Folge vy, € Q; so dass ||z, —y,|| < €, ist fiir alle ». Dann
gilt y, € P,NQ; und x = lim,_, 2, = lim,_, y,. Also ist z € P,NQ; und
damit ist die Behauptung bewiesen.

Die Behauptung besagt, dass

Pi=JPn

~

ist fiir alle 7. Ebenso gilt @j = Ule P,NQ; und

k ke
B=JP: =P nQ;
i=1 i=1j=1
Damit ist Lemma [I.6] bewiesen. |

Lemma 1.7. Sei Q = Q(a,b) C R™ ein offener achsenparalleler Quader und
P = (Py,...,P) eine Partition von B := Q). Dann gilt

k
Vol (Q) =Y Vol (P,
=1

Beweis. Der Beweis beruht auf einer Idee von John von Neumann (der von
1921 bis 1923 an der ETH studierte). Fiir jedes ¢ > 0 betrachten wir das
Gitter

A, =2

und untersuchen die Anzahl der Gitterpunkte die dem offenen Quader @, be-
ziehungsweise dem abgeschlossene Quader () angehoren. Es gilt die folgende
Ungleichung

n

[J0:i—ai—2) <"#(A.NQ) < "#(A. N Q) gﬁb —a;+e). ()

i=1

Zum Beweis von betrachten wir zunachst den Fall n = 1. Seien also a < b
zwei reelle Zahlen und sei € > 0. Wihle ¢, m € Z so dass

(l—1)e <a<le, me <b< (m+ 1)e.



Dann gilt eZ N [a,b] = {je| ¢ < j < m} und daher

b—
#(EZN[a,b)) =m — 0+ 1< %“
Nun wahle ¢, m € Z so dass
(0 —1)e <a< e, me <b < (m+1)e.

Dann gilt eZ N (a,b) = {je | < j < m} und daher
b—a—c¢
#(eZﬂ(a,b)):m—€+1:(m+1)—(€—1)—12T

Daraus folgt die Ungleichung
b—a—¢e<e#(ZN(a,b)) <eH#(eZNa,b]) <b—a+e.

Ersetzen wir nun a, b durch a;,b; und bilden das Produkt iiber i = 1,...,n,
so ergibt sich die Ungleichung .
Aus folgt durch den Grenziibergang ¢ — 0, dass

Vol,(Q) = lim e"#(A. N Q) = lim e"#(A. NQ). (6)

Nun gilt offensichtlich

k

k
Y H#ANP) < H#(ANQ) gz #(A.NP))

=1

Multiplizieren wir diese Ungleichung mit " und bilden den Limes ¢ — 0, so
ergibt sich unter dreimaliger Verwendung von @, dass

e—0

> Vol (P,) = lim ) "#(A.NP)

IA

oy 40.00) - V00
lim Z e"#(A. N P;)

= Y Vol,(P)

Hieraus folgt sofort die Behauptung von Lemma O

IN
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Obersummen und Untersummen

Definition 1.8. Sei B C R" eine kompakte Menge und P = {Py,..., Py}
eine Partition von B. Sei f : B — R eine beschrinkte Funktion. Die Ober-
summe von [ und P ist die Zahl

k

S(f,P) =3 (sup /) Volu(P). (7)

i=1  Pi
Die Untersumme von f und P ist die Zahl
k
S(f.P) =Y (inf ) Vol, (). ®)
i=1 7

Lemma 1.9. Sei B C R" kompakt, sei f : B — R eine beschrinkte Funktion,
und seien

P={P,...,P}, Q={Q1,...,Q/}

Partitionen von B. Dann gilt

S(f,P) < S(f,PAQ)<S(f,PNQ) <5(f,Q).
Beweis. Es folgt aus Definition [1.§ sowie Lemma [I.6| and Lemma dass

S(f,P) = Z(mff)\/ol (P)
= ZZ(mff)Vol (PN Q)
ZZ( inf_)Vol,(P,1Q;) = S(f.P A Q)

PinQ;

IN

IN

ZZ(sup F)Vol,(PiN Q) = 5(f, P A Q)

j PNQ;

Z Z(SEP f)Voln(Pi NQ,)
i i @
= > (sup £) Volu(@y)

J Q;

= S(f,Q)

Damit ist Lemma bewiesen. O

IN



Definition des Riemannschen Integrals

Nach Lemma erfiillt jede kompakte Teilmenge B C R"™ mit Z(B) # )
und jede beschrinkte Funktion f : B — R die Ungleichung

sup S(f,P)< inf S(f,Q). (9)

PeP(B) QeZ(B)
Definition 1.10. Sei B C R™ eine kompakte Menge mit 2 (B) # 0. Eine

beschrinkte Funktion f: B — R heisst Riemann-integrierbar, wenn

sup S(f,P)= inf S(f Q)

Pe2(B) QeZ(B)
ist. Falls f : B — R Riemann-integrierbar ist, so wird die reelle Zahl
/ f(z)dzy---dx, := sup S(f,P)= inf S(f Q) (10)
B PeZ(B) Qe (B
das (Riemannsche) Integral von f iiber B genannt.

Beispiel 1.11. Sei B C R” eine kompakte Menge die eine Partition besitzt.
Als erstes Beispiel betrachten wir eine konstante Funktion f : B — R. Sei

also a € R so dass f(x) = a ist fiir alle x € B.Ist P = {P,..., P} eine
Partition von B so gilt infp, f = supp, f = a fiir alle 7 und daher

S(f,P)=S(f.P)=a Z Vol (P,

Daraus folgt nach Lemma [1.9] dass alle P,Q € Z(B) die Ungleichungen

S(f,P)=S(f,P) < S(f,Q) = S(f,Q) < S(f, P) erfiillen. Also sind Ober-
summe und Untersumme von f unabhéngig von der Wahl der Partition.
Daraus folgt, dass die Konstante Funktion f = a Riemann-integrierbar ist
und die Gleichung

k
/ad:r;l---dxn :CLZVOIn(P
B i=1

fiir jede Partition P = { P, ..., P} € &(B) gilt. Das Integral der konstanten
Funktion f =1 wird das (n-dimensionale) Volumen von B genannt und
mit

k
Vol,,(B) ;:/ Ldz, -+ - da, = Vol,(P) (11)
B i=1

(fir P ={Py,..., P} € Z(B)) bezeichnet.
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Lemma 1.12. Sei B C R™ eine kompakte Teilmenge mit & (B) # () und sei
f: B — R eine beschrdinkte Funktion. Folgende Aussagen sind dquivalent.

(i) f ist Riemann-integrierbar.
(ii) Fir jedes € > 0 existiert eine Partition P € &?(B) mit

g(f,P)—ﬁ(f,P)<8.

Proof. Wir zeigen zunéchst dass (i) aus (ii) folgt. Sei also (ii) erfiillt. Dann
gilt die Ungleichung

inf S(f,Q)< sup S(f,P)+e¢
o (f,Q) PE@I()P)_(f )

fiir jedes € > 0. Daraus folgt

inf )g(va)S sup S(f,P).

QeZ (P PeP(P)

Daher folgt aus der Ungleichung @[) dass f Riemann-integrierbar ist.
Wir zeigen dass (ii) aus (i) folgt. Sei also f : B — R eine Riemann-
integrierbare Funktion und sei

ci= /Bf(:zc)dxl---dmn.

Sei € > 0. Dann existieren nach Definition des Riemannschen Integrals zwei
Partitionen P,Q € Z(B) so dass

S(f, P) >c—%, 5(£,Q) <c+§.

Daraus folgt nach Lemma [1.9] dass

ist. Damit ist Lemma [1.12] bewiesen. O

Mit Hilfe von Lemma [I.12 kann man leicht zeigen, dass jede stetige Funk-
tion f : B — R auf einer kompakten Teilmenge B C R™ mit &(B) #
Riemann-integrierbar ist. Im néchsten Abschnitt werden wir eine viel all-
gemeinere Aussage bweisen, welche die Riemannsche Integrierbarkeit einer
beschriankten Funktion f : B — R bereits dann garantiert, wenn sie ausser-
halb einer sogenannten Jordanschen Nullmenge stetig ist.
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1.3 Jordansche Nullmengen

Definition 1.13. Fine Teilmenge A C R™ heisst Jordanschen Nullmen-
ge, wenn es fir jededs € > 0 endlich viele offene Quader Wy, ..., Wy C R"
gibt so dass A C \J_, W, ist und 3" Vol (W,) < e.

Es folgt direkt aus der Definition, dass jede Jordansche Nullmenge be-
schrinkt ist, dass jede Teilmenge einer Jordanschen Nullmenge ebenfalls eine
Jordansche Nullmenge ist, und dass jede endliche Vereinigung Jordanscher
Nullmengen selbst wieder eine Jordansche Nullmenge ist.

Lemma 1.14. Ist A C R" eine Jordansche Nullmenge so ist thr Abschluss
A ebenfalls eine Jordansche Nullmenge.

Beweis. Sei € > 0 gegeben. Wahle offene Quader Wy, ..., Wy C R™ so dass
Ac UYL, W, und 3N Vol,(W,) < S ist. Fiir v = 1,..., N wihle einen
offenen Quader W/ mit W, C W/ und Vol,(W!) < 2Vol(W,). Dann gilt
Ac U, w, c UL, W, und 32N Vol, (W) < 252N Vol,(W,) < e.
Damit ist Lemma [I.14] bewiesen. O

Beispiel 1.15. (i) Ist B C R"! eine beschrinkte Menge und ist ¢ € R, so
ist die Menge A := B x {c} C R"! x R = R" eine Jordansche Nullmenge.
Beweis: Wihle R > 0und 6 > 0sodass B C (—R,R)" ' und § < g/2"R" !,
Dann ist die Menge W := (=R, R)"™! x (¢ — d,c+ ) ein offener Quader der
A enthélt und Vol (W) = (2R)" 7126 < .

(ii) Sei @ C R™ ein achsenparalleler offener Quader. Dann ist Q) eine Jordan-
sche Nullmenge nach (i).

(iii) Eine nichtleere offene Teilmenge des R™ ist keine Jordansche Nullmenge.
(Jede nichtleere offene offene Menge enthélt einen achsenparallelen offenen
Quader @; ist ein solcher Quader in der Vereinigung endlichen vieler offener
Quader Wy, ..., Wy enthalten, so gilt >>»  Vol,(W,) > Vol,(Q) > 0 nach
dem von Neumannschen Argument im Beweis von Lemma[1.7])

(iv) Die abzihlbare beschrinkte Menge A := QNJ0, 1] C R ist keine Jordan-
sche Nullmenge, denn A = [0, 1] ist keine Jordansche Nullmenge nach (iii).

(v) Die standard Kantormenge K C [0, 1] ist eine Jordansche Nullmenge.

(vi) Die Konstruktion der Kantormenge lsst sich so modifizieren, dass man
eine kompakte Menge K’ C [0, 1] erhélt, die keine Jordansche Nullmenge ist.
In diesem Fall ist U := [0,1] \ K’ eine offene Teilmenge von R deren Rand
OU = K’ keine Jordansche Nullmenge ist.

12



Definition 1.16. Sei B C R" eine kompakte Menge und P = {Py,..., Py}
eine Partition von B. Dann ist jeder der offenen Quader P; ein Produkt
offener Intervalle P; =: (a1, bi) X (@2, bia) X - - X (@in, bin) mit a;; < b;;. Fir
1=1,...,k heisst die Zahl

0(P;) := max {bi1 — a1, b — G2, - . ., bin — i}
die maximale Seitenlidnge von P;. Die Zahl

d(P) := max, I(P) = max (bij — aij)

heisst Feinheit der Partition P.

Ubung 1.17. Sei B C R" ecine kompakte Menge mit £?(B) # ). Dann
existiert fiir jedes dy > 0 eine Partition P € Z(B) mit §(P) < dy.

Lemma 1.18. Sei B C R" eine kompakte Menge mit 2 (B) # (), sei A C R™
eine Jordansche Nullmenge, und sei € > 0. Dann existiert eine Zahl oy > 0
so dass fir alle P € & (B) gilt

5(P) < & = > Vol (P) <.
PiNAH£D

Beweis. Sei ¢ > 0 gegeben. Nach Lemma ist A eine Jordansche Null-

menge. Daher existieren offene Quader Wy, ..., Wy C R” so dass
N N
AclJw, D Vol,(W,) <e. (12)
v=1 v=1

Schritt 1. Es existiert eine Zahl p > 0 so, dass fiir jedes Element a € A ein
ve{l,...,N} existiert, so dass B,(a) C W, ist.

Fiir jedes a € A gibt es eine Zahl v = v(a) € {1,..., N} so dass a € W,
ist. Da W, eine offene Menge ist, gibt es weiterhin fiir jedes a € A eine Zahl
p(a) > 0mit By (a) C Wy(. (Hier wird das Auswahlaxiom nicht benétigt.
Wir konnen einfach v(a) als den kleinsten Index in {1,..., N} definieren so
dass W,(q) den Punkt a enthéhlt und dann p(a) als die grosste Zahl mit
der Eigenschaft Bsq)(a) C Wy (e).) Nun bilden die Mengen B, (a), a € A,
cine offene Uberdeckung der Menge A (siche [3]). Diese ist abgeschlossem
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und beschrénkt, und daher nach dem Satz von Heine-Borel folgenkompakt.
Nach [3| Satz 3] gibt es daher endlich viele Elemente ay, ..., a, € A mit

Ac By (@)-
=1

Fiir : = 1,...,m fithren wir nun die Abkiirzungen p; := p(a;) und v; := v(a;)
ein. Sei p := min{p1,...,pm} > 0. Dann gilt B, ,(a;) C By, (a;) C W, fiir
i=1,...,m. Sei nun a € A gegeben. Dann existiert ein ¢ € {1,...,m} mit

la — a;|| < p;. Daraus folgt B,(a) C B,.,,(a;) C W,,. Damit ist Schritt 1
bewiesen.

Schritt 2. Sei p > 0 wie in Schritt 1 und dy := p/\/n. Sei P ={Py,..., P}
eine Partition von B mit §(P) < &y. Dann gilt fir jedes j € {1,...,k}, dass

P,NA#() = Jv e {1,...N} so dass P; C W,,.
Sei a € P; N A. Nach Schritt 1 existiert ein Element v € {1,..., N} so dass

B,(a) C W, ist. Da 6(P;) < &y ist, gilt fiir jedes Element z € P; die Unglei-
chung

n

lz = all = (| > (2 — a:)? < V/nd(P;) < v/ndo = p.

i=1

Also folgt P; C B,(a) C W,. Damit ist Schritt 2 bewiesen.
Schritt 3. Die Behauptung von Lemma gilt mit 6o = p//n.
Sei P ={Py,..., Py} eine Partition von B mit §(P) < dp. Definiere
Ja={j€{l,... .k} P;nA#0}
und, firv=1,..., N,
J,={je{l,....k}|P; CW,}.

Dann gilt nach Schritt 2 J, C Ul],V:1 J,. Daraus folgt

> Vol (P) <) (Z Voln(Pj)> < Vol (W) <e.

YISO v=1 \jeJ,

Hier folgt die zweite Ungleichung aus dem Beweis von Lemma (mit von
Neumann’s Trick). Die letzte Ungleichung folgt aus . Damit ist Lem-
ma [L.18 bewiesen. O
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Der néchste Satz zeigt, dass jede beschrinkte Funktion, die ausserhalb
einer Jordanschen Nullmenge stetig ist, Riemann-integrierbar ist.

Satz 1.19. Sei B C R" eine kompakte Menge mit Z(B) # 0, sei A C B
eine Jordansche Nullmenge, und sei f : B — R eine beschrinkte Funktion.

(1) Ist f auf B\ A stetig, dann ist f Riemann-integrierbar.
(ii) Ist f(z) =0 fir alle x € B\ A soist [, f =

Beweis. Der Beweis hat zwei Schritte.

Schritt 1. Ist f(x) =0 firz € B\ A so ist f € Z(B) und

[i-0

Wir nehmen ohne Einschrankung der Allgemeinheit an, dass f nicht identisch
verschwindet. Also ist || f|| = supg|f] # 0. Sei nun ¢ > 0 gegeben. Nach
Lemma [1.18) existiert eine Partition

P={P,... P} € PB)

so dass
> Vol ( (13)
e < S0
Dann gilt
— 5
S(P) = Y (supf)Volo(R) < If D2 Vol(R) < 5
Pinazo i PinAAD

und ebenso
S PY= Y (inf £)Vol,(P) = ~ |l D° Vol(P) > -
PiNAHD Fi P;NALD
Damit folgt Schritt 1 aus Satz [1.20}
Schritt 2. Ist f auf B\ A stetig, so ist f € Z(B).

Sei ¢ > 0 gegeben. Wir nehmen wiederum an, dass f nicht identisch ver-
schwindet und wéhlen eine Partition P = {Py,..., P} € Z(B) so dass
gilt. Betrachte die kompakte Menge

U 7

FZ' NA=0
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Die Restriktion f|x : K — R ist stetig. Nach einem Satz aus der Analysis I
Vorlesung (siehe [4, Kapitel VII]) ist f|x also gleichméssig stetig. Sei

k
V=Y Vol,(P,
=1

Wihle dg > 0 so dass fiir alle z,y € K gilt

5
_max |z, — v, | < do = |f(z) = fy)| < Bl

Wihler eine Partition @ = {Q1,...,Q/} € QZ(B) mit §(Q) < dp. Dann gilt
)~ 1) < o7
fir alle j =1,...,¢ und alle z,y € Q; N K, und daher

P,NnA=10 = supf—inffgi
PiNQ; FinQ; 2V

fiir alle ¢, 5. Daraus folgt
S(f,PAQ)=S(f.PAQ)
_ ZZ(SHP f— inf f)Vol (PNQ))

j PNQ; PinQ; NQ;

< Z Z(sup f— inf f)Vol (PN Qj)

_ - Png;
PinA=p j LiNQi

2071 Y0 D Volu(PiN Q)

P,NA£D J
> Vol (PN Q)
P,NA=0) J
L2011 >0 > Vol (PN Q)

P.NAAD J

2v D Vol (P) 42| f D Vola(

P;NA=0) P;NAH£D
15 15
— N"Vol,(P) + =
<2v; oln(P) + 3
= €.

Hier folgt die vorletzte Ungleichung aus ([L3)). Nach Lemma ist also f
Riemann-integrierbar. Damit sind Schritt 2 und Satz bewiesen. m
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1.4 Riemannsche Summen

Das Ziel diese Abschnitts ist der Beweis des folgenden zentralen Kriteriums
fiir die Riemannsche Integrierbarkeit. Der Satz zeigt, dass eine beschriankte
Funktion genau dann Riemann-integrierbar ist wenn die sogenannten Rie-
mannschen Summen konvergieren.

Satz 1.20. Sei B C R™ eine kompakte Menge mit 22(B) # 0, sei f : B — R
eine beschrdnkte Funktion, und sei ¢ € R. Dann sind folgende Aussagen
aquivalent.

(i) f ist Riemann-integrierbar und

c= / flz)dzy - - - dxy,.

(ii) Fiir jedes e > 0 existiert ein P € 2 (B) so dass
c—e<S(f,P)<S(f,P)<c+e. (14)
(iii) Fiir jedes € > 0 existiert ein dg > 0 so dass fiir jedes P € P (B) gilt

§(P) < & — c—e<S(f,P)<S(f,P)<c+e. (15)

(iv) Fir jedes € > 0 ezistiert eine Zahl g > 0 so dass fir jede Partition
P=A{P,...,P.} € Z(B) und alle xy,...,x; € R gilt

—= c= > flz)Vol,(P)| < e. (16)

=1

Die Zahlen Y., f(x;)Vol,(P;) heissen Riemannsche Summen von f.

Proof. Siehe Seite O

Zum Beweis von Satz benotigen wir das folgende Lemma.

Lemma 1.21. Sei B C R" eine kompakte Menge mit 2(B) #0, f: B— R
eine beschrinkte Funktion, QQ € P (B), und € > 0. Dann existiert eine Zahl
do > 0 so dass fiir alle P € P(B) gilt

P <hy = SRDZSSG S (17)



Beweis. Sei f: B — R eine beschriankte Funktion und sei @ = {Q1,...,Q/}
eine Partition von B. Wahle eine Zahl € > 0. Definiere

¢
M :=sup |f(z)], A:zU@Qj.

zeB j=1

Dann ist A eine Jordansche Nullmenge (siehe Beispiel [1.15). Nach Lem-
ma [1.18| existiert daher eine Zahl §p > 0, so dass fiir jede Partition P =
{Py,..., P} von B gilt

5(P) <&y = 3 Vol (P) < ﬁ (18)

Seinun P = {P,..., P} € &(B) eine Partition von B mit §(P) < dy. Dann
gilt

S(f,P) < S(f,PNQ)

14

M-

Jinf £ ) Vol (PN Q)

PinQ,

_ i:( inf f)Voln(R nQ,)

- ﬁiﬂQj

- ﬁiﬁQj

N f:( inf f)Vol(P; 1 Q)

IN
— %

=

—

-
SN——

g

3

T

L
+M Y (Z voln(RmQj))

PinA#£0 \j=1

< S(f,P)+2M Y Vol,(P)
P;NA#(
< S(f,P)+e.

Die Ungleichung S(f, P) > S(f,Q) — € zeigt man genauso. Damit ist Lem-
ma [L.21] bewiesen. O
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Beweis von Satz[1.20. Wir zeigen zunichst, dass (iii) und (iv) dquivalent
sind. Die Implikation (iii) = (iv) folgt sofort aus der Ungleichung

k

S(f,P) <Y f(w:)Volu(P) < 5(f, P)

=1

fiir jede Partition P = {P,..., P} von B und alle 7; € P;. Um die Um-
kehrung (iv) = (iii) zu zeigen, geben wor eine Zahl ¢ > 0 vor und wéhlen
do > 0 so, dass gilt. Da

— sup Z F(2;)Vol,( S(f,P)= inf > f(x;)Vol,(P),

2, €P; ;—1 T, €P; i—1

folgt aus die Ungleichung

c—e<S(f.P)<c<S(f,P)<cte.

Damit habe wir gezeigt, dass (iii) und (iv) dquivalent sind.
Wir beweisen (i) = (iii). Sei also f : B — R Riemann-integrierbar, sei

c= [ flzx)dxry---dx,= sup S(f,P inf S(f,Q

| sy s S(P)= i 5(1.Q)

und sei ¢ > 0. Dann existiert nach Lemma eine Partition Q € #(B)
mit

— £
Da S(f,Q) < ¢ < S(f,Q) ist, folgen daraus die Ungleichungen

C—§<S(f,Q) <5(f@)<0+§

Nach Lemma [[.2]] existiert nun eine Zahl §; > 0 so dass fiir jede Partition

P e Z(B) gilt

S(f.P)

(P <d = §<f7p>§%(f’@‘€/2>0_57

(f,Q)+¢e/2<c+e.

Also erfiillt f die Bedingung (iii). Die Implikation (iii) == (ii) folgt sofort
aus Ubung und (ii) = (i) folgt sofort aus Lemma[l.9/und der Definition
des Riemannschen Integrals. Damit ist Satz bewiesen. O]
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Der Banachraum der integrierbaren Funktionen

Sei B C R"™ eine kompakte Teilmenge, die eine Partition besitzt, so dass
P (B) # 0 ist (siehe Definition [1.4). Wir bezeichnen die Menge der Riemann-
integrierbaren Function auf B (sieche Definition [1.10)) mit

Z(B) :=={f: B — R| f ist Riemann-integrierbar} .

Es ist niitzlich, die Abkiirzung [, f := [ f(z)dz, - - dx, fir f € Z(B) zu
verwenden. Es sei daran erinnert, dass das Volumen der Menge B durch
die Formel

Vol,(B) := / 1=25(1,P) = S(1,P) =) _Vol,(P) (19)

fir P = {P,..., P} € Z(B) definiert ist; diese Zahl ist unabhéngig von
P (Siehe Beispiel [1.11)). Die Supremumsnorm einer beschrinkten Funktion
f: B — R wird mit

171 = sup £ (z) (20)

bezeichnet. Der folgende Satz fasst einige grundlegende Eigenschaften des

Riemannschen Integrals zusammen. Insbesondere ist Z(B) nach (i) ein reeller
Vektorraum und die Abbildung Z(B) — R : f — [} f ist linear ist. Nach (v)
ist Z(B) sogar ein Banachraum.

Satz 1.22. Sei B C R" eine kompakte Teilmenge mit 2(B) # (.

(i) Sind f,g : B — R Riemann-integrierbar und X\ € R, so sind auch die
Funktionen f4+¢g: B — R und \f : B — R Riemann-integrierbar und es gilt

Juro=[r+ o [a=a]s

(i) Sind f,g : B — R Riemann-integrierbar so sind auch die Funktionen
fg, max{f, g}, min{f, g}, | f| Riemann-integrierbar.

(iii) Sind f,g € Z(B) und gilt f(zx) < g(x) fir allex € B, so gilt [, f < [ g
(iv) Fir jedes | € #(B) gitt | [ f| < [ |f] < |71 Volu(B).

(v) Wenn f, € Z(B), v € N, eine Folge Riemann-integrierbarer Funktionen
ist, die gleichmdssig gegen f : B — R konvergiert, dann ist auch f Riemann-
integrierbar, und es gilt fB f=1lim, fB fu.

(vi) Z(B) ein Banachraum beziglich der Supremumsnorm und das lineare
Funktional Z(B) — R : f— [, [ ist stetig beziiglich dieser Norm.
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Beweis. Wir beweisen (i). Seien f, g : B — R Riemann-integrierbar und

o= [1 b= [0

Wir beweisen dass die Funktion A := f+¢ : B — R und die Zahl ¢ := a+0b €
R die Bedingung (iv) in Satz erfiilllen. Sei ¢ > 0. Dann existiert nach
Satz eine Zahl dy > 0, so dass jede Partition P = {Py,..., P} € Z(B)
mit 6(P) < & und alle Vektoren x; € P;, die Ungleichungen

k

a— Y f(x:)Vol,(P)

=1

<: <:
2’ 2

b— Z g(z;)Vol,(P,)

erfiillen. Daraus folgt nach der Dreiecksungleichung

k

a+b—="Y (f(x;) + g(w:)) Vol (P,)

i=1

<e,

ebenfalls fiir jede Partition P = {P,..., P} € &(B) mit §(P) < § und alle
Vektoren z; € P;. Damit haben wir gezeigt, dass h := f + gund ¢ :=a+ b
Bedingung (iv) in Satz erfiillen. Also ist f+ g Riemann-integrierbar und

/B(f+g):a+b:/3f+/Bg.

Ebenso zeigt man, dass, firr jedes f € Z(B) und jede reelle Zahl \, die
Funktion A\f : B — R Riemann-integrierbar und | gAf = A /, 5 J ist. Damit
ist (i) bewiesen.

Wir beweisen (ii). Sei P = { P, ..., P} eine Partition von B. Dann gilt
fiir jedes i und alle x,y € P;

f(@)g(x) = fy)g(y) f@)(g(x) —gw) + (f(z) — 9(v))9(y)
< |Ifll (g9(x) = g(m)) + llgll (f(x) — g(y))

< 171 (supg ~ intg) + gl (sup £ — 1t £).

Bilden wir das Supremum iiber x,y € P;, so ergibt sich fiir i = 1,..., k die
Ungleichung

sup fg — inf fg <||f]] (Sgpg - iLl_fg> + gl (Sgp — inf f>'

P; P; P; P; P; P;
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Daraus folgt

Wir zeigen nun, dass fg Riemann-integrierbar ist. Dazu nehmen wir ohne
Einschréankung der Allgemeinheit an, dass weder f noch ¢ identisch ver-
schwindet, so dass || f]| # 0 und ||g|| # 0 sind. Sei ¢ > 0 gegeben. Da f und
g Riemann-integrierbar sind, existieren nach Lemma [1.12| zwei Partitionen

P,Q € #(B) so dass

S(f,P)=S(f,P) < 5(9,Q) = S8(9,Q) <

2 Igll - 2||f||

Aus diesen Ungleichungen folgt unter Verwendung von Lemma [1.9] dass

<|fII (S (g,PA Q) S(g, PAQ)) + gl (S(f.PAQ)—S(f,PAQ))
<171 (S(9, Q) — S(9,Q)) + llgll (S(f, P) = S(f, P))

<fif_¢
2 2

Daraus folgt nach Lemma [1.12] dass fg Riemann-integrierbar ist. Wir zeigen
nun, dass | f| Riemann-integrierbar ist. Dazu wihlen wir wieder eine Partition
P={P,..., P} von B. Dann gilt fiir jedes i und alle z,y € P;

@)= 1fWl < |f(x) = fy)l < sgpf — inf f.

Daraus folgt supp, | f| —infp, |f| < supp, f —infp, f fiir alle 4 und daher

S(If1,P) = S(Ifl.P) < S(f,P) = S(f.P).

Also folgt aus Lemma dass | f| Riemann-integrierbar ist. Nun gilt

max{f, g} + min{f, g} = f+g,  max{f g} —min{f g} =|f —g|.

Diese beiden Funktionen sind nach dem bisher gezeigten Riemann-integrier-
bar. Also folgt aus (i), dass auch die Funktionen max{f, g} und min{f, g}
Riemann-integrierbar sind. Damit ist (ii) bewiesen.

Wir beweisen (iii). Sind f,¢g € Z(B) und f < g so gilt S(f, P) < S(g, P)
fiir jede Partition P € 22(B) und daraus folgt sofort [, f < [5g.
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Wir beweisen (iv). Ist f € Z(B), so sind die Funktionen — |f| und |f|
nach (i) und (ii) Riemann-integrierbar. Ausserdem gilt — |f| < f <|f]. Also

folgt aus (iii), dass
S LB REIAE

Dies ist dquivalent zu ‘ I f} < [51f]- Ausserdem folgt aus (i) und der De-
finition von Vol,(B), dass das Integral einer konstanten Funktion ¢ durch
[z = cVol,(B) gegeben ist. Mit ¢ = ||f|| > |f] ergibt sich aus (iii) die
Ungleichung || f|| Vol (B) = [ IfIl = [ |f]- Damit ist (iv) bewiesen.

Wir beweisen (v). Sei also f, : B — R eine Folge Riemann-integrierbarer
Funktionen, die gleichméssig gegen f : B — R konvergiert. Aus der De-
finition der gleichméssigen Konvergenz folgt, dass f beschréankt ist und f,
beziiglich der Supremumsnorm gegen f konvergiert. Insbesondere ist also
(f,)ven eine Cauchy-Folge beziiglich der Supremumsnorm. Nun definieren
wir eine Folge (¢, ),en durch

c,,::/fy, veN.
B

Nach (iv) gilt fiir alle v,/ € N die Ungleichung

e — ] < / o= Fol < |fo — full Volu(B). (21)

Daraus folgt, dass (¢, ),en eine Cauchy-Folge in R ist. Da jede Cauchy-Folge
reeller Zahlen konvergiert, existiert auch der Grenzwert

c:= lim c,.
V—r00
Bilden wir in (21) nun den Grenziibergang v — oo so erhalten wir die
Ungleichung
|CV_C| < “fu_fHVOln(B)' (22>

Wir beweisen, dass f Riemann-integrierbar und [ g) = cist. Sei ¢ > 0
gegeben. Da f, in der Supremumsnorm gegen f convergiert, existiert eine
Zahl v € N so dass

9 g
- S — | <= 2
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Hier folgt die zweite Ungleichung aus der ersten und . Da ¢, = [ f, ist,
existiert nach Satz eine Partition P € #(B), so dass

¢ — g < S(f, P) <8(f,, P) < ¢, + g. (24)

Ausserdem folgt aus der Definition von Ober- und Untersumme, dass
‘g(fua P) -
‘ﬁ(f v P ) -

Y

(25)

[ Wl
Col ™ol m

Kombinieren wir die Ungleichungen , , und so erhalten wir
2
c—z—:<cy—§ <§(fV,P)—§ < S(f.P)

und

?(f,P)<§(fy,P)+§<cy+23—5<c+s.

Also folgt aus Satz , dass f Riemann-integrierbar und || g/ = cist. Damit
ist (v) bewiesen.

Wir beweisen (vi). Sei f, € Z(B) eine Cauchy-Folge beziiglich der Su-
permumsnorm. Die Ungleichung

|fo(@) = fu ()| < |Ify = fu]

fir alle € B und alle v,/ € N zeigt, dass die Folge (f,()),y in R fiir
jedes x € B eine Cauchy-Folge ist. Also folgt aus dem Vollstéandigkeitsaxiom
fiir die reellen Zahlen, dass die Folge (f,(z)), ¢y fiir jedes # € B konvergiert.
Wir bezeichnen den Grenzwert mit

Dies definiert eine Funktion f : B — R. Wir zeigen, dass die Funktionen-
Folge f, gleichméssig gegen f konvergiert. Sei ¢ > 0 gegeben. Da f, eine

Cauchy-Folge beziiglich der Supremuumsnorm ist, existiert eine natiirlich
Zahl vy € N so dass fiir alle v,/ € N gilt, dass

v,V > 1y — If = fll <e
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Daraus folgt |f,(z) — f./(x)| < e fiir alle z € B und alle v,/ > vy. Bilden
wir nun den Grenzwert v/ — 0o so ergibt sich die Ungleichung

|f,/(l') - f(x)l = Vll_rgo |f,/(flf) - fu’(w)| S €

fiir jedes ¥ € N mit v > 14. Diese Ungleichung lasst sich auch in der Form
schreiben
veN, v>u = W — fll <e.

Mit anderen Worten, f, konvergiert gegen f in der Supremumsnorm, und
dies ist gleichbedeutend mit der Aussage, dass f, gleichméssig gegen f kon-
vergiert. Nun folgt aus (iv), dass f Riemann-integrierbar ist. Also haben
wir gezeigt, dass Z(B) mit der Supremumsnorm ein vollstdndiger normier-
ter Vektorraum, und damit ein Banachraum, ist. Die Stetigkeit des linearen
Funktionals

RB) IR [ / /
B
folgt sofort aus (iv). Damit ist Satz bewiesen. O
Sei B C R™ eine Menge mit Z(B) # () und sei

BB):={f:B—=R|dc>0VxeB |f(x)] <c}

die Menge der beschrinkten Funktionen. Dies ist ein Banachraum mit der
Supremumsnorm

If1l = sup [f(z)].
€D

Die Menge Z(B) der Riemann-integrierbaren Funktionen ist, nach Teil (iv)
von Satz|1.22] ein abgeschlossener linearer Unterraum von %(B) und damit
selbst wieder ein Banachraum. Weiterhin ist die Menge

¢ (B)={f:B— R|f ist stetig}

aller stetigen Funktionen nach Satz [I.19] ein abgeschlossener linearer Unter-
raum von Z(B) und ist damit ebenfalls ein Banachraum mit der Supre-
mumsnorm (denn der Grenzwert einer gleichmiissig konvergierenden Folge
stetiger Funktionen ist stetig). Damit haben wir folgende Inklusionen von
Banachrdumen mit der Supremumsnorm

€ (B) C #(B) C #(B).
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2 Iterierte Integrale

2.1 Der Satz von Fubini

Satz 2.1 (Fubini). Seien p,q € N und n := p + q. Seien A C R? und
B C R? kompakte Mengen so dass P(A) # O und P(B) # 0. Dann ist
P(Ax B)#0D. Sei f: Ax B— R eine Riemann-integrierbare Funktion, so
dass, fir jedes x € A, die Funktion

fo: B =R, f=(y) = flx,y),

Riemann-integrierbar ist. Dann ist die Abbildung A — R : z — [, fs
Riemann-integrierbar und es gilt

/AxBf:/A(/JBf(%y)dyl---dyq) day - dx,. (26)

Beweis. Definiere F': A — R und ¢ € R durch

:/Bfw:/,gf(x7y)dy1"'dyp’ T A><Bf

Wir beweisen in zwei Schritten, dass F' € Z(A) und [, F = c ist.
Schritt 1. Seien P ={Py,..., P} € Z(A) und Q ={Q1,...,Q¢} € P (B)

zwet Partitionen. Dann ist die Menge
PxQ={PxQ;li=1,...,k j=1,...,(}
eine Partition von A X B mit (P x Q) = max{J(P),d(Q)} und es gilt
<

S(f,Px Q) <S(F.P) < S(F,P)<S(f,P xQ).

Fiir jedes i € {1,...,k} und jedes j € {1,...,¢} ist die Menge P-i x @; ein
offener Quader in R” RP x R? mit Abschluss P, x Q] =P, x Q maximaler
Seitenldnge

(B x @) = max {5(F;),5(Q;)},

und n-dimensionalem Volumen

Vol, (P, x Q;) = Vol,(P,)Vol,(Q;).
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Hieraus folgt, dass die offenen Quader P; x (); eine Partition P x () von Ax B
bilden mit Feinheit 6(P x Q) = max {d(P),0(Q)}. Ausserdem gilt fiir jedes

i€{l,...,k} und jedes x € P; die Ungleichung
F(z) < 5(f,Q)

— Ji(ységj f(l’, y))VOIq(Qj)
¢

> (sup £)Vol,(Qy):

j=1 PixQj

IN

Daraus folgt

(o

Py

pF)Volp(Pi) < Z( sup f>Voln(P,~ X Q).

j=1 PixQ;

Bilden wir nun die Summe iiber alle ¢ so ergibt sich
S(F,P) < S(f,PxQ).
Ebenso zeigt man die Ungleichung
S(F,P) = S(f, P x Q).
Damit ist Schritt 1 bewiesen.
Schritt 2. Fiir jedes € > 0 ezistiert eine Partition P € Z(A) so dass
c—e<S(F,P)<S(F,P)<c+e.
Sei ¢ > 0 gegeben. Nach Satz existiert ein dy > 0 so dass jede Partition
R e Z(A x B) mit §(R) < 6§y die Ungleichung
c—e<S(f,R)<S(f,R)<c+e

erfiilllt. Wihle eine Partition P € Z?(A) mit Feinheit 6(P) < &,. Wahle
ausserdem eine Partition @) € 2(B) mit Feinheit §(Q) < dy. Nach Schritt 1
ist P x @ eine Partition von A X B mit Feinheit §(P x Q) < &y und es gilt

c—e<S(f,PxQ)<S(F,P)<S(F,P)<S(f,PxQ)<c+e.

Damit ist Schritt 2 bewiesen.
Es folgt aus Schritt 2 und Satz[1.20] dass ' : A — R Riemann-integrierbar
und [, F' = ¢ ist. Damit ist Satz[2.1| bewiesen. O
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Beispiel 2.2. Dieses Beispiel zeigt, dass aus der Integrierbarkeit von f in
Satz [2.1] nicht die Integrierbarkeit von f, fiir jedes z € A folgt. Sei

A=B=0,1]

und sei K C [0, 1] die Kantormenge. Dann ist K eine Jordansche Nullmenge
in R und K x [0,1] eine Jordansche Nullmenge in R? (Ubung). Definere
f:Ax B — R durch

1, firre K, ye[0,1]1NQ,
Hay) = { 0, sonst.

Diese Funktion ist stetig auf (A x B)\ (K x B) und ist daher nach Satz
Riemann inegrierbar. Jedoch ist f, : B — R nur fiir x € A\ K Riemann-
integrierbar, nicht aber fiir x € K.

Beispiel 2.3. Dieses Beispiel zeigt, dass aus der Integrierbarkeit von f, fiir
jedes x € A nicht die Integrierbarkeit von f folgt. Sei A = B = [0,1] und
definiere f : A x B — R durch

1, firze(0,1]NQ,
f(w.y) = { 0, fiir x € [0,1]\ Q.

Dann ist f, : B — R fiir jedes z € [0,1] konstant und daher Riemann-
integrierbar. Jedoch ist S(f, P) = 0 und S(f, P) = 1 fiir jede Partition P
von [0,1]2. Daher ist f nicht Riemann-integrierbar.

Beispiel 2.4. Seien A C R? und B C R? kompakte Mengen mit Z2(A) # ()
und Z(B) # ). Seien f : A — R und ¢ : B — R Riemann integierbar.
Definiere h : A x B — R durch

h(z,y) = f(x)g(y).

Dann ist i : A x B — R Riemann-integrierbar (Ubung). Ausserdem ist die
Funktion h, := h(z,-) = f(x)g fiir jedes x € A Riemann-integrierbar. Also

folgt aus Satz [2.1| und Satz (i), dass

foa= () o)
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Beispiel 2.5. Seien n > 1 und m > 0 ganze Zahlen. Definiere

fom [0, 1]" = R

durch
A=z = —xy)™, fallsay + -4, <1,
Fnm() = { 0. falls 1 + - + @ > 1. (27)
Dann ist f,,,, Riemann-integrierbar und
1 m!
o T T et 2 v ey

Zunéchst ist f, ,, fir m > 1 stetig, und f,, ist stetig auf dem Komplement
der Menge

A={zec0,1]" |21+ - +x,=1}.

Dies ist eine Jordansche Nullmenge (Ubung). Also ist f,,, nach Satz
Riemann-integrierbar. Wir verifizieren durch Induktion iiber n. Zunéchst

gilt
1 1 1 1
m(x) = 1—x)"dr = t"dt = ——.
| @)= [a=ayan= [Cema- —

Wir nehmen nun an, dass n > 2 und die Formel fiir n — 1 bewiesen ist. Dann
gilt nach dem Satz von Fubini (Satz

1
fn,m = / (/ fn,m(:v) dﬂfn) dl’l, R ,d:l,‘n_l
[0,1]™ (0,171 \Jo
1*2?:711 i n "
= / / 1—2951- dr, | dry---dx,_1
(0,11 \ Jo —

P S L
:/ (1= T )"
[071}n—1 m—l—l
1
= — n—lma1(x)dxy - dx,—

1
(m+1)(m+2) - (m+n)

Der letzte Schritt folgt aus der Induktionsannahme.
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NN

Abbildung 2: Der standard n-Simplex fiir n = 1,2, 3

Fiir m = 0 kann man die Formel wie folgt geometrisch interpretieren.
Der standard n-Simplex ist die Menge

z; > 0 Vi, Zx < 1}.
i=1

Die Funktion f,¢ : [0,1]" — R ist die charakteristische Funktion dieser
Menge, das heisst

A" = {:CE]R”

1, firz € A",

frolw) = { 0, firaz ¢ A™

Wir kénnten also das Integral

fn,(](x)dxl . dxn — —

[0,1]™ n'

auch interpretieren als das Integral der konstanten Funktion f(z) = 1 auf
dem n-Simplex A™ und ihr Integral als das Volumen des n-Simplex. Dies
konnte man in der Form

Vol,,(A™) = / ldxy - - dx, = ]
schreiben. Mit anderen Worten, der standard n-Simplex hat das Volumen
1/nl. Jedoch ist hier darauf zu achten, dass wir bislang das Integral einer
Funktion nur iiber Mengen definiert haben, die eine Partition besitzen. Die
Menge A™ besitzt aber keine Partition. Es ist daher sinnvoll, den Integralbe-
griff etwas zu erweitern. Das soll im folgenden Abschnitt genauer ausgefiihrt
werden.
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2.2 Jordan-messbare Mengen

Definition 2.6. Eine beschrdinkte Teilmenge B C R™ heisst Jordan-mess-
bar wenn ihr Rand OB eine Jordansche Nullmenge ist.

Definition 2.7. Sei B C R" eine Jordan-messbare Menge und Q C R™ ein
abgeschlossener achsenparalleler Quader, der B enthdlt. Sei f : QQ — R eine
Riemann-integrierbare Funktion. Die Zahl

/B = /Q 1p(2)f(2) day - - d, (29)

heisst Integral von f iiber B. Hier bezeichnen wir mit

1, firx e B,
0, firx¢ B,

die charakteristische Funktion von B. Die reelle Zahl

n(B) == Vol,(B) ::/Blz/QlB(x)dxl---dxn (31)

13 R — R, 13(1’) = { (30)

wird das Jordanmass von B oder das Volumen von B genannt.

Bemerkung 2.8. (i) Die Funktion 15 : @ — R ist stetig auf Q\ 9B. Da 0B
eine Jordansche Nullmenge ist, ist 15 nach Satz Riemann-integrierbar.
Nach Satz ist das Produkt 1zf : @ — R Riemann-integrierbar.

(ii) Das Integral [ olB f in (29)) ist unabhéngig von der Wahl des abgeschlos-
senen achsenparallelen Quaders (), der B enthélt.

(iii) Sei B C R" eine Jordansche Nullmenge. Dann ist B = B eine Jordan-
sche Nullmenge (Lemma [1.14). Daher ist B Jordan-messbar und 1, (B) = 0.

Beispiel 2.9. (i) Ist Q C R” ein abgeschlossene achsenparallele Quader, so
ist 0Q eine Jordansche Nullmenge nach Beispiel [L.15] (ii). Daher ist @ Jordan-
messbar. Ausserdem stimmt in diesem Fall die Definition des Volumens in
Definition 2.7 mit der in Beispiel {iberein.

(ii) Sei B C R™ eine kompakte Menge mit Z(B) # (). Sei P = {Py,..., P}
eine Partition von B. Dann ist 0B C J; F;. Daher ist B Jordan-messbar und
hat das Jordanmass (i, (B) = [,1 = S Vol,(P,). (Siche Beispiel [1.11})

(iii) Nach Beispiel 2.5]ist der standard n-Simplex A™ C R"™ Jordan-messbar
und hat das Jordanmass Vol,(A") = p,(A") = 1/nl.

(iv) Die Menge B := [0,1] N Q ist nicht Jordan-messbar, da 0B = |0, 1] ist.
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Lemma 2.10. Seien A, B C R" zwei Jordan-messbare Mengen, Q C R"
eine abschlossener achsenparalleler Quader mit A,B C @Q, und f:(Q — R
eine Riemann-integrierbare Funktion. Dann gilt folgendes.

(i) Die Mengen ANB, AUB, A\ B, B\ A sind Jordan-messbar.

(i) Es gilt
Jonit o=l ) (32)

pn(AU B) + 1o (AN B) = pn(A) + pin(B) (33)
(iii) Ist A C B so gilt p,(A) < p,(B).

und

Beweis. Aussage (i) folgt aus der Tatsache, dass jede der Mengen (A U B),
J(ANB),0(A\ B),0(B\ A) in der Jordanschen Nullmenge 0 AUJB enthal-
ten, und damit selbst eine Jordansche Nullmenge ist. Aussage (ii) folgt aus
Satz (i) und der Tatsache, dass 1y + 1anp = 14+ 1p ist. Aussage (iii)
folgt aus Satz (iii) und der Ungleichung 14 < 1 fiir A C B. Damit ist
Lemma 2,10 bewiesen. O

Definition 2.11. Se: B C R" eine Jordan-messbare Menge. Eine Funktion
f: B — R heisst Riemann-integriebar, wenn die erweiterte Funktion

FiR SR, o) = { Sk pre e

tiber jedem abgeschlossenen Quader () C R™, der B enthdlt, Riemann-inte-
grierbar ist. In diesem Fall heisst die Zahl

[ [ Fortn-a

das Integral von f iiber B. Die Menge der Riemann-integrierbaren Funk-
tionen f: B — R wird mit Z(B) bezeichnet.

Bemerkung 2.12. Sei B C R" eine Jordan-messbare Menge. Dann ist jede
beschrénkte stetige Funktion f : B — R Riemann-integrierbar. Dies folgt
aus Satz und der Tatsache, dass die erweiterte Funktion f :  — R in
Definition auf Q) \ OB stetig ist.
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Mit dieser Definition haben wir das Riemannsche Integral auf Funktionen,
die auf beliebigen Jordan-messbare Mengen B C R™ definiert sind, erweitert.
Insbesondere ist jede beschriankte stetige Funktion f : B — R nach Satz
und Definition [2.11] Riemann-integrierbar. Ausserdem bleiben alle Aussagen
von Satz giiltig fiir Jordan-messbare Mengen B. Dariiber hinaus ldsst
sich der Satz von Fubini wie folgt verallgemeinern.

Korollar 2.13 (Fubini). Seien p,q € N und n := p+ q. Seien P C R? und
Q) C R? abgeschlossene achsenparallele Quader.

(i) Sei B C P x Q eine Jordan-messbare Menge, so dass, fir jedes v € P,
die Menge
By :={yeR|(z,y) € B} CQ

Jordan-messbar ist. Dann ist die Funktion P — R :x — p,(B,) Riemann-
integrierbar und es gilt

m(B) = [ lBo)dar - da,

(ii) Sei B C P x Q wie in (i). Sei f : B — R eine Riemann-integrierbare
Funktion, so dass die Funktion

Jo: B: = R, fm(y) = f(x,y),

fiir jedes x € P Riemann-integrierbar ist. Dann ist die Funktion P — R :
z | B, fz Riemann-integrierbar und es gilt

/Bf:/p</31ff”> dvy - - dz,.

Beweis. Wir beweisen (ii). Definiere f : P x Q — R durch f(z,y) := f(z,y)
fiir (z,y) € B und f(z,y) := 0 fiir (z,y) € (P x Q) \ B. Fiir z € P definiere
j:;; : @ — R durch ﬁ;(y) = f.(y) fir y € B, und f;(y) =0firy € Q\ B,.
Dann gilt fx y) = fv(x,y) fiir alle z € P, y € Q). Nach Voraussetzung und
Definition ﬁsind die Funktionen f: P x@ — R und f; :Q — R (fiir
x € P) Riemann integrierbar, und es gilt

Le=f 5 [a=]F

Also folgt (ii) aus Satz Aussage (i) folgt aus (ii) mit f = 1. Damit ist
Korollar 2.13] bewiesen. O
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Beispiel 2.14. Dieses Beispiel zeigt, dass aus der Jordan-Messbarkeit von B
in Korollar[2.13] (i) nicht die Jordan-Messbarkeit von B, fiir jedes z € P folgt.
Sei P =@ = [0,1] und sei K C [0,1] die Kantormenge. Definere B C [0, 1]?
durch B := {(z,y) € [0,1]?|r € K = y € Q}. Dannist 9B = K x [0, 1]
und daher ist B Jordan-messbar (siche Beispiel 2.2)). Jedoch ist B, C [0, 1]
nur fiir x € [0,1] \ K Jordan-messbar, nicht aber fiir z € K.

Beispiel 2.15. Dieses Beispiel zeigt, dass aus der Jordan-Messbarkeit von B,
fiir jedes « € P nicht die Jordan-Messbarkeit von B folgt. Sei P = @ = [0, 1]
und B := ([0,1] N Q) x [0,1]. Dann ist B, fiir jedes € [0, 1] entweder
die leere Menge oder gleich [0, 1], und ist daher Jordan-messbar. Jedoch ist
OB = [0,1]? und daher ist B nicht Jordan-messbar.

Beispiel 2.16. Die kompakte Menge B := {(s,t) e R?|0 < s <t <1} ist
das oberhalb der Diagonalen gelegene Dreieck im Einheitsquadrat in R2.
Diese Menge ist Jordan-messbar und jede stetige Funktion f : B — R ist
nach Satz Riemann-integrierbar. Nach Korollar gilt

/sz/ol (/Otf(s,t)ds> dt:/ol (/Slf(s,t)dt> ds

fiir jede Riemann-integrierbare Funktion f : B — R.

Beispiel 2.17. Sei B C R" Jordan-messbar und A > 0. Der Zylinder
iiber B mit Hohe h ist die Menge Zp := B x [0, h]. Diese Menge ist
Jordan-messbar und hat das Volumen i, 1(Zg) = hi,(B).

Beispiel 2.18. Sei B C R" Jordan-messbar und A > 0. Dann ist die Menge
AB = {A\z|z € B} Jordan-messbar und p,(AB) = \"u,(B). Die Jordan-
Messbarkeit von AB folgt daraus, dass O(AB) = A\OB ist.

Beispiel 2.19. Sei B C R" Jordan-messbar und h > 0. Der Kegel iiber B
mit Hohe A ist die Menge

K= {(x,9)[0<y<h ze(l—y/h)B}.

Diese Menge ist Jordan-messbar. Das ist jedoch gar nicht so leicht zu bewei-
sen und wir werden uns dieser Frage in Satz zuwenden. Wenn man die
Jordan-Messbarkeit des Kegels Kp akzeptiert, ergibt sich fiir das Volumen,
nach Korollar [2.13] (i) und Beispiel [2.18] die Formel

~ Vol(Zp)

Vo1n<KB>=/0h (1—%)"un<3>=nﬁlun<3>— i
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Charakterisierung Jordan-messbarer Mengen

Wie Beispiel illustriert, ist es eine wichtige Frage, wie man Jordan-
messbare Mengen erkennen kann. Mit dieser Frage beschéftigt sich dieser und
der nédchste Abschnitt. Eine kompakte Teilmenge B C R™ heisst Quader-
gebiude wenn sie entweder leer ist oder sich als Vereinigung endlich vieler
achsenparalleler abgeschlossener Quader (mit positivem Volumen) schreiben
léisst. Das heisst, eine nichtleere Teilmenge B C R" ist genau dann ein Qua-
dergebiude, wenn Z(B) # () ist.

Satz 2.20. Sei B C R" eine beschrinkte Menge und b > 0 eine reelle Zahl.
Ser Q C R™ ein abgeschlossener achsenparallelen Quader, der B enthdlt.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(i) B ist Jordan-messbar und p,(B) = b.

(ii) Die charakteristische Funktion 1p : @ — R ist Riemann-integrierbar und
es qilt fQ 1 =0b.
(iii) Fir jedes € > 0 existieren Quadergebdude By, By C R™ mit

BO C BC Bl, b—e< VOln(Bo) < VOln(Bl> <b+e.

Abbildung 3: Jordan-messbare Mengen

Bemerkung 2.21. Die Quadergebéude By, B; in (iii) kénnen so gewihlt
werden dass alle Ecken Vektoren der Form z = (27™ky,...,27™k,) sind mit
m € Nund ky,...,k, € Z.

Beweis von Satz[2.20. Die Implikation (i) = (ii) folgt sofort aus Satz [1.19]
und der Definition des Jordanschen Masses.

Wir beweisen (ii) = (iii). Sei @ C R"™ ein abgeschlossener achsenpar-
alleler Quader, der B enthélt. Nach Voraussetzung ist die charakteristische
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Funktion 15 : @ — R Riemann-integrierbar und es ist fQ 1 =1>0.Seie >0

gegeben. Nach Satz existiert eine Partition P = {P,..., P} € Z(Q)
so dass B
b—€<§(13, ) 5(137 ><b+€.

Definiere
Jo={je{l,....k}|P;c B}, Ji:={je{l,....k}|P,NnB#0}.

(Man beachte, dass Jy auch die leere Menge sein kann.) Dann sind die Mengen

By := Uje,o ?j und By = UjeJ1 Fj Quadergebaude mit By C B C B; und

b—¢e < S(1p, P) = Vol,(By) < Vol,(B;) = S(1z,P) < b+e.
Damit ist gezeigt, dass (iii) aus (ii) folgt.

Wir beweisen (iii) == (i). Sei ¢ > 0 gegeben. Nach (iii) existieren zwei
Quadergebiaude By, By C R™ mit By C B C B; und

b— Z < Vol,(By) < Vol (B) < b+ Z
Definiere .
A= Bl\B():Bl\BQ.

Dann ist 0B C A. Da By ein Quadergebéude ist, stimmt der Rand des
Inneren BO mit dem Rand von By iiberein. Daher ist B, Jordan-messbar und
es st pun(Bo) = pn(Bo) = Vol,(By). Nach Lemma ist A eine Jordan-
messbare Menge und es gilt

/B La = 11n(A) = j1u(By) — pn(Bo) <

l\')l(‘f)

Also existiert eine Partition P = {Py,..., P} € Z(Bi) mit S(14,P) < /2.
Sei J = {j e{l,.. k}|PiNA# @}. Fiir j € J wahle einen offenen Quader
W; C R™ mit P; C W; und Vol, (W) < 2Vol,(P;). Dann gilt 9B C |J

und
> Vol (W;) <2 " Vol,(P;) = 25(14, P) <e.

JEJ jedJ

JGJ

Daamit haben wir gezeigt, dass 0B eine Jordansche Nullmenge ist. Also ist B
Jordan-messbar. Die Gleichung p,(B) = b folgt nun unmittelbar aus (iii).
Damit ist Satz 2.20] bewiesen. O
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Korollar 2.22. FEine beschrdnkte Teilmenge B C R™ ist genau dann eine
Jordansche Nullmenge, wenn sie Jordan-messbar ist und p,(B) = 0 ist.

Beweis. Sei B C R™ eine Jordan-messbare Menge mit p,(B) = 0. Sei € > 0.
Nach Satz existiert ein Quadergebiude B; C R"™ mit B C B; und
Vol,,(By) < ¢/2. Wihle eine Partition P = {Py,..., P} € Z(B;). Dann
gilt B C By = Ule P; und Zle Vol,,(P;) = Vol,(By) < ¢/2. Wihle offene
achsenparallelen Quader W; mit P; € W; und Vol,,(W;) < 2Vol,(F;). Dann
gilt B C J, W; und ), Vol,(W;) < e. Also ist B eine Jordansche Nullmenge.

Ist B eine Jordansche Nullmenge, so ist nach Lemma auch B eine
Jordansche Nullmenge. Daraus folgt, dass B C B eine Jordansche Nullmen-
ge ist. Ausserdem folgt aus Satz (i), dass u,(B) = fQ 1p = 0 ist (fiir
jeden abgeschlossenen Quader @), der B enthéilt). Damit ist Korollar
bewiesen. O

Korollar 2.23. Ser B C R" eine Jordan-messbare Menge und f: B — R
eine Riemann integrierbare Funktion, so dass f(x) > 0 ist fir alle x € B.
Dann ist die Menge

C:={(x,y) eR"xR|ze B, 0<y< f(x)}

Jordan-messbar und hat das Jordanmass

Mn+1(0):/f-

Beweis. Sei () C R™ ein abgeschlossener achsenparalleler Quader, der B
enthélt. Definiere f : @ — R durch f(z) := f(x) fir z € Bund f(z ) += 0 fiir
reQ\B. Dann ist f: Q — R Riemann integrierbar und ¢ := f f= Js f-
Nach Satz existiert eine Partition P = {Py,..., P} € Z(Q ) mit

c—¢ <§(f,P) S?(}V,P) <c+e/2.
Definiere
k
= |J Pix|o mff] Cy = JPi x [0,5up f + £/2Vol,(Q)].
infp. f>0 i=1 P;

Dann sind Cy und C; zwei Quadergebiude in R*™ mit Cy ¢ C C C; und
c—e< ﬁ(f, P) = Vol,41(Cy) < Vol,41(Ch) = ?(fv, P)+e/2<c+e.
Da £ > 0 beliebig gewéhlt war, folgt aus Satz [2.20] dass C' Jordan-messbar
und p,+1(C) = ¢ ist. Damit ist Korollar bewiesen. O
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Korollar 2.24. Seien p,q € N und n := p+ q. Seien A C R? und B C R?
Jordan-messbar. Dann ist A x B C R"™ Jordan-messbar und es gilt

(A x B) = iy (A)pny(B).

Beweis. Es folgt direkt aus den Definitionen, dass das Produkt einer Jordan-
schen Nullmenge in R” mit einer beschrinkten Teilmenge von R? eine Jordan-
sche Nullmenge in R" ist. In diesem Fall folgt die Behauptung aus Korol-
lar Wir diirfen also annehmen, dass weder A noch B eine Jordansche
Nullmenge ist. Dann gilt

a = u,(A) >0, b= u,(B) > 0.

Sei ¢ > 0 gegeben. Wir nehmen ohne Einschriankung der Allgemeinheit
an, dass ¢ < min{a,b, 1} ist. Nach Satz existieren Quadergebdude
Ao,Al C R? und Bo,Bl C RY mit

Ay C AC Ay, ByCc BC B,

und

€ €
- — 1 (Ay)) < Vol, (A
a 2b<Vop( 0) < Vol ( 1)<a+2<b+1>,

15 15
b— — 1.(By) < Vol,(B b+ ——.
2a<VOp( 0)_V0p( 1)< +2(a+1>

Dann sind Ay x By und A; x By Quadergebdude in R” mit

AQXB()CAXBCA1XBl

und

fin(Ag X Bo) = 11,(Ao)pia(Bo) > (a - %) (b - 2%) > ab—e.

und

fn(A1 % Br) = pp(A)pg(By) < (a+ ﬁ) (b+ 2(a€~|— 1)) <ab+e.

Nach Satz ist also A x B eine Jordan-messbare Menge mit Jordanmass
tn(A x B) = ab. Damit ist Korollar bewiesen. O
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2.3 Mehr iiber Jordansche Nullmengen
Satz 2.25. (i) Sei A C R? x R? eine kompakte Menge und sei

AV = {z e R?|(z,y) € A}

eine Jordansche Nullmenge in RP fiir alle y € R?. Dann ist A eine Jordansche
Nullmenge.

(ii) Sei U C R" eine offene Menge, sei A C U eine kompakte Jordansche
Nullmenge, und sei f : U — R™ eine lokal Lipschitz-stetige Abbildung. Dann
ist f(A) C R"™ ebenfalls eine Jordansche Nullmenge.

(ii) Ist V C R? eine offene Menge, sei B C 'V eine kompakte Teilmenge, und
sei g 'V — R" eine lokal Lipschitz-stetige Abbildung mit d < n. Dann ist
g(B) eine Jordansche Nullmenge.

Beweis. Wir beweisen (i). Seien £ C RP und F' C R? zwei achsenparallele
abgeschlossene Quader so dass

ACExF
ist und sei V' := Vol,(F) > 0. Sei ¢ > 0 gegeben und definiere
B:={ye F|AY #0}.

Dann ist B eine kompakte Teilmenge von F und fiir jedes y € B existiert
eine Partition

P(y) ={Pi(y),..-. Puy(y) } € 2(E)

S Vol (B) < )= {i el kW)}| Pl nAY £ 0}

Fiir y € B definiere

) = {1 R\ 1) = i € {1, k(w)} | Ply) N A¥ = 0}

und

Uly) := {y' € R? ‘ AY 0 Py(y) = 0 fiir alle i € J(y)}

Dann ist U(y) fiir jedes y € B eine offene Menge die y enthilt. Daher existiert
fir jedes y € B ein r(y) > 0 mit By, (y) C U(y) N F.
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Mit dieser Konstruktion bilden die offenen Bélle B,,)(y) mit y € B eine
offene Uberdeckung der kompakten Menge B. Nach [3, Satz 3] existieren
daher endlich viele Elemente yq,...,yy € B mit

N
B C | Briw) (-
v=1
Sei nun Q = {Q1,...,Q¢} € P(F) eine Partition mit der Feinheit
)
0(Q) < min ——=.
( ) ..... N \/a

Dann existiert fiir jedes j € {1,...,¢} mit @j NB#Penvell.. N}
mit Q; C U(y,). (Ist ndmlich n € Q; N B, so existiert ein v € {1,..., N} mit
n € Br(y,)(y,) und es folgt daraus, dass @j C Br(y,) (1) C Borgy) () C U(y)
ist.) Sei nun

J={jef{l,....0}|Q,NnB#0}
unbd wihle eine Abbildung

J—={1l,...,N}: 35— v(j)
so dass @j C U(yu(j)) ist fiir alle j € J. Dann gilt

Ac |J Plg) firalleje Jundalley € Q,

ie[(yu(j))

und daher

Acly U Pl <@

jeJ ’L'Ef(yu(j))

Also ist die Menge A in der Vereinigung endlich vieler abgeschlossen Quader
enthalten mit dem Gesamtvolumen

SN Vol (Pw) x Q) = Y. Y Vol (Pyu) Vol, (@)

J€J €Iy, (j) jed i€l(y,(;)
€
< v Z Vol (Q;)
=2
< e

Daher ist A eine Jordansche Nullmenge.
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Wir beweisen (ii). Da f lokal Lipschitz stetig is die Restriktion von f
auf jede komakte Teilmenge von U Lipschitz-stetig. Also ist f|4 : A — R”
Lipschitz-stetig, d.h. es existiert ein ¢ > 0 so dass fiir alle x,y € R" gilt

T,y €A = 1/ () = FW < elle =yl

Hier verwenden wir die Euklidische Norm. Ein abgeschlossener Wiirfel
in R™ ist ein eine Teilmenge der Form

Q = lay, a1 + 8] X [ag, a3 + 8] X -+ X [ap, a, + 9]

mit ay,...,a, € Rund s > 0. Die Zahl s heisst Seitenlinge des Wiirfels ().
Sei ¢ > 0 gegeben. Da A eine Jordansche Nullmenge ist, existieren endlich
viele abgeschlossene Wiirfel @1, ...,Q, C R"™, so dass

14 J4
AclJa, Zvoln(cgj) < m

Sei s; > 0 die Seitenldnge des Wiirfels );. Dann ist Vol,(Q;) = s7 und es
gilt ||z — y|| < +/ns; fir alle z,y € @Q;. Daraus folgt

1f(z) = f(y)ll < cv/ns; fir alle z,y € @; N A.

Daher existieren offene Wiirfel W; C R", 7 = 1,...,¢, mit der Seitenlénge
tj == 3cy/ns; so dass f(Q; N A) C Wj fiir alle j. Da A C |J; Q; ist, folgt
daraus f(A) C J; W; und

ZVoln(Wj) = Z(3cﬁsj)” = (3cyv/n)" ZVoln(Qj) <e.

Jj=1

J

Also ist f(A) eine Jordansche Nullmenge und damit ist (ii) bewiesen.

Wir beweisen (iii). Sei V' C R? eine offene Menge, sei B C V kompakt,
und sei g : V. — R" eine lokal Lipschitz-stetige Abbildung. Definiere die
Mengen A C U C R™ und die Funktion f : U — R" durch

U:=V xR A := B x {0}, flz, .. xn) = g(xy, ..., zq).
Dann ist U offen, A C U ist eine kompakte Jordansche Nullmenge, und

f U — R™ ist lokal Lipschitz-stetig. Also ist g(B) = f(A) nach Teil (ii) eine
Jordansche Nullmenge. Damit ist Satz bewiesen. O
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Beispiel 2.26. Die Voraussetzung, dass A kompakt ist, kann in Teil (i) von
Satz nicht weggelassen werden. Die Menge

A= {(:E,y) =2""(k,0) GRZ‘mGN, k0 e {1,3,...,2m—1}}

erfiillt A = A = [0,1]? und ist daher keine Jordansche Nullmenge, obwohl
AY C [0, 1] eine endliche Menge ist fiir jedes y € R.

Beispiel 2.27. Die Voraussetzung, dass g lokal Lipschitz stetig ist, kann in
Teil (iii) von Satz nicht weggelassen werden. Ist g : R — R? eine stetige
Abbildung mit g([0,1]) = [0, 1] (space filling curve), dann ist g([0, 1]) keine
Jordansche Nullmenge.

Beispiel 2.28. Sei £ C R" ein linearer Unterraum mit d = dimE < n
und sei @ € R™. Dann ist jede kompakte Teilmenge des affinen Unterraumes
a + E eine Jordansche Nullmenge im R". Beweis: Sei eq,...,e4 eine Basis
von E und definiere g : R? — R" durch g(z1,...,2q) == a+ Z?Zl x;e;. Diese
Abbildung ist glatt und g(R?) = a + E. Da B := g '(K) kompakt ist, ist
K = ¢g(B) nach Teil (iii) von Satz eine Jordansche Nullmenge.

Beispiel 2.29. Der standard n-Simplex A" = {z € R"|z; >0, > . x; < 1}
ist nach Beispiel Jordan-messbar. (Siehe auch Beispiel 2.5])

Beispiel 2.30. Sei B C R” eine Jordan-messbare Menge, sei A > 0, und sei
Kp:={(z,y) e R" xR|0 <y < h, x € (1~ ¥)B} der Kegel iiber B wie in
Beispiel - 2.19] Dann ist 0Kp = Kpp U (B x {0}) nach Teil (i) von Satz [2.25| -
eine Jordansche Nullmenge. Also ist K Jordan-messbar.

Beispiel 2.31. Sei M C R" eine C'-Untermannigfaltigkeit der Dimension
d=dim M < n und sei A C M eine kompakte Teilmenge. Dann ist A ei-
ne Jordansche Nullmenge. Beweis: Fiir jeden Punkt z € A existieren zwei
offene Mengen U,,V, C R" und ein C*-Diffeomorphismus ¢, : U, — Vj, so
dass # € U, und ¢,(U, N M) =V, N (R? x {0}) ist. Wihle kompakte Umge-
bungen Kz C U, von z, eine fiir jedes x € A. Fiir jedes © € A ist dann die
Menge L, := ¢,(K, N M) kompakt und, nach Beispiel , eine Jordansche
Nullmenge daher ist auch K, NM = ¢, ( ») eine Jordansche Nullmenge,
nach Teil (iii) von Satz[2.25| Die Mengen K, = € A, bilden eine offene Uber-
deckung von A. Da A kompakt ist, existieren nach [3, Satz 3] endlich viele
Punkte z1,...,2, € Amit A C U§:1 Kx] Also ist A die endliche Vereinigung
der Jordanschen Nullmengen K, N A, j=1,...,¢ und ist deshalb ebenfalls
eine Jordansche Nullmenge.
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Beispiel 2.32. Eine Funktion f : R” — R heisst eigentlich, wenn fiir jede
kompakte Teilmenge K C R auch die Menge

fUE) ={z eR"| f(x) € K}

kompakt ist. Aquivalent dazu ist die Bedingung, dass fiir jede Folge (2, )yen
von Vektoren in R" gilt

sup|f(z,)] < oo = (z,) besitzt eine konvergente Teilfolge.  (34)

Sei nun f : R™ — [0, 00) stetig differenzierbar und eigentlich. Sei ¢ > 0 ein
reguldrer Wert von f. Dann ist die Menge

B:={z eR"| f(x) <c}
kompakt. [hr Rand ist die Menge
OB ={z e R"| f(x) =c}.

Da c ein reguldrer Wert von f ist, folgt aus einem Satz in Analysis I, Kapi-
tel XI, dass OB eine C'-Untermanngfaltigkeit von R" der Dimension n — 1
ist. Da f eigentlich ist, ist B kompakt. Also ist 9B nach Beispiel eine
Jordansche Nullmenge. Daher ist B Jordan-messbar.

Beispiel 2.33. Der Einheitsball
B—{zcR"| 2] <1}

ist Jordan-messbar. Dies folgt aus Beispiel mit f(z) = ||z]|* und ¢ = 1.

3 Die Transformationsformel

3.1 Verallgemeinerte Riemannsche Summen

In diesem vorbereitenden Abschnitt verallgemeinern wir den Begriff einer
Partition, indem wir Quadergebdude, ebenso wie Quader, durch Jordan-
messbare Mengen ersetzen. Wir zeigen dann, dass fiir Riemann-integrierbare
Funktionen die entsprechenden verallgemeinerten Riemannschen Summen
immer noch gegen das Integral konvergieren. Dieser verallgemeinerte Kon-
vergenzsatz wird fiir den Beweis der Transformationsformel niitzlich sein.
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Definition 3.1. Ser B C R" eine Jordan-messbare Menge. Fine Jordan-
Partition von B ist eine endliche Menge Z = {By, . .., By} von kompakten
Jordan-messbaren Mengen B; C B, so dass B = Ule B; ist und, fir alle

i,j €{l,...,k},
i F# — B; N Bj ist eine Jordansche Nullmenge.

Die Menge aller Jordan-Partitionen von B wird mit Pjoq(B) bezeichnet.

Bemerkung 3.2. Sei B C R" eine kompakte Jordan-messbare Menge und
sei f € Z(B). Sei Z = {By,..., By} eine Jordan-Partition von B. Dann gilt

/szil/& fo ma(B) :ilun(Bi)-

Die erste Gleichung folgt aus Lemma per vollstandiger Induktion, und
die zweite Gleichung folgt aus der ersten mit f = 1.

Im folgenden bezeichnen wir mit do, : R” x R™ — R die durch

doo(x7y) = max{|x1 - y1| 5 |ZL’2 - y2’ Yty |ZEn - yn|}

fiir x,y € R™ definierte Abstandsfunktion. Der Durchmesser einer Teil-
menge B C R" beziiglich dieser Metrik ist definiert durch

d(B) := sup duo(z,9).

z,yeB

Der Durchmesser von B ist genau dann endlich wenn B beschrankt ist. Der
Abstand zweier nichtleerer Teilmengen A, B C R" ist definiert durch

dw(A, B) = inf doo(,Yy). (35)

yeEB

Es ist darauf zu achten, dass der Abstand d, (A, B) durchaus Null sein kann,
ohne dass die Mengen A und B sich auch nur schneiden, geschweige denn
iibereinstimmen.

Definition 3.3. Sei B C R" eine Jordan-messbare Menge. Die Feinheit
einer Jordan-Partition Z = {By, ..., B} € Pjoa(B) ist die Zahl

§(Z) = maxd(B;). (36)
J
Dies ist der maximale Durchmesser der Mengen B; beziiglich der Metric d.
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Lemma 3.4. Sei B C R" eine Jordan-messbare Menge und I' C B eine
Jordansche Nullmenge. Sei € > 0 gegeben. Dann existiert eine Zahl 69 > 0,
so dass fir jede Jordan—Partition Z = {By, ..., By} € Pioa(B) gilt

5(Z) < by — > m(B) <.
doo (B3,I")<do

Beweis. Wihle offene Quader W1, ..., Wy C R", so dass

N N
Tc U W, Zun(W,,) < €.
v=1

v=1

Man kann dann wie in Schritt 1 im Beweis von Lemma [I.1§| zeigen, dass eine
Zahl p > 0 existiert, so dass fiir jeden Punkt 2 € T, der Ball vom Radius p mit
Mittelpunkt x beziiglich der Metrik d., ganz in einer der Mengen W1, ..., Wy
enthalten ist, d.h. 3p>0Ver T Ive {l,..., N} V¢ € R™:

doo(z,8) < p = Eew,. (37)
Sei nun Z = {By, ..., By} € Pyora(B) mit 6(Z) < p/2. Definiere

Jri={j€e{l,....k}|ds(B;,T) < p/2},
J,o={je{l,....k}|B;cW,}, wv=1,...,N.

Dann gilt
N
JrclJ . (38)
v=1

Sei namlich j € Jp. Dann existieren zwei Elemente z € T und y € Bj, so
dass du(z,y) < p/2 ist. (Hier verwenden wir die Tatsache, dass T' und B,
kompakte Mengen sind.) Fiir dieses x existiert nun ein v € {1,..., N}, so
dass gilt. Daraus folgt B; C W,, denn fiir { € B, gilt die Ungleichung
doo(,€) < doo(2,y) + do(y,€) < p/2+ §(Bj) < p und daher ist £ € W,.
Daraus folgt j € J,. Damit ist bewiesen. Aus folgt die Ungleichung

Zﬂn(Bj) < Z Z/fm(Bj) = Z/v‘n (U Bj)

jedr v—1 jed, jed,
N
< D> (W) <e.
v=1
Damit ist Lemma [3.4] bewiesen. O
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Sei nun B C R" eine Jordan-messbare Menge und Z = {B;, ..., By} eine
Jordan-Partition von B. Sei f : B — R eine beschriankte Funktion. Genau
wie in Definition [I.8l definieren wir die Obersumme und die Untersumme
von f und Z durch

Mw

(sup f) n(B;) mf f jin(B

j=1 Bi j=1

I
.Mw

Ebenso wie in Lemma [I.9 beweist man die Ungleichung

su A inf  S(f,2). 39
o 8 S(f,2) < s S(f. Z) (39)

Der néchste Satz zeigt, dass eine beschrinkte Funktion f : B — R genau
dann Riemann-integrierbar ist, wenn in ([39)) Gleichheit herrscht.

Satz 3.5. Set B C R" eine Jordan-messbare Menge, f : B — R eine be-
schrankte Funktion, und ¢ € R. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(i) f ist Riemann-integrierbar und ¢ = [, f

(ii) Fir jedes € > 0 existiert ein Z € Pjoa(B), so dass gilt
c—e<S(f,2)<S(f,Z) <c+e.
(iii) Fir jedes € > 0 ezistiert ein 09 > 0, so dass fir jedes Z € Pjora(B) gilt
(Z) < dy = c—e<S(f,2)<S(f,Z)<c+e.  (40)

(iv) Fliir jedes ¢ > 0 existiert eine Zahl 89 > 0 so dass fiir jede Jordan-
Partition P = {By, ..., By} € Pjora(B) und alle 1, ...,z € R" gilt

k

¢ =Y f@)ua(By)

=1

5(Z) < 50

Die Zahlen Y, f(x;)pn(B;) heissen Riemannsche Summen von f.
Proof. Siehe Seite O

Zum Beweis von Satz [3.5] benétigen wir das folgende Lemma welches die
Ober- und Untersummen von f und Z mit den Ober- und Untersummen aus

Definition vergleicht.

46



Lemma 3.6. Seien B, f, c wie in Satz[1.20 und sei QQ C R™ ein abgeschlos-
sener achsenparalleler Quader, der B enthdlt. Definiere f : (Q — R durch

>~ o | flz), firxe B,
1) '_{ 0, fiir x ¢ B.

Sei P = {Py,..., P} eine Partition von @ und definiere Zp und ep > 0
durch B
ZPZ:{Bl,...,Bk}, BizplﬂB,

und

epi= Y Vol,(P).

P;NOB#0)

Dann ist Zp € Pyora(B) und es gilt

(P -5(,2)| <20fllep,  [SFP)=S(f,2)] <20l (42)
Hier bezeichnet || f|| := supg | f| die Supremumsnorm of f.

Beweis. Definiere die Indexmengen

Iy={ie{l,....,k}|Pic B}, L:={ie{l,....k}|P,ndB #0}.

Dann gilt
o~ k ~
S(f,P) = ) (sup f)Vol,(P)
= Z(supf fin (B +Z supf VOI 9
icly Bi ien, Pi
k
= Z(supf)un(Bz) Z(Supf fin(B +Z Supf )Vol,(P)
i—1 DBi iel, ¢ ier, P
= S(f,2p) = > _(sup f)n(Bi) + Y _ (sup f) Vol, (P,).

ien ier, FPi

Die letzten beiden Summanden sind im Betrag kleiner als ep || f||. Daraus
folgt die erste Ungleichung in (42). Die zweite Ungleichung beweist man
genauaso. Damit ist Lemma [3.6] bewiesen. O
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Beweis von Satz[3.5. Wir beweisen (i) = (ii). Wir nehmen ohne Einschrén-

kung der Allgemeinheit and, dass f nicht identisch verschwindet. Seien @) und
f wie in Lemma . Wihle eine Partition P € Z(Q), so dass

£ g ~ — £
ep < ———, c—=<S(f,P)<S(f,P)<c+ -.

Die Existenz einer solchen Partition folgt aus Lemma und Satz [1.20]
Nach Lemma [3.6] folgt daraus

_ - €
S(f, Zp) SS(f,P)+2||f||€p<C+§+2||f||€P<C+€,

S(f.26) 2 S(F.P) =2\ fllep > = 5 =2 fllep > c — <.

Damit ist gezeigt, dass (ii) aus (i) folgt.
Wir beweisen (ii) = (iii). Sei ¢ > 0 gegeben. Nach (ii) existiert eine
Jordan-Partition Y = {4;,..., Ay} € Pjora(B) mit

c—¢e/2<S(f,Y)<S(f,Y)<c+e/2.
Dann ist

k
[:= U@Ai
=1

eine Jordansche Nullmenge. Also existiert nach Lemma [3.4] ein 6y > 0, so
dass fiir alle Z = {By, ..., B;} € Pjora(B) gilt

£
8(Z) < by — > m(By) < i
doo(B;,T) <0

Behauptung. Sei Z = {By,..., B} € Pia(B) mit 6(Z) < §y und sei
Jje{l,.... 0} mit ds(B;,I') > 09. Dann existiert ein i € {1,...,k} mit

Bj C A;.

Da B; C B = |J; A; ist, existiert ein Index ¢ € {1,...,k} mit 4; N B; # 0.
Sei a € A; N B;. Dann ist dy(a, 0A;) > 6y und daher

B; C Bsy(a;ds) = {z € R | do(a,z) < &} C A;

Damit ist die Behauptung bewiesen.
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Sei nun Z = {By,..., B} € Poa(B) mit §(Z) < dg. Definiere

Joi={je{l,....0}[deo(B;, T) <o},
Jui={je{l,... . 0} [do(B;, T') > do} -

Ausserdem sei

Y/\Z:{Azﬂlelzl,,k,]:1,7€}

Dann ist Y A Z € Pjora(B) und

IN

IN

<

S(f,Y)
S(f,Y ANZ)
k V4
> (it (AN By)
i=1 j=1 =~ 7
k k
SN (inf fua(AinB) + Y>> (inf f)pa(A N By)
j€Jo =1 jeJi i=1
ZZ mf f,unA N B;) —I—Z 1nff (B
j€Jo i=1 jen
ZZ Jnf (A0 By) = 3 (inf £)a(By) + (4, 2)
j€Jo =1 B; jedo B
201> un(By) + S(f, 2)
Jj€Jo
=+ S(f,2).

[\]

Hier haben wir im fiinften Schritt die Behauptung verwendet. Damit gilt

und ebenso

fir jedes Z € Pjoq(B) mit 0
aus (ii) folgt.

S(f,Z)>c—¢

S(f,Z)<c+e
(

Z) < 6p. Damit haben wir gezeigt, dass (iii)
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Wir beweisen (iii) = (i). Seien Z und f wie in Lemma . Wir kénnen
ohne Finschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass f nicht identisch ver-
schwindet. Sei e > 0 gegeben. Nach (iii) existiert eine Konstante dy > 0 so
dass fiir alle Z € Pjoa(B) gilt

§(Z) < bo — c—¢e/2<8(f,Z)<S(f,Z) <c+e/2.
Nach Lemma konnen wir dg so klein wihlen, dass fiir alle P € 2(Q)
gilt

d(P) < do = ep < e

Sei nun P € Z(Q) mit 6(P) < dp. Sei Zp € Pjoa(B) wie in Lemma [3.6]
Dann gilt 6(Zp) < &y und daraus folgt

c—e < c—¢/2=2|fllep
< S(.Z8) ~ 2|l
< S(f.P)
< 5(f,P)
< S(f,Zp)+2|fller
< c+¢e/2+2|f|lep
< c+e.

Da e > 0 beliebig gewéhlt war, folgt aus Satz , dass f: ) — R Riemann-
integrierbar und | 0 f = c ist. Daraus folgt nach Definition, dass f : B — R
Riemann-integrierbar und [, f = c ist.

Damit haben wir gezeigt, dass die Aussagen (i), (ii) und (iii) zueinander
dquivalent sind. Die Aquivalenz der Aussagen (iii) und (iv) beweist man
genau wie in Satz[1.20, Damit ist Satz bewiesen. []

Ubung 3.7. (i) Jede beschriankte zusammenhéngende Teilmenge von R ist
Jordan-messbar.

(ii) Es gibt eine kompakte Teilmenge K C R, die nicht Jordan-messbar ist.
Hinweis: Modifizieren Sie die Konstruktion der Kantormenge.

(ii) Es gibt eine kompakte zusammenhiingende Teilmenge von R?, die nicht
Jordan-messbar ist.
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3.2 Lineare Transformationen

Satz 3.8. Sei B C R™ Jordan-messbare und ® € R™*" v € R™. Dann ist die
Menge ®B+v := {®x + v|z € B} Jordan-messbar und hat das Jordanmass

fin (@B + v) = |det(P)] pn (B).
Proof. Siehe Seite O

0 1 1+A

Abbildung 4: Die Scherung eines Quadrats

Beispiel 3.9. Sei A > 0 und

B:=[0,1], q)::((l) ?)

Dann ist A := ®B = {(z,y) e R* |0 <y <1, \y <z < Ay + 1}. (Siehe Ab-
bildung [4]) Fiir y € [0,1] sei AY := {z e R|(z,y) € A} = [y, y + 1].
Dann ist AY Jordan-messbar und p;(AY) = 1 fiir jedes y € [0, 1]. Ausserdem
ist 0A = ®OB nach Satz eine Jordansche Nullmenge und daher ist A
Jordan-messbar. Also gilt nach Korollar [2.13]

1
pa(B®) = [ (A% dy = 1 = |det(®)| a(B)
0
Beispiel 3.10. Seien aq,...,a, positive reelle Zahlen. Der Ellipsoid

=1 !

E(ay,...,a,) = {az‘ e R"

ist das Bild des Einheitsballes B := {z € R"| > | 27 < 1} unter der Diago-

2

nalmatrix ¢ := diag(ay, . .., a,). Nach Satz[3.8|ist E(ay, ..., a,) also Jordan-
messbar und hat das Volumen

Vol,(E(ay,...,a,)) = ay - - - a,Vol,(B).

Hier haben wir die Formel det(®) = a; - - - a,, verwendet. Wir werden spéter
eine Formel fiir das Volumen des Einheitsballes B C R" herleiten.
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Beweis von Satz[3.8. Der Beweis hat sieben Schritte.

Schritt 1. Sei & € R™"™ mit det(®) = 0 und v € R™. Sei B C R™ eine
beschrinkte Teilmenge. Dann ist B + v eine Jordansche Nullmenge.

Die Bildmenge F :=im ® = {®x | x € R"} von ® ist eine linearer Unterraum
von R” der Dimension d := dim E < n und ®(B) ist eine beschidnkte Teil-
menge von E. Also ist ®(B) nach Beispiel eine Jordansche Nullmenge.

Schritt 2. Sei & € R™"™ und v € R". Ist B C R" Jordan-messbar, so ist
auch ®B + v Jordan-messbar.

Ist det(®) = 0, so folgt die Jordan-Messbarkeit von ®B + v aus Schritt 1. Ist
det(®P) # 0 so ist die durch ¢(x) := $x+ v definierte Abbildung ¢ : R™ — R”
ein Diffeomorphismus. Daher ist der Rand der Menge ®B + v = ¢(B) die
Menge d(®B+v) = ¢(0B) = ®IB+v. Nach Satz[2.25]ist dies eine Jordansche
Nullmenge. Daher ist ® B + v Jordan-messbar.

Schritt 3. Sei B C R" eine Jordan-messbare Menge, und sei v € R™ und
s> 0. Dann gilt p,(sB +v) = s"un(B).

Ist B ein offener oder abgeschlossener Quader, so folgt die Behauptung un-
mittelbar aus den Definitionen. Ist B ein Quadergebéude, wihle eine Par-
tition P = {P,..., P} € Z(B). Dann ist p,(B) = Zle tn(P;), nach
Beispiel (ii). Ausserdem ist

sP+v:={sPi+wv,...,sP.+ v}

eine Partition von sB + v. Daraus folgt die Behauptung fiir Quadergebéude.
Sei nun B C R" eine beliebige Jordan-messbare Menge und b := p,(B).
Ist s = 0 soist sB+v = {v} eine Jordansche Nullmenge und erfiillt daher die
Behauptung von Schritt 3. Sei also s > 0 und wéhle eine Konstante ¢ > 0.
Dann existieren nach Satz zwei Quadergebiude By, B; C R, so dass

ByCBC B,  b—— < (By) < pn(By) < b+ —.
sn s"
Daraus folgt sBy+v C sB+v C sB; + vund
s"b— e < pn(sBy +v) < pp(sBy +v) < s"b+e.

Da e > 0 beliebig gewéhlt war, folgt die Behauptung aus Satz [2.20]
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Schritt 4. Sei & € R™"™ und v € R". Sei Wy := [0,1]" der abgeschlossene
Finheitswiirfel. Definiere die Zahl A\(®) > 0 durch

AMP) := (W),
Dann gilt
(DB + 1) = A(®)j1,(B) (43)
fiir jede Jordan-messbare Menge B C R".

Dass ® B fiir jede Jordan-messbare Sei a = (aq,...,a,) € R” und s > 0 und
B :=lai,a1 + 8] X -+ X [an, a, + 8] = sWy + a.
Dann ist p,(B) = s" und daher folgt aus Schritt 3, dass
n(DB) = o (sOWo + 5a) = 5" 1(®Wo) = A(®) 10 (B).

Damit ist Schritt 4 fiir abgeschlossene Wiirfel bewiesen.

Sei nun B C R" ein Quadergebéude, das eine Partition P = {Py,..., Py}
besitzt, so dass P; fiir jedes i ein abgeschlossener Wiirfel ist. Dann bilden die
Mengen ®P; + v, i =1,...,k, eine Jordan-Partition von ®B + v. Nach dem
bisher bewiesenen und Bemerkung gilt daher

fin(PB +v) = Zun<<bﬁi +v) = \®) ZNH(Pz) = AN(®)pn(B).

i=1 i=1

Damit ist Schritt 4 fiir jedes Quadergebéude, das eine Partition aus Wiirfeln
besitzt, bewiesen.

Sei nun B C R” eine beliebige Jordan-messbare Menge und b := p,(B).
Sei € > 0. Dann existieren nach Satz zwei Quadergebiude By, B; C R,
so dass By C B C Bj ist und

b—e< ,un(BO) < :un(Bl) <b+e.

Nach Bemerkung konnen By und B so gewéhlt werden, dass sie Parti-
tionen aus Wiirfeln besitzen. Damit folgt aus dem bisher bewiesenen, dass

AMP)(b—¢) < pn(PBo +v) < pin(PBy +v) < ANP)(b+¢).

Daraus folgt A(®)(b — ¢) < pn(®PB 4+ v) < AN(P)(b+ ¢) fiir alle ¢ > 0 und
daher p,(®B + v) = A(®)b. Damit ist Schritt 4 bewiesen.
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Schritt 5. Die in Schritt 4 definierte Funktion A : R™*" — [0,00) hat fol-
gende Eigenschaften.

(a) Ist ® € R™™ mit det(P) = 0 so gilt A(P) = 0.
(b) Fiir alle s > 0 gilt A\(s1) = s™.
(c) Fiir alle &,V € R™™ gilt A(®V) = A(P)A\(P).

Ist det(®) = 0, so ist W, nach Schritt 1 eine Jordansche Nullmenge. Also
gilt nach Korollar [2.22
AMP) = pn(PWy) =0

Ist s > 0, so gilt nach Schritt 3
A(sl) = pn(sWp) = s™.
Sind &, ¥ € R"*", so gilt nach Schritt 4
QW) = pun (PUWo) = A(@)pn (W Wo) = A(P)A(T).
Damit ist Schritt 5 bewiesen.

Schritt 6. Fiir jede Elementarmatrizc ® € R™™ gilt \(®) = |det(P)].

Eine Elementarmatrix ist entweder eine Permutationsmatrix, oder eine Dia-
gonalmatrix, oder eine Scherung. Eine Permutationsmatrix & € R™"™ hat
Eintrdge Null und Eins, mit genau einer Eins in jeder Zeile und jeder Spalte.
Eine solche Matrix représentiert eine Abbildung ® : R — R” der Form

P = (To(1), -+ Tom)), r=(x1,...,2,) € R

wobei o : {1,...,n} — {1,...,n} eine Permutation (also eine bijektive Ab-
bildung) ist. Sie hat die Determinante det(®) = +1 und bildet den Ein-
heitswiirfel 1} bijektiv auf sich selbst ab. Daher gilt

Ist ® = diag(Ay, ..., \,) eine Diagonalmatrix, so gilt det(®) = A;--- A, und

[07 /\1]7 falls /\Z > 0,

OWo =1 x-xIn, L= { [Ai, 0], falls A <0.

Das Intervall I; hat also die Linge |);| und daraus folgt
M®P) = pn (PWy) = H |Ai| = |det(®)].
i=1
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Eine Scherung ist eine Matrix der Form

1 X 0 0
01 0 0
=10 0 1 :
o ‘. . 0
o0 --- 0 1

mit A > 0. Diese Matrix hat Determinante Eins und das Bild des Ein-
heitswiirfels ist die Menge

(DW():{($1+)\$’2,$27...,5L‘n)|0§$i S 1}:P>(Q
mit
Pi={(z1 + Arg,20) [0 < 2; <1}, Q:=[0,1]""2
Nach Beispiel [3.9| gilt u2(P) = 1. Also folgt aus Korollar die Gleichung

M®P) = p1n(P X Q) = p2(P)pin—2(Q) = 1 = |det(P)].
Damit ist Schritt 6 bewiesen.

Schritt 7. Fir jede Matriz ® € R™™ gilt \(®) = |det(P)|.

Nach einem Satz aus der Linearen Algebra lésst sich jede Matrix & € R™*"
als Produkt
(I) - q)lq)Q e (I)g

von Elementarmatrizen schreiben. Da die Determinante eines Produktes qua-
dratischer Matrizen gleich dem Produkt der Determinanten ist (ebenfalls
nach einem Satz aus der Linearen Algebra), folgt aus Schritt 5 und Schritt 6
die Gleichung

4 L

A@) = [T A@) = ] ldet(@)] = |det(0)).

=1 i=

Damit ist Schritt 7 bewiesen. Die Behauptung von Satz[3.§|folgt aus Schritt 2,
Schritt 4 und Schritt 7. |
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3.3 Nichtlineare Transformationen

Es folgt der Hauptsatz diese Kapitels.

Satz 3.11 (Transformationsformel). Sei U C R" eine offene Menge und
¢o:U—R"

eine stetig differenzierbare Abbildung. Sei A C U eine kompakte Jordan-
messbare Menge und N C A eine Jordansche Nullmenge. Wir setzen voraus,

dass die Restriktion
¢|A\N : A\N—)Rn

injektiv ist und die folgende Bedingung erfiillt
det(dg(x)) #0 fir alle x € A\ N.

Dann ist die Menge B = ¢(A) C R" Jordan-messbar. Ist f : B — R
Riemann integrierbar, so ist auch f o ¢ : A — R Riemann integrierbar und
es qilt die Gleichung

/B F(y) dyn -+ / F(6(x) [det(d(@))]| dzy -~ -dr,.  (44)

Proof. Siehe Seite O

Zum Beweis von Satz benotigen wir die folgenden beiden Lemmas.

Lemma 3.12. Seien N C ACU CR" und ¢ : U — R™ wie in Satz|5.11]
Dann ist B := ¢(A) Jordan-messbar.

Beweis. Wir beweisen, dass 0B C ¢(0A U N) ist. Zunéchst ist B das ste-
tige Bild einer komakten Menge und ist daher kompakt und damit auch
abgeschlossen. Ausserdem folgt aus dem Satz iiber Inverse Funktionen in [4]
Kapitel XI], dass ¢(A \ (AU N)) eine offene Menge ist. Also folgt aus Pro-
position (v), dass ¢(A\ (AU N)) C B ist. Daraus wiederum folgt

OB=B\B=DB\BcC¢(A)\ A\ (DAUN)) C $(DAUN).

Nach Satz ist (0A U N) eine Jordansche Nullmenge. Daher ist 0B
ebenfalls eine Jordansche Nullmenge und damit ist Lemma bewiesen. [J
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Lemma 3.13. Sei U C R" eine offenen Menge und K C U eine kompakte
Teilmenge. Sei ¢ : U — R™ eine stetig differenzierbare Abbildung, so dass
det(dp(x)) # 0 is fir alle v € K. Dann existiert fiir jedes ¢ > 0 eine Kon-
stante 0 > 0, so dass folgendes gilt. Ist 0 < s < § und a € R™ mit

Wi=lag —s,a1+s] x -+ X [an — 5,0, + 5] C K, (45)

dann gilt
pin (W) — |det(dp(a))| pn(W)| < epn(W). (46)

Beweis. Wir erinnern zunichst an die Definition der Normen

|®z]|..
‘= sup
max [l = sup S

(47)

oo

fiir x € R” und & € R™ ™. Das ist die Menge W C R” in der abge-
schlossene Ball W = B,(a;ds) vom Radius s mit Mittelpunkt a beziiglich
der Abstandsfunktion R” x R" — R : (z,y) — ds(2z,y) == ||z — y|| .. Nach
Voraussetzung sind die Abbildungen

K—-R:z— qub(x)_lHoo, K — Rz~ |det(do(x))|

stetig. Da K kompakt ist, sind diese Funktionen beschréinkt. Daher gibt es
also eine Konstante ¢ > 0, so dass

Hdgb(:v)_lnoo <c, |det(do(z))| < ¢ fiir alle x € K. (48)
Sei € > 0 gegeben. Wéhle p > 0 so klein, dass
€ N " €
1—E<(1—p) < (14 p) <1+E' (49)
Wihle § > 0 so klein, dass fiir alle x,y € R™ gilt
vy ek oyl <s = ldo(e) —do)ll <. (50)
Eine solche Konstant existiert, da die Abbildung d¢ : U — R™ "™ auf der

kompakten Menge K C U gleichméssig stetig ist. Wir beweisen, dass die
Behauptung von Lemma [3.13] mit dieser Konstanten ¢ erfiillt ist.
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Seien also a € R™ und 0 < s < § gegeben, so dass
W = B,(a;dy) C K

ist. Dann gilt ||ja — z|| < ¢ fiir alle x € W und daraus folgt nach mit
¢ = dp(a) € R™™ die Ungleichung

p
[

lde(z) — @ < g < fiir alle z € W.

Hier folgt die zweite Ungleichung aus mit z = a. Betrachten wir nun die
Abbildung

YU — R", U(z) = O ().
Dann gilt diy(x) = &~ 'dé(x) und

ld(z) = 1|, = [~ (de(x) — @), < [|271]| , ldo(z) — @l < p

fiir alle z € W. Nach einem Lemma in [4, Kapitel XI] (das fiir den Beweis
des Satzes iiber inverse Funktionen die zentrale Rolle spielt) folgt daraus

(1= p)®(W —a) Co(W) = ¢(a) C (1+p)@(W +a).
Nach Lemma ist o(W) — ¢(a) Jordan-messbar und nach Satz [3.8| gilt

(1= p)" |det(®)| (W) = pn((1 = p)2(W — a))
(1 +p)@(W +a))
(14 p)" |det(®)] p1n(W).

IAIN

Daraus folgt die Ungleichung

fin (G(W)) — |det(P)] 1, (W)
<max{l—(1—p)" (14 p)" — 1} |det(®)] p1,,(W)
< max{l — (1 —p)" (L+p)" = 1} cpn(W)

< e (W).

Hier folgt die zweite Ungleichung aus und die dritte aus . Damit ist
Lemma [3.13 bewiesen. O
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Beweis von Satz[3.11. Der Beweis hat drei Schritte.

Schritt 1. Ist N = () und A C U ein Quadergebiude, das eine Partition aus
Wiirfeln besitzt, so gilt

i ((4)) = [ Wdet(aola)] day -+ do. (51)

Sei € > 0 gegeben und wihle § > 0 so, dass die Behauptung von Lemma |3.13
fir K = A gilt. Die Funktion A — R : x — |det(d¢(x))] ist stetig und daher
Riemann-integrierbar (siehe Bemerkung . Nach Satz existiert also
eine Partition P = {P,..., P} von A so dass P; fiir jedes i ein abgeschlos-
sener Wiirfel ist und die fiir alle 2; € P; die Ungleichung

k

; (o ()| dy -+ day =) |d(w:)] (P

=1

<e (52)

erfiillt. Dariiber hinaus konnen wir P so wihlen, dass 6(P) < dy ist. Sei nun
x; € P; der Mittelpunkt von P;. Dann gilt nach Wahl von ¢y die Ungleichung

pin(O(F;)) — |det(de(w:))] pn(Fr)

Nun ist |J, 0P, eine Jordansche Nullmenge. Nach Satz Satz ist da-
mit auch ¢(|J,0F;) eine Jordansche Nullmenge. Ausserdem is 0p(F;)
¢(0P;) fiir alle i (siche den Beweis von Lemma . Damit ist |, 0¢(
eine Jordansche Nullmenge und daher gilt, nach Lemma |:, un( (A))
ZZ L Hn(¢(P;)). Kombinieren wir dies mit den Ungleichungen (52) und (53),

so ergibt sich
- [ wertaon| - - / \det(dqﬁ)r‘
— |det(do(x;))| pn(F)

Zldet d(x:))| pn(P) /\det d¢‘

< (Mn(A)+1) :

Da e > 0 beliebig gewéhlt war, folgt Schritt 1 aus Satz

< epn(B), i=1,...k (53)

N

P,

N2

IN

=1
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Schritt 2. Unter den Voraussetzungen von Satz gilt .
Gegeben sei € > 0. Wahle ¢ > 0, dass
|o(z) — ()|, < cllz—2'|| fiir alle x, 2" € A. (54)
Eine solche Konstante ¢ > 0 existiert nach dem Schrankensatz in [4, Kapi-
tel X]. Wihle eine Konstante C' > 0, so dass
|det(dp(x))| < C  fiir alle z € A. (55)

Wihle zwei Quadergebaude Ay, A; C R”, die Partitionen aus Wiirfeln besit-
zen und folgende Bedingungen erfiillen
AO CA\N7 ,un(A) _€<:un(A0>7
A\AoCAl, Mn(Al) <[Ln(A\A0)+E<2€
Solche Quadergebédude existieren nach Satz [2.20] -
Wiéhle eine Partition P = {Pi,..., P} von A, so dass P; fir jedes

i ein abgeschlossener Wiirfel ist. Sei s; die Seitenléinge von F;. Dann gilt
|z — 2’| <s; fiir alle x,2" € P;. Daraus folgt nach die Ungleichung

lp(x) — p(a')]|, <csi  fiir alle z,2" € P; N A.

(56)

Daher existiert fiir jedes ¢ ein abgeschlossener Wiirfel ¢; C R" mit Sei-
tenlénge 2cs;, so dass ¢(P;NA) C Q; und Vol (Q;) = (2¢s;)" ist. Ausserdem
gilt

A(A) \ ¢(Ag) C (A \ Ag) C ¢ (U (PN A) ) UQZ

und daher Z

k k
pn(B(A)\ B(A0)) < pin( Z = (20)" (A1) < 2(2¢)"e

i=1 i=1

Ausserdem gilt nach Schritt 1, sowie (55)) und (| . dass

pn(6(40)) = [ |det(do)], / det(d0)] < Cpun(A\ Ay) < Oz
A\Ag

Ao
Daraus folgt

- [ lettao| < (ot \ oo+ [ jaea)
A A\Ao
< (2(20)" + O)e.
Da € > 0 beliebig gewéhlt war, folgt daraus die Behauptung von Schritt 2.
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Schritt 3. Wir beweisen Satz[311.

Seien N C ACU,¢:U — R"und f: B = ¢(A) — R wie in den
Voraussetzungen von Satz [3.11} Die Supremumsnorm von f wird mit

[f1] == sup [ f(y)]
yeB

bezeichnet. Ausserdem verwenden wir die Notation (47]).

Sei € > 0 gegeben. Da A C U kompakt und ¢ : U — R" stetig differen-
zierbar ist, ist die Restriktion ¢|4 : A — R"™ nach dem Schrankensatz in [4]
Kapitel X]| Lipschitz-stetig. Daher existiert eine Konstante ¢ > 0 mit

|p(x) — ()|, < cllz— 2’| fir alle z, 2’ € A. (57)

Da f : B — R Riemann-integrierbar ist, existiert nach Satz [3.5]eine Konstan-
te 69 > 0, so dass fiir jede Jordan-Partition Z = {By,..., By} € Pjoa(B)
und alle yq, ...y, € R" gilt

(5(2) < ¢dp,
Y; € B; Vi

E
ST A

- (58)

/B £ =32 F@nalB)

Da die Funktion A — R : z +— det(d¢(z)) gleichmissig stetig ist konnen wir
0o so klein wihlen, dass gilt

x,x' € A,
|z — a[| , < do

g
REENTIREY

Sei nun Y = {4y, ..., Ax} € Pjora(A) eine Jordan-Partition von A mit

— |det(dg(x)) — det(dé(a'))] - (59)

Da ¢[4\n injektiv ist, gilt ¢(A;) N P(A;) C ¢((A; N A;) UN). Nach Satz
folgt daraus, dass ¢(A4;) N ¢(A,) fiir i # j eine Jordansche Nullmenge ist.
Damit ist die Menge

7 :={Bi,...,B},  Bi:=¢(A),

eine Jordan-Partition von B = ¢(A). Ausserdem gilt ||z — 2'|| , < J, fiir alle
i und alle z, 2’ € A;. Nach folgt daraus ||y —y/||, < cdp fiir alle ¢ und
alle y,y' € B;. Das heisst, die Jordan-Partition Z € Pj,q(B) erfiillt die
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Ungleichung §(Z) < ¢dp. Damit erfiillt Z die Voraussetzung von (58)). Mit
x; € A; und y; 1= ¢(x;) ergibt sich

/B £ =37 10l 1det(do(w)| (A

<\ [ 1=t ()

AT (9 A7) — Idet(dg ()] (A

3
<
LA [ £} (A

KD / )| ldox))| do
e e fla(A)
S T 2 T ()

Hier folgt die zweite Ungleichung aus und die dritte aus . Dae>0
beliebig gewéhlt war, folgt Gleichung aus Satz [3.5] Damit ist Satz
bewiesen. O
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