Analysis IT (FS 2017):
VEKTORFELDER UND FLUSSE

Dietmar A. Salamon
ETH-Zirich

12. April 2017

Zusammenfassung

Dieses Manuskript dient der Einfithrung in die gew6hnlichen Dif-
ferentialgleichungen fiir Studierende des zweiten Semesters auf den
Gebieten der Mathematik, Physik, und der Ingenieur-Wissenschaften
an der ETH Ziirich. Der erste Abschnitt und der Anhang wieder-
holen einige Inhalte, die am Ende des ersten Semesters behandelt
wurden, welche die Existenz und Eindeutigkeit von Losungen eines
Anfangswertproblems betreffen. Der Abschnitt [2] fithrt den Fluss ei-
nes Vektorfeldes ein und zeigt, dass eine Losung, die nur auf einem
endlichen Zeitintervall existiert, jede kompakte Teilmenge des Defini-
tionsgebietes des Vektorfeldes verlassen muss. Abschnitt [3| zeigt die
stetige Abhéingigkeit der Losungen vom Anfangswert und Abschnitt [4]
beweist die Differenzierbarkeit des Flusses.
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1 Existenz und Eindeutigkeit
Sei U C R" eine offene Menge und sei
f:U—=R"

eine lokal Lipschitz-stetige Abbildung. Diese Abbildung ist als Vektorfeld zu
verstehen, das jedem Punkt z € U einen Geschwindigkeitsvektor f(z) € R™
zuordnet. Es soll darum gehen, die Losungen der Differentialgleichung

2(t) = f(z(t),  2(0) = o (1)

zu verstehen. Hier ist xy € U der Anfangwert und die Gleichungen in (1))
werden Anfangswertproblem genannt. Eine Losung des Anfangswertpro-
blems ([1)) ist eine stetig differenzierbare Abbildung

x: I —U,

definiert auf einem offenen Intervall I C R mit 0 € I, die zum Zeitpunkt ¢t = 0
den Wert zp annimmt und dessen Ableitung durch &(t) = f(x(¢)) fir t € [
gegeben ist. Zunédchst sei daran erinnert, was aus der Analysis I Vorlesung
iiber lokal Lipschitz stetige Abbildungen und die Losungen von bekannt
ist. Im folgenden bezeichnen wir stets mit

Izl = /% + - +af

die Euklidische Norm eines Vektors z = (z1,...,x,) € R"™

Definition 1.1. Sei U C R"™ offen. Eine Abbildung f : U — R™ heisst lokal
Lipschitz stetig wenn fiir jedes xy € U zwei reelle Zahlen € > 0 und ¢ > 0
existieren, so dass

B.(zo) = {z €R" ’ |z — || <e} CU
ist und alle z,y € B.(xy) die Ungleichung

1f () = F)ll < ellz =yl

erfiillen.



Lemma 1.2. Sei U C R" eine offenen Teilmenge, sei f : U — R” eine
lokal Lipschitz-stetige Abbildung, und sei K C U eine kompakte Teilmen-
ge. Dann existiert eine Konstante ¢ > 0 so dass alle x,y € K die Unglei-
chung || f(z) = f(y)[| < ¢|lz — y|| erfiillen.

Beweis. Wir nehmen an, die Behauptung sei falsch. Dann existieren (nach
dem abzéhlbaren Auswahlaxiom) zwei Folgen x;,y; € K, so dass fiir allei € N
die Ungleichung

1 (i) = fya)ll > il — wil (2)
erfiillt ist. Da K kompakt ist, konnen wir durch Ubergang zu einer Teilfol-

ge ohne Einschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass die Folge (x;);en
konvergiert. Wir bezeichnen den Grenzwert mit

xo = lim z; € K.
1— 00

Da die Funktion K — R : z +— || f(z)]| stetig ist und K kompakt ist, existiert
nach einem Satz aus Analysis I ein Element £ € K so dass

C=FOI = f @) firalle z € K. (3)

Aus und folgt die Ungleichung
1fCys) = Fl)ll _ If@all + ([ f )l 2C

) ) 1

lys — x| <

fir alle ¢ € N. Also gilt lim; ,o(y; — z;) = 0 und daher konvergiert die
Folge (v;)ien ebenfalls gegen xg.

Da f lokal Lipschitz-stetig ist, existieren reelle Zahlen € > 0 und ¢ > 0,
so dass fiir alle z,y € R" folgendes gilt:

|z — x| <&, z,y € U und
— 4
ly — 2ol < @) — )l <cllz—yl. @

Da die Folgen (x;);en und (y;);en beide gegen x konvergieren, existiert eine
natiirliche Zahl iy € N, so dass jedes ¢ € N mit ¢ > ¢y die Ungleichungen

i>c, lx; — x| < e, llyi — ol < ¢
erfiillt. Fiir + € N mit ¢ > iy folgt daraus nach die Ungleichung
1f (@) = fya)ll > illwi — will = ¢l —wall -
Diese steht im Widerspruch zu und damit ist Lemma bewiesen. [
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Lemma 1.3. Sei U C R" eine offene Menge und sei K C U eine kompakte
Menge. Dann gilt folgendes.

(i) Fir jedes e > 0 ist die Menge
K. :={y € R"| es gibt ein v € K so dass ||z —y| < ¢}

kompakt.
(ii) Es existiert ein e >0 mit K. C U.

Beweis. Es gilt sup,cx. |yl = sup,ex [|2]| + & < oo und daher ist K. be-
schriankt. Wir zeigen nun, dass K. auch abgeschlossen ist. Sei y; € K. eine
Folge, die gegen y € R"™ konvergiert. Dann gibt es eine Folge z; € K so dass

|z — yil| < e fiir alle ¢ € N.

Da K kompakt ist kénnen wir durch Ubergang zu einer Teilfolge ohne Ein-
schrankung der Allgemeinheit voraussetzen, dass die Folge z; gegen ein Ele-
ment z € K konvergiert. Daraus folgt

[ =yl = lim [[z; — ]| <e.
1—00

Also ist y € K.. Damit ist gezeigt, dass K. abgeschlossen und beschrankt
ist. Nach dem Satz von Heine—Borel ist K. damit kompakt.

Wir beweisen Teil (ii) indirekt und nehmen an, dass K. ¢ U ist fiir je-
des € > 0. Dann existiert eine Folge

yiER”\U

so dass y; € Ky, ist fiir jedes ¢ € N. Also existiert eine Folge x; € K so dass

| =

s — yil] < =

~

ist fiir jedes i € N. Da K kompakt ist, k—'onnen wir durch Ubergang zu
einer Teilfolge ohne Einschriankung der Allgemeinheit annehmen, dass die
Folge z; gegen ein Element z € K konvergiert. Daraus folgt

r=limx; = limy; ¢ U,
1—00 1—00

da R™\ U abgeschlossen ist. Also ist K ¢ U im Gegensatz zu unserer Vor-
aussetzung. Damit ist Lemma [I.3] bewiesen. O
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Der Schrankensatz fiir Funktionen mehrerer Variablen besagt, dass jede
stetig differenzierbare Abbildung f : U — R" lokal Lipschitz stetig ist.

Der folgende Satz aus der Analysis I Vorlesung garantiert die Existenz
und Eindeutigkeit von Losungen des Anfangswertproblems (|1)) unter der Vor-
aussetzung, dass das Vektorfeld f : U — R" lokal Lipschitz-stetig ist.

Satz 1.4 (Existenz und Eindeutigkeit). Sei U C R" eine offene Teilmen-
ge, sei f U — R™ eine lokal Lipschitz-stetige Abbildung, und sei K C U eine
kompakte Teilmenge. Dann gilt folgendes.

(1) Es existiert ein offenes Intervall I C R mit 0 € I, so dass das Anfangs-
wertproblem fiir jedes xg € K eine Léosung x : I — U besitzt.

(ii) Ist I C R ein offenes Intervall mit 0 € I und sind z,y: 1 — U zwei
Lésungen von mit xo € U, so gilt x(t) = y(t) fir alle z € I.
Beweis. Siehe Seite [ O

Seien f und zy wie in Satz [1.4] seien I,J C R zwei offenen Intervalle
mit 0 € INJ, und seien x: I — U und y: J = U zwei Losungen von .
Dann gilt z(t) = y(t) fiir alle ¢ € I N J nach Teil (ii) von Satz Daraus
folgt, dass die Gleichung (|1)) auch eine Losung auf dem Intervall I U J besitzt,
die durch z(t) fiir ¢ € I und durch y(t) fir ¢t € J gegeben ist. Dies fithrt zu
dem Konzept des maximalen Existenzintervalls in Definition [2.1]

Lemma 1.5. Seien [ : U — R™ und xg € U wie in Satz[1.4}, sei I CR ein
offenes Intervall mit 0 € I, und sei x : [ — U eine stetige Abbildung. Dann
sind folgende Aussagen dquivalent.

(1) Die Abbildung x : I — U ist eine Losung von
(i) Die Abbildung x : I — U erfillt die Integralgleichung

z(t) = xo +/t f(z(s))ds  fiir allet € I. (5)

Beweis. Dies folgt direkt aus dem Hauptsatz der Infinitesimalrechnung. []

Lemma 1.6. Sei en a < b reelle Zahlen und sei y : [a,b] — R™ eine stetige

Funktion. Dann gilt
b b
|[ voa < [T a (®

Hier bezeichnen wir mit ||n|| == /> ;_, n? die Euklidische Norm eines Vek-
torsn = (n1,...,m) € R".




Beweis. Seien y(t),...,y,(t) die Koordinaten des Vektors y(t) € R™ und sei
m:—/yi(t)dt, i=1,...,n.

Dann gilt n := (91,...,m,) = fab y(t) dt und

n

Il =3
= i;m/abyi(t)dt
-/ . y(0) de
< [ toto
= ol [ toto

Hier folgt der vierte Schritt aus der Cauchy—Schwarz-Ungleichung fiir das
standard innere Produkt auf dem R™. Damit ist die gewiinschte Unglei-
chung @ bewiesen. O

Beweis von Satz[I.4 Da K C U eine kompakte Teilmenge ist, existiert nach
Lemma [1.3| eine Zahl £ > 0, so dass

K. = {z € R"|es gibt ein 2y € K mit ||z — zol| <e} C U. (7)

S

Da K. nach Lemma [1.3| eine kompakte Teilmenge von U ist, existiert nach
Lemma [1.2] eine Konstante ¢ > 0, so dass

1f (@) = f)ll <clle—yl  firalle z,y € K. (8)

Ausserdem ist die Funktion K — R : 2 — || f(z)] stetig und daher nach
einem Satz aus der Analysis I Vorlesung beschriankt. Definiere

M = sup | £z + cs )

und wahle 6 > 0 so klein, dass
oM < e, de < 1. (10)
Sei g € K gegeben. Wir beweisen nun in fiinf Schritten die Existenz und

Eindeutigkeit einer Losung x : [—9,d] — U des Anfangswertproblems .
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Schritt 1. Sei z € R" mit ||x — z¢|| < e. Dann gilt
vel,  |f@)] <M.

Nach (7) gilt € U, und nach (§) und (9) gilt
1) < Lf (o)l + 11f (=) = f (o)l

< [If (o)l + el — ol

< [If (o)l + ce

=M.
Damit ist Schritt 1 bewiesen.
Schritt 2. Sei x : [—4,8] — U eine Lésung von (1). Dann gilt

() = 2ol <&

fir alle t € [—9,9].

Wir beweisen Schritt 2 durch ein Widerspruchsargument und nehmen an,
dass eine reelle Zahl ¢t € [0, ¢] existiert mit ||z (t) — xo|| > €. Sei

7:=inf {t € [0,0]] ||z(t) — xo]| > €} .
Dann gilt 0 < 7 < ¢ und
|lz(t) —xo|| <e  furallet e [0,7), (11)
[2(7) = 2ol = &. (12)
Daraus folgt

J(r) = oll = H / Tf(ﬂf(t))dtH

< / ) dt

<TtM

< oM

< E.
Hier folgt der erste Schritt aus Lemma [I.5] der zweite Schritt aus Lem-
ma , der dritte Schritt aus und Schritt 1, und der letzte Schritt folgt
aus . Diese Ungleichung steht im Widerspruch zu (12)) und damit ist ge-

zeigt, dass ||z(t) — zo|| < e ist fiir alle ¢ € [0, §]. Das gleiche Argument kann
fiir t € [—0,0] verwendet werden und damit ist Schritt 2 bewiesen.
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Schritt 3. Se:

x st stetig und
2= x:[=0,0] = R"| ||lz(t) — x| <€ (13)
fir alle t € [—0, 9]
und definiere d : & x & — R durch
d(x,y) = |lz =yl = sup l2(t) — y(®)]| (14)
lt|<o
firz,y € Z'. Dann ist (Z,d) ein nichtleerer vollstindiger metrischer Raum.
Der Raum 2 ist nichtleer, da die konstante Funktion z(t) = x( ein Element
von A2 ist. Dass die Abbildung d : 2 x & — R eine Abstandsfunkti-
on ist, folgt direkt aus den Definitionen. Dass der metrische Raum (27, d)
vollsténdig ist, folgt daraus, dass jede Cauchy-Folge reeller Zahlen konver-
giert und dass der Grenzwert einer gleichméssig konvergenten Folge stetiger
Funktionen, nach einem Satz aus der Analysis I Vorlesung, selbst wieder eine
stetige Funktion ist. Damit ist Schritt 3 bewiesen.

Schritt 4. Sei 2" durch Gleichung in Schritt 3 gegeben und sei x € 2.
Definiere die Funktion F (x) : [=6,0] — R™ durch

(F (2))(t) := xg —|—/0 f(z(s))ds (15)

fiir =6 <t <4. Dann gilt F(z) € Z .

Fiir —0 < s < ¢ gilt ||z(s) — 29| < € und daher x(s) € U und || f(z(s))|| < M
nach Schritt 1. Daraus folgt, dass die Funktion .# (z) : [—0,d] — R" in ([15))
wohldefiniert ist und fiir 0 <t < § der Ungleichung

(7 (2))(#) = oll = /0 f(x(s)) ds

d
< / 1 F(a(s))]| ds
<tM

< oM

< €

geniigt. Hier folgt der zweite Schritt aus Lemma [I.6] und der letzte Schritt
aus ([10). Ebenso gilt ||(F (2))(t) — zo|| < & fir —0 <t < 0. Ausserdem ist
die Funktion .#(x) : [—d,0] — R" stetig und daher gilt .%#(z) € 2. Damit
ist Schritt 4 bewiesen.




Schritt 5. Sei (27, d) der nichtleere vollstindige metrische Raum in Schritt 3
und sei F - X — A die Abbildung in Schritt 4. Dann gilt

|7 (z) = F(y)llo < dcllz—yll

[

fiir alle x,y € Z und daher ist ¥ eine Kontraktion.
Seien z,y € Z . Dann gilt

I(F (@))(t) = (F () (@)l =’/O(f(x(8))—f(y(8)))d8

< / 1£(()) — F(y(s))] ds
< / ¢llx(s) — y(s)]| ds

< tc sup ||lz(s) —y(s)||
s€[0,¢]

<ocllz -yl

fiir 0 < ¢t < 4. Genauso argumentiert man fiir —¢ < ¢ < 0 und daraus folgt die
Ungleichung || # (z) — % (y)||, < dcllz —y||.. Da dc < 1 ist, folgt daraus,
dass F : 2" — Z eine Kontraktion ist. Damit ist Schritt 5 bewiesen.

Nach Schritt 5 und dem Banachschen Fixpunktsatz besitzt % einen
eindeutigen Fixpunkt z = % (z) € 2. Dieser Fixpunkt ist nach (7)) eine ste-
tige Funktion x : [—0, §] — U, welche Gleichung (5)) fiir alle ¢ € [0, 0] erfiillt.
Also folgt aus Lemma , dass x eine Losung von ist. Umgekehrt folgt
aus Schritt 2 und Lemma [L.5 dass jede Lésung  : [—4,6] — U von ein
Fixpunkt von . ist. Damit ist die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung
von (1)) auf dem Intervall [—d, d] fiir jeden Anfangswert xy € K bewiesen.

Nun sei z¢g € U gegeben, sei I C R ein offenes Intervall mit 0 € I, und
seien x,y : [ — U zwei Losungen von . Wir nehmen an, es gidbe ein t €
mit z(t) # y(t). Dann gilt ¢ # 0. Im Fall ¢ > 0 definieren wir

to:=sup{t € I|t >0 und z(s) = y(s) fir alle s € [0,1]} .

Dann gilt ¢ty € I und ¢ty > 0 und z(s) = y(s) fiir 0 < s < 5. Nun folgt
aber aus der bereits bewiesenen Eindeutigkeit mit dem Anfangswert z(ty),
angewendet aus die Losungen x(t — to) und y(t — to), dass eine Zahl 6 > 0
existiert mit to — d,tp + 0 € I und z(tg +t) = y(to + t) fir —0 < ¢t < 4.
Dies steht im Widerspruch zur Definition von t3. Ebenso erhélt man einen
Widerspruch im Fall ¢ < 0 und damit ist Satz bewiesen. O]



In Satz gilt die Existenzaussage in Teil (i) auch dann, wenn das Vek-
torfeld f : U — R"™ nur stetig, nicht aber Lipschitz-stetig ist. Allerdings
erfordert diese allgemeinere Aussage einen anderen Beweis. Zudem kann bei
der Eindeutigkeitsaussage in Teil (ii) auf die Lipschitz-Stetigkeit nicht ver-
zichtet werden, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 1.7. Sei n =1 und sei f : R — R das stetige Vektorfeld
f(z) = +/|z| fir z € R. (16)

Dann sind die Funktionen
t2/4, fallst >0,
@) =0, y(t):= { T

zwei verschiedene Losungen des Anfangswertproblems mit zy = 0.
Beispiel 1.8. Fiir n = 1 betrachten wir das Anfangswertproblem
i=—2>  2(0) = x. (17)

Ist zp = 0 so ist z(t) = 0 die eindeutige Losung von und diese exi-
stiert auf ganz R. Ist zy # 0 so ist jede Losung x : I — R von iberall
ungleich Null, hat daher eine negative Ableitung, und ist daher nach dem
Mittelwertsatz strikt monoton fallend. Daraus ergibt sich, dass die Funk-
tion I — R : ¢+ x(t) eine differenzierbare Umkehrfunktion = +— ¢(z) be-
sitzt. Da @(t) = —z(t)? ist fiir alle ¢, hat die Umkehrfunktion die Ablei-

tung dt/dx = —1/2?. Nach dem Hauptsatz der Infinitesimalrechnung gilt
tdg 11
o 52 x Zo '

Dabher ist die Losung von im Fall g > 0 durch die Formel
1
o —— <t<oo (18)

x(t) = ,
( ) 1+ tl’o Zo
gegeben. Diese Losung lasst sich auf kein grosseres Intervall fortsetzen.

t=t(x) —t(x) =

Beispiel 1.9. Sei A € R**" und zy € R". Dann ist die eindeutige Losung
des Anfangswertproblems

T = Az, z(0) = xg (19)
durch die Exponentialmatrix gegeben, das heisst
= th Ak
z(t) = elay = k'l‘o fir t € R. (20)
k=0 ’
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2 Der Fluss eines Vektorfeldes

Von nun an nehmen wir an, dass eine offenen Teilmenge U C R™ und ein
lokal Lipschitz-stetiges Vektorfeld f : U — R" gegeben sind.

Definition 2.1. Sei xy € U. Das maximale Existenzintervall von z,
(fiir Gleichung (1)) ist die Menge

I(zo) = {1 CR

Nach Satz[1.4]ist I(zy) C R ein offenes Intervall mit 0 € I(x), Gleichung
besitzt eine Losung x : I(xg) — U, diese Losung ist eindeutig, und es existiert
keine Liosung von auf einem echt grosseren Intervall.

I ist ein offenes Intervall mit 0 € 1 (21)
und besitzt eine Losung x : 1 — U |~

Definition 2.2. Se:
Q:={(t,xg) e Rx U |t €I(zg)}. (22)
Der Fluss von f ist die Abbildung
w: 0= U,

die jedem Paar (t,xo) € Q die eindeutige Losung von zum Zeitpunkt t
zuordnet, das heisst (t,zo) := x(t), wobei x : I(xq) — U die eindeutige
Lésung von ist. Mit anderen Worten, ¢ : Q0 — U 1ist die eindeutige
Abbildung die nach t partiell differenzierbar ist und die Gleichungen

@go(t, .CC) = f(@(tu l’)), ()0(07 CC()) = Zo (23>
fir alle (t,x) € Q und alle xy € U erfiillt.

Beispiel 2.3. Sei U = R"” und A € R™"*". Definiere das lineare Vektorfeld
f:R® = R" durch
f(z) = Az

fiir x € R™. Dann ist 2 = R x R™ und der Fluss ¢ : R x R" — R" von f ist
nach Beispiel [I.9) die Abbildung

A

o(t,z) = e
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Beispiel 2.4. Sein =1, U =R, und f: R — R das Vektorfeld
f(x) = —2? fir x € R.
(Siehe Beispiel [1.8]) Fiir zp € R ist

Zo
t) :=

die eindeutige Losung von auf dem Intervall

(—xgt, 00), fiir mp >0,
](l‘o) = R, fiir Ty = 0,
(—o00, —xg "), fiir 2o < 0.

Der Fluss von f ist daher durch die Gleichungen

Q:{(t,x)E]R2|tx>—1}, go(t,x)zlfm
gegeben.
Lemma 2.5. Sei xg € U und ty € I(xg). Dann gilt
I(p(to, z0)) = I(z0) — to (24)
und
©(s,p(to, z0)) = ¢(to + 5, 20) (25)

fir alle s € 1(p(t, x0)).

Beweis. Sei
Yo := ¢(to, zo)
und

J = I(I()) —t(): {t—t0|t€ ](l‘o)} = {S E]R|t0+8 S ]((L’())}
Dann ist J C R ein offenes Intervall und 0 € J. Definiere y : J — R durch
y(s) == p(to + s, x0) fir s € J.

Dann ist y stetig differenzierbar und es gilt ¢(s) = f(y(s)) fir alle s € J
und y(0) = yo. Also ist J C I(yo) und y(s) = (s, yo) fiir alle s € J. Damit
haben wir die Inklusion

I(xo) — to C I(e(to, o))
und die Gleichung fiir alle s € I(xg) — to bewiesen.
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Es bleibt zu zeigen, dass die umgekehrte Inklusion gilt, das heisst
I(p(to, z0)) C I(xg) — to.
Dazu bemerken wir, dass nach dem bisher gezeigten folgendes gilt:
—to € I(z0) —to C I(yo), ©(—=to,y0) = (0, z0) = zo.

Daher ergibt sich aus dem ersten Teil des Beweises, mit (¢, zo) durch (—to, yo)
ersetzt, die Inklusion I(yy) — (—to) C I(¢(—to, o)) Das heisst

I(p(to, o)) + to C I(zo)
und daher I(p(to,zo)) C I(zo) — to. Damit ist Lemma [2.5] bewiesen. O
Satz 2.6. Sei g € U so dass
I(x9) N [0,00) = [0,b), 0<b<oo.
Dann ezistiert fiir jede kompakte Menge K C U eine reelle Zahl
0<tg <b,

so dass die Losung des Anfangswertproblems m dem Zeitintervall von ty
bis b ausserhalb der Menge K liegt, das heisst, fir alle t € R gilt

ek <t<b = o(t, ) ¢ K. (26)
Beweis. Nach Satz existiert eine Zahl § > 0 so dass
(—0,0) C I(x) fiir alle x € K.

Hier kénnen wir 6 > 0 so klein wéhlen, dass 0 < b ist. Dann erfiillt die Zahl

t K = b—9o
die Bedingung . Ist ndmlich ¢ eine reelle Zahl mit
b—0<t<b

so gilt nach Lemma [2.5

I(p(t,x)) = I(xg) — t.

Daraus folgt
I((t,0)) N[0, 00) = [0,b—1).

Da b —t < ¢ ist, gilt (—=9,9) ¢ I(p(t,z9)) und daher kann ¢(t,zo) kein
Element von K sein. Damit ist Satz [2.6] bewiesen. O
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3 Stetigkeit des Flusses

Unser Ziel ist es, zu zeigen, dass der Fluss eines lokal Lipschitz-stetigen Vek-

torfeldes selbst ebenfalls eine lokal Lipschitz-stetige Abbildung ist.

Satz 3.1. Sei U C R"™ eine offene Menge, sei f : U — R™ ein lokal Lipschitz-
stetiges Vektorfeld, und sei ¢ : Q — U der Fluss von f. Dann ist ¢ lokal

Lipschitz-stetig.
Beweis. Siehe Seite [15]

Der Beweis erfordert zwei Lemmas zur Vorbereitung.

O

Lemma 3.2 (Gronwall). Sei I C R ein Intervall mit 0 € I, seien A, B > 0,

und sei g : I — [0,00) eine stetige Funktion, so das

/Ot g(s)ds

g(t) < AePl fiir alle t € 1.
Beweis. Definiere die Funktion G : I N[0, 00) — [0, 00) durch

g(t) <A+ B fiir alle t € 1.

Dann gilt

t
G(t)::A—i—B/g(s)ds fir ¢ € I mit ¢ > 0.
0

Sie erfiillt die Ungleichung
g9(t) < G(1)
und daher .
G(t) = Bg(t) < BG(1)
fiir alle t € I mit t > 0. Daraus folgt

i(e_BtG(t)) = e BHG(t) - BG(t)) <0

QU
~

und daher
e PIG(t) < G0)= A

fiir alle t € I mit ¢ > 0. Also gilt
g(t) < G(t) < Ae”

(27)

(28)

fiir alle t € I mit ¢ > 0. Im Fall ¢ < 0 ergibt sich die gewiinschte Ungleichung
indem man die Funktion g durch die Funktion ¢ — g(—t) ersetzt. Damit ist

Lemma bewiesen.
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Beweis von Satz[3.1. Der Beweis hat drei Schritte. Der erste Schritt verwen-
det die Notation von Lemma [1.3] Er folgt zwar auch aus Satz aber wir
erbringen hier dennoch einen davon unabhéngigen Beweis dieser Aussagen.

Schritt 1. Sei K C U kompakt und sei ¢ > 0 so dass K. C U ist. Dann
ezistiert ein § > 0 mit [—0.0] x K C Q und ¢([-9,6] x K) C K..

Nach Lemma [1.3|ist K. kompakt und daher ist K. — R : = — || f(z)] eine
beschriankte Funktion. Wir beweisen die Aussagen von Schritt 1 mit

0i=v5 M= sup 1 ()] (29)

Sei also zy € K. Der Beweis, dass [0,0] C I(zg) ist wird indirekt erbracht.
Nehmen wir also an dass [0,] ¢ I(xg) ist. Dann gilt

I(z9) N [0,00) = [0, p), 0<p<d.

Sei z : [0,p) — U die eindeutige Losung von auf dem Intervall [0, p),
das heisst x(t) := (t,z9) fiir 0 < ¢t < p. Nach Satz existiert eine Zahl
t1 € (0,p) mit z(t;) ¢ K.. Daher ist

T :=sup{t € [0,p) |z(s) € K. fiir alle s € [0,t]} < p < 4. (30)

/ Tf(w(t))dtH

/0 1 ()] dt
< TM
< O0M

E.

Es gilt

l2(T) = ol =

IN

Also ist [|z(T) — zo|| < € und daher existiert eine Zahl 7" < 7" < p so dass
die Ungleichung ||z(t) — x¢|| < ¢ fiir alle t € [0,7"] gilt. Dies steht im Wider-
spruch zur Definition von T'. Dieser Widerspruch zeigt, dass unsere Annah-
me [0,9] ¢ I(xo) falsch gewesen sein muss. Also gilt [0,0] C I(z) wie be-
hauptet. Genauso zeigt man, dass z(t) € K. ist fiir alle t € [0, §]. Andernfalls
wire die Zahl T in (30|) wieder kleiner als § und mit derselben Ungleichung
ergibt sich daraus ein Widerspruch. Die entsprechenden Aussagen fiir das
Intervall [—¢,0] folgen dann, indem man f durch —f, I(zg) durch —I(z),
und ¢(t, zo) durch o(—t, xy) ersetzt. Damit ist Schritt 1 bewiesen.
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Schritt 2. Seien K,e,0 wie in Schritt 1. Dann ist p Lipschitz-stetig auf der
Menge [—9,6] x K C Q.

Da f lokal Lipschitz-stetig ist, und K. C U kompakt ist, existiert nach
Lemma eine Konstante ¢ > 0 so dass

1f (@) = fW)l <clle—yll  firalle z,y € K..

Asserdem sei die Konstante M > 0 wie in gewahlt. Seien zg,yg € K
und definiere die Abbildungen z,y : [—=6,0] — U durch

z(t) = p(t,z0),  y(t):=p(t,yo)  firte[-47]

Dann gilt x(¢),y(t) € K. fiir alle t € [—6, 0] nach Schritt 1 und daher

) dr

() < [ty dr < ajs -

fur alle s,t € [—0,0] mt s < t. Ausserdem gilt fur alle t € [—0, J]

o) =yl = |20 30+ / (F(2(s)) — Fly(s)) ds

= |lzo — Yol +

/ (F(a(s)) — F(y(s)) ds

/ 1 (e (y(s))]| ds
/0 lo(s) — y(s)]| ds

Nach dem Lemma von Gronwall (Lemma folgt daraus die Ungleichung

() =y (@)

< lwo — woll +

< leo — yoll +c

el ||$0 - yo||

<
< e |lzo — woll

fiir alle t € [—4, ¢]. Daraus wiederum folgt die Ungleichung

lz(s) = 2@ + l=(t) — y(®)]]
M |s =t + e [lzo — ol

le(s, o) — @t o)l <
<

fiir alle zg,yo € K und alle s,t € [—0, ]. Damit ist Schritt 2 bewiesen.
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Schritt 3. Die Menge Q2 C R x U ist offen und die Abbilldung ¢ : Q — U
15t lokal Lipschitz-stetig.

Sei (tg, zo) € 2 mit ty > 0 und definiere
I = {p(t,20) |0 <t < to}.

Dies ist eine kompakte Teilmenge von U. Daher existiert nach Lemma (1.3
eine Konstante ¢ > 0 so dass

K :={y € R"|esgibt ein z € I'so dass |z —y|| <e} C U.
Ausserdem ist die Menge K kompakt, nach Lemma [I.3] und die Menge

Vi={y €R"|esgibt ein z € I'so dass |z —y|| <e} = U B.(x)

zel

ist offen. Nach Schritt 1 und Schritt 2 existiert eine Konstante § > 0 so
dass [—0,d] x K C Qund ¢ auf [—0, §] x K Lipschitz-stetig ist. Wéhle N € N
so gross, dass
to
= — < 0.
T N <

Dann ist [0, 7] x V' C © und wir definieren die Abbildung ¢, : V' — U durch

pr(y) = e(ry)  firyeV.

Diese Abbildung ist stetig nach Schritt 2. Wir definieren nun eine endiche
Folge offener Mengen V) D V4 D --- D Vv durch

Vo =V,
Vi=o (Vo) ={yeV]e(y) eV}
Vo= (Vi) ={y € V] (y) €V, or(0-(y))}

Vv = (Vno) = {y eV |¢k(y) eV firk=1,....,N}.

Hier bezeichnen wir mit ¢ := ¢, o --- 0 ¢, die k-fache Komposition der Ab-
bildung ¢, : V' — U mit sich selbst. Ihr Definitionsgebiet ist genau die Men-
ge Vi_1. Die Mengen V. C U sind offen, da ¢, : V' — U stetig ist. Ausserdem
folgt aus Lemma , dass ©F(zg) = p(kT,29) €T C Vst fiir k=1,...,N
und daher gilt xq € V), fiir k=0,1,..., N.
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Es folgt ebenfalls aus Lemma [2.5] dass fiir alle z € Vyy folgendes gilt:
to = Nt € I(z), o(ty,x) € V.
Daraus folgt [—4, 6] C I(p(to, x)) fiir alle z € Viy und daher, nach Lemma 2.5
[to — 0,10 + 0] x Viy C .

Da ¢ auf [—9,d] x K Lipschitz-stetig ist, existiert eine Konstante ¢ > 0, so
dass alle s,s" € [—0,0] und alle y,y’ € K die Ungleichung

le(s,y) — (s ¥l < cls = 8’| +clly =¥/ (31)
erfilllen. Fiir x, 2" € Vy und ¢, ¢ € (tg—0,to+6) folgt daraus die Ungleichung
lo(t,z) — o, 2) = |t —to, ¢ (2)) = @(t' = to, 7 (')

< et e @) — o)
< ct =+ -2

Hier folgt die letzte Ungleichung durch N-malige Anwendung der Unglei-
chung (31). Damit haben wir gezeigt, dass es fiir jedes Element (to, zo) €
mit ¢ty > 0 eine offene Menge W = (tg — 0,t9 + ) x Vy C R x R" gibt, so
dass (tg, o) € W C Q ist und die Restriktion ¢|y : W — U Lipschitz-stetig
ist. Fiir ¢y < 0 folgt dieselbe Aussage, indem man f durch —f und ¢(t, x)
durch p(—t,z) ersetzt. Damit sind Schritt 3 und Satz [3.1] bewiesen. O

Bemerkung 3.3. Fiir jedes t € R ist die Menge
Up = {xo € U|t € I(zo0)}
offen nach Satz [3.1] Ausserdem folgt aus Lemma [2.5] dass fiir jedes z € U,
gilt, dass —t € I(x) —t = I(p(t,z)) und daher o(t,x) € U_; ist. Es ist oft
niitzlich, fiir den Fluss von f die Notation
or Uy — Uy, pi(r) = o(t, x),
zu verwenden. Nach Satz [3.1]ist die Abbildung ¢; : Uy — U_; ein Homdomor-
phismus mit der Umkehrabbildung
pr ' =
Ausserdem gilt Uy = U, pg=1id : U — U, und
Pstt = Ps © Py auf Usyy Ny ' (Uy)

fiir alle s,t € R nach Lemma [2.5] Diese Notation vereinfacht sich erheblich,
wenn [(x) = R ist fiir alle x € U. Dann ist U; = U fiir alle t € R.
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4 Differenzierbarkeit des Flusses

Satz 4.1. Sei U C R" offen und sei f : U — R" ein C* Vektorfeld mit
¢ € NU {oo}. Dann ist der Fluss @ : Q — U von f eine C*-Abbildung.

Beweis. Siehe Seite 211 O

Bevor wir diesen Satz beweisen, formulieren wir zunéichst ein Lemma,
welches die stetige Differenzierbarkeit des Flusses voraussetzt. Diese Lemma
liefert eine Formel fiir die Ableitung von ¢ und diese Formel wird dann
verwendet, um Satz zu beweisen.

Lemma 4.2. Set U C R" offen, sei f: U — R" ein stetig differenzierbares
Vektorfeld, und sei der Fluss ¢ : Q0 — U von f eine stetig differenzierbare
Abbildung. Seien xo € U und & € R"™ gegeben. Sei I := I(zy) und definiere
die Abbildungen x : I — U und & : I — R™ durch

a(t) == pu(wo),  &(t) = dipy(0)So (32)
firt e I. Dann sind x und & stetig differenzierbar und es gilt
(1) = £(x(1). #(0) = a0, -

E(t) = df (())€(), £(0) = &o,
fir allet € 1.

Beweis. Die partielle Ableitung 0p/0t = fop : Q — R™ existiert nach Defini-
tion des Flusses und ist stetig differenzierbar nach Voraussetzung. Ausserdem
gilt nach der Kettenregel

0 dy Op )
df (p(t, x))=——(t fiir all Q.
G o ha) = df(p(ta) 52 (1) i alle (1) €
Nach dem Satz von Schwarz (iiber die Vertauschbarkeit der zweiten Ablei-
tungen) folgt daraus, dass die Abbildung 0p/dz; : 2 — R™ nach t partiell
differenzierbar ist und die Gleichung

0 Oy 0 g Op
i (b9 = 55 (2) = dF(p(t 1) 5= (1, 2)

)

fir alle (¢, x) € Q erfiillt. Ist also & = (€01, - - -, &n) € R™, dann ist die Funk-
tion £(t) = dgot(xo)fo =>" (t x)&o; stetig dlfferenmerbar mit Ableitung

é1) = ;?tmm et 2o) Gt = )0

Damit ist Lemma 4.2 bew1esen. O
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Lemma 4.3. Sei I C R ein offenes Intervall mit 0 € I und sei A : [ — R™"
eine stetige Abbildung. Dann besitzt das Anfangswertproblem

() = AEW),  €(0) = &, (34)
fir jedes & € R™ eine eindeutige, stetig differenzierbare Léosung & - I — R™.
Beweis. Sei T' € I mit T' > 0 und definiere

c=2 sup JADI,  JA@)] = sup IADEL

0<t<T £eR™\{0} €l

Sei 2" := C([0,T],R™) der Raum aller stetigen Abbildungen ¢ : [0,7] — R™.
Dies ist ein Banachraum mit der Normfunktion

€]l := sup e [E(1)]]  firfe 2
0<t<T
Definiere die Abbildung .% : 2" — 2 durch
t
F (&) =& +/ A(s)é(s) ds fir0 <t <T.
0
Wir beweisen die Ungleichung
1
17 = Fmll. = S IE—nll,  fiuralle§ne 2. (35)

Seien also &, € 2 gegeben und sei t € [0, T]. Dann gilt

|7 ©)@) = F O = /OA(S)(f(S)—n(S))dS

< A|mwmna@—n@wds

1 t
< E/Qma@—n@Mds
0
1 t
_ i/yﬁ%cwa@—n@mds
0
1 t
< §/cé%ﬂK—ML
0
1
< el

fiir alle ¢ € [0, T]. Daraus folgt die Ungleichung indem man beide Seiten
mit e~ multipliziert und das Supremum iiber alle ¢ € [0, 7] bildet.
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Aus der Ungleichung folgt nach dem Banachschen Fixpunktsatz ,
dass die Abbildung
F X=X

einen eindeutigen Fixpunkt
§=7(8)

besitzt. Dieser Fixpunkt ist die eindeutige Losung & : [0,7] — R™ des An-
fangswertproblems auf dem Intervall [0,7]. Da eine solche eindeuti-
ge Losung auf jedem kompakten Teilintervall [0,7] C I existiert, existiert
sie auch auf 7 N [0,00). Die Existenz einer eindeutigen Losung auf ganz [
folgt nun dadurch, dass man die Funktion A : I — R™*" durch die Funkti-
on —I — R™" : { — —A(—t) ersetzt. Damit ist Lemma [4.3] bewiesen. O

Lemma zeigt, dass die Linearisierung £(t) := dyy(0)&o des Flusses,
falls sie existiert, die linearisierte Differentialgleichung 16st. Lemma
zeigt, dass die zweite Gleichung in immer auf dem gesamten Existenz-
intervall I = I(z) eine Losung & : I — R™ besitzt. Die Aufgabe im Beweis
von Satz besteht nun darin, zu zeigen, dass diese Losung auch tatséchlich
durch die Ableitung von ¢, mittels gegeben ist.

Beweis von Satz[4.1. Wir beweisen die Behauptung zunéchst fiir £ = 1. Sei
also f : U — R ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Zu zeigen ist, dass
der Fluss ¢ : Q0 — U von f ebenfalls stetig differenzierbar ist. Sei zy € U
und [ := I(xy) C R. Definiere die Abbildungen

x: 1 —=U, AT — R

durch
x(t) == e(zo),  A(t) :=df(x(t)) (36)

fiir ¢ € I. Nach Lemma [4.3] existiert eine eindeutige, stetig differenzerbare
Abbildung ® : I — R™ " so dass

(1) = A()®(t),  ®(0) =1, (37)

fiir alle t € I. Wir beweisen zunéchst, dass, fiir jedes ¢ € I, die Abbildung
i : Uy — U_; and der Stelle xg € U, differenzierbar ist mit der Jacobi-Matrix

dpi(zo) = () firt el (38)

Sei T' € I mit T' > 0. Dann ist folgendes zu zeigen.
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Behauptung 1: Fir jedes ¢ > 0 existiert ein § > 0 so dass fir alle t € [0,T]
und alle & € R™ mit ||&ol|| < 0 gilt, dass xo + & € Uy ist und

@i (o + &0) — wi(0) = D)l < e[l - (39)

Beweis von Behauptung 1. Sei eine reelle Zahl € > 0 gegeben. Wir wéhlen die
Konstante 6 > 0 in den folgenden vier Schritten.

(a) Nach Satz [3.1] existiert eine Konstante r > 0 mit
0, 7] x {z e R"| ||z — x| <7} C Q.
(b) Nach Satz [3.1] existiert eine Konstante ¢ > 0, so dass

el + &) — prlzo)l < clléoll,  ldf ()] < e

fiir alle ¢ € [0, 7] und alle & € R™ mit ||&|| < r.

(c) Es existiert eine Konstante p > 0, so dass fiir alle ¢t € [0,7] und al-
le h € R™ mit ||h|| < p gilt, dass z(¢) + h € U ist und

ldf (2(t) + h) = df (z(1))]| < e™"e.

Hier verwenden wir die Tatsache dass eine stetige Abbildung auf jeder Kom-
pakten Teilmenge ihres Definitionsgebietes gleichméssig stetig ist.

(d) Wéhle § > 0 so dass § < r und ¢d < p ist.

Wir zeigen, dass Behauptung 1 mit diesem § gilt. Fiir ¢ € [0, 7] und h € R
mit [|h]| < p sei

R(t,h) == f(x(t) + h) = f(x(t)) — df (x(t))h. (40)
Dann gilt X
R(t,h) = /0 (df (z(t) + sh) — df (z(t))) hds
und daher, nach (c),
IRt R)I| < /O ldf (x(t) + sh) — df (z(@) | |2 ds < e"Te|[h] (41)

fiir alle t € [0, 7] und alle h € R"™ mit ||h] < p.
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Sei nun & € R™ mit ||&|| < § und definiere 7 : [0,7] — R™ durch

n(t) = pu(wo + &) — pi(wo) — @(1)&  fir 0 <t <T. (42)

Dann ist 1(0) = 0 und

) =
N(t) = flee(zo + &) — flex )) A(t)(t)éo
= f(@t(l’o +&0)) — fee(x0)) — A(t) (Spt T + &) @t(fﬂo)) + A(t)n(t)
wi(wo + &) — @i(w0)) + A(t)n(t).

R(t,
Nach (a), (b), und (d) gilt xo + & € U; und
lee(zo + &) — @e(xo)l S clléoll <cd <p  fiir 0 <t <T.

Nach folgt daraus die Ungleichung

IR(t, ¢e(w0 + &) — (o))l < €™ [lpe(zo + &o) — @el(wo) |
< ce”ell&ll

fir 0 <t < T'. Daraus wiederum folgt

@I < 1R ei(zo + &) — prlwo)) | + [[A@)N(@)]]
< cemeléoll + clin)l]

t
ce~Te |6l + ¢ / li(s)ll ds
0

IN

fiir 0 <t < T. Nach Gronwall’s Lemma [3.2] gilt daher die Ungleichung
I < ce™"e €] e

und daraus folgt
t
@l < [ i ds
’ t
< e_CTeroH/ ce® ds
0

< 2|l

fuir 0 < ¢ < T. Da n(t) durch definiert war, ist Behauptung 1 damit
bewiesen. Damit haben wir gezeigt, dass ¢, fiir t > 0 differenzierbar ist und
der Beweis fiir t < 0 ist analog.
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Als néchstes zeigen wir, dass die Abbildung @ — R™ ™ : (t,z) — dp;(x)
stetig ist. Sei also zg € U und sei T € I(x¢) mit 7" > 0. Definiere die Abbil-
dungen A, ® : [0,7] — R™" durch

At) = df (pi(x0)),  @(1) == dpi(xo)

fir0<t<T.

Behauptung 2: Fir jedes ¢ > 0 existiert ein 6 > 0, so dass fir allet € [0,T]
und alle yo € R™ mit ||xo — yol| < & gilt, dass yo € Uy ist und

ldei (o) — den(yo)l| < e (43)

Beweis von Behauptung 2. Sei eine Konstant 0 < ¢ < 1 gegeben. Wir wihlen
die Konstante 6 > 0 in den folgenden drei Schritten.

(a) Wihle ¢ > 0 so dass mit

JAB)| +1<e, 0@ <c fir0<t<T

(b) Es existiert eine Konstante p > 0, so dass fiir alle ¢ € [0,7] und alle
y € R* mit ||y — ¢i(x0)]| < p gilt, dass y € U ist und

\df (y) — df (pe(x0))|| < e e,

(c) Nach Satz existiert eine Konstante § > 0, so dass fiir alle ¢t € [0, 7]
und alle yo € R™ mit ||zg — yo|| < d gilt, dass yo € U, ist und

lee(x0) = @eyo) | < p-
Sei nun yo € R™ mit ||zg — yo|| < 0 und definiere B, ¥ : [0,7] — R™*" durch

B(t) :==df (pe(yo)),  V(t) = dpi(yo)

fur0 <t < T . Dann ist ¥ nach dem bisher bewiesenen stetig differenzierbar
und es gilt ¥(t) = B(t)V(¢) fir 0 <t < 7T und ¥(0) = 1. Ausserdem gilt
nach (c), dass ||¢i(z0) — @i(yo)|| < pist fiir 0 < ¢ < T. Daraus folgt nach (b)

|A(t) = Bt)|| <eTe<1l fiur0<t<T
und daraus wiederum folgt nach (a)

IBOI<A®)| +1<c¢ fiw0<t<T
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Aus diesen beiden Ungleichungen folgt
lo(t) — W(1)] [A)2(t) — BE)Y ()]

< [A®)e(t) - B(t )‘D(t)H + [1B@)@(t) — B(1)¥ (@)
< ceTe +c||®(t) (t)”
< CT@—l—c/ |®(s) s)|| ds

fir 0 < ¢ < T. Nach Gronwall’s Lemma [3.2] folgt daraus die Ungleichung
|®(t) — T(t)|| < eTee’e und daraus ergibt sich durch Integration die Un-
gleichung || ®(t) =¥ (¢)|| < e fur 0 < ¢ < T. Damit ist Behauptung 2 bewiesen.
Wir haben also gezeigt, dass die Abbildung (¢, x) — dy:(z) fir t > 0 stetig
ist und der Beweis fiir ¢t < 0 ist analog. Damit sind alle partiellen Ableitun-
gen Opp = fopund dp/dz; fiir i = 1,...,n stetig, und somit ist ¢ : Q@ — U
stetig differenzierbar.

Wir haben damit Satz fiir £ = 1 bewiesen. Sei nun ¢ € N und nehmen
wir an, der Satz gelte fiir dieses ¢ (und jedes C* Vektorfeld auf jeder offenen
Teilmenge eines Fuklidischen Raumes beliebiger Dimension). Sei f : U — R"
ein C**1 Vektorfeld und sei ¢ : Q — R"™ der Fluss von f. Dann ist ¢ eine
C*-Abbildung nach Induktionsannahme, und es ist zu zeigen, dass ¢ eine
C**1-Abbildung ist. Dazu defineren wir die offene Menge

U:=UxR"CR"xR"
und die Abbildung f : U — R" x R" durch
flx,8) = (f(z),df(x)¢)  fiirz € U und & € R™,
Ausserdem sei 0 := Q x R" und sei die Abbildung @ : Q — U durch
P(t,x,€) = (pi(x), dpy(2)§) fir (t,2) € Qund £ € R"

definiert. Dann ist f ein C* Vektorfeld und ¢ ist der Fluss von J? wie wir
oben bewiesen haben. Nach der Induktionsannahme ist @ daher eine C‘-
Abbildung. Daraus folgt dass alle partiellen Ableitungen d,p = f o ¢ und
Oy /0x; fiir i = 1,...,n C*~Abbildungen sind, und damit ist gezeigt dass ¢
eine C**! Abbildung ist.

Dieses Induktionsargument zeigt, dass die Behauptung des Satzes fiir je-
des ¢ € N gilt. Dass sie auch fiir ¢/ = oo gilt, folgt daraus, dass eine Funktion
genau dann glatt ist, wenn sie, fiir jedes ¢ € N, ¢ mal stetig differenzierbar
ist. Damit ist Satz [4.1] bewiesen. O
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Korollar 4.4. Die Exponentialabbildung exp : R™™ — R™*™ ist glatt.
Beweis. Sei f: R™"™ x R™" — R™" x R™*" das durch
f(A,B) :=(0,AB) fir A, B € R™"
definierte Vektorfeld. Der Fluss von f ist die durch
o(t, A, B) := (A, eMB) fir t € Rund A, B € R™"

gegebene Abbildung ¢ : R x R™" x R™" — R™" x R™"™. Da f glatt ist,
folgt aus Satz dass ¢ glatt ist. Daher ist auch die Abbildung

R™ 5 R™™ x R™™ A s (1, A, 1) = (A, e?)

glatt. Die Exponentialabbildung exp : R™*" — R™*" ist die Komposition
dieser Abbildung mit der Projektion auf den zweiten Faktor und ist daher
ebenfalls glatt. Damit ist Korollar [1.4] bewiesen. O

A Der Banachsche Fixpunktsatz

Sei (X, d) ein metrischer Raum und sei f: X — X eine Abbildung von X

auf sich selbst.. Die Abbildung f heisst Kontraktion, wenn eine Konstante
0<axl

existiert, so dass die Ungleichung

d(f(z), f(y)) < ad(z,y) (44)

fiir alle z,y € X erfiillt ist. Ein Fixpunkt von f ist ein Element x € X,
welches die Gleichung f(z) = x erfiillt.

Satz A.1 (Banachscher Fixpunktsatz). Sei (X,d) ein nichtleerer voll-
standiger metrischer Raum und sei f : X — X eine Kontraktion. Dann be-
sitzt f genau einen Fizpunkt.

Beweis. Wir beweisen zunéchst die Eindeutigkeit. Seien x,y € X Fixpunkte
von f. Dann gilt f(z) =z und f(y) = y und daher

d(z,y) = d(f(2), fy)) < ad(z,y)
nach . Daraus folgt die Ungleichung
(1 —a)d(z,y) <O0.
Da o < 1 ist folgt daraus d(z,y) = 0 und daher x = y.
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Zum Beweis der Existenz wéhlen wir zunéchst ein Element xy € X. Ein
solches Element existiert, da X nichtleer ist. Nun definieren wir induktiv eine
Folge (x,)nen in X durch

zy = f(x0), Tny1 = f(2,) (45)
fiir n € N. Dann gilt

(T, Tpy1) = d(f(zn1), f(20)) < @d(zp1,7,)
fiir alle n € N nach . Daraus ergibt sich durch Vollstédndige Induktion die
Ungleichung
d(fL‘n, .Tn+1) S and(x07 xl)
fiir alle n € N und daher, fiir je zwei ganze Zahlen 0 < n < m,
d(ﬂ?n, xm) S d(l’n, anrl) + d(xn+17 xn+1) + -+ d(&?m,l, xm)
< (a" Tt amfl)d(l’g, x1)

an

<

1— ad($0, .Il).

Dies zeigt, dass die Folge (z,,)nen eine Cauchy-Folge ist. Da (X, d) vollstandig
ist, konvergiert also die Folge (x,),en gegen ein Element z € X, und es gilt

r= lim z,
n—oo

= lim Tn+1
n—00

n—o0

= Jim )

= f().
Also ist x ein Fixpunkt von f und damit ist Satz bewiesen. O
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