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Präambel

Das vorliegende Manuskript basiert auf einer an der ETH Zürich gehaltenen
Vorlesung im Herbstsemester 2009, welcher wiederum das Buch “Complex
Analysis” von Lars Ahlfors zugrundeliegt. Es ist kaum möglich, ein besse-
res Buch zu diesem Thema zu schreiben, oder dem Meisterwerk von Ahl-
fors überhaupt nahe zu kommen. Das ist auch keinesfalls meine Absicht.
Auch ist dieses Vorlesungsmanuskript nicht als Übersetzung des Buches von
Ahlfors gedacht, sondern als ein auf Studentinnen und Studenten der ETH
Zürich zugeschnittener Text, der auf den Vorlesungen “Analysis I & II” so-
wie “Lineare Algebra I & II” des ersten Studienjahres aufbaut. Ein Teil des
Materials in [1], zum Beispiel über topologische und metrische Räume, wird
in der Analysis-Vorlesung an der ETH thematisiert und daher hier nicht in
der gleichen Ausführlichkeit wie in [1] behandelt. Andererseits beschränkt
sich dieses Manuskript auf Themen, die sich in einer einsemestrigen Vor-
lesung (drei Wochenstunden in 14 Wochen) behandeln lassen, und deren
Auswahl natürlich stark den Geschmack und die Präferenzen des Autors
wiederspiegelt. Es schneidet aus diesem Grunde eine Reihe wichtiger The-
men in [1] nicht an, die aber zur weiteren Vertiefung des Studiums wärmstens
empfohlen werden.

In der Vorlesung an der ETH wurden die Kapitel 1-5 behandelt (mit eini-
gen noch zu erwähnenden Ausnahmen), nicht aber die im Anhang aufgeführ-
ten Kapitel über harmonische Funktionen (Anhang A), zusammenhängende
Räume (Anhang B) und den Kompaktheitsbegriff (Anhang C). Dieses Ma-
terial wurde jedoch in der Vorlesung ohne Beweis verwendet, und steht auch
teilweise aus der Analysis-Vorlesung zur Verfügung (B und C.1). In den Tei-
len des Anhangs, bei denen es sich um Erinnerungen an Themen aus der
Analysis-Vorlesung handelt, habe ich den Text entsprechend knapp gehal-
ten und auf ausführliche Erläuterungen verzichtet. Im übrigen hält sich der
vorliegende Text in den Kapiteln 1-5 weitgehend an die in der Vorlesung
verwendete Reihenfolge.
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Im Vergleich zur Vorlesung habe ich habe den Text noch um einige Ab-
schnitte ergänzt, für die in der Vorlesung keine Zeit blieb, und die ihren Weg
in dieses Manuskript gefunden haben als Anregung für das weitere Studi-
um des so reichhaltigen und spannenden Gebietes der Funktionentheorie.
Dazu gehören die Diskussion der Steinerkreise in Abschnitt 2.3, die Diskus-
sion unendlicher Produkte, der Gamma-Funktion, und der Riemannschen
Zeta-Funktion in Abschnitt 4.6, die Diskussion elliptischer Integrale und
der Weierstrass’schen ℘-Funktion in Abschnitt 5.6, sowie die Charakterisie-
rung der Biholomorphieklassen mehrfach zusammenhängender Gebiete in
den Abschnitten 5.7 und 5.8. In diesem Zusammenhang ist ebenso der An-
hang A über harmonische Funktionen zu erwähnen, der in der Vorlesung
zwar nur für den Beweis des Schwarzschen Spiegelungsprinzips verwendet
wurde, der sich aber andererseits in natürlicher Weise in diesen Text ein-
gliedert, da sich die grundlegenden Eigenschaften harmonischer Funktionen
von zwei Variablen elegant aus der Funktionentheorie herleiten lassen.

Als Anmerkung zur Literatur sei hinzugefügt, dass es neben dem Buch
von Ahlfors natürlich eine grosse Vielzahl hervorragender Lehrbücher auf
dem Gebiet der Funktionentheorie gibt, der ich in dieser Einleitung nicht
auch nur annähernd gerecht werden könnte. Eher zufällig herausgegriffen
seien die Bücher von Remmert und Schumacher [4, 5], deren zweiter Band
unter anderem einen Beweis der Bieberbach-Vermutung enthält, und das
Buch von Fischer und Lieb [2], das andere Schwerpunkte setzt als der vorlie-
gende Text, und unter anderem für ein tieferes Verständnis der elementaren
Funktionen sehr hilfreich ist. Diese Bücher enthalten darüber hinaus auch
viele Hinweise zur weiterführenden Literatur.

Ich bin insbesondere Paul Biran zu Dank verpflichtet für seine vielen
erleuchtenden Hinweise und Vorschläge zum Aufbau dieser Vorlesung. Mein
Dank gilt auch Maria Petkova für ihren hervorragenden Einsatz bei der
Betreuung der Übungen sowie ihre Hilfe beim Korrekturlesen.

4. Mai 2010 Dietmar A. Salamon

Tippfehler korrigiert und “hyperref” implementiert am 12. November 2018.
Weitere Tippfehler korrigiert im November 2019. Den Beweis von Satz 3.18
korrigiert in 2023 (mit Dank an Benjamin Sambale für den Hinweis).

27. Januar 2023 Dietmar A. Salamon
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Kapitel 1

Die komplexen Zahlen

In der Funktionentheorie vereinigen sich Algebra, Analysis, und Geometrie
zu einem Ganzen. Dies spiegelt sich unter anderem darin wider, dass man
die komplexen Zahlen als einen Körper, einen metrischen Raum, und einen
Vektorraum betrachten kann, und diese verschiedenen Aspekte nicht von-
einander zu trennen sind.

1.1 Der komplexe Zahlenkörper

Im reellen Zahlenkörper ist jedes Quadrat nichtnegativ und insbesondere
hat die Gleichung x2 = −1 keine reelle Lösung. Die Grundidee für die
Einführung der komplexen Zahlen ist es, hier Abhilfe zu schaffen indem
man eine zusätzliche Zahl i einführt welche der Gleichung

i2 = −1

genügt. Eine komplexe Zahl ist per Definition ein Ausdruck der Form

z = x+ iy

mit x, y ∈ R. Dies ist zunächst als formale Summe zu verstehen, also als ein
Ausdruck der mit einer Summenoperation gar nichts zu tun hat. Die reelle
Zahl x heisst Realteil von z und y heisst Imaginärteil von z. Ist x = 0
so schreiben wir z = 0+ iy = iy und nennen diese Zahl rein imaginär. Ist
y = 0 so identifizieren wir die komplexe Zahl z = x+ i0 mit der reellen Zahl
x so dass jede reelle Zahl auch gleichzeitig eine komplexe Zahl ist. Damit ist
0 die einzige komplexe Zahl die sowohl reell als auch rein imaginär ist. Die
Menge der komplexen Zahlen bezeichnen wir mit

C := {z = x+ iy |x, y ∈ R} .

1



2 KAPITEL 1. DIE KOMPLEXEN ZAHLEN

Auf dieser Menge sind zwei Operationen definiert. Die Summe und das
Produkt zweier komplexer Zahlen

z = x+ iy, w = u+ iv

mit x, y, u, v ∈ R sind definiert durch

z + w := (x+ u) + i(y + v), zw := (xu− yv) + i(xv + yu).

Diese Operationen erfüllen die gleichen Körperaxiome wie die reellen Zahlen.
Das heisst erstens, sie sind kommutativ, assoziativ, und distributiv. Zweitens
sind die Zahlen 0C := 0+i0 = 0 und 1C := 1+i0 = 1 die neutralen Elemente
bezüglich Addition und Multiplikation. Drittens besitzt jede komplexe Zahl
z = x + iy ∈ C ein inverses Element −z = (−x) + i(−y) bezüglich der
Addition und, wenn sie von Null verschieden ist, auch ein inverses Element
z−1 ∈ C bezüglich der Multiplikation. Diese letztere Tatsache ist nicht so
offensichtlich. Ist eine komplexe Zahl z = x+iy ∈ C\{0} gegeben, so suchen
wir eine Zahl w = z−1 = 1/z ∈ C welche die Gleichung

zw = 1

erfüllt. Schreiben wir w = u+ iv mit u, v ∈ R so ist diese Gleichung äquiva-
lent zu dem linearen Gleichungssystem

xu− vy = 1, yu+ xv = 0.

Multiplizieren wir die erste Gleichung mit x und die zweite mit y und bilden
die Summe (bzw die erste Gleichung mit y und die zweite mit x und bilden
die Differenz) so ergibt sich

(x2 + y2)u = x, (x2 + y2)v = −y.

Damit ist die komplexe Zahl

z−1 =
1

z
:=

x− iy

x2 + y2
(1.1)

die einzige Lösung der Gleichung zz−1 = 1. Wir können nun den Quotienten
w/z = wz−1 zweier komplexer Zahlen w, z ∈ C bilden solange der Nenner z
von Null verschieden ist. Mit w = u + iv und z = x + iy und u, v, x, y ∈ R
erhalten wir die Formel

w

z
=

(ux+ vy) + i(vx− uy)

x2 + y2
. (1.2)

Genau wie im Körper der reellen Zahlen können wir nicht durch Null teilen.
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Übung 1.1. Berechnen Sie die komplexen Zahlen

(1 + 2i)2,
5

−3 + 4i
,

(
2 + i

3− 2i

)2

, (1 + i)n + (1− i)n.

Für z = x+ iy ∈ C mit x, y ∈ R bestimmen Sie die Real- und Imaginärteile
der komplexen Zahlen z4, 1/z2, (z−1)/(z+1). Beweisen Sie die Gleichungen(

−1± i
√
3

2

)3

= 1,

(
±1± i

√
3

2

)6

= 1.

Die Quadratwurzel

Wir zeigen: Für jede komplexe Zahl w gibt es eine komplexe Zahl z so dass

z2 = w. (1.3)

Wir nehmen an, dass w ̸= 0 ist, denn andernfalls ist z = 0 offensichtlich
die einzige Lösung von (1.3). Schreiben wir w = u + iv mit u, v ∈ R und
z = x+ iy mit x, y ∈ R so ist die Gleichung (1.3) äquivalent zu

x2 − y2 = u, 2xy = v. (1.4)

Gesucht sind also zwei reelle Zahlen x, y ∈ R die das quadratische Glei-
chungssystem (1.4) lösen. Jede solche Lösung muss folgende Bedingung erfül-
len: (

x2 + y2
)2

=
(
x2 − y2

)2
+ 4x2y2 = u2 + v2

Hieraus ergibt sich

x2 + y2 =
√
u2 + v2, x2 − y2 = u

und damit

x2 =

√
u2 + v2 + u

2
, y2 =

√
u2 + v2 − u

2
. (1.5)

Ist v ̸= 0 so gibt es vier Lösungen (x, y) ∈ R2 von (1.5) und jede dieser
Lösungen erfüllt die Gleichung |2xy| = |v|. Genau zwei dieser vier Lösungen
erfüllen die Gleichung (1.4) und damit auch (1.3). Im Fall v = 0 hat die
Gleichung (1.5) genau zwei Lösungen, die beide auch (1.3) erfüllen. Wir
haben also gezeigt, dass die Gleichung (1.3) für jedes w ∈ C \ {0} genau
zwei Lösungen hat. Diese Lösungen sind genau dann reell, wenn w eine
nichtnegative reelle Zahl ist, und sind genau dann rein imaginar, wenn w
eine nichtpositive reelle Zahl ist.



4 KAPITEL 1. DIE KOMPLEXEN ZAHLEN

Eine Lösung von (1.3) wird oft auch mit z =
√
w bezeichnet und Qua-

dratwurzel von w genannt. Es ist jedoch darauf zu achten, dass diese
Lösung (ausser im Fall w = 0) nicht eindeutig ist, denn mit z ist auch
−z eine weitere Lösung. Ist w ∈ C \ (−∞, 0] so gibt es genau eine Lösung
z =

√
w ∈ C von (1.3), deren Realteil positiv ist, und diese Lösung wird oft

Hauptzweig der Quadratwurzel genannt.

Übung 1.2. Bestimmen Sie die Quadratwurzeln

√
i,

√
−i,

√
1 + i,

√
1− i

√
3

2
.

Bestimmen Sie die vierten Wurzeln

4
√
−1,

4
√
i,

4
√
−i.

Lösen Sie die Gleichung

z2 + (a+ ib)z + (c+ id) = 0.

Die komplexen Zahlen als Vektorraum

Da eine komplexe Zahl z = x + iy mit x, y ∈ R durch ihren Realteil x und
Imaginärteil y eindeutig bestimmt ist, können wir den Körper der komplexen
Zahlen mit dem 2-dimensionalen reellen Vektorraum

R2 = R× R

aller Paare von reellen Zahlen identifizieren. In dieser Schreibweise sind Sum-
me und Produkt zweier Vektoren z = (x, y) und w = (u, v) definiert durch

(x, y) + (u, v) := (x+ u, y + v), (x, y) · (u, v) := (xu− yv, xv + yu).

Die neutralen Elemente sind die Vektoren 0 := (0, 0) und 1 := (1, 0). Das In-
teressante aus dieser Perspektive ist, dass auf dem R2 überhaupt ein Produkt
existiert, durch welches dieser Vektorraum zu einem Körper wird. Gleich-
zeitig rechtfertigt sich mit

i := (0, 1)

die oben eingeführte Schreibweise.

Übung 1.3. Zeigen Sie, dass die Menge der reellen 2×2-Matrizen der Form

A =

(
x −y
y x

)
mit Matrix-Addition und Matrix-Multiplikation zum Körper der komplexen
Zahlen isomorph ist.
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Übung 1.4. Sei R[t] der Ring der Polynome mit reellen Koeffizienten in
einer Variablen t und ⟨1+ t2⟩ die Teilmenge aller Polynome p ∈ R[t] die sich
in der Form p(t) = (1 + t2)q(t) für ein Polynom q ∈ R[t] schreiben lassen.
Dies ist ein Ideal: jedes Produkt eines Elements von ⟨1 + t2⟩ mit einem
beliebigen Polynom ist wieder ein Element von ⟨1+ t2⟩. Zeigen Sie, dass der
Quotient R[t]/⟨1 + t2⟩ zum Körper der komplexen Zahlen isomorph ist.

1.2 Konjugation und Absolutbetrag

Sei z = x + iy eine komplexe Zahl mit x, y ∈ R. Wir bezeichnen den Real-
und Imaginärteil von z mit

Re z := x, Im z := y.

Die komplex Konjugierte von z ergibt sich durch Umkehrung des Vorzei-
chens des Imaginärteils und wird mit

z̄ := x− iy

bezeichnet. Eine komplexe Zahl z ist also genau dann reell wenn z = z̄ ist
und genau dann rein imaginär wenn z + z̄ = 0 ist. Mit anderen Worten die
Abbildung C → C : z 7→ z̄ ist eine Involution (das heisst, führt man sie zwei
Mal hintereinander aus so erhält man die Identität) und ihre Fixpunktmenge
ist die reelle Achse. Die komplexe Konjugation erfüllt folgende Rechenregeln
die sich durch einfaches Nachrechnen beweisen lassen.

Lemma 1.5. Für alle z, w ∈ C gilt

Re z :=
z + z̄

2
, Im z :=

z − z̄

2i
, ¯̄z = z (1.6)

und
z + w = z̄ + w̄, zw = z̄w̄. (1.7)

Die gleichen Rechenregeln gelten natürlich für Differenz und Quotient.
Ebenso folgt aus Lemma 1.5 durch vollständige Induktion, dass

a0zn + a1zn−1 + · · ·+ an−1z + an = ā0z̄
n + ā1z̄

n−1 + · · ·+ ān−1z̄ + ān

für alle a0, a1, . . . , an, z ∈ C. Insbesondere ist die Menge der Nullstellen eines
Polynoms mit reellen Koeffizienten invariant unter komplexer Konjugation.

Der Betrag einer komplexen Zahl z = x + iy mit x, y ∈ R ist definiert
als die Euklidische Norm des Vektors (x, y) ∈ R2. Er wird mit

|z| :=
√
x2 + y2

bezeichnet.
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Lemma 1.6. Für alle z, w ∈ C gilt |z|2 = zz̄ = |z̄|2 und

|zw| = |z| |w| . (1.8)

Beweis. Schreiben wir z = x+ iy mit x, y ∈ R so gilt

zz̄ = (x+ iy)(x− iy) = x2 + y2 = |z|2

und daher, nach Lemma 1.5,

|zw|2 = zwzw = zz̄ww̄ = |z|2 |w|2 .

Damit ist das Lemma bewiesen.

Aus Lemma 1.6 folgt, dass |w/z| = |w| / |z| für alle z, w ∈ C mit z ̸= 0.
Es folgt auch durch vollständige Induktion, dass |z1 · · · zn| = |z1| · · · |zn| für
alle z1, . . . , zn ∈ C.

Lemma 1.7. Für jedes z ∈ C gelten die Ungleichungen

− |z| ≤ Re z ≤ |z| , − |z| ≤ Im z ≤ |z| . (1.9)

Für alle z, w ∈ C gilt die Parallelogrammidentität

|z + w|2 + |z − w|2 = 2 |z|2 + 2 |w|2 (1.10)

und die Dreiecksungleichung

|z + w| ≤ |z|+ |w| . (1.11)

Beweis. Die Ungleichungen (1.9) folgen sofort aus den Definitionen. Ausser-
dem folgt aus Lemma 1.5 und Lemma 1.6, dass

|z + w|2 = (z + w)(z̄ + w̄)

= zz̄ + wz̄ + zw̄ + ww̄ (1.12)

= |z|2 + 2Re(zw̄) + |w|2 .

Ersetzen wir nun w durch −w so ergibt sich

|z − w|2 = |z|2 − 2Re(zw̄) + |w|2

und (1.10) ist die Summe dieser beiden Gleichungen. Die Dreiecksunglei-
chung folgt nun aus (1.12) und (1.9):

|z + w|2 = |z|2 + 2Re(zw̄) + |w|2 ≤ |z|2 + 2 |zw̄|+ |w|2 = (|z|+ |w|)2 .

Bei der letzten Gleichung haben wir Lemma 1.6 verwendet.
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Die Dreiecksungleichung zeigt, dass die komplexen Zahlen einen normier-
ten Vektorraum bilden. Dies ist natürlich aus der Analysis-Vorlesung [6] be-
kannt, da es sich ja um die Euklidische Norm auf dem R2 handelt. Insbeson-
dere bilden also die komplexen Zahlen einen metrischen Raum, so dass alle
topologischen Begriffe wie offene, abgeschlossene, und kompakte Teilmen-
gen des Raumes der komplexen Zahlen einen Sinn ergeben. Zudem rührt
die Euklidische Norm von einem inneren Produkt auf C her, das durch die
Formel

⟨z, w⟩ := Re(z̄w) = xu+ yv

für z = x + iy und w = u + iv mit x, y, u, v ∈ R gegeben ist. Die Existenz
eines solchen inneren Produktes ist äquivalent zur Parallelogrammidentität.

Bemerkung 1.8. Eine normierte Algebra ist ein Hilbertraum V mit einer
bilineare Abbildung V ×V → V : (u, v) 7→ uv so dass |uv| = |u| |v| ist für alle
u, v ∈ V . Eine solche Struktur existiert nur in den Dimensionen 0, 1 (reelle
Zahlen), 2 (komplexe Zahlen), 4 (Quaternionen), und 8 (Oktonionen).

Lemma 1.9 (Cauchy–Schwarz). Für alle a1, . . . , an, b1, . . . , bn ∈ C gilt∣∣∣∣∣
n∑

i=1

aibi

∣∣∣∣∣
2

≤

(
n∑

i=1

|ai|2
) n∑

j=1

|bj |2


Beweis. Wir definieren die Zahlen A,B ∈ R und z ∈ C durch

A :=

n∑
i=1

|ai|2 , B :=

n∑
j=1

|bj |2 , z :=

n∑
i=1

aibi

und nehmen ohne Beschränkung der Allgemeinheit an dass B ̸= 0 ist. Dann
gilt für jedes λ ∈ C, dass

0 ≤
n∑

i=1

∣∣ai − λb̄i
∣∣2

=

n∑
i=1

(
ai − λb̄i

) (
āi − λ̄bi

)
= A+ |λ|2B − 2Re(λ̄z).

Hier haben wir Lemma 1.5 und Lemma 1.6 verwendet. Mit λ := z/B ergibt
sich 0 ≤ A− |z|2 /B und daraus folgt sofort die Behauptung.
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Übung 1.10. Beweisen Sie die Identität von Lagrange(
n∑

i=1

|ai|2
) n∑

j=1

|bj |2
−

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

aibi

∣∣∣∣∣
2

=
∑
i<j

∣∣aib̄j − aj b̄i
∣∣2 .

für alle ai, bi ∈ C.

Übung 1.11. Seien a, b, c ∈ C und betrachten Sie die lineare Gleichung

az + bz̄ + c = 0. (1.13)

für z ∈ C. Wann hat diese Gleichung genau eine Lösung?

Übung 1.12. Zeigen Sie, dass für alle z1, . . . , zn ∈ C die Ungleichung

|z1 + · · ·+ zn| ≤ |z1|+ · · ·+ |zn|

gilt mit Gleichheit genau dann wenn zi/zj eine positive reelle Zahl ist für
alle i, j mit zi ̸= 0 und zj ̸= 0.

Übung 1.13. Zeigen Sie, dass alle z, w ∈ C die Ungleichung

||z| − |w|| ≤ |z − w| (1.14)

erfüllen.

Übung 1.14. Zeigen Sie, dass jede komplexe Zahl z die Ungleichung

|z| ≤ |Re z|+ |Im z| (1.15)

erfüllt.

Übung 1.15. Zeigen Sie, dass drei verschiedene komplexe Zahlen z1, z2, z3
genau dann die Ecken eines gleichseitigen Dreiecks bilden, wenn sie die Glei-
chung

z21 + z22 + z23 = z1z2 + z2z3 + z3z1

erfüllen

Übung 1.16. Seien z, w ∈ C. Zeigen Sie

|z| < 1 und |w| < 1 =⇒
∣∣∣∣ z − w

1− z̄w

∣∣∣∣ < 1

und

|z| = 1 oder |w| = 1 =⇒
∣∣∣∣ z − w

1− z̄w

∣∣∣∣ = 1.

Welche Ausnahmen müssen im zweiten Fall gemacht werden?
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1.3 Polarkoordinaten

Geometrisch können wir eine von Null verschiedene komplexe Zahl z = x+iy
mit x, y ∈ R durch ihren Betrag r = |z| und den Winkel θ zwischen der
reellen Achse und der Geraden durch den Ursprung und z darstellen:

z = reiθ = r
(
cos(θ) + i sin(θ)

)
. (1.16)

Dies ist die Polarkoordinatendarstellung von z (siehe Abbildung 1.1).
Algebraisch ist sie bestimmt durch die Gleichungen

r =
√
x2 + y2, cos(θ) =

x√
x2 + y2

, sin(θ) =
y√

x2 + y2
. (1.17)

θ

i
z = x+iy =  ey

x

r

r
θ

= arg(z)

Abbildung 1.1: Polarkoordinaten

Als reelle Zahl ist θ durch z nur bis auf Addition eines ganzzahligen Vielfa-
chen von 2π bestimmt. Die Zahl θ wird auch das Argument von z genannt
und mit arg(z) := θ bezeichnet, wobei hier stets die genannte Nichteindeu-
tigkeit zu beachten ist. Für eine genauere Formulierung ist es nützlich, auf
R eine Äquivalenzrelation einzuführen. Zwei reelle Zahlen θ und θ′ heissen
äquivalent, wenn ihre Differenz θ′−θ ein ganzzahliges Vielfachen von 2π ist.
Wir verwenden dafür die Bezeichnung

θ ∼ θ′ ⇐⇒ θ′ − θ ∈ 2πZ.

Den Quotienten (das heisst die Menge der Äquivalenzklassen) bezeichnen
wir mit R/2πZ := {θ + 2πZ | θ ∈ R} . Das Argument ist dann als Abbildung

arg : C \ {0} → R/2πZ

zu verstehen. Genau genommen ist also arg(z) nicht ein Element von R son-
dern eine Teilemenge von R. In der Praxis werden wir uns jedoch nicht immer
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an diese Regelung halten und die Bezeichnung arg(z) auch für ein geeignetes
Element der zugehörigen Äquivalenzklasse verwenden. Insbesondere besitzt
jede komplexe Zahl z ∈ C \ (−∞, 0] im Komplement der negativen reellen
Achse ein eindeutiges Argument im Intervall −π < arg(z) < π. Dieser Re-
präsentant wird häufig der Hauptzweig des Arguments genannt. Wir
werden noch sehen, dass die Mehrdeutigkeit des Arguments von durchaus
grundlegender Bedeutung für das gesamte Gebiet der Funktionentheorie ist.

Die Exponentialabbildung

Zur mathematischen Rechtfertigung der Polarkoordinatendarstellung ist es
hilfreich, wenn wir uns fünf Fakten aus der Analysis [6] in Erinnerung rufen.
Erstens konvergiert die Potenzreihe

exp(w) := ew :=

∞∑
k=0

wk

k!
(1.18)

absolut für jede komplexe Zahl w. Zweitens erfüllt die resultierende Expo-
nentialfunktion C → C : w 7→ ew die Bedingungen

ew1+w2 = ew1ew2 , lim
w→0

ew − 1

w
= 1 (1.19)

für alle w1, w2 ∈ C (und wird in der Tat durch diese Bedingungen charakte-
risiert). Drittens gilt

|ew| = eRew (1.20)

für jedes w ∈ C und insbesondere |eiθ| = 1 für θ ∈ R. (Übung: Leiten
Sie (1.20) aus (1.19) und Lemma 1.6 her.) Viertens gilt für jedes w ∈ C

ew = 1 ⇐⇒ w ∈ 2πiZ. (1.21)

Fünftens gibt es für jede von Null verschiedene komplexe Zahl z ∈ C ein
w ∈ C so dass ew = z ist.

Aus diesem fünften Fakt und (1.20) folgt insbesondere, dass sich jede
komplexe Zahl λ ∈ C vom Betrag |λ| = 1 in der Form λ = eiθ für ein θ ∈ R
schreiben lässt. Aus (1.21) folgt, dass θ nur bis auf Addition eines ganzzah-
ligen Vielfachen von 2π bestimmt ist. Dies rechtfertigt die erste Gleichung
in (1.16). Die zweite Gleichung ist dann lediglich eine Tautologie. Man de-
finiert einfach Cosinus und Sinus als Real- und Imaginärteile der Funktion
θ 7→ eiθ. Da eiθ = e−iθ ist, heisst das nach (1.6), dass

cos(θ) =
eiθ + e−iθ

2
, sin(θ) =

eiθ − e−iθ

2i
(1.22)

für jedes θ ∈ R.
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Der Logarithmus

Es folgt aus den genannten Eigenschaften der Exponentialfunktion, dass die
Abbildung

exp : Ω := {w ∈ C | − π < Imw < π} → C \ (−∞, 0]

bijektiv ist. Die Umkehrabbildung wird oftHauptzweig des Logarithmus
genannt und mit log : C \ (−∞, 0] → C bezeichnet. Sie ist durch

log(z) = log |z|+ i arg(z) (1.23)

gegeben und es gilt

log(z1z2) = log(z1) + log(z2)± 2πi,

arg(z1z2) = arg(z1) + arg(z2)± 2π
(1.24)

für z1, z2 ∈ C so dass keine der drei Zahlen z1, z2 und z1z2 auf der negativen
reellen Achse liegt. Hieraus ergibt sich eine besonders anschauliche geome-
trische Darstellung des Produkts in der komplexen Zahlenebene. Sind zwei
komplexe Zahlen z1, z2 in Polarkoordinaten gegeben, das heisst

z1 = r1e
iθ1 , z2 = r2e

iθ2 ,

so erhält man die Polarkoordinatendarstellung des Produkts z1z2 = reiθ

indem man die Beträge multipliziert und die Argumente addiert, das heisst

r = r1r2, θ = θ1 + θ2.

(Siehe Abbildung 1.2.)

2

1

z z
1

z

i

1

2 θ
2

+
1

θ

z
2

z +z
1

Abbildung 1.2: Summe und Produkt geometrisch

Übung 1.17. Zeigen Sie, dass der (Hauptzweig des) Logarithmus folgende
Gleichung erfüllt (siehe Gleichung (1.19)):

lim
z→1

log(1 + z)

z
= 1. (1.25)
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Die n-te Wurzel

Sei a eine von Null verschiedene komplexe Zahl. Wir suchen die Lösungen
der Gleichung

zn = a. (1.26)

Es ist zunächst durchaus nicht offensichtlich, dass eine solche Lösung über-
haupt existiert. Mit Hilfe der Polarkoordinatendarstellung lassen sich jedoch
alle Lösungen dieser Gleichung leicht bestimmen. Ist

a = ρeiϕ

in Polarkoordnaten gegeben mit ρ > 0 und ϕ ∈ R und suchen wir eine
Lösung z = reiθ ebenfalls in Polarkoordinaten mit r > 0 und θ ∈ R, so gilt

zn = a ⇐⇒ rneinθ = ρeiϕ ⇐⇒ rn = ρ, nθ − ϕ ∈ 2πZ.

Damit haben die Lösungen von (1.26) die Form

z = reiθ, r := ρ1/n, θ :=
ϕ

n
+

2πk

n
, k = 0, . . . , n− 1. (1.27)

Es gibt also genau n solche Lösungen. Ein besonders wichtiger Spezialfall ist
a = 1. Die Lösungen der Gleichung zn = 1 heissen n-te Einheitswurzeln
und sind gegeben durch

ωk, k = 0, 1, . . . , n− 1, ω := exp

(
2πi

n

)
. (1.28)

(Siehe Abbildung 1.3.)

Abbildung 1.3: Die fünften Einheitswurzeln

Übung 1.18. Sei ω wie in (1.28). Ist N ∈ N nicht durch n teilbar so gilt

n−1∑
k=0

ωkN = 0.

Bestimmen Sie Real- und Imaginärteil von ω, ω2, ω3, ω4 im Fall n = 5.



1.4. DIE RIEMANNSCHE ZAHLENKUGEL 13

1.4 Die Riemannsche Zahlenkugel

Die Topologie der komplexen Ebene

Wir beginnen mit einigen Erinnerungen aus der Analysis-Vorlesung [6]. Die
Standardmetrik auf der komplexen Ebene ist durch die Formel

d(z, w) := |z − w|

für z, w ∈ C gegeben. (Siehe Anhang B für den Begriff eines metrischen
Raumes.) Die offenen Bälle in dieser Metrik bezeichnen wir mit

Br(z0) := {z ∈ C | |z − z0| < r}

für z0 ∈ C und r > 0. Eine Teilmenge Ω ⊂ C heisst offen wenn es für jeden
Punkt z0 ∈ Ω ein ε > 0 gibt so dass Bε(z0) ⊂ Ω. In etwas anschaulicher
Sprechweise heisst dies, dass die Randpunkte von Ω nicht selbst zu Ω gehören
(siehe Abbildung 1.4).

0ε
Ω B (z )

z0

Abbildung 1.4: Offene Mengen

Die Gesamtheit der offenen Teilmengen von C bildet eine Topologie. Das
heisst die Mengen Ω = ∅ und Ω = C sind offen, jeder endliche Durchschnitt
offener Mengen ist wieder offen, und jede beliebige (auch unendliche) Ver-
einigung offener Mengen ist wieder offen. Eine Teilmenge A ⊂ C heisst ab-
geschlossen wenn ihr Komplement C \A offen ist oder, äquivalenterweise,
wenn der Grenzwert einer jeden konvergenten Folge in A auch selbst wieder
in A liegt (siehe Anhang B.1). Eine Teilmenge K ⊂ C heisst kompakt wenn
jede Folge in K eine Teilfolge besitzt, die gegen ein Element von K konver-
giert. Nach Satz C.1 im Anhang C ist dies äquivalent zu der Bedingung,
dass jede offene Überdeckung von K eine endliche Teilüberdeckung besitzt.
Nach Heine–Borel ist eine Teilmenge K ⊂ C genau dann kompakt wenn sie
abgeschlossen und beschränkt ist. Insbesondere ist also der gesamte Raum
C nicht kompakt.



14 KAPITEL 1. DIE KOMPLEXEN ZAHLEN

Die Riemannsche Zahlenkugel

Es ist manchmal nützlich, den Punkt∞ zur komplexen Ebene hinzuzufügen.
Die resultierende Menge heisst Riemannsche Zahlenkugel und wir be-
zeichnen sie mit

C := C ∪ {∞}.

Auf dieser Menge lässt sich eine Topologie wie folgt definieren.

Definition 1.19 (Die Topologie von C). Eine Teilmenge U ⊂ C heisst
offen wenn sie eine der folgenden Bedingungen erfüllt.

(i) ∞ /∈ U und U ist eine offene Teilmenge von C.
(ii) ∞ ∈ U und K := C \ U ist eine kompakte Teilmenge von C.

Man prüft leicht nach, dass die hier definierten offenen Mengen tatsäch-
lich eine Topologie auf C definieren. Nach Definition sind die abgeschlossenen
Teilmengen eines topologischen Raumes gerade die Komplemente der offenen
Mengen. Untersucht man dies im Fall von C so ergibt sich die folgende
Charakterisierung der abgeschlossenen Mengen.

Lemma 1.20. Eine Teilmenge A ⊂ C ist genau dann abgeschlossen wenn
sie eine der folgenden Bedingungen erfüllt.

(i) ∞ ∈ A und A ∩ C ist eine abgeschlossene Teilmenge von C.
(ii) ∞ /∈ A und A ist eine kompakte Teilmenge von C.

Beweis. Übung.

In der Topologie von Definition 1.19 enthält jede offene Umgebung von
∞ das Komplement eines hinreichend grossen Balles. Daraus folgt, dass der
topologische Raum C kompakt ist (im Sinne der Überdeckungseigenschaft
von Satz C.1). Man kann auch direkt zeigen, dass C folgenkompakt ist. Hier-
zu verwendet man, dass eine Folge zn ∈ C genau dann gegen ∞ konvergiert
(bezüglich der Topologie aus Definition 1.19) wenn es für jede Konstante
c > 0 ein n0 ∈ N gibt, so dass für jedes n ∈ N gilt

n ≥ n0 =⇒ |zn| ≥ c.

Damit konvergiert eine Folge zn ∈ C genau dann gegen ∞ wenn sie keine
beschränkte Teilfolge hat. Hat sie aber eine beschränkte Teilfolge, so hat sie
auch eine in C konvergente Teilfolge, nach Heine–Borel.
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Bemerkung 1.21. Man kann aus jedem topologischen Raum X durch Hin-
zunahme eines Punktes einen kompakten Raum machen, dessen Topologie
wie in 1.19 definiert ist. Diesen Raum nennt man dann die Einpunktkom-
paktifizierung von X. Im Fall X = C führt dieses Verfahren zur Riemann-
schen Zahlenkugel.

Wir bezeichnen die Einheitssphäre im 3-dimensionalen Raum mit

S2 :=
{
(x1, x2, x3) ∈ R3 |x21 + x22 + x23 = 1

}
.

Es gibt eine natürliche bijektive Abbildung ϕ : S2 → C die sich geometrisch
wie folgt beschreiben lässt. Der Nordpol (0, 0, 1) wird nach ∞ abgebildet.
Jedem anderen Punkt auf S2 wird der Schnittpunkt der Geraden durch
diesen Punkt und den Nordpol mit der Ebene x3 = 0 zugeordnet. Eine
explizite Formel für diese Abbildung ist

ϕ(x1, x2, x3) =
x1 + ix2
1− x3

, ϕ−1(z) =

(
2Re z

|z|2 + 1
,
2Im z

|z|2 + 1
,
|z|2 − 1

|z|2 + 1

)
(1.29)

für (x1, x2, x3) ∈ S2 \{(0, 0, 1)} und z ∈ C (siehe Abbildung 1.5). Die stereo-
graphische Projektion ist ein Homöomorphismus bezüglich der Standardto-
pologie auf S2 und der Topologie aus Definition 1.19 auf C. Insbesondere
gibt es auf C eine Abstandsfunktion, die diese Topologie induziert.

z

Abbildung 1.5: Die stereographische Projektion

Übung 1.22. Die in Definition 1.19 definierten offenen Teilmengen von C
erfüllen die Axiome einer Topologie und die stereographische Projektion ist
ein Homöomorphismus. Die Formel

d(z, w) := cos−1

(
(|z|2 − 1)(|w|2 − 1) + 4Re (z̄w)

(|z|2 + 1)(|w|2 + 1)

)
für z, w ∈ C ergibt eine Abstandsfunktion d : C× C → [0, π], die die Topo-
logie aus Definition 1.19 induziert. Welches sind die Abstände d(z,∞)?
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Möbiustransformationen

Sei

A =

(
a b
c d

)
eine komplexe 2× 2-Matrix mit von Null verschiedener Determinante

det(A) = ad− bc ̸= 0.

Jede solche Matrix induziert eine Abbildung ϕ = ϕA : C → C, genannt
Möbiustransformation, die durch

ϕ(z) :=
az + b

cz + d
(1.30)

für z ∈ C definiert ist. Insbesondere können Zähler und Nenner nicht gleich-
zeitig verschwinden und wir verwenden die Konvention λ/0 := ∞ für λ ̸= 0.
Ausserdem ist ϕ(∞) = a/c und dies macht wiederum Sinn da a und c
nicht beide gleich Null sein können. Wir überlassen es dem Leser als Übung,
nachzuprüfen dass jede Möbiustransformation stetig ist. Ohnehin sind die
einzigen Punkte an denen etwas zu zeigen ist z0 = −d/c und z0 = ∞; diese
Punkte stimmen überein wenn c = 0 ist.

Die folgende Übung zeigt, dass jede Möbiustransformation bijektiv ist
(was man natürlich auch leicht direkt sehen kann) und dass die Möbiustrans-
formationen eine Gruppe bilden die isomorph ist zu

PSL(2,C) := SL(2,C)/{±1} ∼= GL(2,C)/C∗.

Hier bezeichnet GL(2,C) die Gruppe der invertierbaren komplexen 2 × 2-
Matrizen und SL(2,C) die Untergruppe der Matrizen mit Determinante eins:

SL(2,C) :=
{
A ∈ C2×2 | det(A) = 1

}
.

Die Gruppe
C∗ := C \ {0}

der von Null verschiedenen komplexen Zahlen ist als Untergruppe der Dia-
gonalmatrizen in GL(2,C) zu verstehen.

Übung 1.23. Für alle A,B ∈ GL(2,C) gilt

ϕAB = ϕA ◦ ϕB.

Ausserdem gilt ϕA = id genau dann wenn A = λ1l ist für ein λ ∈ C∗.
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Übung 1.24. Wir bezeichnen die offene Einheitskreisscheibe und die offene
obere Halbebene mit

D := {z ∈ C | |z| < 1} , H := {ζ ∈ C | Im ζ > 0} . (1.31)

Sei f : C → C die Möbiustransformation

f(z) := i
1 + z

1− z
.

Zeigen Sie, dass f die Einheitskreisscheibe bijektiv auf die obere Halbebene
abbildet. Finden Sie eine Formel für die Umkehrabbildung f−1 : H → D.
Bestimmen Sie die Bildmenge f−1(R).

Übung 1.25. Jede Möbiustransformation bildet die reelle Achse auf eine
Gerade oder einen Kreis ab. Hinweis: Seien a, b, c, d ∈ C so gewählt dass

ϕ−1(w) =
aw + b

cw + d
.

Die Menge ϕ(R) ist eine Gerade falls ac̄ = āc. Andernfalls ist ϕ(R ∪ {∞})
der Kreis ∣∣∣∣w − ād− c̄b

āc− c̄a

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ad− bc

āc− c̄a

∣∣∣∣ .
Übung 1.26 (Doppelverhältnis). Seien z0, z1, z2 ∈ C drei verschiedene
Punkte auf der Riemannschen Zahlenkugel. Dann gibt es genau eine Möbi-
ustransformation ϕ : C → C so dass

ϕ(z0) = 0, ϕ(z1) = 1, ϕ(z2) = ∞.

Für z3 ∈ C nennen wir die Zahl ϕ(z3) ∈ C das Doppelverhältnis der vier
Punkte z0, z1, z2, z3. Es ist durch die Formel

w(z0, z1, z2, z3) =
(z1 − z2)(z3 − z0)

(z0 − z1)(z2 − z3)
(1.32)

gegeben. Dieser Ausdruck ist wohldefiniert solange unter den zi nicht drei
gleiche Punkte sind.

Übung 1.27. Ist ψ : C → C eine Möbiustransformation so gilt

w(ψ(z0), ψ(z1), ψ(z2), ψ(z3)) = w(z0, z1, z2, z3)

für alle z0, z1, z2, z3 ∈ C von denen jeweils höchstens zwei übereinstimmen.
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Übung 1.28. Vier verschiedene Punkte z0, z1, z2, z3 ∈ C liegen genau dann
auf einer Gerade oder einem Kreis, wenn ihr Doppelverhältnis reell ist. Hin-
weis: Übungen 1.25 und 1.26.

Übung 1.29. Jede Möbiustransformation bildet Geraden oder Kreise auf
Geraden oder Kreise ab. Hinweis: Übungen 1.27 und 1.28.

Übung 1.30. Jede Möbiustransformation lässt sich als Komposition von
Abbildungen der Form

I(z) :=
1

z
, Tc(z) = z + c, Sa(z) = az

mit a, c ∈ C und a ̸= 0 schreiben. Verwenden Sie diese Beobachtung für
einen alternativen Zugang zu Übung 1.29. Hinweis: Sei ϕ wie in (1.30) und
betrachten Sie die Differenz ϕ(z)− c/a.

Übung 1.31. (a) Sei ψ : C → C eine Abbildung der Form ψ(z) = ϕ(z̄) für
eine Möbiustransformation ϕ, so dass

ψ ◦ ψ = id

ist. Eine solche Abbildung heisst anti-holomorphe Involution. Jede anti-
holomorphe Involution der Riemannschen Zahlenkugel hat die Form

ψ(z) =
az̄ + b

cz̄ − ā
, a ∈ C, b, c ∈ R, (1.33)

mit |a|2 + bc ̸= 0.

(b) Sei ψ wie in (1.33) mit der Fixpunktmenge

C := Fix(ψ) =
{
z ∈ C |ψ(z) = z

}
.

Ist c = 0 so ist C eine Gerade. Ist c ̸= 0 und |a|2+ bc > 0 so ist C ein Kreis.
Ist |a|2 + bc < 0 so ist C = ∅.
(c) Ist C ⊂ C̄ ein Kreis oder eine Gerade so gibt es genau eine anti-
holomorphe Involution ψ : C → C mit Fix(ψ) = C. Diese Abbildung heisst
Reflektion an C. Welches ist die Reflektion an der reelle Achse, bezie-
hungsweise am Einheitskreis?



Kapitel 2

Holomorphe Funktionen

Wir beginnen damit, den Begriff der Differenzierbarkeit ins Komplexe zu
übertragen, indem wir Funktionen in einer reellen Variablen durch Funktio-
nen in einer komplexen Variablen ersetzen. Da die komplexen Zahlen eben-
falls einen normierten Körper bilden, lässt sich der gewohnte Begriff der
Ableitung als Grenzwert des Differenzenquotienten direkt komplexifizieren.

2.1 Komplexe Differenzierbarkeit

Definition 2.1. Sei Ω ⊂ C eine offene Menge und z0 ∈ Ω. Eine Funktion
f : Ω → C heisst komplex differenzierbar an der Stelle z0, wenn der
Grenzwert

a := lim
h→0

f(z0 + h)− f(z0)

h

existiert; als logische Formel heisst das: ∃a ∈ C ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀h ∈ C

0 < |h| < δ =⇒ z0 + h ∈ Ω und

∣∣∣∣a− f(z0 + h)− f(z0)

h

∣∣∣∣ < ε.

Die Zahl a, wenn sie existiert, ist eindeutig durch diese Bedingung bestimmt;
wir nennen sie die Ableitung von f an der Stelle z0 und bezeichnen sie
mit f ′(z0) := a.

Beispiel 2.2. Eine konstante Funktion f(z) = c ist offensichtlich überall
komplex differenzierbar und hat die Ableitung f ′(z) = 0.

Beispiel 2.3. Die Identitätsabbildung f(z) = z ist überall komplex diffe-
renzierbar und hat die Ableitung f ′(z) = 1.

19
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Beispiel 2.4. Für jede natürliche Zahl n ∈ N ist die Funktion f(z) = zn

überall komplex differenzierbar und hat die Ableitung

f ′(z) = lim
h→0

(z + h)n − zn

h
= lim

h→0

n∑
k=1

(
n

k

)
hk−1zn−k = nzn−1.

Beispiel 2.5. Seien a, b, c, d ∈ C gegeben mit ad− bc ̸= 0 und c ̸= 0. Dann
ist die Möbiustransformation

ϕ(z) :=
az + b

cz + d

in Ω := C \ {−d/c} komplex differenzierbar und hat die Ableitung

ϕ′(z) = lim
h→0

1

h

(
az + ah+ b

cz + ch+ d
− az + b

cz + d

)
= lim

h→0

ad− bc

(cz + ch+ d)(cz + d)

=
ad− bc

(cz + d)2

Beispiel 2.6. Die Exponentialfunktion exp : C → C ist überall komplex
differenzierbar und stimmt mit ihrer Ableitung überein:

exp′(z) = lim
h→0

exp(z + h)− exp(z)

h
= exp(z) lim

h→0

exp(h)− 1

h
= exp(z).

Hier haben wir die aus der Analysis bekannte Gleichung (1.19) verwendet.

Übung 2.7. Die Funktion log : C \ (−∞, 0] → C in (1.23) ist überall
komplex differenzierbar und log′(z) = 1/z. Hinweis: (1.24) und (1.25).

Übung 2.8. Die Funktion f(z) = z̄ ist nirgendwo komplex differenzierbar.
Die Funktion f(z) = |z|2 ist nur an der Stelle z0 = 0 komplex differenzierbar.

Um den Begriff der komplexen Differenzierbarkeit über diese elementaren
Beispiele hinaus besser zu verstehen, vergleichen wir ihn mit dem der reellen
Differenzierbarkeit in der Dimension zwei. Hierzu identifizieren wir, wie im
Abschnitt 1.1, den komplexen Zahlenkörper mit dem Vektorraum R2 mittels
der Abbildung

R2 → C : (x, y) 7→ x+ iy.

Unter leichtem Missbrauch der Schreibweise ist es manchmal nützlich, so-
wohl den Vektor (x, y) ∈ R2 als auch die komplexe Zahl x + iy mit dem
Buchstaben z zu bezeichnen, obwohl diese beiden Objekte genau genommen
etwas Unterschiedliches bedeuten. Genau um diesen Unterschied soll es an
dieser Stelle gehen.
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Wir betrachten zunächst lineare Abbildungen. Jede reelle 2× 2-Matrix

A =

(
α β
γ δ

)
∈ R2×2 (2.1)

definiert eine lineare Abbildung

R2 → R2 : ζ =

(
ξ
η

)
7→
(
αξ + βη
γξ + δη

)
= Aζ.

Die Identitätsabbildung wird durch die Einheitsmatrix 1l induziert. Ein an-
deres wichtiges Beispiel ist die Multiplikation mit i als Abbildung von C
auf sich selbst. Unter unserer Identifikation von C mit R2 wird hieraus die
lineare Abbildung (ξ, η) ∼= ξ + iη 7→ i(ξ + iη) = −η + iξ ∼= (−η, ξ). Die
dazugehörige Matrix ist

I :=

(
0 −1
1 0

)
. (2.2)

Lemma 2.9. Für jede Matrix (2.1) gilt

AI = IA ⇐⇒ α = δ, β = −γ

Ist dies erfüllt so ist die Abbildung C ∼= R2 A−→ R2 ∼= C durch Multiplikation
mit der complexen Zahl a := α+ iγ gegeben.

Beweis. Die erste Aussage folgt aus der Formel

AI− IA =

(
β + γ −α+ δ
δ − α −γ − β

)
.

Die zweite folgt aus der Tatsache, dass die Komposition C ∼= R2 A−→ R2 ∼= C
durch ζ 7→ αξ+βη+i

(
γξ+δη

)
für ζ = ξ+iη ∈ C gegeben ist. Dieser Ausdruck

stimmt mit aζ überein wenn δ = α, β = −γ, und a = α+ iγ ist.

Definition 2.10. Eine Matrix A ∈ R2×2 heisst komplex linear wenn sie
mit I kommutiert (das heisst AI = IA) und komplex anti-linear wenn sie
mit I anti-kommutiert (das heisst AI = −IA).

Übung 2.11. Jede Matrix A ∈ R2×2 lässt sich auf eindeutige Weise als
Summe A = A′ + A′′ einer komplex linearen Matrix A′ und einer komplex
anti-linearen Matrix A′′ darstellen.

Übung 2.12. Sei f : C → C die R-lineare Abbildung, die durch die Ma-
trix (2.1) induziert ist. Dann gibt es zwei komplexe Zahlen a, b ∈ C so dass
für jedes z ∈ C gilt: f(z) = az + bz̄.
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Der Differenzierbarkeitsbegriff in der reellen Analysis

Ist Ω ⊂ C eine offene Teilmenge und f : Ω → C eine komplexwertige Funk-
tion, so können wir durch unsere Identifikation C ∼= R2 die Menge Ω auch
als offene Teilmenge von R2 betrachten und f als Abbildung von Ω nach R2.
In der reellen Analysis [7] wird Differenzierbarkeit wie folgt definiert.

Eine Abbildung f : Ω → R2 heisst (reell) differenzierbar an der Stelle
z0 = (x0, y0) ∈ Ω wenn es eine Matrix A ∈ R2×2 gibt so dass

lim
R2∋h→0

|f(z0 + h)− f(z0)−Ah|
|h|

= 0;

Als mathematische Formel heisst das ∃A ∈ R2×2 ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀h ∈ R2

0 < |h| < δ =⇒ z0 + h ∈ Ω und |f(z0 + h)− f(z0)−Ah| < ε |h| .

Wenn dies gilt, ist die Matrix A durch diese Bedingung eindeutig bestimmt;
wir nennen sie die Ableitung von f an der Stelle z0 und bezeichnen sie
mit df(z0) := A ∈ R2×2. Die Abbildung f heisst partiell differenzierbar
an der Stelle z0 wenn die Grenzwerte

∂f

∂x
(z0) := lim

x→x0

f(x, y0)− f(x0, y0)

x− x0
,

∂f

∂y
(z0) := lim

y→y0

f(x0, y)− f(x0, y0)

y − y0

existieren. Diese Grenzwerte heissen partielle Ableitungen von f an der
Stelle z0.

Die Funktion f ist also partiell differenzierbar an der Stelle z0 wenn die
Funktion x 7→ f(x, y0) von einer reellen Variablen an der Stelle x = x0
differenzierbar ist, und die Funktion y 7→ f(x0, y) an der Stelle y = y0.
Ist f an der Stelle z0 differenzierbar so ist f an der Stelle z0 auch partiell
differenzierbar und die beiden partiellen Ableitungen von f sind die Spalten
der Matrix df(z0). Das heisst, im Falle der Differenzierbarkeit lässt sich die
Ableitung von f in der Form

df(z0) =

(
∂f

∂x
(x0, y0)

∂f

∂y
(x0, y0)

)
schreiben. Dies ist die Matrix der partiellen Ableitungen und wird auch die
Jacobi-Matrix von f an der Stelle z0 genannt. Die Umkehrung gilt je-
doch nicht. Zum Beispiel existieren die partiellen Ableitungen der Funktion
f(z) := z2/z̄ an der Stelle z0 = 0, jedoch ist diese Funktion im Nullpunkt
nicht differenzierbar.



2.1. KOMPLEXE DIFFERENZIERBARKEIT 23

Die Cauchy–Riemann-Gleichungen

Satz 2.13. Sei Ω ⊂ C eine offene Teilmenge, f : Ω → C eine komplex-
wertige Funktion, und z0 = x0 + iy0 ∈ Ω. Dann sind folgende Aussagen
äquivalent.

(i) f ist komplex differenzierbar an der Stelle z0.

(ii) f ist reell differenzierbar an der Stelle z0 und die Matrix df(z0) ∈ R2×2

ist komplex linear.

(iii) Die Funktionen u := Re f : Ω → R und v := Im f : Ω → R sind
differenzierbar an der Stelle z0 und es gilt

∂u

∂x
(z0) =

∂v

∂y
(z0),

∂u

∂y
(z0) = −∂v

∂x
(z0). (2.3)

Dies sind die Cauchy–Riemann-Gleichungen.

(iv) f ist reell differenzierbar an der Stelle z0 und

∂f

∂x
(z0) + i

∂f

∂y
(z0) = 0. (2.4)

Sind diese vier äquivalenten Bedingungen erfüllt, so ist die komplexe Ablei-
tung von f an der Stelle z0 durch

f ′(z0) =
∂f

∂x
(z0) =

∂u

∂x
(z0) + i

∂v

∂x
(z0) (2.5)

gegeben, und die lineare Abbildung df(z0) : R2 → R2 ist unter unserer Iden-
tifikation R2 ∼= C durch Multiplikation mit f ′(z0) gegeben.

Beweis. Die Äquivalenz von (iii) und (iv) folgt aus der Tatsache dass

∂f

∂x
(z0) =

∂u

∂x
(z0) + i

∂v

∂x
(z0), i

∂f

∂y
(z0) = −∂v

∂y
(z0) + i

∂u

∂y
(z0).

Die Äquivalenz von (ii) und (iii) folgt sofort aus Lemma 2.9 und der Tatsa-
che, dass die reelle Ableitung df(z0) ∈ R2×2 durch die Jacobi-Matrix

df(z0) =

(
∂u/∂x(z0) ∂u/∂y(z0)
∂v/∂x(z0) ∂v/∂y(z0)

)
gegeben ist. Nach Lemma 2.9 ist diese Matrix nämlich genau dann komplex
linear wenn u und v die Cauchy–Riemann-Gleichungen (2.3) erfüllen.
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Wir zeigen dass (i) äquivalent zu (ii) ist. Dazu wählen wir zwei reelle
Zahlen α, γ ∈ R und definieren a ∈ C und A ∈ R2×2 durch

a := α+ iγ, A :=

(
α −γ
γ α

)
.

Nach Lemma 2.9 ist die Matrix A komplex linear und die Abbildung

C ∼= R2 A−→ R2 → C

ist durch Multiplikation mit a gegeben. Also gilt∣∣∣∣f(z0 + h)− f(z0)

h
− a

∣∣∣∣
C
=

|f(z0 + h)− f(z0)−Ah|R2

|h|R2

(2.6)

für jedes h ∈ C ∼= R2 mit z0 + h ∈ Ω. Hier betrachten wir die Terme auf der
linken Seite als komplexe Zahlen und die auf der rechten Seite als Vektoren in
R2. Insbesondere wird die komplexe Zahl ah ∈ C unter dieser Identifikation
in den Vektor Ah ∈ R2 überführt.

Ist (i) erfüllt und a := f ′(z0) so konvergiert die linke Seite in (2.6)
gegen Null für |h| → 0. Daraus folgt dann, dass f and der Stelle z0 reell
differenzierbar ist mit A = df(z0). Ist umgekehrt (ii) erfüllt und A := df(z0)
so ist A komplex linear und wir können a wie oben als erste Spalte von
A wählen. Nach Voraussetzung konvergiert nun die rechte Seite in (2.6)
gegen Null für |h| → 0. Daraus folgt dann, dass f an der Stelle z0 komplex
differenzierbar ist mit f ′(z0) = a = ∂f/∂x(z0). Damit haben wir sowohl
die Äquivalenz von (i) und (ii) als auch die restlichen Aussagen des Satzes
bewiesen.

Korollar 2.14. Ist Ω ⊂ C eine offene Teilmenge und f : Ω → C an der
Stelle z0 ∈ Ω komplex differenzierbar, so ist f an der Stelle z0 stetig; als
mathematische Formel heisst das ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀z ∈ C

|z − z0| < δ =⇒ z ∈ Ω und |f(z)− f(z0)| < ε.

Beweis. Dies folgt aus Satz 2.13 und einem bekannten Satz aus der Analy-
sis [7], der sagt dass die Stetigkeit bereits aus der reellen Differenzierbarkeit
folgt. Alternativ kann man die Behauptung auch direkt beweisen mit dem
gleichen Argument wie für Funktionen einer reellen Variablen [6].

Die gleichen Rechenregeln wie im Reellen gelten auch für komplexe Ab-
leitungen. Insbesondere ist die Ableitung der Summe gleich der Summe der
Ableitungen, es gilt die Leibnitz-Regel für das Differenzieren von Produk-
ten, und es gilt die Kettenregel für Kompositionen. Das ist der Inhalt des
folgenden Satzes.
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Satz 2.15. (i) Sei Ω ⊂ C eine offene Teilmenge, z0 ∈ Ω, und f, g : Ω → C
komplex differenzierbar and der Stelle z0. Dann ist f + g : Ω → C an der
Stelle z0 komplex differenzierbar und es gilt

(f + g)′(z0) = f ′(z0) + g′(z0). (2.7)

(ii) Seien f, g und z0 wie in (i). Dann ist fg : Ω → C an der Stelle z0
komplex differenzierbar und es gilt

(fg)′(z0) = f ′(z0)g(z0) + f(z0)g
′(z0). (2.8)

(iii) Seien f, g und z0 wie in (i) und sei g(z) ̸= 0 für alle z ∈ Ω. Dann ist
f/g : Ω → C an der Stelle z0 komplex differenzierbar und es gilt(

f

g

)′
(z0) =

f ′(z0)g(z0)− f(z0)g
′(z0)

g(z0)2
. (2.9)

(iv) Seien U, V ⊂ C offene Teilmengen und z0 ∈ U . Sei f : U → C komplex
differenzierbar an der Stelle z0 so dass f(U) ⊂ V und sei g : V → C
komplex differenzierbar an der Stelle w0 := f(z0). Dann ist die Komposition
g ◦ f : U → C an der Stelle z0 komplex differenzierbar und es gilt

(g ◦ f)′(z0) = g′(f(z0))f
′(z0). (2.10)

Beweis. Es gibt hier zwei Möglichkeiten des Beweises. Entweder kann man
die Beweise der entsprechenden Aussagen über Funktionen in einer reellen
Variablen [6] direkt und Wort für Wort aufs Komplexe übertragen. Oder
man kann Satz 2.13 und bekannte Sätze über reelle Differantiation in meh-
reren Variablen verwenden. Wir überlassen dem Leser die ersten Methode als
Übung und konzentrieren uns hier auf die zweite Methode. Die Aussagen (i)
und (iv) folgen unmittelbar aus Satz 2.13 und den entsprechenden Aussagen
über die Ableitungen von reellen Funktionen in mehreren Variablen.

Zum Beweis von (ii) schreiben wir f = f1 + if2 und g = g1 + ig2 mit
f1, f2, g1, g2 : Ω → R. Diese vier Funktionen sind alle an der Stelle z0 re-
ell differenzierbar und daher gilt das auch für die Real- und Imaginärteile
der Funktion fg = (f1g1 − f2g2) + i (f1g2 + f2g1) . Ausserdem folgt aus der
Leibnitz-Regel für Funktionen einer reellen Variablen, dass

∂(fg)

∂x
=
∂f

∂x
g + f

∂g

∂x
,

∂(fg)

∂y
=
∂f

∂y
g + f

∂g

∂y
.
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Diese Ableitungen sind alle an der Stelle z0 zu verstehen und die Produkte
in C. Nach Satz 2.13 erfüllen f und g beide die Gleichung (2.4) an der Stelle
z0 und daraus folgt

∂(fg)

∂x
(z0) + i

∂(fg)

∂y
(z0) = 0.

Also ist fg nach Satz 2.13 an der Stelle z0 komplex differenzierbar und die
Leibnitz-Regel folgt aus der Gleichung (fg)′(z0) = ∂(fg)/∂x(z0).

Zum Beweis von (iii) bemerken wir, dass die Funktion

h :=
f

g
=

fḡ

|g|2

wiederum nach Satz 2.13 und einem Satz aus der reellen Analysis [7] an
der Stelle z0 reell differenzierbar ist. Aus der Gleichung f = gh und der
Leibnitzregel für reelle Ableitungen folgt, dass für jedes ζ ∈ C ∼= R2 gilt:

df(z0)ζ = (dg(z0)ζ)h(z0) + g(z0) (dh(z0)ζ)

und daher

dh(z0)ζ =
1

g(z0)
df(z0)ζ −

h(z0)

g(z0)
dg(z0)ζ =

f ′(z0)g(z0)− f(z0)g
′(z0)

g(z0)2
ζ.

Daher ist dh(z0) ∈ R2×2 komplex linear und gegeben durch Multiplikation
mit der komplexen Zahl g(z0)

−2 (f ′(z0)g(z0)− f(z0)g
′(z0)). Damit ist der

Satz bewiesen.

Definition 2.16. Sei Ω ⊂ C eine offene Menge. Eine Funktion f : Ω → C
heisst holomorph wenn sie an jeder Stelle z0 ∈ Ω komplex differenzierbar
ist und die Ableitung f ′ : Ω → C stetig ist.

Beispiel 2.17 (Polynome). Es folgt sofort aus den Definitionen dass jede
konstante Funktion und die Funktion f(z) = z holomorph sind. Mit Hilfe
von Satz 2.15 (i) und (ii) folgt hieraus dass jedes Polynom

f(z) = a0 + a1z + a2z
2 + · · ·+ anz

n

mit komplexen Koeffizienten ak ∈ C auf ganz C holomorph ist.

Beispiel 2.18 (Rationale Funktionen). Seien p, q : C → C Polynome
mit komplexen Koeffizienten so dass q nicht identisch verschwindet und sei

Ω := {z ∈ C | q(z) ̸= 0} .
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Nach Satz 2.15 (iii) ist die Funktion

f :=
p

q
: Ω → C

holomorph. Jede solche Funktion heisst rational. Insbesondere ist jede Mö-
biustransformation holomorph (siehe auch Beispiel 2.5).

Beispiel 2.19. Es folgt aus Beispiel 2.6 dass die Exponentialabbildung auf
ganz C holomorph ist.

Beispiel 2.20. Die Funktionen Cosinus und Sinus lassen sich auf die
gesamte komplexe Ebene erweitern und sind dort durch

cos(z) :=
eiz + e−iz

2
, sin(z) :=

eiz − e−iz

2i

definiert (siehe Gleichung (1.22) für z = θ ∈ R). Nach Satz 2.15 sind diese
Funktionen holomorph und erfüllen die Gleichungen

sin′ = cos, cos′ = − sin, cos2+sin2 = 1.

Beispiel 2.21. Der hyperbolische Cosinus und der hyperbolische Si-
nus sind die durch

cosh(z) :=
ez + e−z

2
, sinh(z) :=

ez − e−z

2

definierten Funktionen auf der komplexen Ebene. Sie sind holomorph und
erfüllen die Gleichungen

sinh′ = cosh, cosh′ = sinh, cosh2− sinh2 = 1.

2.2 Biholomorphe Abbildungen

Seien Ω,Ω′ ⊂ C zwei offene Mengen. Eine bijektive Abbildung f : Ω → Ω′

heisst biholomorph oder holomorpher Diffeomorphismus wenn f und
f−1 holomorph sind. Nach Satz 2.15 (iv) mit g = f−1 : Ω′ → Ω ist die
Ableitung einer biholomorphen Abbildung überall ungleich Null und die
Ableitung der Umkehrabbildung ist durch die Formel

(f−1)′(w) =
1

f ′(f−1(w))
(2.11)

für w ∈ Ω′ gegeben. Eine biholomorphe Abbildung von Ω auf sich selbst
nennen wir auch einen (holomorphen) Automorphismus von Ω.
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Beispiel 2.22. Seien H und D die offene obere Halbebene und die offene
Einheitskreisscheibe wie in (1.31). Nach Übung 1.24 ist die Abbildung

f : D → H, f(z) := i
1 + z

1− z
,

biholomorph. Ihre Umkehrabbildung hat die Form

f−1(w) =
w − i

w + i
.

Beispiel 2.23. Jede Möbiustransformation der Form

f(z) := eiθ
z − z0
1− z̄0z

, z0 ∈ D, θ ∈ R,

ist ein holomorpher Automorphismus der offenen Einheitskreisscheibe D
(Übung 1.16).

Beispiel 2.24. Jede Möbiustransformation der Form

f(z) :=
az + b

cz + d
, a, b, c, d ∈ R, ad− bc > 0

ist ein holomorpher Automorphismus der offenen oberen Halbebene H.

Beispiel 2.25. Jedes Polynom der Form

f(z) = az + b, a, b ∈ C, a ̸= 0,

ist ein holomorpher Automorphismus von C.

Satz 2.26. Sei Ω ⊂ C offen und z0 ∈ Ω. Sei f : Ω → C eine holomorphe
Funktion so dass f ′(z0) ̸= 0 ist. Dann gibt es eine offene Umgebung U ⊂ Ω
von z0 so dass die Menge V := f(U) offen ist und die Einschränkung f |U
eine biholomorphe Abbildung von U nach V ist.

Beweis. Schreiben wir f = u+ iv mit u, v : Ω → R so ist die reelle Ableitung
von f die Matrix

df(z) =

(
∂u/∂x(z) ∂u/∂y(z)
∂v/∂x(z) ∂v/∂y(z)

)
=

(
∂u/∂x(z) −∂v/∂x(z)
∂v/∂x(z) ∂u/∂x(z)

)
.

Hier folgt die zweite Identität aus den Cauchy–Riemann-Gleichungen (2.3).
Nach (2.5) ist die Determinante dieser Matrix

det(df(z)) =

∣∣∣∣∂u∂x(z)
∣∣∣∣2 + ∣∣∣∣∂v∂x(z)

∣∣∣∣2 = ∣∣f ′(z)∣∣2 .
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Also ist det(df(z0)) ̸= 0. Daher gibt es, nach dem Satz über inverse Funk-
tionen in [7], offene Umgebungen U ⊂ Ω von z0 und V ⊂ C von w0 := f(z0)
so dass die Einschränkung f |U : U → V ein C1-Diffeomorphismus ist. Aus-
serdem folgt aus der reellen Kettenregel, dass die Ableitung der Umkehrab-
bildung g := (f |U )−1 : V → U die Gleichung

dg(f(z))df(z) = 1l

für z ∈ U erfüllt. Daher ist die Matrix df(z) für jedes z ∈ U invertierbar
und es gilt dg(f(z)) = df(z)−1 für jedes z ∈ U . Diese Matrix ist komplex
linear und daher ist g holomorph, nach Satz 2.13.

Beispiel 2.27. Wir betrachten die Exponentialabbildung

exp : Ω := {z ∈ C | − π < Im z < π} → Ω′ := C \ (−∞, 0].

Diese Abbildung ist bijektiv und ihre Ableitung exp′ = exp ist überall un-
gleich Null. Daher ist ihre Umkehrabbildung log := exp−1 : Ω′ → Ω holo-
morph, nach Satz 2.26, und hat die Ableitung

log′(w) =
1

exp′(log(w))
=

1

w

für w ∈ Ω′. Diese Abbildung ist der Hauptzweig des Logarithmus. (Siehe
auch Übung 2.7).

Beispiel 2.28. Die Abbildung

Ω := {z ∈ C |Re z > 0} f−→ Ω′ := C \ (−∞, 0] : z 7→ f(z) := z2

ist bijektiv (siehe (1.5) in Abschnitt 1.1) und ihre Ableitung f ′(z) = 2z ist
überall ungleich Null. Ihre Umkehrabbildung g := f−1 : Ω′ → Ω ist der
Hauptzweig der Quadratwurzel:

g(w) =
√
w =

√
|w|ei arg(w)/2

Nach Satz 2.26, ist diese Umkehrabbildung holomorph und hat die Ableitung

g′(w) =
1

f ′(g(w))
=

1

2
√
w

für w ∈ Ω′. Auch hier kann man die Formel für g′ direkt aus (1.5) herleiten.
Jedoch ist diese Herleitung recht mühsam.
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Beispiel 2.29. Die Abbildung f(z) = zn ist eine Bijektion von der offenen
Menge

Ω :=
{
reiθ

∣∣∣ − π

n
< θ <

π

n

}
auf Ω′ := C \ (−∞, 0]. Ihre Ableitung ist wieder überall ungleich Null und
daher ist ihre Umkehrabbildung Ω′ → Ω : w 7→ n

√
w holomorph. Sie heisst

Hauptzweig der n-ten Wurzel.

Beispiel 2.30. Die Tangensfunktion

f(z) = tan(z) =
sin(z)

cos(z)

bildet die offene Menge Ω := {z ∈ C | − π/2 < Re z < π/2} bijektiv auf die
Menge Ω′ := C\{iy | |y| ≥ 1} ab (Übung). Nach Satz 2.15 und Beispiel 2.20,
ist die Ableitung des Tangens

tan′(z) =
sin′(z) cos(z)− sin(z) cos′(z)

cos2(z)
=

1

cos2(z)
= 1 + tan2(z).

Nach Satz 2.26 ist die Umkehrfunktion arctan := tan−1 : Ω′ → Ω holomorph
und hat die Ableitung

arctan′(w) =
1

tan′(arctan(w))
=

1

1 + w2
.

Satz 2.31. Sei Ω ⊂ C offen, f : Ω → C holomorph, und z0 ∈ Ω so dass
f(z0) ̸= 0. Sei n ∈ N. Dann gibt es eine offene Umgebung U ⊂ Ω von z0
und holomorphe Funktionen g, h : U → C so dass für alle z ∈ U gilt:

eg(z) = f(z), h(z)n = f(z).

Beweis. Da f(z0) ̸= 0 ist gibt es eine von Null verschiedene komplexe Zahl
w0 ∈ C so dass

exp(w0) = f(z0).

Da exp′(w0) = exp(w0) ̸= 0 ist, existieren nach Satz 2.26 offene Umgebungen
W ⊂ C von w0 und V ⊂ C von exp(w0) so dass ϕ := exp |W : W → V ein
holomorpher Diffeomorphismus ist. Definiere

U := {z ∈ Ω | f(z) ∈ V } , g := ϕ−1 ◦ f : U → C.

Dann ist z0 ∈ U (da f(z0) = exp(w0) ∈ V ist), die Funktion g ist holomorph,
und

eg(z) = ϕ(g(z)) = f(z)

für jedes z ∈ U . Damit haben die Funktionen g und h(z) := eg(z)/n die
gewünschten Eigenschaften.
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2.3 Konforme Abbildungen

Sei Ω ⊂ C eine offene Teilmenge und f : Ω → C eine holomorphe Abbildung.
Dann erhält f die Winkel zwischen sich schneidenden Kurven und infinite-
simal die Länge von Vektoren bis auf einen von der Richtung unabhängigen
Faktor. Um diese Eigenschaften etwas genauer zu formulieren betrachten
wir eine Kurve in Ω und ihre Bildkurve unter f . Seien also a, b reelle Zahlen
mit a < b und

[a, b] → Ω : t 7→ z(t) = x(t) + iy(t)

ene C1-Kurve. Wir betrachten die Bildkurve

[a, b] → C : t 7→ w(t) := f(z(t)).

Aus der Kettenregel für reelle Ableitungen folgt, dass dies auch eine C1-
Kurve ist und ihre Ableitung durch

ẇ(t) =
∂f

∂x
(z(t))ẋ(t) +

∂f

∂y
(z(t))ẏ(t) = f ′(z(t))ż(t) (2.12)

gegeben ist. Hieraus folgt, für t0 ∈ [a, b] und z0 := z(t0), dass

(a) arg(ẇ(t0)) = arg(f ′(z0)) + arg(ż(t0)),

(b) |ẇ(t0)| = |f ′(z0)| · |ż(t0)|.

Das heisst, dass (a) die Winkel arg(ẇ(t0)) und arg(ż(t0)) sich durch einen
konstanten Summanden unterscheiden, und (b) die Beträge |ẇ(t0)| und
|ż(t0)| sich durch einen konstanten Faktor unterscheiden. Dies sind Bedin-
gungen an die Ableitungen einer C1-Abbildung und der Faktor bzw Sum-
mand hängt nicht von der Kurve (wohl aber vom Punkt z0) ab. Abbildungen
mit diesen Eigenschaften heissen konform. Die folgenden Übungen zeigen,
dass in der Dimension 2 konforme Abbildungen holomorph sind.

Übung 2.32. Für jede Matrix A ∈ R2×2 sind folgende Aussagen äquivalent.

(i) Die Differenz arg(Aζ)− arg(ζ) ist unabhängig von ζ ∈ R2 \ {0}.
(ii) A ist komplex linear.

Übung 2.33. Für jede Matrix A ∈ R2×2 sind folgende Aussagen äquivalent.

(i) Der Quotient |Aζ| / |ζ| ist unabhängig von ζ ∈ R2 \ {0}.
(ii) A ist entweder komplex linear oder komplex anti-linear.

Beispiel 2.34. Wir betrachten den konformen Diffeomorphismus

ϕ : Ω := {z ∈ C |Re z > 0} → D, ϕ(z) :=
z − 1

z + 1
.
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Die Menge Ω besitzt ein Gitter, das aus Halbgeraden durch den Ursprung
und aus konzentrischen Halbkreisen mit Mittelpunkt im Ursprung besteht.
Die Halbgeraden werden auf Kreisbögen durch ±1 abgebildet und die Halb-
kreise auf Kreisbögen, die auf diesen senkrecht stehen (siehe Abbildung 2.1).

exp φ

Abbildung 2.1: Konforme Abbildungen

Beispiel 2.35. Sei Ω wie in Beispiel 2.34 und

S :=
{
ζ ∈ C

∣∣∣ − π

2
< Im ζ <

π

2

}
.

Die auf S eingeschränkte Exponentialabbildung ist ein konformer Diffeo-
morphismus exp : S → Ω der die horizontalen Geraden auf die Halbgeraden
abbildet und die vertikalen Intervalle auf die Halbkreise.

Beispiel 2.36. Die Komposition der Abbildungen aus den Beispielen 2.34
und 2.35 (siehe Abbildung 2.1) ist der konforme Diffeomorphismus

ψ := ϕ ◦ exp : S → D, ψ(ζ) =
eζ − 1

eζ + 1
.

Beispiel 2.37. Nach Beispiel 2.30 ist der Tangens ein konformer Diffeomor-
phismus

tan :
{
z ∈ C

∣∣∣ − π

2
< Re z <

π

2

}
→ C \ i

(
(−∞,−1] ∪ [1,∞)

)
.

Übung: Bestimmen Sie das Bild der Geraden {Re z = x0} und des Intervalls
{Im z = y0}.
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Steinerkreise

Die folgende Diskussion ist dem Buch von Ahlfors [1, Seite 84ff] entnommen.
Sie wird im weiteren Manuskript keine Rolle spielen und kann übersprungen
werden. Seien a, b ∈ C zwei verschiedene Punkte. Diese Punkte bestimmen
zwei Familien von Kreisen die aufeinander senkrecht stehen. Man kann diese
Kreise als Koordinatensystem auf der Riemannschen Zahlenkugel betrachten
und sie sind nützlich für die geometrische Beschreibung von Möbiustrans-
fomrationen. Die Kreise des Apollonius werden durch die Gleichung∣∣∣∣z − a

z − b

∣∣∣∣ = ρ (2.13)

mit 0 < ρ < ∞ beschrieben; für ρ → 0 konvergieren diese Kreise gegen a
und für ρ→ ∞ gegen b. Geometrisch erhält man einen Kreis des Apollonius
als die Menge aller Punkte in der komplexen Ebene deren Abstände zu a
und b ein festes Verhältnis haben (siehe Abbildung 2.2). Der Kreis (2.13) ist

a b

Abbildung 2.2: Steinerkreise

das Urbild des Kreise |ζ| = ρ (mit Mittelpunkt Null und Radius ρ) unter
der Möbiustransformation

z 7→ ζ =
z − a

z − b
.
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Die Kreise durch a und b sind die Urbilder der Geraden durch den Ursprung
unter dieser Abbildung. Nennen wir A die Schar der Appoloniuskreise und
B die Schar der Kreise durch a und b. Dies sind die durch a und b bestimm-
ten Steinerkreise und sie haben eine Vielzahl interessanter Eigenschaften,
darunter die folgenden.

(a) Jeder Punkt auf der Riemannschen Zahlenkugel, mit Ausnahme von a
und b, liegt auf je genau einem der Kreis der Schar A und der Schar B.

(b) Die Kreise der Scharen A und B schneiden sich im rechten Winkel.

(c) Die Reflektion an einem Kreis der Schar A (siehe Übung 1.31) bildet
jeden Kreis der Schar B auf sich selbst ab und jeden Kreis der Schar A
auf einen anderen Kreis der Schar A. Das gleiche gilt wenn man A und B
vertauscht.

(d) Die Grenzpunkte a, b werden durch die Reflektion an jedem Kreis der
Schar A ineinander überführt aber nicht durch eine Reflektion an irgendei-
nem anderen Kreis.

Im Fall a = 0 und b = ∞ sind die konzentrischen Kreise mit Mittelpunkt
Null die Apolloniuskreise und die Geraden durch den Ursprung sind die
Kreise der Schar B. Ist ϕ eine Möbiustransformation so bildet ϕ die durch a, b
bestimmten Steinerkreise auf die durch a′ := ϕ(a) und b′ := ϕ(b) bestimmten
Steinerkreise ab. Das lässt sich zum Beispiel daran ablesen, dass

w = ϕ(z) ⇐⇒ w − a′

w − b′
= k · z − a

z − b

für eine geeignete von Null verschiedene Konstante k ∈ C. Diese Situation
ist offensichtlich besonders interessant, wenn a und b Fixpunkte von ϕ sind,
denn dann bildet ϕ jeden Apolloniuskreis auf einen Apolloniuskreis und
jeden Kreis durch a, b auf einen Kreis durch a, b ab.

Übung 2.38. Sei ϕ eine Möbiustransformation der Form

ϕ(z) =
αz + β

γz + δ
, α, β, γ, δ ∈ C, (2.14)

und

λ :=
(α+ δ)2

αδ − βγ
. (2.15)

Wir bezeichnen mit Fix(ϕ) :=
{
z ∈ C |ϕ(z) = z

}
die Menge der Fixpunkte

von ϕ in der Riemannschen Zahlenkugel C. Ist ϕ nicht die Identität, so gilt

#Fix(ϕ) = 1 ⇐⇒ (α− δ)2 + 4βγ = 0 ⇐⇒ λ = 4.

Andernfalls hat ϕ genau zwei Fixpunkte.
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Definition 2.39. Seien ϕ und λ wie in (2.14) und (2.15). Ist ϕ ̸= id so
heisst ϕ elliptisch wenn 0 ≤ λ < 4, parabolisch wenn λ = 4, hyperbo-
lisch wenn λ > 4, und loxodromisch wenn λ ∈ C \ [0,∞) ist.

Nach Übung 2.38 ist eine Möbiustransformation ϕ genau dann parabo-
lisch wenn sie genau einen Fixpunkt hat. Hat ϕ genau zwei Fixpunkte a und
b, so gibt es eine von Null verschiedene Konstante k ∈ C so dass

w = ϕ(z) ⇐⇒ w − a

w − b
= k · z − a

z − b
(2.16)

Bringt man ϕ nun in die Form (2.14) und berechnet die Konstante λ in (2.15)
so ergibt sich

λ = k +
1

k
+ 2.

Daher ist ϕ die Identität für k = 1, elliptisch für k ∈ S1 \ {1}, hyperbolisch
für k > 0 und k ̸= 1, und loxodromisch für k /∈ [0,∞)∪ S1. Hier bezeichnen
wir mit S1 den Einheitskreis in C:

S1 := {z ∈ C | |z| = 1} .

Ist ϕ elliptisch, so bildet ϕ jeden Apolloniuskreis auf sich selbst ab und
rotiert die Kreise durch die Fixpunkte a, b. Ist ϕ hyperbolisch so bildet ϕ
jeden Kreis durch die beiden Fixpunkte a, b auf sich selbst ab. Für k > 1
verkleinert sich unter ϕ das Verhältnis des Abstandes zu b zum Abstand
zu a, so dass die Apolloniuskreise unter Iteration von ϕ gegen b konverieren;
für 0 < k < 1 konvergieren sie gegen a.

Übung 2.40. Welche der Möbiustransformationen

w =
z

2z − 1
, w =

2z

3z − 1
, w =

3z − 4

z − 1
, w =

z

2− z

ist elliptisch, hyperbolisch, oder parabolisch?

Übung 2.41. Sei ϕ : C → C eine Möbiustransformation mit genau zwei
Fixpunkten a, b.

(i) ϕ ist genau dann hyperbolisch, wenn es einen Kreis C ⊂ C gibt, der die
Punkte a, b enthält, so dass jedes der beiden Intervalle auf C, die a und b
verbinden, durch ϕ auf sich selbst abgebildet wird.

(ii) ϕ ist genau dann elliptisch, wenn es einen Kreis C ⊂ C gibt, der die
Punkte a, b nicht enthält und invariant unter ϕ ist.
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Übung 2.42. Ist ϕ ̸= id eine Möbiustransformation, deren n-te Iterierte
ϕn = ϕ ◦ ϕ ◦ · · ·ϕ die Identität ist, so ist ϕ elliptisch.

Übung 2.43. Ist ϕ eine hyperbolische oder loxodromische Möbiustransfor-
mation so konvergiert ϕn(z) gegen einen der Fixpunkte, solange z nicht der
anderen Fixpunkt ist.

Übung 2.44. Wie verhalten sich die Steinerkreise im Limes b → a? Dies
führt zu einer Diskussion von Kreisen, die für die Beschreibung parabolischer
Möbiustransformationen nützlich sind (siehe Ahlfors [1, Seite 87/88]).

Übung 2.45. Jede loxodromische Möbiustransformation lässt sich als Kom-
position einer elliptischen und einer hyperbolischen darstellen.

2.4 Harmonische Funktionen

Der Laplace-Operator auf dem R2 ist der Differentialoperator

∆ :=
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
.

Eine C2-Funktion u : Ω → R auf einer offenen Teilmenge Ω ⊂ R2 heisst
harmonisch, wenn sie die Laplace-Gleichung ∆u = 0 erfüllt.

Sei nun F : Ω → C eine holomorphe Funktion auf einer offenen Menge
Ω ⊂ C. Wir betrachten Ω wieder als Teilmenge des R2 und bezeichnen Real-
und Imaginärteil von F mit

u := ReF, v := ImF.

Dies sind reellwertige C1-Funktionen auf Ω, die nach Satz 2.13 die Cauchy–
Riemann-Gleichungen erfüllen:

∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

∂v

∂x
= −∂u

∂y
. (2.17)

Sind die Funktionen u, v : Ω → R zweimal stetig differenzierbar (wie wir
später sehen werden ist diese Bedingung immer erfüllt), so gilt

∆u =
∂

∂x

∂u

∂x
+

∂

∂y

∂u

∂y
=

∂

∂x

∂v

∂y
− ∂

∂y

∂v

∂x
= 0.

Hier folgt die zweite Gleichung aus (2.17) und die dritte aus der Tatsache,
dass die zweiten Ableitungen kommutieren [7]. Ebenso gilt ∆v = 0. Also sind



2.4. HARMONISCHE FUNKTIONEN 37

u und v harmonische Funktionen. Erfüllen zwei harmonische Funktionen die
Cauchy–Riemann-Gleichungen (2.17), so nennen wir v zu u konjugiert.
Die nächste Übung zeigt, dass es lokal für jede harmonische Funktion u eine
dazu konjugierte Funktion v gibt. Mit anderen Worten, jede harmonische
Funktion ist lokal der Realteil einer holomorphen Funktion.

Übung 2.46. Sei Ω ⊂ C eine offene Menge und u : Ω → R eine harmo-
nische Funktion. Wir nehmen an, dass Ω bezüglich einem Punkt z0 ∈ Ω
sternförmig ist, das heisst, wenn z ∈ Ω ist, so ist auch z0 + t(z − z0) ∈ Ω
für 0 ≤ t ≤ 1. Sei v : Ω → R definiert durch

v(z0 + ζ) :=

∫ 1

0

(
∂u

∂x
(z0 + tζ)η − ∂u

∂y
(z0 + tζ)ξ

)
dt

für ζ = ξ+iη ∈ Cmit z0+ζ ∈ Ω. Dann ist v harmonisch und zu u konjugiert.
Also ist u der Realteil der holomorphen Funktion F := u+ iv : Ω → C.

Übung 2.47. Sei Ω ⊂ C eine offene Menge und u : Ω → R zweimal stetig
differenzierbar. Zeigen Sie, dass u genau dann harmonisch ist, wenn die
Funktion

f :=
∂u

∂x
− i

∂u

∂y
: Ω → C

holomorph ist.

Übung 2.48. Sei F : Ω → C eine holomorphe Funktion auf einer offenen
Teilmenge Ω ⊂ C.
(a) Ist F (Ω) ⊂ R so ist F lokal konstant.

(b) Ist F (Ω) ⊂ S1 := {λ ∈ C | |λ| = 1} so ist F lokal konstant.



38 KAPITEL 2. HOLOMORPHE FUNKTIONEN



Kapitel 3

Die Integralformel von
Cauchy

Bisher haben wir den Begriff der komplexen Differenzierbarkeit in Anleh-
nung an die reelle Analysis eingeführt und einige grundlegende Eigenschaf-
ten in Analogie zur reellen Analysis hergeleitet. Es gibt jedoch dramati-
sche analytische Unterschiede zwischen reell und komplex differenzierbaren
Funktionen. Unter anderem ist die Ableitung einer überall komplex diffe-
renzierbaren Funktion notwendigerweise stetig und ist sogar selbst wieder
holomorph, jede holomorphe Funktion ist beliebig oft differenzierbar, die
Taylorreihe einer holomorphen Funktion konvergiert immer und stellt die
gegebene Funktion dar, und es folgt bereits aus der gleichmässigen Konver-
genz holomorpher Funktionen, dass der Grenzwert wieder holomorph ist.
Diese und viele andere wichtige Eigenschaften holomorpher Funktionen las-
sen sich auf elegante Weise aus der Integralformel von Cauchy herleiten.

3.1 Kurvenintegrale

Der Zusammenhangsbegriff

Sei Ω ⊂ C eine offene Teilmenge. Dann sind folgende Aussagen äquivalent.

(a) Ω ist zusammenhängend: Sind U, V ⊂ Ω offene Teilmengen, so dass
Ω = U ∪ V ist und U ∩ V = ∅, dann ist U = ∅ oder V = ∅.
(b) Ω ist weg-zusammenhängend: Für je zwei Punkte z0, z1 ∈ Ω gibt es
eine stetige Abbildung γ : [0, 1] → Ω mit γ(0) = z0 und γ(1) = z1.

(c) Für je zwei Punkte z0, z1 ∈ Ω gibt es eine glatte (das heisst C∞) Abbil-
dung γ : [0, 1] → Ω mit γ(0) = z0 und γ(1) = z1.

39
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Die Äquivalenz von (a) und (b) wird in Anhang B bewiesen und die
Äquivalenz von (b) und (c) folgt aus dem Approximationssatz von Wei-
erstrass [6]. Es ist darauf zu achten, dass die Äquivalenz dieser Aussagen
nur für offene Mengen gilt. Man kann leicht Beispiele nicht-offener zusam-
menhängender Teilmengen von C konstruieren, die nicht weg-zusammen-
hängend sind. Zudem ist die Definition des Zusammenhangsbegriffs in (a)
auf offene Teilmengen Ω zugeschnitten. Ist Ω nicht offen, so sind die offenen
Mengen U, V durch relativ offene Teilmengen von Ω zu ersetzten.

Übung 3.1. Ist Ω ⊂ C eine zusammenhängende offene Menge und a ∈ Ω
dann ist auch Ω \ {a} zusammenhängend.

Definition 3.2. Sei Ω ⊂ C offen. Eine glatte Kurve in Ω ist eine C∞-
Abbildung γ : [0, 1] → Ω. Zwei glatte Kurven γ0, γ1 : [0, 1] → Ω mit

γ0(0) = γ1(0) =: z0, γ0(1) = γ1(1) =: z1

heissen homotop (mit festen Endpunkten) wenn es eine C∞-Abbildung
u : [0, 1]× [0, 1] → Ω gibt so dass für alle λ, t ∈ [0, 1] folgendes gilt:

u(λ, 0) = z0, u(λ, 1) = z1, u(0, t) = γ0(t), u(1, t) = γ1(t).

Wir schreiben auch γλ(t) := u(λ, t) und nennen u, beziehungsweise die Kur-
venschar {γλ}0≤λ≤1, eine (glatte) Homotopie von γ0 nach γ1.

Eine glatte Kurve γ : [0, 1] → Ω heisst geschlossen wenn γ(0) = γ(1)
ist. Eine glatte geschlossene Kurve in Ω heisst zusammenziehbar wenn
sie homotop (mit festen Endpunkten) zur konstanten Kurve ist.

Bemerkung 3.3. (i) Es ist manchmal nützlich, als Definitionsbereich einer
glatten Kurve ein beliebiges abgeschossenes Intervall [a, b] ⊂ R mit a < b
zuzulassen anstelle des Einheitsintervalls.

(ii) Man kann die gleichen Begriffe für stetige Kurven mit stetigen Ho-
motopien einführen. Es folgt in dem Fall aus dem Approximationssatz von
Weierstrass, dass zwei glatte Kurven mit denselben Endpunkten genau dann
in Ω stetig homotop sind wenn sie in Ω glatt homotop sind.

(iii) In der Topologie nennt man einen Raum einfach zusammenhängend,
wenn jede geschlossene Kurve in diesem Raum zusammenziehbar ist. In An-
lehnung an Ahlfors [1] werden wir jedoch diese Definition nicht verwenden,
sondern durch eine andere ersetzen, die speziell auf offene Teilmengen der
komplexen Ebene zugeschnitten ist. Es wird sich erst im Kapitel 5 heraus-
stellen, dass der hier verwendete Begriff zur üblichen Definition äquivalent
ist. Dieser Zugang hat den Vorteil, dass sich für eine Reihe interessanter Bei-
spiele von offenen Mengen der Beweis, dass sie einfach zusammenhängend
sind, dramatisch vereinfacht.
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Beispiel 3.4. Ist Ω ⊂ C eine konvexe offene Teilmenge so sind je zwei
glatte Kurven γ0, γ1 : [0, 1] → Ω mit denselben Endpunkten homotop. Eine
explizite Formel für eine glatte Homotopie ist

γλ(t) := (1− λ)γ0(t) + λγ1(t). (3.1)

Insbesondere ist jede glatte geschlossene Kurve in Ω zusammenziehbar.

Explizite Beispiele konvexer offener Teilmengen sind die obere Halb-
ebene H und die Einheitskreisscheibe D. Es wird sich in Kapitel 5 heraus-
stellen, dass jede zusammenhängende offene Teilmenge Ω ⊂ C (bis auf die
leere Menge und ganz C) die in unserem noch zu definierenden Sinne einfach
zusammenhängend ist, zur Einheitskreisscheibe D biholomorph ist (dies ist
der Riemannsche Abbildungssatz), und deswegen, nach Beispiel 3.4, auch
im üblichen Sinne einfach zusammenhängend ist. Explizite Beispiele solcher
biholomorpher Abbildungen haben wir bereits kennengelernt (siehe die Bei-
spiele 2.22, 2.27, 2.28, 2.29, 2.34, 2.36 und deren Kompositionen).

Anmerkungen zur Homotopie

Es sei hier eine kurze Diskussion des Homotopie-Begriffs aus der Topologie
eingefügt. Diese Betrachtungen werden nicht weiter verwendet und können
übersprungen werden. Sei Ω ⊂ C eine zusammenhängende offene Teilmenge
und z0, z1 ∈ Ω. Wir bezeichnen mit

PΩ(z0, z1) := {γ : [0, 1] → Ω | γ ist glatt, γ(0) = z0, γ(1) = z1}

die Menge der glatten Kurven in Ω mit Endpunkten z0 und z1. Glatte Ho-
motopie definiert eine Relation auf PΩ(z0, z1). Die folgende Bezeichnung ist
üblich:

γ0 ∼ γ1 : ⇐⇒ γ0 ist in Ω glatt homotop zu γ1 mit festen Endpunkten.

Diese Relation ist in der Tat eine Äquivalenzrelation. Es gibt zwei Möglich-
keiten, dies zu zeigen. Zum einen kann man die Homotopie {γλ}0≤λ≤1 so
wählen, dass γλ für 0 ≤ λ ≤ ε und ε hinreichend klein unabhängig von λ
ist, und ebenso für 1 − ε ≤ λ ≤ 1. Man kann dann die Transitivität der
Relation zeigen indem man zwei solche Homotopien von γ0 nach γ1 und von
γ1 nach γ2 einfach zusammensetzt. Die Details dieser Konstruktion bleiben
dem Leser überlassen. Ein zweiter Beweis ergibt sich aus der Tatsache, dass
die Existenz einer stetigen Homotopie von γ0 nach γ2 äquivalent ist zur
Existenz einer glatten Homotopie.



42 KAPITEL 3. DIE INTEGRALFORMEL VON CAUCHY

Eine weitere grundlegende Beobachtung ist die folgende:

Sind je zwei Kurven in PΩ(z0, z1) homotop mit festen Endpunkten,
so gilt dies auch für PΩ(z

′
0, z

′
1) für alle z′0, z

′
1 ∈ Ω.

Hier ist eine Beweisskizze. Wir nehmen zunächst an, dass z′1 = z1 ist. Da Ω
zusammenhängend ist, gibt es eine glatte Kurve α : [0, 1] → Ω mit End-
punkten α(0) = z0 und α(1) = z′0. Seien β, γ ∈ PΩ(z

′
0, z1) gegeben und

definiere α#β : [0, 1] → Ω durch

α#β(t) :=

{
α(2t), für 0 ≤ t ≤ 1/2,
β(2t− 1), für 1/2 ≤ t ≤ 1.

Dann sind α#β und α#γ stetige Kurven in Ω mit Endpunkten z0 und z1.
Diese sind durch ein Approximationsargument stetig homotop zu glatten
Kurven und deshalb, nach Voraussetzung, stetig homotop zueinander. Sei
nun α−1 : [0, 1] → Ω die glatte Kurve, die durch α−1(t) := α(1 − t) defi-
niert ist. Dann ist β stetig homotop zu α−1#(α#β), diese Kurve ist stetig
homotop zu α−1#(α#γ), und diese wiederum zu γ. Da stetige Homotopie
eine Äquivalenzrelation ist, sind also β und γ stetig homotop und damit auch
glatt homotop. Damit ist die Behauptung für z′1 = z1 gezeigt. Das Argument
für z′0 = z0 ist genauso und damit folgt die Behauptung im Allgemeinen.
Insbesondere ist also jede glatte geschlossene Kurve in Ω (mit einem festen
Endpunkt) zusammenziehbar genau dann wenn, für alle z0, z1 ∈ Ω, je zwei
Kurven in PΩ(z0, z1) glatt homotop sind.

Kurvenintegrale

Definition 3.5. Sei Ω ⊂ C eine offene Teilmenge, f : Ω → C eine stetige
Funktion, und γ : [a, b] → Ω eine C1-Kurve auf einem abgeschlossenen
Intervall [a, b] ⊂ R. Das Integral von f über γ ist definiert durch∫

γ
f(z) dz :=

∫ b

a
f(γ(t))γ̇(t) dt. (3.2)

Die rechte Seite der Gleichung (3.2) ist zu verstehen als das Riemann-
Integral einer stetigen komplexwertigen Funktion über dem Intervall [a, b].
Der Wert des Integrals ist eine komplexe Zahl deren Realteil das Integral
der reellwertigen Funktion t 7→ Re

(
f(γ(t))γ̇(t)

)
, und deren Imaginärteil das

Integral der Funktion t 7→ Im
(
f(γ(t))γ̇(t)

)
ist. Das nächste Lemma zeigt,

dass das Integral nicht von der Parametrisierung der Kurve γ abhängt.
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Lemma 3.6. Seien f und γ wie in Definition 3.5. Ist ϕ : [α, β] → [a, b] eine
C1-Abbildung mit

ϕ(α) = a, ϕ(β) = b

so gilt ∫
γ◦ϕ

f(z) dz =

∫
γ
f(z) dz.

Beweis. Definiere h : [a, b] → C und H : [a, b] → C durch

h(t) := f(γ(t))γ̇(t), H(t) :=

∫ t

a
h(s) ds

für a ≤ t ≤ b. Dann ist H stetig differenzierbar und dH/dt = h, nach dem
Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung [6]. Daraus folgt∫

γ
f(z) dz =

∫ b

a
h(t) dt

= H(b)−H(a)

= H(ϕ(β))−H(ϕ(α))

=

∫ β

α

d

ds
H(ϕ(s)) ds

=

∫ β

α
h(ϕ(s))ϕ̇(s) ds

=

∫ β

α
f(γ(ϕ(s)))γ̇(ϕ(s))ϕ̇(s) ds

=

∫ β

α
f(γ ◦ ϕ(s)) d

ds
(γ ◦ ϕ)(s) ds

=

∫
γ◦ϕ

f(z) dz.

Damit ist das Lemma bewiesen.

Übung 3.7. Seien f und γ wie in Definition 3.5. Ist ϕ : [α, β] → [a, b] eine
C1-Abbildung mit

ϕ(α) = b, ϕ(β) = a

so gilt ∫
γ◦ϕ

f(z) dz = −
∫
γ
f(z) dz.
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Beispiel 3.8. Für jede glatte geschlossene Kurve γ : [0, 1] → C gilt∫
γ
z dz =

∫ 1

0
γ(t)γ̇(t) dt =

∫ 1

0

d

dt

γ(t)2

2
dt =

γ(1)2

2
− γ(0)2

2
= 0.

Hier folgt die zweite Gleichung aus (2.12) und die letzte Gleichung aus der
Tatsache, dass γ eine geschlossene Kurve ist.

Beispiel 3.9. Sei γ : [0, 1] → C die geschlossene Kurve γ(t) := e2πit, die
den Einheitskreis einmal durchläuft. Dann ist γ̇(t) = 2πie2πit und daher∫

γ
z̄ dz =

∫ 1

0
e2πit2πie2πit dt = 2πi

Wie wir sehen werden hat das Nichtverschwinden des Integrals etwas damit
zu tun, dass die Funktion z 7→ z̄ nicht holomorph ist.

Homotopie-Invarianz

Wir zeigen als nächstes, dass das Kurvenintegral einer holomorphen Funk-
tion über γ invariant unter Homotopie ist. Dazu benötigen wir folgendes
Lemma aus der reellen Analysis, welches besagt, dass man im Fall stetiger
Differenzierbarkeit Integral und Ableitung vertauschen kann.

Lemma 3.10. Sei u : [0, 1] × [a, b] → C eine stetige Funktion so dass die
partielle Ableitung nach der ersten Variablen (die wir mit λ bezeichnen)
überall existiert und stetig ist. Wir definieren U, V : [0, 1] → C durch

U(λ) :=

∫ b

a
u(λ, t) dt, V (λ) :=

∫ b

a

∂u

∂λ
(λ, t) dt.

Dann ist U stetig differenzierbar und es gilt U ′(λ) = V (λ) für 0 ≤ λ ≤ 1.

Ein entscheidendes Hilfsmittel zum Beweis ist die Ungleichung∣∣∣∣∫ b

a
h(t) dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a
|h(t)| dt, (3.3)

die für jede stetige Funktion h : [a, b] → C gilt (nach einem Satz aus [6])
und die wir wiederholt verwenden werden.

Übung 3.11. Für jede stetige Funktion f : Ω → C auf einer offenen Teil-
menge Ω ⊂ C unde jede C1-Kurve γ : [a, b] → Ω gilt∣∣∣∣∫

γ
f(z) dz

∣∣∣∣ ≤ L(γ) sup
a≤t≤b

|f(γ(t))| , L(γ) :=

∫ b

a
|γ̇(t)| dt. (3.4)

Die Zahl L(γ) heisst Länge der Kurve γ.
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Beweis von Lemma 3.10. Sei ε > 0 gegeben. Es ist zu zeigen, dass ein δ > 0
existiert, so dass für alle λ, h ∈ R mit 0 < |h| < δ, 0 ≤ λ ≤ 1, und
0 ≤ λ+ h ≤ 1 die folgenden Ungleichungen gelten:

|V (λ+ h)− V (λ)| < ε,

∣∣∣∣U(λ+ h)− U(λ)

h
− V (λ)

∣∣∣∣ < ε. (3.5)

Wir wissen aus der reellen Analysis [6], dass jede stetige Funktion auf ei-
nem kompakten metrischen Raum gleichmässig stetig ist. Daher gibt es eine
Konstante δ > 0 so dass für alle (λ, t), (λ′, t′) ∈ [0, 1]× [a, b] gilt∣∣λ′ − λ

∣∣+ ∣∣t′ − t
∣∣ < δ =⇒

∣∣∣∣∂u∂λ(λ′, t′)− ∂u

∂λ
(λ, t)

∣∣∣∣ < ε

b− a
. (3.6)

Wir zeigen, dass die Behauptung mit diesem δ gilt. Zunächst folgt aus der
Definition von V , dass

|V (λ+ h)− V (λ)| =

∣∣∣∣∫ b

a

(
∂u

∂λ
(λ+ h, t)− ∂u

∂λ
(λ, t)

)
dt

∣∣∣∣
≤

∫ b

a

∣∣∣∣∂u∂λ(λ+ h, t)− ∂u

∂λ
(λ, t)

∣∣∣∣ dt
< ε.

Hier folgt die zweite Ungleichung aus (3.3) und die letzte aus (3.6) (und der
Tatsache, dass der Integrand stetig ist und daher sein Maximum an einer
Stelle annimmt). Damit haben wir die erste Ungleichung in (3.5) bewiesen.
Für die zweite wählen wir zunächst 0 < h < δ so dass 0 ≤ λ < λ + h ≤ 1.
Dann gilt

u(λ+ h, t)− u(λ, t)

h
− ∂u

∂λ
(λ, t) =

1

h

∫ λ+h

λ

(
∂u

∂λ
(λ′, t)− ∂u

∂λ
(λ, t)

)
dλ′

und daher folgt aus (3.3), dass∣∣∣∣u(λ+ h, t)− u(λ, t)

h
− ∂u

∂λ
(λ, t)

∣∣∣∣ ≤ 1

h

∫ λ+h

λ

∣∣∣∣∂u∂λ(λ′, t)− ∂u

∂λ
(λ, t)

∣∣∣∣ dλ′
<

ε

b− a
.

Hieraus wiederum folgt nach Definition von U und V , unter nochmaliger
Benutzung von (3.3), dass∣∣∣∣U(λ+ h)− U(λ)

h
− V (λ)

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

∣∣∣∣u(λ+ h, t)− u(λ, t)

h
− ∂u

∂λ
(λ, t)

∣∣∣∣ dt < ε.

Damit haben wir auch die zweite Ungleichung in (3.5) für h > 0 bewiesen.
Der Beweis für h < 0 ist ähnlich.
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Lemma 3.12. Sei Ω ⊂ C eine offene Teilmenge und f : Ω → C eine
holomorphe Funktion. Seien γ0, γ1 : [0, 1] → Ω zwei glatte Kurven mit

γ0(0) = γ1(0) =: z0, γ0(1) = γ1(1) =: z1.

Sind γ0 und γ1 homotop in Ω mit festen Endpunkten, so gilt∫
γ0

f(z) dz =

∫
γ1

f(z) dz.

Beweis. Wir wählen eine glatte Homotopie

[0, 1]× [0, 1] → Ω : (λ, t) 7→ γ(λ, t) = γλ(t)

von γ0 nach γ1 mit
γλ(0) = z0, γλ(1) = z1 (3.7)

für alle λ. Nach Lemma 3.10 ist die Funktion λ 7→
∫
γλ
f(z) dz stetig diffe-

renzierbar und es gilt

d

dλ

∫
γλ

f(z) dz =
d

dλ

∫ 1

0
f(γ(λ, t))

∂γ

∂t
(λ, t) dt

=

∫ 1

0

∂

∂λ

(
f(γ(λ, t))

∂γ

∂t
(λ, t)

)
dt

=

∫ 1

0

(
f ′(γ)

∂γ

∂λ

∂γ

∂t
+ f(γ)

∂2γ

∂λ∂t

)
dt

=

∫ 1

0

∂

∂t

(
f(γ(λ, t))

∂γ

∂λ
(λ, t)

)
dt

= f(γ(λ, 1))
∂γ

∂λ
(λ, 1)− f(γ(λ, 0))

∂γ

∂λ
(λ, 0)

= 0.

Hier folgt die erste Gleichung aus der Definition des Integrals, die zweite aus
Lemma 3.10 und der Tatsache, dass der Integrand eine C1 -Funktion ist, die
dritte und vierte Gleichung folgen aus der Tatsache dass f holomorph ist,
die fünfte aus dem Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung,
und die letzte aus Gleichung (3.7). Damit ist das Lemma bewiesen.

Korollar 3.13 (Cauchy). Ist f : Ω → C eine holomorphe Funktion auf
einer offenen Teilmenge Ω ⊂ C und γ : [0, 1] → Ω eine glatte geschlossene
zusammenziehbare Kurve, so verschwindet das Integral von f über γ:∫

γ
f(z) dz = 0.
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Dieses Korollar ist bereits eine erste Version der Integralformel von
Cauchy, zudem mit einem sehr einfachen Beweis. Der Beweis verwendet
jedoch an entscheidender Stelle die Voraussetzung, dass die Ableitung von
f stetig ist. Eins unserer Ziele ist es, in Anlehnung an Ahlfors [1], die Inte-
gralformel auch ohne diese Voraussetzung zu zeigen, und die Stetigkeit der
Ableitung dann als Konsequenz der Integralformel zu beweisen.

3.2 Die Integralformel für Rechtecke

Es ist zunächst nützlich, den Begriff des Kurvenintegrals etwas zu verallge-
meinern, indem wir auch stückweise glatte Kurven zulassen.

Definition 3.14. Eine Abbildung γ : [a, b] → Ω heisst stückweise glat-
te Kurve wenn es eine Partition a = t0 < t1 < t2 < · · · < tN = b
gibt so dass die Einschränkung γi := γ|[ti−1,ti] : [ti−1, ti] → Ω glatt ist für
i = 1, . . . , N . Eine stückweise glatte Kurve γ : [a, b] → Ω heisst geschlossen
wenn γ(a) = γ(b) ist.

Ist Ω ⊂ C eine offene Menge, f : Ω → C eine stetige Funktion, und
γ : [a, b] → Ω eine stückweise glatte Kurve wie oben, so definieren wir das
Integral von f über γ durch∫

γ
f(z) dz :=

N∑
i=1

∫
γi

f(z) dz =
N∑
i=1

∫ ti

ti−1

f(γ(t))γ̇(t) dt. (3.8)

Beispiel 3.15. Ein abgeschlossenes Rechteck in Ω ist eine Teilmenge
R ⊂ Ω der Form

R = {z ∈ C |x0 ≤ Re z ≤ x1, y0 ≤ Im z ≤ y1}

für reelle Zahlen x0, x1, y0, y1 mit x0 < y0 und x1 < y1. Der Rand ∂R von
R wird im mathematisch positiven Sinn (also entgegen dem Uhrzeigersinn),
von einer stückweise glatten geschlossenen Kurve durchlaufen und das Inte-
gral von f über diese Kurve ist durch∫

∂R
f(z) dz :=

∫ x1

x0

f(ξ + iy0) dξ +

∫ y1

y0

f(x1 + iη)i dη

−
∫ x1

x0

f(ξ + iy1) dξ −
∫ y1

y0

f(x0 + iη)i dη

(3.9)

gegeben (siehe Abbildung 3.1).
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Abbildung 3.1: Ein abgeschlossenes Rechteck

Beispiel 3.16. Für jede stückweise glatte geschlossene Kurve γ : [a, b] → C
zeigt man wie in Beispiel 3.8, dass

∫
γ z dz = 0.

Dieses Beispiel ist ein Spezialfall des folgenden Satzes, welcher stetige
Funktionen charakterisiert, die sich als Ableitungen von holomorphen Funk-
tionen darstellen lassen, die also eine komplexe Stammfunktion besitzen. Im
Fall der Funktion f(z) = z ist die Stammfunktion F (z) = z2/2.

Satz 3.17. Sei Ω ⊂ C eine zusammenhängende offene Menge und f : Ω → C
eine stetige Funktion. Dann sind folgende Aussagen äquivalent.

(i) Es gibt eine holomorphe Funktion F : Ω → C mit Ableitung F ′ = f .

(ii) Für jede stückweise glatte geschlossene Kurve γ in Ω gilt
∫
γ f(z) dz = 0.

(iii) Das Integral von f über einer stückweise glatten Kurve γ : [a, b] → Ω
hängt nur von den Endpunkten γ(a) und γ(b) ab.

Beweis. Wir zeigen (i) =⇒ (ii). Ist F : Ω → C eine holomorphe Funktion
mit F ′ = f und γ : [a, b] → Ω eine stückweise glatte geschlossene Kurve wie
in Definition 3.14 so gilt∫

γ
f(z) dz =

N∑
i=1

∫ ti

ti−1

F ′(γ(t))γ̇(t) dt =

N∑
i=1

(
F (γ(ti))− F (γ(ti−1)

)
= 0.

Damit ist gezeigt, dass (ii) aus (i) folgt.

Wir zeigen (ii) =⇒ (iii). Sind γ0 : [a0, b0] → Ω und γ1 : [a1, b1] → Ω zwei
stückweise glatte Kurven mit denselben Endpunkten γ0(a0) = γ1(a1) und
γ0(b0) = γ1(b1), und definieren wir γ : [a, b] → Ω durch

a := a1 − b0, b := b1 − a0

und

γ(t) :=

{
γ1(t+ b0), für a1 − b0 ≤ t ≤ b1 − b0,
γ0(b1 − t), für b1 − b0 ≤ t ≤ b1 − a0,
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so ist γ eine stückweise glatte geschlossene Kurve in Ω und daher gilt nach (ii)

0 =

∫
γ
f(z) dz =

∫
γ1

f(z) dz −
∫
γ0

f(z) dz.

Damit ist gezeigt, dass (iii) aus (ii) folgt.
Wir zeigen (iii) =⇒ (i). Wir wählen einen Punkt z0 ∈ Ω. Für jeden

Punkt z ∈ Ω gibt es dann eine stückweise glatte Kurve γ : [a, b] → Ω mit

γ(a) = z0, γ(b) = z (3.10)

und wir definieren

F (z) :=

∫
γ
f(ζ) dζ.

(Da der Buchstabe z bereits für den Endpunkt vergeben ist, wählen wir einen
anderen Namen für die Integrationsvariable. Davon wird die Definition des
Integrals natürlich nicht betroffen.) Nach (iii) ist dieses Integral unabhängig
von der Wahl von γ. Wir müssen zeigen, dass F komplex differenzierbar
und F ′ = f ist. Dazu wählen wir einen Punkt z ∈ Ω, eine stückweise glatte
Kurve γ : [a, b] → Ω die (3.10) erfüllt, und eine Zahl ε > 0. Da f an der
Stelle z stetig ist, gibt es ein δ > 0 so dass für alle z′ ∈ C gilt∣∣z′ − z

∣∣ < δ =⇒ z′ ∈ Ω und
∣∣f(z′)− f(z)

∣∣ < ε. (3.11)

Sei h ∈ C mit 0 < |h| < δ. Wir definieren γh : [a, b+ 1] → C durch

γh(t) :=

{
γ(t), für a ≤ t ≤ b,
z + (t− b)h, für b ≤ t ≤ b+ 1.

Diese Kurve nimmt Werte in Ω an, ist stückweise glatt, und hat die End-
punkte γh(a) = z0, γh(b+ 1) = z + h. Daher ist

F (z + h)− F (z) =

∫
γh

f(ζ) dζ −
∫
γ
f(ζ) dζ =

∫ 1

0
f(z + th)h dt.

Hieraus folgt

F (z + h)− F (z)

h
− f(z) =

∫ 1

0

(
f(z + th)− f(z)

)
dt

und daher, nach (3.3) und (3.11),∣∣∣∣F (z + h)− F (z)

h
− f(z)

∣∣∣∣ ≤ ∫ 1

0
|f(z + th)− f(z)| dt < ε.

Also ist F an der Stelle z komplex differenzierbar und es gilt F ′(z) = f(z).
Damit ist gezeigt, dass (i) aus (iii) folgt.
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Satz 3.18. Sei U ⊂ C eine offene Kreisscheibe und

Z = {ζ1, . . . , ζm} ⊂ U

eine endliche Teilmenge. Sei Ω := U\Z und f : Ω → C eine stetige Funktion.
Dann sind folgende Aussagen äquivalent.

(i) Es gibt eine holomorphe Funktion F : Ω → C mit Ableitung F ′ = f .

(ii) Für jedes abgeschlossene Rechteck R ⊂ U gilt

∂R ∩ Z = ∅ =⇒
∫
∂R
f(z) dz = 0.

Beweis. Die Implikation “(i) =⇒ (ii)” folgt sofort aus Satz 3.17. Wir neh-
men also an, dass (ii) gilt und beweisen (i) zunächst unter der Annahme
Z = ∅. Sei z0 = x0 + iy0 ∈ U der Mittelpunkt von U . Ist z = x + iy ein
weiterer Punkt in U , so ist das abgeschlossene Rechteck Rz0,z mit diagonal
gegenüberliegenden Ecken z0 und z in U enthalten. Daher folgt aus (ii), dass∫

∂Rz0,z

f(ζ) dζ = 0 (3.12)

ist. Wir definieren

F (z) :=

∫ x

x0

f(ξ + iy0) dξ + i

∫ y

y0

f(x+ iη) dη

= i

∫ y

y0

f(x0 + iη) dη +

∫ x

x0

f(ξ + iy) dξ.

(3.13)

Hier folgt die letzte Gleichung aus (3.12). Aus der ersten Gleichung in (3.13)
folgt, dass ∂F/∂y(z) = if(z) ist und aus der zweiten Gleichung folgt, dass
∂F/∂x(z) = f(z) ist. Damit ist F eine C1-Funktion, die die Gleichung (2.4)
erfüllt. Also folgt aus Satz 2.13, dass F holomorph und F ′ = f ist.

Wir betrachten nun den Fall Z ̸= ∅. In diesem Fall nennen wir ein Paar
von Punkten z0, z ∈ U \ Z zulässig, wenn Rz0,z ⊂ U und ∂Rz0,z ∩ Z = ∅
ist, wenn also das Rechteck mit den diagonal gegenüberliegenden Ecken z0, z
in U enthalten ist und sein Rand die Ausnahmepunkte ζi nicht trifft. Für
ein zulässiges Paar (z0, z) definieren wir die Zahl F (z0, z) durch (3.13). Sind
die drei Paare (z0, z1), (z1, z2) und (z0, z2) alle zulässig so folgt aus (ii) dass

F (z0, z1) + F (z1, z2) = F (z0, z2). (3.14)

Für z0 ∈ U sei U(z0) := {z ∈ U |Rz0,z ⊂ U}. Dann ist U \U(z0) eine Verei-
nigung von vier Segmenten (von denen zwei oder alle vier leer sein können).
Ausserdem sei V := {z ∈ U |Re (z) ̸= Re (ζi), Im (z) ̸= Im (ζi) ∀ i}.
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Wir wählen nun einen Punkt z0 ∈ V so dass Z ⊂ U(z0) ist. Sei z ∈ U \ Z.
Dann ist die Menge U(z0, z) := {z1 ∈ U(z0) |Rz1,z ⊂ U \ Z} offen, nichtleer,
und zusammenhängend (Übung). Für jedes z1 ∈ U(z0, z) ∩ V sind die beiden
Paare (z0, z1) und (z1, z) zulässig (siehe Abbildung 3.2) und wir definieren

F (z) := F (z0, z1, z) := F (z0, z1) + F (z1, z), z1 ∈ U(z0, z) ∩ V.

Da die Menge U(z0, z) offen und zusammenhängend ist, existiert für je-
des Paar z1, z

′
1 ∈ U(z0, z) ∩ V eine endliche Folge z2, . . . , zk ∈ U(z0, z) ∩ V

mit zk = z′1 und Rzj−1,zj ⊂ U für 2 ≤ j ≤ k. Nach (3.14) gilt dann die Glei-
chung F (z0, zj−1, z) = F (z0, zj−1) + F (zj−1, zj) + F (zj , z) = F (z0, zj , z) für
alle j. Daher ist die Definition von F (z) unabhängig von der Wahl von z1.
Dass diese Funktion F : U \ Z → C holomorph und ihre Ableitung gleich f
ist, sieht man wie im Fall Z = ∅. Damit ist der Satz bewiesen.

1

0

z

z

z

z
0

Rz ,z
0

z

Abbildung 3.2: Die Konstruktion einer Stammfunktion

Es ist an dieser Stelle hilfreich, einen neuen Begriff einzuführen, und
zwar für Funktionen, die an jeder Stelle komplex differenzierbar sind, ohne
dass wir die Stetigkeit der Ableitung verlangen.

Definition 3.19. Sei Ω ⊂ C offen. Eine Funktion f : Ω → C heisst analy-
tisch, wenn sie an jeder Stelle z0 ∈ Ω komplex differenzierbar ist.

Wie sich herausstellen wird, ist die Ableitung einer analytischen Funkti-
on immer stetig und daher ist eine Funktion genau dann analytisch wenn sie
holomorph ist. Diese beiden Begriffe haben also in der Tat gar keine unter-
schiedliche Bedeutung und werden in der Literatur über Funktionentheorie
auch austauschbar verwendet. Jedoch haben wir ihre Äquivalenz an dieser
Stelle noch nicht bewiesen. Es ist daher auf den Unterschied von “analytisch”
und “holomorph” solange peinlich genau zu achten, bis wir die Stetigkeit der
Ableitung einer analytischen Funktion bewiesen haben. Wir bemerken noch,
dass jede analytische Funktion nach Korollar 2.14 stetig ist.
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Satz 3.20 (Cauchy). Sei U ⊂ C eine offene Menge, Z = {ζ1, . . . , ζm} ⊂ U
eine endliche Teilmenge, und f : U \ Z → C eine analytische Funktion so
dass

lim
z→ζi

(z − ζi)f(z) = 0, i = 1, . . . ,m. (3.15)

Dann gilt für jedes abgeschlossene Rechteck R ⊂ U

∂R ∩ Z = ∅ =⇒
∫
∂R
f(z) dz = 0.

Korollar 3.21. Sei U ⊂ C eine offene Kreisscheibe, Z = {ζ1, . . . , ζm} ⊂ U
eine endliche Teilmenge, und f : U \ Z → C eine analytische Funktion, die
die Bedingung (3.15) erfüllt. Dann gilt folgendes.

(i) Es gibt eine holomorphe Funktion F : U \ Z → C mit Ableitung F ′ = f .

(ii) Für jede stückweise glatte geschlossene Kurve γ : [a, b] → U \ Z gilt∫
γ
f(z) dz = 0.

Beweis. Nach Satz 3.20 erfüllt f die Bedingung (ii) in Satz 3.18 und daraus
folgt (i). Teil (ii) folgt aus (i) und Satz 3.17.

Beweis von Satz 3.20. Wir betrachten zunächst den Fall Z = ∅. Für jedes
abgeschlossene Rechteck R ⊂ U bezeichnen wir den Umfang von R mit λ(R)
und das Integral von f über ∂R mit

η(R) :=

∫
∂R
f(z) dz.

Unterteilen wir R in vier kongruente Rechtecke R(1), R(2), R(3), R(4) so gilt
η(R) = η(R(1)) + η(R(2)) + η(R(3)) + η(R(4)) (siehe Abbildung 3.3).

(1)

R

R

R

R

(2)

(3) (4)

Abbildung 3.3: Die Unterteilung eines Rechtecks
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Nehmen wir nun an es gibt ein abgeschlossenes Rechteck R ⊂ U mit

η(R) ̸= 0.

Dann gilt ∣∣∣η(R(i))
∣∣∣ ≥ 1

4
|η(R)|

für mindestens ein Rechteck in der Unterteilung von R. Mit anderen Worten,
es gibt ein zu R kongruentes abgeschlssenes Rechteck R1 ⊂ R so dass

|η(R1)| ≥
1

4
|η(R)| , λ(R1) =

1

2
λ(R).

Unterteilen wir wiederum R1 in vier kongruente Rechtecke, so finden wir ein
weiteres zu R kongruentes abgeschlossenes Rechteck R2 ⊂ R1, so dass

|η(R2)| ≥
1

4
|η(R1)| ≥

1

16
|η(R)| , λ(R2) =

1

4
λ(R).

Mit vollständiger Induktion erhalten wir nun eine Folge kongruenter abge-
schlossener Rechtecke

R ⊃ R1 ⊃ R2 ⊃ R3 ⊃ · · ·

so dass

Rn ⊂ Rn−1, |η(Rn)| ≥
1

4n
|η(R)| , λ(Rn) =

1

2n
λ(R). (3.16)

Es folgt nun aus dem Satz über Intervallschachtelung [6] dass der Durch-
schnitt der Rechtecke Rn aus genau einem Punkt z∗ ∈ R besteht:

∞⋂
n=1

Rn = {z∗}.

Sei d der Durchmesser und λ = λ(R) der Umfang von R und wähle ε > 0
so dass

εdλ < |η(R)| . (3.17)

Wähle δ > 0 so dass für alle z ∈ C gilt

0 < |z − z∗| < δ =⇒ z ∈ Ω und

∣∣∣∣f(z)− f(z∗)

z − z∗
− f ′(z∗)

∣∣∣∣ < ε. (3.18)

Wähle n so gross dass
Rn ⊂ Bδ(z

∗). (3.19)
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Nach Satz 3.17 wissen wir, dass
∫
∂Rn

dz = 0 und
∫
∂Rn

z dz = 0. Daraus folgt∫
∂Rn

f(z) dz =

∫
∂Rn

(
f(z)− f(z∗)− f ′(z∗)(z − z∗)

)
dz (3.20)

und daher, mit λn := λ(Rn) und dn gleich dem Durchmesser von Rn,

|η(Rn)| =

∣∣∣∣∫
∂Rn

f(z) dz

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
∂Rn

(
f(z)− f(z∗)− f ′(z∗)(z − z∗)

)
dz

∣∣∣∣
≤ λn sup

z∈∂Rn

∣∣f(z)− f(z∗)− f ′(z∗)(z − z∗)
∣∣

≤ λn sup
z∈∂Rn

ε |z − z∗|

≤ εdnλn

=
εdλ

4n

<
|η(R)|
4n

.

Hier folgt die erste Schritt aus der Definition von η(Rn), der zweite folgt
aus (3.20), der dritte aus (3.4), der vierte aus (3.18) und (3.19), der fünfte
aus der Definition von dn als Durchmesser von Rn, der sechste aus der
Tatsache dass λn = λ/2n und dn = d/2n ist, und der letzte aus (3.17). Die
Ungleichung |η(Rn)| < |η(R)| /4n widerspricht aber (3.16). Damit ist der
Satz im Fall Z = ∅ bewiesen.

Wir betrachten den Fall, dass Z = {ζ} aus einem Punkt besteht. Sei
R ⊂ U ein abgeschlossenes Rechteck, so dass ζ ∈ R \ ∂R. Sei R0 ein ab-
geschlossenes Quadrat mit Mittelpunkt ζ, einer noch zu bestimmenden Sei-
tenlänge 2r0, und dem Umfang

λ0 = 8r0.

Sei ε > 0 gegeben. Da limz→ζ(z − ζ)f(z) = 0 ist, gibt es ein δ > 0 so dass
Bδ(ζ) ⊂ R ist und für alle z ∈ C gilt:

|z − ζ| < δ =⇒ |f(z)(z − ζ)| < ε.

Wir wählen nun das Quadrat R0 so klein, dass
√
2r0 < δ ist und damit

R0 ⊂ Bδ(ζ).
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Dann gilt, nach (3.4),∣∣∣∣∫
∂R0

f(z) dz

∣∣∣∣ ≤ λ0 sup
z∈∂R0

|f(z)| ≤ λ0 sup
z∈∂R0

ε

|z − ζ|
= λ0

ε

r0
= 8ε.

Wählen wir nun eine Unterteilung von R in abgeschlossene Rechtecke von
denen eins R0 ist (siehe Abbildung 3.4), so erhalten wir nach dem ersten
Teil des Beweises die Ungleichung∣∣∣∣∫

∂R
f(z) dz

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫
∂R0

f(z) dz

∣∣∣∣ ≤ 8ε.

Da ε > 0 beliebig gewählt war, ist
∫
∂R f(z) dz = 0 wie behauptet. Damit ist

R
0

Abbildung 3.4: Ein Rechteck mit Singularität im Inneren

der Satz in den Fällen Z = ∅ und Z = {ζ} bewiesen. Der allgemeine Fall
lässt sich leicht auf diese beiden Fälle zurückführen.

3.3 Die Windungszahl

Definition 3.22. Sei I ⊂ R ein abgeschlossenes Intervall und γ : I → C
eine stückweise glatte geschlossene Kurve. Die Menge

Γ := {γ(t) | t ∈ I}

heisst Bildmenge von γ. Für a ∈ C \ Γ heisst die Zahl

w(γ, a) :=
1

2πi

∫
γ

dz

z − a

die Windungszahl von γ um a.
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Beispiel 3.23. Für k ∈ Z sei γk : [0, 1] → C die durch

γk(t) := e2πikt

definierte glatte geschlossene Kurve. Dann ist γ̇k(t) = 2πikγk(t). Daher ist
die Windungszahl von γk um den Ursprung a = 0 gegeben durch

w(γk, 0) =
1

2πi

∫ 1

0

γ̇k(t)

γk(t)
dt = k.

Lemma 3.24. Sind γ und a wie in Definition 3.22 so ist w(γ, a) ∈ Z.

Beweis. Für jeden Punkt t ∈ I ist γ(t) ̸= a und daher gibt es eine komplexe
Zahl h(t) ∈ C so dass

eh(t) = γ(t)− a. (3.21)

Gesucht ist nun eine stetige Funktion h : I → C die diese Bedingung erfüllt.
Sei

t0 < t1 < t2 < · · · < tN

eine Partition von I so dass die Restriktion von γ auf jedes Intervall

Ii := [ti−1, ti]

glatt ist. Falls h so gewählt werden, kann dass h|Ii differenzierbar ist, so
muss die Ableitung von h auf diesem Intervalle die Gleichung

γ̇(t) =
d

dt
eh(t) = ḣ(t)eh(t) = ḣ(t)

(
γ(t)− a

)
erfüllen. Wir definieren nun einfach h induktiv indem wir zunächst h(t0) so
wählen, dass (3.21) für t = t0 gilt. Wenn h auf dem Intervall [t0, ti−1] bereits
bestimmt ist, definieren wir h auf dem Intervall [ti−1, ti] durch

h(t) := h(ti−1) +

∫ t

ti−1

γ̇(s)

γ(s)− a
ds, ti−1 ≤ t ≤ ti.

Diese Funktion ist stückweise glatt (also auch stetig) und erfüllt auf jedem
der Intervalle Ii die Gleichung

d

dt

(
e−h(t) (γ(t)− a)

)
= e−h(t)

(
γ̇(t)− ḣ(t)

(
γ(t)− a

))
= 0.
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Also ist die Funktion t 7→ e−h(t) (γ(t)− a) konstant und daraus folgt, dass
h die Gleichung (3.21) erfüllt. Daher gilt

w(γ, a) =
1

2πi

∫
γ

dz

z − a

=

N∑
i=1

1

2πi

∫ ti

ti−1

γ̇(s)

γ(s)− a
ds

=
N∑
i=1

h(ti)− h(ti−1)

2πi

=
h(tN )− h(t0)

2πi
.

Dies ist eine ganze Zahl da γ(tN ) = γ(t0) ist.

Lemma 3.25. Sei γ : I → C eine stückweise glatte geschlossene Kurve mit
Bildmenge Γ. Dann hat die Windungszahl von γ folgende Eigenschaften.

(i) Die Funktion C \ Γ → Z : a 7→ w(γ, a) auf jeder Zusammenhangskompo-
nente von C \ Γ konstant.

(ii) Ist U ⊂ C eine Kreisscheibe mit Γ ⊂ U und a /∈ U so ist w(γ, a) = 0.

Beweis. Sei λ die Länge der Kurve γ und a0 ∈ C \ Γ. Wähle δ > 0 so dass
B2δ(a0) ∩ Γ = ∅. Ist a ∈ Bδ(a0) ⊂ C \ Γ so folgt aus (3.4), dass

|w(γ, a)− w(γ, a0)| ≤
λ

2π
sup
z∈Γ

∣∣∣∣ 1

z − a
− 1

z − a0

∣∣∣∣ ≤ λ

2πδ2
|a− a0| .

Also ist die Funktion a 7→ w(γ, a) lokal Lipschitz stetig und daher, nach
Lemma 3.24, lokal konstant. Daraus folgt, dass die Menge

Ωk := {a ∈ C \ Γ |w(γ, a) = k}

für jede ganze Zahl k ∈ Z offen ist. Hieraus wiederum folgt, dass Ωk für
jedes k ∈ Z eine Vereinigung von Zusammenhangskomponenten von C \ Γ
ist. Damit ist (i) bewiesen. Zum Beweis von (ii) bemerken wir, dass die
Menge C \U nach Voraussetzung in einer Zusammenhangskomponente von
C \ Γ enthalten ist. Daher ist der Wert w(γ, a) unabhängig von a ∈ C \ U .
Da

lim
a→∞

w(γ, a) = 0

ist folgt w(γ, a) = 0 für alle a ∈ C \ U .
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Bemerkung 3.26. Die Windungszahl w(γ, a) ist unabhängig von der Para-
metrisierung der Kurve γ. Sei zum Beispiel γ : I → C eine stückweise glatte
geschlossene Kurve mit zugehöriger Partition t0 < t1 < t2 < · · · < tN des
Intervalls I. Wähle eine glatte Abbildung ϕ : [0, 1] → [t0, tN ] so dass für ein
hinreichend kleines δ > 0 und alle t ∈ [0, 1] und k ∈ {0, 1, . . . , N} gilt:

|t− k/N | < δ =⇒ ϕ(t) = tk.

Dann ist γ ◦ ϕ : [0, 1] → C eine glatte Kurve mit derselben Bildmenge Γ,
so dass w(γ ◦ ϕ, a) = w(γ, a) ist für jeden Punkt a ∈ C \ Γ. Das folgt aus
Lemma 3.6. Die Kurve γ◦ϕ lässt sich sogar zu einer glatten Kurve γ̃ : R → C
so fortsetzen, dass γ̃(t + 1) = γ̃(t) ist für alle t ∈ R und γ̃(t) = γ(ϕ(t)) für
0 ≤ t ≤ 1. Wir nennen γ̃ eine glatte Schleife und schreiben γ̃ : R/Z → C.

Bemerkung 3.27. Die Windungszahl einer glatten Schleife um einen Punkt
a ist eine Homotopie-Invariante im folgenden Sinne. Ist

[0, 1]× R → C : (λ, t) 7→ γλ(t)

eine glatte Abbildung so dass

γλ(t+ 1) = γλ(t), γλ(t) ̸= a

für alle λ ∈ [0, 1] und alle t ∈ R, dann ist die Windungszahl w(γλ, a) un-
abhängig von λ und daher w(γ0, a) = w(γ1, a). Das folgt aus dem Beweis von
Lemma 3.12 (der sich nicht ändert, wenn man eine Homotopie mit festen
Endpunkten durch eine Homotopie glatter Schleifen ersetzt).

2
1

1

−1

0

0

Abbildung 3.5: Die Windungszahl

Hält man die Kurve γ fest, so kann sich die Windungszahl von γ um einen
Punkt a nach Lemma 3.25 nur ändern wenn der Punkt a die Kurve überquert.
Hier spielt die Orientierung der Kurve eine entscheidende Rolle. Man kann
sich das wie an einem Bahnübergang vorstellen. Kommt der Zug vor dem
Überqueren der Schienen von links so erhöht sich die Windungszahl um eins,
kommt er von rechts, so verringert sie sich um eins (siehe Abbildung 3.5).
Dies ist der Inhalt des folgenden Lemmas.



3.3. DIE WINDUNGSZAHL 59

Lemma 3.28. Sei γ : I → Z eine stückweise glatte geschlossene Kurve mit
Bildmenge Γ und Partition t0 < t1 < · · · < tN . Sei t∗ ∈ I \ {t0, t1, . . . , tN}
und ε > 0 so dass

γ̇(t∗) ̸= 0, γ(t∗) /∈ γ(I \ {t∗}), γ(t∗) + iλγ̇(t∗) /∈ Γ ∀λ ∈ [−ε, ε] \ {0}.

Definiere a± := γ(t∗)± iεγ̇(t∗) (siehe Abbildung 3.6). Dann gilt

w(γ, a+)− w(γ, a−) = 1.

*

a

γ(t )*

γ(t )

a+

−

Abbildung 3.6: Änderung der Windungszahl

Beweis. Für 0 < λ ≤ ε sei

a±λ := γ(t∗)± iλγ̇(t∗).

Wir zeigen die Behauptung in zwei Schritten.

Schritt 1. Wir können ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen
dass es eine Zahl δ > 0 gibt so dass [t∗ − δ, t∗ + δ] ⊂ I \ {t0, t1, . . . , tN} und

|t− t∗| < δ =⇒ γ(t) = γ(t∗) + (t− t∗)γ̇(t∗). (3.22)

Wähle δ > 0 so dass [t∗−2δ, t∗+2δ] ⊂ I \{t0, t1, . . . , tN} und, für alle t ∈ R,

|t− t∗| < 2δ =⇒
∣∣∣∣γ(t)− γ(t∗)

t− t∗
− γ̇(t∗)

∣∣∣∣ < |γ̇(t∗)|
2

. (3.23)

Wähle eine glatte Funktion β : R → [0, 1] so dass

β(t) =

{
1, für |t| ≤ δ,
0, für |t| ≥ 2δ.

Definiere γµ : I → C durch

γµ(t) := γ(t)− µβ(t− t∗)
(
γ(t)− γ(t∗)− (t− t∗)γ̇(t∗)

)
(3.24)

für t ∈ I und 0 ≤ µ ≤ 1. Dann ist γ0 ≡ γ und γ1 erfüllt die Bedingung (3.22).
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Wir zeigen ausserdem, dass

γµ(t) ̸= a±λ ∀µ ∈ [0, 1] ∀t ∈ I ∀λ ∈ (0, ε]. (3.25)

Hieraus folgt, dass die Windungszahl w(γµ, a
±
λ ) unabhängig von λ und µ

ist. Daher genügt es dann, die gewünschte Identität für µ = 1 zu zeigen.
Die Ungleichung (3.25) ist nach Voraussetzung für |t− t∗| ≥ 2δ erfüllt (da
in diesem Bereich γµ(t) mit γ(t) übereinstimmt). Daher genügt es, den Fall
|t− t∗| < 2δ zu betrachten. Für solche t erhalten wir nach Definition von γµ
in (3.24), dass

γµ(t)− a±λ = γ(t)− γ(t∗)∓ iλγ̇(t∗)

−µβ(t− t∗)
(
γ(t)− γ(t∗)− (t− t∗)γ̇(t∗)

)
=

(
t− t∗ ∓ iλ

)
γ̇(t∗)

+
(
1− µβ(t− t∗)

)(
γ(t)− γ(t∗)− (t− t∗)γ̇(t∗)

)
und daher∣∣γµ(t)− a±λ

∣∣ ≥ |t− t∗ ∓ iλ| |γ̇(t∗)| − |γ(t)− γ(t∗)− (t− t∗)γ̇(t∗)|

≥
(
|t− t∗ ∓ iλ| − |t− t∗|

2

)
|γ̇(t∗)|

> 0.

Hier folgt die zweite Ungleichung aus (3.23). Damit ist (3.25) bewiesen.

Schritt 2. Wir beweisen das Lemma unter der Voraussetzung, dass γ die
Bedingung (3.22) erfüllt.

Für 0 < λ ≤ ε gilt

w(γ, a+)− w(γ, a−) = w(γ, a+λ )− w(γ, a−λ )

=
1

2πi

∫ tN

t0

(
γ̇(t)

γ(t)− a+λ
− γ̇(t)

γ(t)− a−λ

)
dt

=
1

2πi

∫ tN

t0

γ̇(t)
(
a+λ − a−λ

)(
γ(t)− a+λ

) (
γ(t)− a−λ

) dt.
Hier betrachten wir γ̇ : I → C als Funktion die an den Stellen t1, . . . , tN−1

unstetig ist. Nun konvergiert der Integrand auf den Intervallen [t0, t
∗ − δ]

und [t∗ + δ, tN ] gleichmässig gegen Null für λ→ 0. Daher gilt

w(γ, a+)− w(γ, a−) = lim
λ→0

1

2πi

∫ t∗+δ

t∗−δ

γ̇(t)
(
a+λ − a−λ

)(
γ(t)− a+λ

) (
γ(t)− a−λ

) dt.
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Nach (3.22) hat nun dieser Integrand eine einfache Form. Mit

γ̇(t) = γ̇(t∗), a+λ − a−λ = 2iλγ̇(t∗),

und
γ(t)− a±λ = (t− t∗ ∓ iλ)γ̇(t∗),

ergibt sich

w(γ, a+)− w(γ, a−) = lim
λ→0

1

2πi

∫ t∗+δ

t∗−δ

2iλ

(t− t∗ − iλ)(t− t∗ + iλ)
dt

= lim
λ→0

1

π

∫ t∗+δ

t∗−δ

λ

(t− t∗)2 + λ2
dt

= lim
λ→0

1

π

∫ δ

−δ

λ

s2 + λ2
ds

= lim
λ→0

1

π

∫ δ/λ

−δ/λ

ds

1 + s2

=
1

π

∫ ∞

−∞

ds

1 + s2

= 1.

Damit ist das Lemma bewiesen.

Übung 3.29. Sei γ : R/Z → C eine glatte Einbettung, das heisst γ ist
injektiv und γ̇(t) ̸= 0 für alle t ∈ R. Sei Γ := {γ(t) | t ∈ R}. Dann hat C \ Γ
zwei Zusammenhangskomponenten

Ω0 := {z ∈ C \ Γ |w(γ, z) = 0} , Ω1 := {z ∈ C \ Γ | |w(γ, z)| = 1} .

Hinweis: Sei Uε := {γ(t) + iλγ̇(t) | t ∈ R, −ε < λ < ε} und definiere die
Abbildung ϕ : R/Z× (−ε, ε) → Uε durch ϕ(t, λ) := γ(t) + iλγ̇(t). Dann gilt
für hinreichend kleine ε > 0 folgendes.

(a) Uε ist offen und ϕ ist ein Diffeomorphismus. (Insbesondere ist ϕ injektiv!)

(b) Die Mengen U±
ε := {γ(t)± iλγ̇(t) | t ∈ R, 0 < λ < ε} sind zusammen-

hängend und Uε = U−
ε ∪ Γ ∪ U+

ε .

(c) Für jeden Punkt z ∈ C \Γ gibt es eine glatte Kurve α : [0, 1] → C \Γ so
dass α(0) = z und α(1) ∈ Uε \ Γ.

Übung 3.30. Zwei glatte Schleifen γ0, γ1 : R/Z → C∗ = C \ {0} sind genau
dann homotop wenn sie die gleiche Windungszahl bezüglich z = 0 haben,
das heisst wenn w(γ0, 0) = w(γ1, 0) ist.
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3.4 Die Integralformel auf Kreisscheiben

Wir haben bisher gezeigt, dass das Integral einer analytischen Funktion auf
einer offener Kreisscheibe über jeder stückweise glatten geschlossenen Kurve
verschwindet und dabei noch endlich viele Ausnahmepunkte zugelassen (sie-
he Korollar 3.21 und für holomorphe Funktionen Korollar 3.13). Mit Hilfe
der Windungszahl kann man daraus eine Formel herleiten, die den Funk-
tionswert einer analytischen Funktion an einer Stelle a als Integral über
einer geschlossen Kurve, die diesen Punkt a umläuft, darstellt. Dies ist die
Integralformel von Cauchy in ihrer klassischen Form, die wir zunächst für
analytische Funktionen auf Kreisscheiben formulieren.

Satz 3.31. Sei U ⊂ C eine offene Kreisscheibe, Z = {ζ1, . . . , ζm} ⊂ U eine
endliche Teilmenge, und f : U \ Z → C eine analytische Funktion so dass

lim
z→ζi

(z − ζi)f(z) = 0, i = 1, . . . ,m.

Dann erfüllt f für jeden Punkt a ∈ U \Z und jede stückweise glatte geschlos-
sene Kurve γ : I → U \ (Z ∪ {a}) die Gleichung

w(γ, a)f(a) =
1

2πi

∫
γ

f(z) dz

z − a
. (3.26)

Beweis. Sei Z0 := Z ∪ {a} und definiere F : U \ Z0 → C durch

F (z) :=
f(z)− f(a)

z − a
.

Diese Funktion ist analytisch (nach Satz 2.15) und erfüllt die Voraussetzun-
gen von Satz 3.20. Insbesondere gilt

lim
z→a

(z − a)F (z) = lim
z→a

(
f(z)− f(a)

)
= 0.

Also folgt aus Korollar 3.21, dass für jede stückweise glatte, geschlossene
Kurve γ : I → U \ Z0 folgendes gilt:

0 =

∫
γ
F (z) dz =

∫
γ

f(z)− f(a)

z − a
dz =

∫
γ

f(z) dz

z − a
− 2πiw(γ, a)f(a).

Damit ist der Satz bewiesen.

Übung 3.32. Weder die Voraussetzung limz→ζi(z − ζi)f(z) = 0 noch die
Voraussetzung, dass U eine Kreisscheibe ist, können in Satz 3.31 ersatzlos
fallengelassen werden. Finden Sie Beispiele, in denen die Formel (3.26) ohne
diese Voraussetzung nicht gilt.
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Als Anwendung der Formel (3.26) ist es besonder interessant, Kurven γ
zu betrachten, deren Windungszahl um a gleich eins ist. In dem Fall gilt

f(a) =
1

2πi

∫
γ

f(z) dz

z − a
.

Da diese Formel für alle a in einer offenen Menge gilt, kann man mit ihrer Hil-
fe beweisen, dass sich die Funktion f in die singulären Punkte ζi ∈ Z hinein
fortsetzen lässt und zudem beliebig oft differenzierbar ist. Dazu benötigen
wir jedoch zunächst eine komplexe Version des Lemmas 3.10, welches besagt
dass wir Integral und Ableitung vertauschen können.

Lemma 3.33. Sei Ω ⊂ C offen und [0, 1] × Ω → C : (t, z) → ϕt(z) eine
stetige Funktion so dass ϕt : Ω → C für jedes t ∈ [0, 1] holomorph und
[0, 1]× Ω → C : (t, z) → ϕ′t(z) stetig ist. Definiere Φ,Ψ : Ω → C durch

Φ(z) :=

∫ 1

0
ϕt(z) dt, Ψ(z) :=

∫ 1

0
ϕ′t(z) dt.

Dann ist Φ holomorph und Φ′ = Ψ.

Beweis. Seien z0 ∈ Ω und ε > 0 gegeben. Wähle r > 0 so dass

Br(z0) := {z ∈ C | |z − z0| ≤ ε} ⊂ Ω.

Dann ist die Funktion [0, 1] × Br(z0) → C : (t, z) → ϕ′t(z) gleichmässig
stetig. Also gibt es eine Konstante δ ∈ (0, r) so dass für alle t ∈ [0, 1] und
alle z ∈ C folgendes gilt:

|z − z0| < δ =⇒
∣∣ϕ′t(z)− ϕ′t(z0)

∣∣ < ε.

Für |z − z0| < δ folgt daraus, unter Verwendung von (3.3), dass

|Ψ(z)−Ψ(z0)| ≤
∫ 1

0

∣∣ϕ′t(z)− ϕ′t(z0)
∣∣ dt < ε

Ausserdem gilt, wieder unter Verwendung von (3.3), dass∣∣∣∣ϕt(z)− ϕt(z0)

z − z0
− ϕ′t(z0)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ 1

0

(
ϕ′t(z0 + s(z − z0))− ϕ′t(z0)

)
ds

∣∣∣∣
≤

∫ 1

0

∣∣ϕ′t(z0 + s(z − z0))− ϕ′t(z0)
∣∣ ds

< ε,

und daher, durch Integration über t,∣∣∣∣Φ(z)− Φ(z0)

z − z0
−Ψ(z0)

∣∣∣∣ ≤ ∫ 1

0

∣∣∣∣ϕt(z)− ϕt(z0)

z − z0
− ϕ′t(z0)

∣∣∣∣ dt < ε.

Damit ist das Lemma bewiesen.
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Satz 3.34. Sei Ω ⊂ C offen und f : Ω → C eine analytische Funktion.
Dann hat f folgende Eigenschaften.

(i) f ist holomorph.

(ii) f ist beliebig oft komplex differenzierbar und die n-te Ableitung f (n) ist
holomorph für jedes n ∈ N. Insbesondere ist f eine C∞-Funktion.

(iii) Sei a ∈ Ω und r > 0 so dass Br(a) ⊂ Ω. Sei γ : [0, 1] → Ω die glatte
geschlossene Kurve

γ(t) := a+ re2πit.

Dann gilt für alle n ∈ N und alle z ∈ Br(a) dass

f (n)(z) =
n!

2πi

∫
γ

f(ζ) dζ

(ζ − z)n+1
. (3.27)

Beweis. Für n = 0, 1, 2, . . . definieren wir Φn : Br(a) → C durch

Φn(z) :=
n!

2πi

∫
γ

f(ζ) dζ

(ζ − z)n+1
=

n!

2πi

∫ 1

0

f(γ(t))γ̇(t)

(γ(t)− z)n+1
dt.

Dann folgt aus Lemma 3.33 mit

ϕt(z) =
n!

2πi

f(γ(t))γ̇(t)

(γ(t)− z)n+1
,

dass Φn holomorph ist mit der Ableitung

Φ′
n(z) = Φn+1(z)

für alle n ∈ N0 und z ∈ Br(a). Ausserdem können wir Satz 3.31 auf eine
offene Kreisscheibe U ⊂ Ω anwenden, die die abgeschlossene Kreisscheibe
Br(a) enthält. Daraus ergibt sich, dass

Φ0(z) = f(z)

ist für jedes z ∈ Br(a). Hieraus folgt sofort dass f |Br(a) holomorph ist mit
f ′ = Φ1. Also ist f ′ wieder holomorph mit f ′′ := (f ′)′ = Φ2. Daraus ergibt
sich durch vollständige Induktion, dass f beliebig oft komplex differenzierbar
ist mit f (n) := (f (n−1))′ = Φ′

n−1 = Φn für jedes n. Damit ist der Satz
bewiesen.

Wir haben also jetzt gezeigt, dass jede analytische Funktion holomorph
ist und daher in der Tat kein Unterschied zwischen analytischen und ho-
lomorphen Funktionen besteht. Darüber hinaus erhalten wir die folgende
Charakterisierung holomorpher Funktionen.
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Korollar 3.35. Sei Ω ⊂ C offen und f : Ω → C stetig. Dann sind folgende
Aussagen äquivalent.

(i) f ist analytisch (das heisst überall komplex differenzierbar).

(ii) f ist holomorph (das heisst analytisch mit stetiger Ableitung).

(iii) Für jedes abgeschlossene Rechteck R ⊂ Ω gilt
∫
∂R f(z) dz = 0.

Beweis. Erfüllt f die Bedingung (iii), so besitzt die Restriktion von f auf
jede offene Kreisscheibe U ⊂ Ω nach Satz 3.18 eine holomorphe Stammfunk-
tion F : U → C mit F ′ = f |U . Nach Satz 3.34 ist also f |U holomorph. Da
dies für jede offene Kreisscheibe U ⊂ Ω gilt, folgt daraus dass f auf ganz Ω
holomorph ist. Also haben wir gezeigt, dass (ii) aus (iii) folgt. Dass (i) aus (ii)
folgt ist offensichtlich, und dass (iii) aus (i) folgt ist genau die Aussage von
Satz 3.20. Damit ist das Korollar bewiesen.

Das folgende Korollar gibt eine hinreichende Bedingung für die komplexe
Differenzierbarkeit an, die als Satz von Morera bekannt ist. Im Gegensatz
zu Bedingung (iii) in Korollar 3.35 ist diese Bedingung nicht notwendig. Ein
Gegenbeispiel ist die Funktion f(z) = 1/z auf Ω = C \ {0}.

Korollar 3.36 (Morera). Sei Ω ⊂ C offen und f : Ω → C eine stetige
Funktion so dass

∫
γ f(z) dz = 0 ist für jede glatte Schleife γ : R/Z → Ω.

Dann ist f holomorph.

Beweis. Es folgt aus Bemerkung 3.26, dass das Integral
∫
γ f(z) dz auch für

jede stückweise glatte geschlossene Kurve γ : I → Ω verschwindet. Also gibt
es nach Satz 3.17 eine holomorphe Funktion F : Ω → C so dass F ′ = f ist.
Also ist f nach Satz 3.34 selbst holomorph. (Oder man kann hier verwenden,
dass f Bedingung (iii) in Korollar 3.35 erfüllt.)

Korollar 3.37 (Hebbare Singularitäten). Sei Ω ⊂ C offen, a ∈ Ω und
f : Ω \ {a} → C eine holomorphe Funktion. Erfüllt f die Bedingung

lim
z→a

(z − a)f(z) = 0,

so gibt es eine holomorphe Funktion f̃ : Ω → C mit f̃ |Ω\{a} = f .

Beweis. Wähle r > 0 so dass Br(a) ⊂ Ω und definiere γ : [0, 1] → Ω durch
γ(t) := a+re2πit. Dann ist w(γ, z) = 1 für alle z ∈ Br(a), nach Lemma 3.25.
Also folgt aus Satz 3.31 dass

f(z) =
1

2πi

∫
γ

f(ζ) dζ

ζ − z
∀ z ∈ Br(a) \ {a}.
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Wir definieren f̃ : Ω → C durch f̃(z) := f(z) für z ̸= a und

f̃(a) :=
1

2πi

∫
γ

f(ζ) dζ

ζ − a
.

Dann gilt

f̃(z) =
1

2πi

∫
γ

f(ζ) dζ

ζ − z

für alle z ∈ Br(a). Nach Lemma 3.33 ist f̃ also auf Br(a) holomorph. Daher
ist f̃ auf ganz Ω holomorph und der Satz ist bewiesen.

3.5 Konvergenz und Potenzreihen

Aus Cauchy’s Integralformel von Satz 3.31 für f und Satz 3.34 für die Ab-
leitungen lässt sich leicht eine Abschätzung herleiten.

Satz 3.38 (Cauchy’s Ungleichung). Sei Ω ⊂ C offen und f : Ω → C
holomorph. Sei a ∈ Ω und r,M > 0 so dass Br(a) ⊂ Ω und, für alle z ∈ C,

|z − a| < r =⇒ |f(z)| ≤M. (3.28)

Dann gilt für jedes n ∈ N ∣∣∣f (n)(a)∣∣∣ ≤ Mn!

rn
. (3.29)

Beweis. Für 0 < ρ < r definieren wir die Kurve γρ : [0, 1] → Ω durch

γρ(t) := a+ ρe2πit, 0 ≤ t ≤ 1.

Dann gilt nach Satz 3.34

f (n)(a) =
n!

2πi

∫ 1

0

f(γρ(t))γ̇ρ(t)

(γρ(t)− a)n+1 dt =
n!

ρn

∫ 1

0

f(γρ(t))

e2πint
dt.

Also folgt aus (3.3), dass∣∣∣f (n)(a)∣∣∣ ≤ n!

ρn

∫ 1

0
|f(γρ(t))| dt ≤

Mn!

ρn

und mit ρ→ r erhalten wir die gewünschte Ungleichung (3.29).

Mit r → ∞ ergibt sich aus Satz 3.38, dass beschränkte holomorphe
Funktionen auf ganz C konstant sind, und das hat einen einfachen Beweis
des Fundamentalsatzes der Algebra zur Folge.
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Satz 3.39 (Liouville). Ist f : C → C eine beschränkte holomorphe Funk-
tion so ist f konstant.

Beweis. Sei M > 0 so gewählt, dass |f(z)| ≤ M für alle z ∈ C. Dann folgt
aus Satz 3.38, dass |f ′(z)| ≤M/r für alle z ∈ C und alle r > 0. Mit r → ∞
ergibt sich daraus, dass f ′(z) = 0 ist für alle z ∈ C. Daher ist f konstant.

Satz 3.40 (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes nichtkonstante Poly-
nom p : C → C besitzt eine Nullstelle.

Beweis. Da das Polynom p nicht konstant ist, hat es die Form

p(z) = a0 + a1z + · · ·+ an−1z
n−1 + anz

n

mit n ≥ 1 und an ̸= 0. Wähle R ≥ 1 so dass R |an| −
∑n−1

k=0 |ak| ≥ 1 ist.
Dann erhalten wir für z ∈ C mit |z| ≥ R, dass

|p(z)| ≥

(
|an| |z| −

n−1∑
k=0

|ak|

)
|z|n−1 ≥ |z|n−1 ≥ 1.

Hat p keine Nullstelle so gibt es eine Zahl δ > 0 so dass |p(z)| ≥ δ ist für alle
z ∈ C mit |z| ≤ R (da die stetige Funktion z 7→ |p(z)| ihr Minimum auf der
kompakten Menge {|z| ≤ R} annimmt). Also gilt |p(z)| ≥ min{1, δ} für alle
z ∈ C. Damit ist 1/p eine beschränkte holomorphe Funktion und ist daher
nach Satz 3.39 konstant, im Widerspruch zu unserer Voraussetzung.

Aus der Charakterisierung holomorpher Funktionen in Korollar 3.35
folgt sofort, dass der Grenzwert einer gleichmässig konvergenten Folge holo-
morpher Funktionen wieder holomorph ist. Die Konvergenz der Ableitungen
ist dann eine weitere Konsequenz von Satz 3.38.

Satz 3.41 (Weierstrass). Sei Ω ⊂ C eine offene Menge und fn : Ω → C,
n = 1, 2, 3, . . . , eine Folge holomorpher Funktionen, die auf jeder kompakten
Teilmenge von Ω gleichmässig gegen eine Funktion f : Ω → C konvergiert.
Dann ist f holomorph und die Folge der Ableitungen f ′n konvergiert gleich-
mässig auf jeder kompakten Teilmenge von Ω gegen die Ableitung f ′ von f .

Zum Beweis dieses Satzes benötigen wir das folgende Lemma über kom-
pakte Mengen, das auch später noch nützlich sein wird. Es gilt auch im Rn,
ist aus der Analysis [6] bekannt, und der Beweis ist standard. Wir wiederho-
len ihn jedoch hier, der Vollständigkeit halber, für Teilmengen der komplexen
Ebene.
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Lemma 3.42. Sei Ω ⊂ C eine offene Menge und K ⊂ Ω eine kompakte
Teilmenge. Dann ist die Menge

Kε :=
⋃
z∈K

Bε(z) = {w ∈ C | ∃z ∈ K so dass |w − z| ≤ ε}

für jedes ε > 0 kompakt. Ausserdem gibt es ein ε > 0 so dass Kε ⊂ Ω ist.

Beweis. Wir beweisen, dass Kε für jedes ε > 0 kompakt ist. Nach Heine–
Borel ist die Menge K abgeschlossen und beschränkt. Hieraus folgt sofort,
dass die Menge Kε ebenfalls beschränkt ist. Wir zeigen, dass diese Menge
auch abgeschlossen ist. Sei also (wn)n∈N eine Folge in Kε die gegen w ∈ C
konvergiert. Dann gibt es eine Folge (zn)n∈N in K so dass |wn − zn| ≤ ε ist
für jedes n. Da K kompakt ist hat die Folge {zn} eine Teilfolge {zni}i∈N, die
gegen ein Element z ∈ K konvergiert. Daraus folgt

|w − z| = lim
i→∞

|wni − zni | ≤ ε

und somit ist w ∈ Kε. Wir haben also gezeigt, dass Kε abgeschlossen und
beschränkt ist. Nach Heine–Borel ist Kε kompakt.

Wir beweisen, dass es ein ε > 0 gibt mit Kε ⊂ Ω. Andernfalls gäbe es,
für jedes n ∈ N, ein Element wn ∈ K1/n \Ω und damit auch ein zn ∈ K mit
|wn − zn| ≤ 1/n. Da K kompakt ist, gibt es eine Teilfolge (zni)i∈N die gegen
ein Element z ∈ K konvergiert. Da wni − zni gegen Null konvergiert folgt
daraus z = limi→∞wni ∈ C \ Ω, im Widerspruch zu K ⊂ Ω.

Beweis von Satz 3.41. Ist R ⊂ Ω ein abgeschlossenes Rechteck, so konver-
giert fn auf R gleichmässig gegen f . Ist λ der Umfang R, so folgt aus (3.4):∣∣∣∣∫

∂R
f(z) dz −

∫
∂R
fn(z) dz

∣∣∣∣ ≤ λ sup
z∈∂R

|f(z)− fn(z)| −→ 0.

Daraus folgt, nach Satz 3.20, dass∫
∂R
f(z) dz = lim

n→∞

∫
∂R
fn(z) dz = 0

ist. Also ist f nach Korollar 3.35 holomorph.
Sei nun K ⊂ Ω eine kompakte Teilmenge und wähle ε > 0 so dass

Kε ⊂ Ω ist (siehe Lemma 3.42). Dann folgt aus Satz 3.38, dass

sup
z∈K

∣∣f ′n(z)− f ′(z)
∣∣ ≤ 1

ε
sup
z∈Kε

|fn(z)− f(z)| .

Da fn auf Kε gleichmässig gegen f konvergiert, folgt hieraus, dass f ′n auf K
gleichmässig gegen f ′ konvergiert.
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Potenzreihen

Eine erste Anwendung des Konvergenzsatzes von Weierstrass betrifft Po-
tenzreihen. Nehmen wir an

f(z) =
∞∑
k=0

akz
k (3.30)

ist eine (zunächst formale) Potenzreihe mit komplexen Koeffizienten ak ∈ C,
die einen positiven Konvergenzradius hat:

ρ :=
1

lim supn→∞ |an|1/n
> 0. (3.31)

Dann wissen wir aus der Analysis [6], dass die Folge der Partialsummen

fn(z) :=
n∑

k=0

akz
k

auf jeder kompakten Teilmenge der offenen Kreisscheibe

Bρ := {z ∈ C | |z| < ρ}

gleichmässig konvergiert. Also folgt aus Satz 3.41 dass die Formel (3.30) in
der Tat eine holomorphe Funktion f : Bρ → C definiert, die für |z| < ρ als
Grenzwert

f(z) = lim
n→∞

fn(z)

der Partialsummen gegeben ist. Darüber hinaus konvergieren auch die Ab-
leitungen und wir erhalten für f ′ die Potenzreihendarstellung

f ′(z) =
∞∑
k=1

kakz
k−1. (3.32)

Durch vollständige Induktion ergibt sich für jedes n ∈ N die Formel

f (n)(z) =

∞∑
k=n

k(k − 1) · · · (k − n+ 1)akz
k−n. (3.33)

Insbesondere gilt f (n)(0) = n!an für jedes n ∈ N0.
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3.6 Die Taylorreihe

Wir können nun umgekehrt vorgehen und mit einer holomorphen Funktion
f : Ω → C auf einer offenen Teilmenge Ω ⊂ C beginnen und einen Punkt
z0 ∈ Ω wählen. Wir wissen, nach Satz 3.34, dass f beliebig oft komplex
differenzierbar ist. Wäre f durch eine Potenzreihe in z−z0 gegeben, so wäre
der n-te Koeffizient dieser Reihe nach der bisherigen Diskussion gerade die
Zahl an := f (n)(z0)/n!. Die Potenzreihe

(T∞
z0 f)(z) :=

∞∑
n=0

f (n)(z0)

n!
(z − z0)

n (3.34)

mit diesen Koeffizienten heisst Taylorreihe von f im Punkte z0. Die
naheliegenden Fragen sind, ob der Konvergenzradius dieser Reihe positiv ist
und, wenn ja, ob die Reihe auch gegen f konvergiert. Im Reellen hängt dies
von der Funktion f ab und im allgemeinen sind beide Fragen zu verneinen.
Im Komplexen jedoch ist die Antwort auf beide Fragen positiv.

Satz 3.43 (Taylor). Sei Ω ⊂ C offen, f : Ω → C holomorph, z0 ∈ Ω und
r > 0 so dass Br(z0) ⊂ Ω. Dann gilt folgendes.

(i) Für jedes n ∈ N existiert eine holomorphe Funktion fn : Ω → C so dass

f(z) =
n−1∑
k=0

f (k)(z0)

k!
(z − z0)

k + fn(z)(z − z0)
n (3.35)

ist für alle z ∈ Ω.

(ii) Sei fn wie in (i). Dann gilt

fn(z) =

∫ 1

0

(1− t)n−1

(n− 1)!
f (n)

(
z0 + t(z − z0)

)
dt (3.36)

für jedes z ∈ Br(z0) und insbesondere fn(z0) = f (n)(z0)/n!. Ist 0 < R < r
und γR(t) := z0 +Re2πit für 0 ≤ t ≤ 1, dann gilt

fn(z) =
1

2πi

∫
γR

f(ζ) dζ

(ζ − z0)n(ζ − z)
(3.37)

für jedes z ∈ BR(z0).

(iii) Sei ρ der Konvergenzradius der Taylorreihe (3.34). Dann ist ρ ≥ r und

f(z) =
∞∑
n=0

f (n)(z0)

n!
(z − z0)

n (3.38)

für jedes z ∈ Br(z0).
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Die letzte Aussage diese Satzes sagt, dass die Taylorreihe auf der grössten
offenen Kreisscheibe um z0, die noch in Ω enthalten ist, konvergiert und dort
auch mit der gegebenen Funktion f übereinstimmt. Der Beweis von Satz 3.43
beruht auf dem folgenden beiden Lemmas. Das erste ist aus der Analysis [6]
bekannt. Der Vollständigkeit halber beweisen wir es aber hier nochmals.

Lemma 3.44. Sei n ∈ N und ϕ : [0, 1] → C eine Cn-Funktion. Dann gilt

ϕ(1)−
n−1∑
k=0

ϕ(k)(0)

k!
=

∫ 1

0

(1− t)n−1

(n− 1)!
ϕ(n)(t) dt. (3.39)

Beweis. Für n = 1 folgt (3.39) aus dem Fundamentalsatz der Differential-
und Integralrechnung. Sei also n ≥ 2. Wir nehmen an, dass die Behauptung
für n− 1 bewiesen ist. Dann gilt für jede Cn-Funktion ϕ : [0, 1] → C

ϕ(1)−
n−2∑
k=0

ϕ(k)(0)

k!
=

∫ 1

0

(1− t)n−2

(n− 2)!
ϕ(n−1)(t) dt

=
ϕ(n−1)(0)

(n− 1)!
+

∫ 1

0

(1− t)n−1

(n− 1)!
ϕ(n)(t) dt.

Die letzte Gleichung folgt durch partielles Integrieren.

Lemma 3.45. Sei z0 ∈ C und R > 0. Dann gilt für alle z, w ∈ BR(z0) und
alle k, ℓ ∈ N ∫

γR

dζ

(ζ − z)k (ζ − w)ℓ
= 0, (3.40)

wobei γR : [0, 1] → C durch γR(t) := z0 +Re2πit definiert ist.

Beweis. Wir halten w fest und definieren Fk,ℓ : BR(z0) → C durch

Fk,ℓ(z) :=

∫
γR

dζ

(ζ − z)k (ζ − w)ℓ
.

Nach Lemma 3.33 ist Fk,ℓ holomorph und F ′
k,ℓ = kFk+1,ℓ. Andererseits gilt

für k = ℓ = 1 und z ∈ BR(z0) \ {w}

F1,1(z) =
1

z − w

∫
γR

(
1

ζ − z
− 1

ζ − w

)
dζ = 2πi

w(γR, z)− w(γR, w)

z − w
= 0.

Daraus folgt durch Stetigkeit und vollständige Induktion Fk,1 ≡ 0 für alle k.
Aus Symmetriegrründen ist daher auch F1,ℓ ≡ 0 für jedes ℓ ∈ N und daher,
wieder durch vollständige Induktion, Fk,ℓ ≡ 0 für alle k, ℓ ∈ N. Damit ist
das Lemma bewiesen.
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Beweis von Satz 3.43. Sei z ∈ Br(z0). Wir definieren ϕ : [0, 1] → C durch

ϕ(t) := f(z0 + t(z − z0)), 0 ≤ t ≤ 1.

Dies ist eine C∞-Funktion, nach Satz 3.34, und

ϕ(k)(t) = f (k)
(
z0 + t(z − z0)

)
(z − z0)

k

für k ∈ N und t ∈ [0, 1]. Also folgt aus Lemma 3.44 dass

f(z)−
n−1∑
k=0

f (k)(z0)

k!
(z − z0)

k =

∫ 1

0

(1− t)n−1

(n− 1)!
f (n)

(
z0+t(z−z0)

)
dt (z − z0)

n .

Nun ist die durch (3.36) definierte Funktion

fn : Br(z0) → C

holomorph (Lemma 3.33). Definieren wir also fn : Ω → C durch (3.36) für
z ∈ Br(z0) und durch

fn(z) :=
f(z)

(z − z0)
n −

n−1∑
k=0

f (k)(z0)

k!

1

(z − z0)
n−k

(3.41)

für z ∈ Ω\{z0} so erhalten wir eine holomorphe Funktion fn auf Ω die (3.35)
und (3.36) erfüllt.

Wir beweisen (3.37). Nach Satz 3.31 gilt für jedes z ∈ BR(z0), dass

fn(z) =
1

2πi

∫
γR

fn(ζ) dζ

ζ − z
.

Setzen wir für fn(ζ) den Ausdruck (3.41) ein, so ergibt sich

fn(z) =
1

2πi

∫
γR

f(ζ) dζ

(ζ − z0)
n (ζ − z)

−
n−1∑
k=0

f (k)(z0)

k!

1

2πi

∫
γR

dζ

(ζ − z0)
n−k (ζ − z)

=
1

2πi

∫
γR

f(ζ) dζ

(ζ − z0)
n (ζ − z)

.

Hier folgt die zweite Gleichung aus Lemma 3.45. Damit sind (i) und (ii)
bewiesen.
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Wir beweisen (iii). Die Koeffizienten der Taylorreihe (3.34) sind

an :=
f (n)(z0)

n!

und ihr Konvergenzradius ist

ρ =
1

lim supn→∞ |an|1/n
.

Sei 0 < R < r. Dann gilt BR(z0) ⊂ Ω und daher ist

M := sup
|z−z0|<R

|f(z)| <∞.

Es folgt nun aus Satz 3.38, dass |an| ≤M/Rn ist und daher

1

|an|1/n
≥ R

M1/n
.

Mit n→ ∞ ergibt sich für den Konvergenzradius ρ die Ungleichung

ρ ≥ R

limn→∞M1/n
= R.

Da dies für jedes R < r gilt folgt ρ ≥ r.
Es bleibt zu zeigen, dass die Taylorreihe für jedes z ∈ Br(z0) gegen den

Funktionswert f(z) konvergiert. Wir fixieren ein Element z ∈ Br(z0) und
definieren

εn := f(z)−
n−1∑
k=0

f (k)(z0)

k!
(z − z0)

k = fn(z) (z − z0)
n .

Zu zeigen ist, dass εn gegen Null konvergiert für n → ∞. Dazu wählen wir
eine reelle Zahl R so dass

|z − z0| < R < r.

Wie oben sei M := supBR(z0) |f | < ∞. Dann folgt aus (3.37) und (3.4) mit
L(γR) = 2πR dass

|fn(z)| ≤ R sup
|ζ−z0|=R

|f(ζ)|
|ζ − z0|n |ζ − z|

≤ RM

Rn(R− |z − z0|)
.

Hieraus folgt

|εn| ≤
RM

R− |z − z0|

(
|z − z0|
R

)n

.

Diese Folge konvergiert in der Tat gegen Null für n→ ∞. Damit ist der Satz
bewiesen.
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Beispiel 3.46. Die Potenzreihe

1

1− z
=

∞∑
n=0

zn

hat den Konvergenzradius ρ = 1. Man beachte, dass dies auch der Radius
des grössten Kreises mit dem Mittelpunkt z0 = 0 ist, auf dem f definiert
werden kann. Nach Satz 3.43 muss das so sein.

Beispiel 3.47. Die Potenzreihe

1

1 + z2
=

∞∑
n=0

(−1)nz2n

hat ebenfalls den Konvergenzradius 1. Als reell analytische Funktion ist
x 7→ 1/(1 + x2) jedoch auf der ganzen reellen Achse definiert. Der Konver-
genzradius “sieht” also die Singularitäten ±i. Übung: Was ist der Konver-
genzradius der Taylorreihe der Funktion z 7→ 1/(1 + z2) an einer beliebigen
Stelle a?

Beispiel 3.48. Die Taylorreihe der Exponentialfunktion an der Stelle z0 = 0
ist per Definition die bekannte Formel (mit Konvergenzradius ρ = ∞)

ez =
∞∑
n=0

zn

n!
.

Beispiel 3.49. Sei log : C \ (−∞, 0] → C der Hauptzweig des Logarithmus
(mit Bildmenge {w ∈ C | |Imw| < π}). Die Ableitung ist, nach Beispiel 2.27,

log′(z) =
1

z
.

Daraus ergibt sich durch vollständige Induktion

log(n)(z) =
(−1)n−1(n− 1)!

zn
.

Daher ist die Taylorreihe von log an der Stelle z0 = 1 durch

f(z) := log(1 + z) = z − z2

2
+
z3

3
− z4

4
± · · · (3.42)

gegeben. Diese hat den Konvergenzradius 1.
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Beispiel 3.50. Sei µ ∈ C gegeben. Für z ∈ C \ (−∞, 0] definieren wir

zµ := exp(µ log(z)),

wobei log den Hauptzweig des Logarithmus bezeichnet. Dann ist die Funk-
tion C \ (−∞, 0] → C : z 7→ zµ holomorph und ihre Taylorentwicklung an
der Stelle z0 = 1 hat die Form

gµ(z) := (1 + z)µ = 1 + µz +

(
µ

2

)
z2 +

(
µ

3

)
z3 + · · · (3.43)

wobei (
µ

n

)
:=

µ(µ− 1) · · · (µ− n+ 1)

1 · 2 · · ·n
.

Übung: Seien f und gµ durch die Potenzreihen in (3.42) und (3.43) definiert.
Zeigen Sie, dass diese Potenzreihen den Konvergenzradius 1 haben und dass
f und gµ die Gleichungen exp(f(z)) = 1+z und exp(µf(z)) = gµ(z) erfüllen.
(Hinweis: Das wurde in [6] für z, µ ∈ R bewiesen.)

Beispiel 3.51. Die Ableitungen der Funktion

f(z) :=
z

ez − 1

im Ursprung heissen Bernoulli-Zahlen. Sie sind, nach Satz 3.34, durch

Bn := f (n)(0) =
n!

2πi

∫
|z|=1

dz

(ez − 1) zn
(3.44)

gegeben. Hier steht der Ausdruck |z| = 1 unter dem Integralzeichen stellver-
tretend für die Kurve γ(t) = e2πit, 0 ≤ t ≤ 1. Die Taylorreihe der Funktion
f im Ursprung ist also

z

ez − 1
=

∞∑
n=0

Bnz
n

n!
. (3.45)

Die ersten zwanzig Bernoulli-Zahlen sind

B0 = 1, B1 = −1

2
, B2 =

1

6
, B4 = − 1

30
, B6 =

1

42
, B8 = − 1

30

B10 =
5

66
, B12 = − 691

2730
, B14 =

7

6
, B16 = −3617

510
, B18 =

43867

798

mit B3 = B5 = B7 = · · · = B19 = 0. Übung: Der Konvergenzradius
der Reihe (3.45) ist 2π. Die Bernoulli-Zahlen sind rational. Die ungeraden
Bernoulli-Zahlen B2k+1 verschwinden für k ≥ 1. Für k ≥ 1 ist die Bernoulli-
Zahl B2k positiv, wenn k ungerade ist, und negativ, wenn k gerade ist.
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Beispiel 3.52. Die Taylorreihen von Cosinus und Sinus im Ursprung haben
den Konvergenzradius ρ = ∞ und sind

cos(z) :=
eiz + e−iz

2
= 1− z2

2!
+
z4

4!
− z6

6!
± · · ·

sin(z) :=
eiz − e−iz

2i
= z − z3

3!
+
z5

5!
− z7

7!
± · · ·

Beispiel 3.53. Die Taylorreihen des hyperbolischen Cosinus und Sinus im
Ursprung haben den Konvergenzradius ρ = ∞ und sind

cosh(z) :=
ez + e−z

2
= 1 +

z2

2!
+
z4

4!
+
z6

6!
+ · · ·

sinh(z) :=
ez − e−z

2
= z +

z3

3!
+
z5

5!
+
z7

7!
+ · · ·

Beispiel 3.54. Die Taylorreihe des hyperbolischen Tangens im Ursprung
ist

tanh(z) =
sinh(z)

cosh(z)
=

∞∑
k=1

22k
(
22k − 1

)
B2k

(2k)!
z2k−1

wobei die B2k die Bernoulli-Zahlen sind (siehe Beispiel 3.51). Übung: Be-
weisen Sie diese Formel und zeigen Sie, dass der Konvergenzradius der Tay-
lorreihe π/2 ist. Was ist der Konvergenzradius der Taylorreihe von tanh an
einer beliebigen Stelle a?

Beispiel 3.55. Die Taylorreihe des Arcustangens ist

arctan(z) = tan−1(z) = z − z3

3
+
z5

5
− z7

7
± · · ·

Dies lässt sich am leichtesten dadurch beweisen dass die Ableitung des Ar-
custangens durch die Formel

arctan′(z) =
1

1 + z2
= 1− z2 + z4 − z6 ± · · ·

gegeben ist und arctan(0) = 0 ist (siehe Beispiel 2.30). Übung: Bestimmen
Sie den Konvergenzradius dieser Potenzreihen.

Beispiel 3.56. Die Taylorreihe der Koebe-Abbildung z 7→ z/(1− z)2 ist

z

(1− z)2
= z + 2z2 + 3z3 + 4z4 + · · · .

Übung: Beweisen Sie diese Formel und bestimmen Sie den Konvergenzra-
dius.



3.6. DIE TAYLORREIHE 77

Anwendungen des Satzes von Taylor

Der Satz von Taylor hat eine Reihe wichtiger Konsequenzen, denen wir uns
im folgenden widmen. Dazu gehört der Identitätssatz, der sagt, dass zwei
Funktionen mit der gleichen Taylorreihe an einer Stelle auf ihrem gesam-
ten (gemeinsamen) Definitionsgebiet übereinstimmen. Eine zweite wichtige
Konsequenz ist die Tatsache, dass die Nullstellen einer nichtkonstanten ho-
lomorphen Funktion isoliert liegen, sich also nicht häufen können.

Korollar 3.57 (Identitätssatz). Sei Ω ⊂ C eine zusammenhängende of-
fene Menge und a ∈ Ω. Sind f, g : Ω → C zwei holomorphe Funktionen
mit

f (n)(a) = g(n)(a) ∀ n ∈ N0

so ist f(z) = g(z) für alle z ∈ Ω.

Beweis. Wir definieren

Ω0 :=
{
z ∈ Ω | f (n)(z) = g(n)(z) ∀ n ∈ N0

}
.

Diese Menge ist offen. Denn wenn z0 ∈ Ω0 ist, gibt es ein r > 0 so dass
Br(z0) ⊂ Ω ist. Auf dieser Kreisscheibe stimmen f und g mit ihren Taylor-
reihen an der Stelle z0 überein (Satz 3.43). Also gilt

f(z) =
∞∑
n=0

f (n)(z0)

n!
(z − z0)

n =
∞∑
n=0

g(n)(z0)

n!
(z − z0)

n = g(z)

für alle z ∈ Br(z0); hier gilt die zweite Gleichung weil z0 ∈ Ω0 ist. Also
stimmen f und g auf Br(z0) überein, ebenso wie alle ihre Ableitungen, und
es folgt Br(z0) ⊂ Ω0. Nun ist aber Ω \Ω0 ebenfalls eine offene Menge, denn
für z1 ∈ Ω \Ω0 gibt es ein n ∈ N mit f (n)(z1) ̸= g(n)(z1) und, da f

(n) − g(n)

stetig ist, ein ε > 0 so dass f (n) − g(n) auf Bε(z1) überall ungleich Null ist;
daher ist Bε(z1) ⊂ Ω \ Ω0. Da Ω zusammenhängend und Ω0 ̸= ∅ ist, folgt
daraus Ω0 = Ω.

Korollar 3.58 (Nullstellen sind isoliert). Sei Ω ⊂ C eine zusammen-
hängende offene Menge und f : Ω → C eine nichtkonstante holomorphe
Funktion. Ist f(z0) = 0 so gibt es ein ε > 0 mit Bε(z0) ⊂ Ω so dass

0 < |z − z0| < ε =⇒ f(z) ̸= 0.

Beweis. Nach Korollar 3.57 gibt es ein n ∈ N mit

f (n)(z0) ̸= 0, f (k)(z0) = 0 k = 0, . . . , n− 1. (3.46)
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Nach Satz 3.43 gibt es eine holomorphe Funktion fn : Ω → C so dass

f(z) = fn(z) (z − z0)
n

für alle z ∈ Ω. Da fn(z0) = f (n)(z0)/n! ̸= 0 ist gibt es ein ε > 0 so dass
Bε(z0) ⊂ Ω und fn auf Bε(z0) nicht verschwindet. Mit diesem ε ist die
Behauptung des Korollars erfüllt.

Bemerkung 3.59. Es folgt aus dem Identitätssatz und Korollar 3.58, dass
jede holomorphe Funktion f : Ω → C auf einer zusammenhängenden offenen
Teilmenge Ω ⊂ C, die eine der fogenden drei Bedingungen erfüllt, überall
gleich Null ist.

(a) f verschwindet auf einer offenen Teilmenge U ⊂ Ω.

(b) Die Nullstellen von f haben einen Häufungspunkt in Ω.

(c) Es gibt eine nichtkonstante stetige Abbildung γ : [a, b] → Ω so dass
f(γ(t)) = 0 ist für alle t ∈ [a, b].

Definition 3.60. Ist f : Ω → C eine nichtkonstante holomorphe Funktion
und z0 ∈ Ω mit f(z0) = 0, so heisst die Zahl n ∈ N, für die (3.46) gilt, die
Ordnung der Nullstelle z0 von f .

Satz 3.61 (Die lokale Abbildung). Sei Ω ⊂ C eine offene zusammen-
hängende Teilmenge und f : Ω → C eine nichtkonstante holomorphe Funk-
tion. Sei z0 ∈ Ω, w0 := f(z0), und n ∈ N die Ordnung von z0 als Nullstelle
von f − w0. Dann gilt folgendes.

(i) Es gibt eine offene Umgebung U ⊂ Ω von z0, eine offene Umgebung
V ⊂ C von 0, und eine biholomorphe Abbildung ϕ : U → V , so dass

f(z) = w0 + ϕ(z)n (3.47)

für alle z ∈ U und ϕ(z0) = 0 ist.

(ii) Sei U wie in (i). Für jedes ε > 0 mit Bε(z0) ⊂ U gibt es ein δ > 0 so
dass für alle w ∈ C gilt

0 < |w − w0| < δ =⇒ # {z ∈ Bε(z0) | f(z) = w} = n.

Mit anderen Worten: die Gleichung f(z) = w hat für jedes w ∈ Bδ(w0)\{w0}
genau n Lösungen in Bε(z0).
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Beweis. Nach Satz 3.43 gibt es eine holomorphe Funktion g : Ω → C so dass

f(z)− f(z0) = (z − z0)
n g(z), g(z0) =

f (n)(z0)

n!
̸= 0.

Nach Satz 2.31 gibt es eine offene Umgebung U0 ⊂ Ω von z0 und eine
holomorphe Funktion h : U0 → C so dass h(z)n = g(z) für z ∈ U0. Wir
definieren ϕ : U0 → C durch

ϕ(z) := (z − z0)h(z),

für z ∈ U0. Diese Funktion erfüllt (3.47) und

ϕ(z0) = 0, ϕ′(z0) = h(z0) ̸= 0.

Also gibt es nach Satz 2.26 offene Umgebungen U ⊂ U0 von z0 und V ⊂ C
von 0, so dass ϕ|U : U → V ein holomorpher Diffeomorphismus ist. Damit
haben wir (i) bewiesen.

Wir beweisen (ii). Sei ε > 0 so dass Bε(z0) ⊂ U und wähle ρ > 0 und
δ > 0 so dass

Bρ(0) ⊂ ϕ(Bε(z0)) ⊂ V, δ := ρn.

Sei w ∈ C mit 0 < |w − w0| < δ = ρn. Dann gibt es genau n paarweise
verschiedene komplexe Zahlen ζ1, . . . , ζn ∈ C so dass

ζnk = w − w0, k = 1, . . . , n.

(Siehe Gleichung (1.27).) Diese Punkte haben einen Betrag |ζk| < ρ. Daher
gibt es Punkte z1, . . . , zn ∈ Bε(z0) so dass ϕ(zk) = ζk. Diese Punkte sind
paarweise verschieden und erfüllen die Gleichung

f(zk) = w0 + ϕ(zk)
n = w0 + ζnk = w.

Ist andererseits z ∈ Bε(z0) irgendein Punkt mit f(z) = w, so ist z ∈ U und
w − w0 = f(z) − w0 = ϕ(z)n. Daher muss ϕ(z) eine der n Wurzeln ζk sein
und z daher der entsprechende Punkt zk. Damit ist der Satz bewiesen.

Korollar 3.62 (Offenheitssatz). Sei Ω ⊂ C eine zusammenhängende offe-
ne Menge, f : Ω → C eine nichtkonstante holomorphe Funktion, und U ⊂ Ω
offen. Dann ist f(U) eine offene Teilmenge von C.

Beweis. Sei w0 ∈ f(U) und wähle ein z0 ∈ U mit f(z0) = w0. Wähle ε, δ wie
in Satz 3.61 und so dass Bε(z0) ⊂ U . Dann ist Bδ(w0) ⊂ f(Bε(z0)) ⊂ f(U).
Damit ist das Korollar bewiesen.
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Korollar 3.63 (Biholomorphiesatz). Sei Ω ⊂ C eine zusammenhängende
offene Menge und f : Ω → C eine injektive holomorphe Funktion. Dann ist
f ′(z) ̸= 0 für alle z ∈ Ω und f ist eine biholomorphe Abbildung von Ω nach
Ω′ := f(Ω).

Beweis. Wir nehmen an, dass es ein z0 ∈ Ω gibt mit f ′(z0) = 0 und bezeich-
nen mit n die Ordnung von z0 als Nullstelle von f −w0, wobei w0 := f(z0).
Dann ist n ≥ 2. Also folgt aus Satz 3.61, dass die Gleichung f(z) = w für
w hinreichend dicht bei w0, aber ungleich w0, mindestens zwei Lösungen
hat. Daher ist f in diesem Fall nicht injektiv. Damit haben wir gezeigt, dass
f ′(z) ̸= 0 ist für alle z ∈ Ω und die Behauptung folgt daher aus Satz 2.26.

Übung 3.64. Welches ist die grösste Kreisscheibe um den Ursprung auf der
die Funktion f(z) = z+z2 injektiv ist? Ebenso für die Funktionen f(z) = ez

und f(z) = z/(1− z)2.

Übung 3.65. Sei f(z) := cos(z). Finden Sie eine explizite Formel für ϕ so
dass ϕ′(0) ̸= 0 ist und f die Form f(z) = f(0) + ϕ(z)n nahe bei z0 = 0 hat.

Übung 3.66. Sei f : Ω → C holomorph in einer offenen Umgebung Ω von
0 mit f(0) = 0, f ′(0) ̸= 0. Zeigen Sie, dass es eine holomorphe Funktion g
in einer Umgebung von 0 gibt, die die Gleichung f(zn) = g(z)n erfüllt.

3.7 Das Maximumprinzip

Satz 3.67 (Maximumprinzip). (i) Sei Ω ⊂ C eine offene zusammen-
hängende Menge und f : Ω → C eine nichtkonstante holomorphe Funktion.
Dann hat die Funktion Ω → R : z 7→ |f(z)| kein Maximum in Ω.

(ii) Sei Ω ⊂ C eine beschränkte offene Teilmenge und f : Ω → C eine stetige
Funktion deren Einschränkung auf Ω holomorph ist. Dann gilt

max
Ω

|f | = max
∂Ω

|f | .

Beweis. Wir beweisen (i). Sei z0 ∈ Ω. Nach dem Offenheitssatz (Korol-
lar 3.62) gibt es ein ε > 0 so dass Bε(f(z0)) ⊂ f(Ω). Also gibt es ein z ∈ Ω
mit |f(z)| > |f(z0)|.

Wir beweisen (ii). Sei z0 ∈ Ω so dass |f(z0)| ≥ |f(z)| für alle z ∈ Ω.
Sei Ω0 ⊂ Ω die Zusammenhangskomponente von z0. Dann ist Ω0 zusam-
menhängend und |f(z0)| ≥ |f(z)| für alle z ∈ Ω0. Nach (i) ist also f auf Ω0

konstant. Daher gilt f(z) = f(z0) für alle z ∈ Ω0 und damit auch für alle
z ∈ ∂Ω0 ⊂ ∂Ω. Also gilt |f(z)| = maxΩ |f | für alle z ∈ ∂Ω0.
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Hier ist gleich noch ein Beweis von (ii), direkt mit Cauchy’s Integralfor-
mel aus Satz 3.31. Sei z0 ∈ Ω und r > 0 so dass Br(z0) ⊂ Ω. Definiere die
Kurve γ : [0, 1] → Ω durch γ(t) := z0 + re2πit. Dann gilt

f(z0) =
1

2πi

∫
γ

f(ζ) dζ

ζ − z0
=

1

2πi

∫ 1

0

f(γ(t))γ̇(t)

γ(t)− z0
dt =

∫ 1

0
f(z0 + re2πit) dt.

Daraus folge, nach (3.3), dass

|f(z0)| ≤
∫ 1

0

∣∣∣f(z0 + re2πit)
∣∣∣ dt.

Ist nun z0 ∈ Ω ein Punkt mit |f(z0)| = maxΩ |f | so gilt |f(z)| = |f(z0)| für
alle z ∈ ∂Br(z0), da sonst das Integral strikt kleiner als |f(z0)| wäre. Dies
gilt für Br(z0) ⊂ Ω, also auch für Br(z0) ⊂ Ω. Wählen wir r maximal mit
dieser Eigenschaft, so gilt ∂Br(z0)∩∂Ω ̸= ∅, und daher nimmt die Funktion
z 7→ |f(z)| ihr Maximum auf dem Rand von Ω an.

Insbesondere erfüllt jede nichtkonstante holomorphe Funktion f : D → C
mit |f(z)| ≤ M für alle z ∈ D sogar die strikte Ungleichung |f(z)| < M für
alle z ∈ D. Für Funktionen, die im Ursprung verschwinden, lässt sich diese
Aussage noch wie folgt verschärfen.

Satz 3.68 (Das Schwarzsche Lemma). Sei D := {z ∈ C | |z| < 1} die
offene Einheitskreisscheibe und f : D → C eine holomorphe Funktion so
dass f(0) = 0 ist und |f(z)| ≤ 1 für alle z ∈ D. Dann gilt∣∣f ′(0)∣∣ ≤ 1, |f(z)| ≤ |z| ∀z ∈ D.

Ist |f ′(0)| = 1 oder |f(z)| = |z| für ein z ∈ D \ {0}, so hat f die Form
f(z) = cz für ein c ∈ C mit |c| = 1.

Beweis. Definiere g : D → C durch

g(z) :=

{
f(z)/z, falls z ∈ D \ {0},
f ′(0), falls z = 0.

Diese Funktion ist stetig und in D\{0} ist sie holomorph. Nach Korollar 3.37
ist sie auf ganz D holomorph. Ausserdem gilt nach Voraussetzung∣∣∣g(reiθ)∣∣∣ = ∣∣f(reiθ)∣∣

r
≤ 1

r

für 0 < r < 1 und θ ∈ R. Hieraus folgt nach Satz 3.67, dass |g(z)| ≤ 1/r
für alle z ∈ Br(0). Mit r → 1 ergibt sich daraus die Ungleichung |g(z)| ≤ 1
für alle z ∈ D. Ist |g(z)| = 1 für ein z ∈ D, so folgt wiederum aus Satz 3.67,
dass g konstant ist. Damit ist der Satz bewiesen.
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Korollar 3.69. Jede holomorphe Abbildung f : D → D erfüllt die Unglei-
chungen ∣∣∣∣∣ f(z)− f(z0)

1− f(z0)f(z)

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣ z − z0
1− z̄0z

∣∣∣∣ (3.48)

und
|f ′(z)|

1− |f(z)|2
≤ 1

1− |z|2
(3.49)

für alle z, z0 ∈ D.

Beweis. Sei w0 := f(z0). Wir wählen biholomorphe Abbildungen S : D → D
und T : D → D so dass S(w0) = 0 und T (z0) = 0 ist, nämlich

S(w) :=
w − w0

1− w̄0w
, T (z) :=

z − z0
1− z̄0z

(siehe Beispiel 2.23). Dann erfüllt die Abbildung

f̃ := S ◦ f ◦ T−1 : D → D

die Bedingung f̃(0) = 0 aus Satz 3.68. Also gilt∣∣S(f(T−1(z)))
∣∣ ≤ |z| ∀ z ∈ D.

Daraus folgt ∣∣∣∣ f(z)− w0

1− w̄0f(z)

∣∣∣∣ = |S(f(z))| ≤ |T (z)| =
∣∣∣∣ z − z0
1− z̄0z

∣∣∣∣ .
Damit ist (3.48) bewiesen. Aus (3.48) folgt aber∣∣∣∣f(z)− f(z0)

z − z0

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣1− f(z0)f(z)

1− z̄0z

∣∣∣∣∣
und mit z → z0 folgt daraus (3.49).

Korollar 3.70. Jede biholomorphe Abbildung f : D → D hat die Form

f(z) = eiθ
z − z0
1− z̄0z

für ein z0 ∈ D und ein θ ∈ R.
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Beweis. Wenden wir Korollar 3.69 sowohl auf f als auch auf f−1 an so ergibt
sich Gleichheit in (3.48) für alle z, z0 ∈ D. Das heisst, nach Satz 3.68, dass
die Abbildung f̃ im Beweis von Korollar 3.69 durch Multiplikation mit einer
Zahl eiθ gegeben ist. Wählen wir nun z0 so dass w0 = f(z0) = 0 ist so ist
S = id und es folgt dass f(z) = eiθT (z) die gewünschte Form hat.

Übung 3.71. Sei f : H → C eine holomorphe Funktion auf der offenen
oberen Halbebene H := {z ∈ C | Im z > 0} so dass Im f(z) ≥ 0 ist für alle
z ∈ H. Dann gelten die folgenden Ungleichungen für alle z, z0 ∈ H:∣∣∣∣∣f(z)− f(z0)

f(z)− f(z0)

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣z − z0
z − z̄0

∣∣∣∣ , |f ′(z)|
Im f(z)

≤ 1

Im z
. (3.50)

Übung 3.72. Jede biholomorphe Abbildung f : H → H der offenen oberen
Halbebene ist eine Möbiustransformation mit reellen Koeffizienten.

Übung 3.73. Die hyperbolische Länge einer C1-Kurve γ : [a, b] → D ist
definiert durch

λ(γ) :=

∫
γ

|dz|
1− |z|2

=

∫ b

a

|γ̇(t)|
1− |γ(t)|2

dt.

Zeigen Sie, dass jede holomorphe Abbildung f : D → D und jede C1-Kurve
γ : [a, b] → D die Ungleichung λ(f ◦ γ) ≤ λ(γ) erfüllen. Schliessen Sie
daraus, dass jede biholomorphe Abbildung f : D → D die hyperbolische
Länge erhält.

Übung 3.74. Seien z0, z1 ∈ D zwei verschiedene Punkte. Dann ist die C1-
Kurve γ : [0, 1] → D mit der kürzesten hyperbolischen Länge, die z0 und z1
verbindet, ein Kreisbogen auf einem Kreis, der auf dem Einheitskreis

S1 = ∂D = {z ∈ C | |z| = 1}

senkrecht steht.

Übung 3.75. Sei ∆ ⊂ C das gleichseitige Dreieck mit den Ecken z1 = 1,
z2 = e2πi/3, z3 = e−2πi/3, und den verbindenden Kanten Γ12, Γ23, Γ31.
Sei f : ∆ → C eine stetige Funktion, die auf ∆ holomorph ist und die
Ungleichungen |f(z)| ≤ mij für z ∈ Γij erfüllt. Dann gilt

|f(0)| ≤ (m12m23m31)
1/3 .

Hinweis: Rotation.
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3.8 Pole und wesentliche Singularitäten

Definition 3.76. Sei Ω ⊂ C eine offene Menge, a ∈ Ω, und f : Ω\{a} → C
eine holomorphe Funktion. Die Zahl a heisst,

(I) hebbare Singularität von f wenn

lim
z→a

(z − a)f(z) = 0

ist,

(II) Pol von f wenn
lim
z→a

f(z) = ∞

ist,

(III) wesentliche Singularität von f wenn a weder ein Pol noch eine
hebbare Singularität von f ist.

Bemerkung 3.77. (i) Nach Korollar 3.37 wissen wir, dass f sich im Fal-
le einer hebbaren Singularität zu einer holomorphen Funktion auf ganz Ω
fortsetzen lässt. Daher schliessen sich die Fälle (I) und (II) gegenseitig aus.

(ii) Ist a ein Pol von f , so folgt aus der Definition, dass f sich zu einer
stetigen Funktion f : Ω → C fortsetzen lässt mit f(a) := ∞.

Beispiel 3.78. (i) Für n ∈ N und a ∈ C hat die Funktion

f(z) :=
1

(z − a)n

auf C \ {a} einen Pol an der Stelle a.

(ii) Seien p, q : C → C Polynome und

Z := {ζ ∈ C | q(ζ) = 0}

die Menge der Nullstellen von q. Sei f : C \ Z → C die rationale Funktion

f(z) :=
p(z)

q(z)
.

Ist ζ ∈ Z mit p(ζ) ̸= 0 so hat f einen Pol an der Stelle ζ. Ist ζ ∈ Z
eine Nullstelle von p von der Ordnung m und ist n die Ordnung von ζ als
Nullstelle von q, so ist ζ eine hebbare Singularität von f im Fall m ≥ n und
ein Pol im Fall m < n.

(iii) Die Funktion f(z) = exp(1/z) auf C \ {0} hat eine wesentliche Singu-
lariät an der Stelle a = 0.
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Satz 3.79 (Polstellen). Sei Ω ⊂ C offen, z0 ∈ Ω, und f : Ω\{z0} → C eine
holomorphe Funktion mit einem Pol an der Stelle z0. Dann gilt folgendes.

(i) Es gibt genau eine natürliche Zahl n ∈ N, so dass der Grenzwert

c := lim
z→z0

(z − z0)
n f(z) (3.51)

in C existiert und ungleich Null ist.

(ii) Sei n wie in (i). Dann gibt es eine holomorphe Funktion g : Ω → C, so
dass

f(z) =
g(z)

(z − z0)
n ∀ z ∈ Ω \ {z0}, g(z0) ̸= 0. (3.52)

(iii) Sei n wie in (i). Dann gibt es komplexe Zahlen b1, . . . , bn ∈ C mit
bn ̸= 0 und eine holomorphe Funktion ϕ : Ω → C, so dass

f(z) =
bn

(z − z0)
n +

bn−1

(z − z0)
n−1 + · · ·+ b1

z − z0
+ ϕ(z) (3.53)

für alle z ∈ Ω \ {z0}.
(iv) Sei n wie in (i), ϕ wie in (iii), r > 0 so dass Br(z0) ⊂ Ω, und sei
γ : [0, 1] → Ω durch γ(t) := z0 + re2πit definiert. Dann gilt

ϕ(z) =
1

2πi

∫
γ

f(ζ) dζ

ζ − z
∀ z ∈ Br(z0). (3.54)

Definition 3.80. Die Zahl n in Satz 3.79 heisst Ordnung der Polstel-
le z0.

Beweis von Satz 3.79. Nach Voraussetzung ist limz→z0 f(z) = ∞.Das heisst

∀ c > 0 ∃ δ > 0 ∀ z ∈ C : 0 < |z − z0| < δ =⇒ z ∈ Ω & |f(z)| > c.

Also existiert insbesondere eine offene Umgebung U ⊂ Ω von z0 so dass
f(z) ̸= 0 ist für alle z ∈ U \ {z0}. Definiere h : U → C durch

h(z) :=

{
1/f(z), für z ∈ U \ {z0},
0, für z = z0.

Dann ist h stetig und holomorph auf U \ {z0}. Also folgt aus Korollar 3.37,
dass h auf ganz U holomorph ist. Da h(z0) = 0 ist und h(z) ̸= 0 für z ∈
U \ {z0}, existiert nach Korollar 3.57 ein n ∈ N so dass

h(n)(z0) ̸= 0, h(k)(z0) = 0, k = 0, 1, . . . , n− 1.
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Also existiert nach Satz 3.43 eine holomorphe Funktion hn : U → C, so dass

h(z) = (z − z0)
n hn(z) ∀z ∈ U \ {z0}, hn(z0) =

h(n)(z0)

n!
̸= 0.

Die Funktion hn ist auf ganz U ungleich Null und wir definieren g : Ω → C
durch

g(z) :=

{
(z − z0)

n f(z), für z ∈ Ω \ {z0},
1/hn(z), für z ∈ U.

Dies macht Sinn, da

1

hn(z)
=

(z − z0)
n

h(z)
= (z − z0)

n f(z)

ist für alle z ∈ U \ {z0}. Ausserdem ist g holomorph und erfüllt (3.52). Da
g(z0) ̸= 0 ist, gilt auch (3.51). Damit haben wir (i) und (ii) bewiesen.

Wir beweisen (iii) und (iv). Nach Satz 3.43 gibt es eine holomorphe
Funktion ϕ : Ω → C so dass

g(z) =
n−1∑
k=0

g(k)(z0)

k!
(z − z0)

k + (z − z0)
n ϕ(z)

für alle z ∈ Ω und ϕ(z0) = g(n)(z0)/n!. Setzen wir diese Formel in (3.52) ein,
so ergibt sich (3.53) mit

bk =
g(n−k)(z0)

(n− k)!
, bn = g(z0) ̸= 0.

Es folgt aus (3.53) mit

γ(t) = z0 + re2πit, 0 ≤ t ≤ 1,

dass ∫
γ

f(ζ) dζ

ζ − z
=

n∑
ℓ=1

∫
γ

bℓ dζ

(ζ − z0)
ℓ (ζ − z)

+

∫
γ

ϕ(ζ) dζ

ζ − z

=

∫
γ

ϕ(ζ) dζ

ζ − z

= 2πiϕ(z)

Hier folgt die vorletzte Gleichung aus Lemma 3.45 und die letzte Gleichung
aus Satz 3.31. Damit ist der Satz bewiesen.
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Sei Ω ⊂ C eine zusammenhängende offene Menge und z0 ∈ Ω. Sei
f : Ω \ {z0} → C eine holomorphe Funktion. Für α ∈ R betrachten wir die
beiden Aussagen

(A) limz→z0 |z − z0|α |f(z)| = 0.

(B) limz→z0 |z − z0|α |f(z)| = ∞.

Bemerkung 3.81. Zunächst beobachten wir dass, wenn (B) für α = α0

gilt, dann gilt (B) auch für jedes α ≤ α0. Ebenso, wenn (A) für α = α0

gilt, dann gilt (A) auch für jedes α ≥ α0.

Bemerkung 3.82. Nehmen wir an (B) gilt für ein α ∈ R. In diesem Fall
wählen wir eine ganze Zahl k ∈ Z mit k ≤ α. Dann gilt (B) auch für k.
Damit hat die Funktion z 7→ (z − z0)

k f(z) einen Pol an der Stelle z0. Sei ℓ
die Ordnung dieses Pols. Dann existiert der Grenzwert

c := lim
z→z0

(z − z0)
k+ℓ f(z) ̸= 0

in C. Also gilt (A) für alle α > n := k + ℓ und (B) für alle α < n.

Bemerkung 3.83. Nehmen wir an (A) gilt für ein α ∈ R und f ̸≡ 0. In
diesem Fall wählen wir eine ganze Zahl k ∈ Z mit k ≥ α. Dann gilt (A)
auch für k. Damit hat die Funktion z 7→ (z − z0)

k f(z) eine Nullstelle an der
Stelle z0. Sei ℓ die Ordnung dieser Nullstelle. Dann existiert der Grenzwert

c := lim
z→z0

(z − z0)
k−ℓ f(z) ̸= 0

in C. Also gilt (A) für alle α > n := k − ℓ und (B) für alle α < n.

Aus diesen Bemerkungen folgt, dass drei Möglichkeiten bestehen:

(I) (A) gilt für alle α ∈ R. Nach Korollar 3.57 ist dies äquivalent dazu, dass
f identisch verschwindet.

(II) Es gibt eine ganze Zahl n ∈ Z so dass der Grenzwert

c = lim
z→z0

(z − z0)
n f(z)

in C existiert und ungleich Null ist. In diesem Fall gilt (A) für alle α > n
und (B) für alle α < n. Wir nennen n die algebraische Ordnung von f
an der Stelle z0. Für diese Ordnung gibt es drei Möglichkeiten:

n = 0: z0 ist eine hebbare Singularität und f(z0) ̸= 0.

n > 0: z0 ist ein Pol der Ordnung n.

n < 0: z0 ist eine Nullstelle der Ordnung −n.
(III) Für jedes α ∈ R gilt weder (A) noch (B). In diesem Fall ist z0 eine
wesentliche Singularität von f .
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Satz 3.84 (Casorati–Weierstrass). Sei Ω ⊂ C eine offene Menge, z0 ∈ Ω,
und f : Ω\{z0} → C eine holomorphe Funktion, so dass z0 eine wesentliche
Singularität von f ist. Dann gibt es für jede komplexe Zahl w ∈ C eine Folge
zn ∈ Ω \ {z0} die gegen z0 konvergiert, so dass f(zn) gegen w konvergiert.

Beweis. Wir nehmen an, dass dies nicht gilt. Dann existiert ein Punkt

w0 ∈ C,

der nicht als Grenzwert eine Folge f(zn) mit zn → z0 auftreten kann. Das
heisst

∃ δ > 0 ∃ ε > 0 ∀ z ∈ Ω : 0 < |z − z0| < ε =⇒ |f(z)− w0| ≥ δ.

Betrachten wir nun eine Zahl α < 0 so folgt

lim
z→z0

|z − z0|α |f(z)− w0| = ∞,

da der erste Faktor gegen unendlich geht und der zweite Faktor von unten
durch δ beschränkt ist. Hieraus folgt nach Bemerkung 3.82, dass es eine Zahl
n ∈ N0 gibt, so dass der Grenzwert

lim
z→z0

(z − z0)
n (f(z)− w0) =: c

in C existiert und ungleich Null ist. (Wir haben n ≥ 0, da für jedes n < 0
der Grenzwert der Beträge ∞ ist.) Nach Satz 3.79 folgt daraus, dass es eine
holomorphe Funktion g : Ω → C gibt so dass g(z0) ̸= 0 ist und

f(z)− w0 =
g(z)

(z − z0)
n ∀ z ∈ Ω \ {z0}.

Im Fall n = 0 hat f eine hebbare Singularität an der Stelle z0. Im Fall
n > 0 hat f einen Pol an der Stelle z0. Beides steht im Widerspruch zu der
Voraussetzung, dass z0 eine wesentliche Singularität von f ist. Damit ist der
Satz bewiesen.

Bemerkung 3.85. Man kann sogar beweisen, dass unter den Vorausset-
zungen von Satz 3.84 die Restriktion von f auf U \ {z0}, für jede noch so
kleine Umgebung U von z0, jeden Wert in C annimmt bis auf höchstens einen
Ausnahmepunkt a. Dies ist der Satz von Picard und wir behandeln den
Beweis in diesem Manuskript nicht. Als Beispiel kann man sich die Funktion
f(z) = exp(1/z) vor Augen halten. In diesem Fall ist der Ausnahmepunkt
a = 0, der von der Exponentialfunktion nirgends angenommen wird.
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Übung 3.86. Sei f : D \ {0} → C eine holomorphe Funktion so dass der
Grenzwert limz→0Re f(z) existiert und eine reelle Zahl (also nicht gleich ∞)
ist. Zeigen Sie, dass 0 weder ein Pol noch eine wesentliche Singularität von
f sein kann und daher eine hebbare Singularität von f sein muss.

Übung 3.87. Sei f : C → C eine holomorphe Funktion und n ∈ N so dass

# {z ∈ C | f(z) = w} ≤ n

ist für alle w ∈ C. Beweisen Sie, dass f ein Polynom vom Grade deg(f) ≤ n
ist. Hinweis: Zeigen Sie dass z0 = 0 keine wesentliche Singularität der
Funktion C \ {0} → C : z 7→ f(1/z) sein kann.

Übung 3.88. Jede injektive holomorphe Funktion f : C → C ist ein Poly-
nom vom Grade 1.

Übung 3.89. Sei f : C → C eine stetige Abbildung. Sie heisst holomorph
wenn die Funktionen

f1 : Ω1 := {z ∈ C | f(z) ̸= ∞} −→ C, f1(z) := f(z),
f2 : Ω2 := {z ∈ C | f(z) ̸= 0} −→ C, f2(z) := 1/f(z),
f3 : Ω3 := {z ∈ C | f(1/z) ̸= ∞} −→ C, f3(z) := f(1/z),
f4 : Ω4 := {z ∈ C | f(1/z) ̸= 0} −→ C, f4(z) := 1/f(1/z)

holomorph sind. Beweisen Sie folgendes.

(a) Die Menge C \ Ωi ist endlich für i = 1, 2, 3, 4 und jede nichtkonstante
holomorphe Funktion f : C → C.
(b) Jede holomorphe Funktion f : C → C ist rational.

(c) Jede biholomorphe Funktion f : C → C ist eine Möbiustransformation.
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Kapitel 4

Der Residuenkalkül

Bisher haben wir Cauchy’s Integralformel nur lokal bewiesen für holomor-
phe Funktionen auf einer Kreisscheibe (Korollar 3.21). In diesem Kapitel
soll es nun um die globale Frage gehen auf welchen Kurven denn das Inte-
gral einer holomorphen Funktion f : Ω → C auf einem beliebigen Gebiet Ω
verschwindet. Eine erste, und bestechend einfache, Antwort auf diese Frage
gibt bereits das Korollar 3.13, nämlich auf zusammenziehbaren geschlosse-
nen Kurven. Dieses Resultat täuscht jedoch über das durchaus schwierige
Problem hinweg, zu bestimmen, wann denn eine Kurve zusammenziehbar
ist. Darüber hinaus gibt es eine allgemeinere Klasse von Kurven, auf die die
Integralformel zutrifft, nämlich die null-homologen Zyklen, die für Anwen-
dungen des Satzes eine gewichtige Rolle spielen. Im Gegensatz zur Frage der
Homotopie, ist es in vielen Fällen erstaunlich einfach, herauszufinden, wann
ein Zyklus null-homolog ist. Darum soll es im nächsten Abschnitt gehen.

4.1 Ketten und Zyklen

Sei Ω ⊂ C eine offene Menge. Wir erinnern an den Begriff einer stückweise
glatten Kurve γ : I → Ω auf einem abgeschlossenen Intervall I ⊂ R. Das
Intervall besitzt eine Partition t0 < t1 < t2 < · · · < tN , so dass die Ein-
schränkung γi := γ|Ii auf das Teilintervall Ii := [ti−1, ti] glatt ist für jedes i.
Wir können uns γ auch als Ansammlung von N verschiedenen glatten Kur-
ven γi : Ii → Ω vorstellen, und dies als formale Summe γ = γ1+γ2+ · · ·+γN
schreiben. In der Tat ist das Integral einer stetigen Funktion f : Ω → C
über γ ja gerade definiert als die Summe der Integrale über die γi, so dass∫

γ1+···+γN

f(z) dz :=

∫
γ1

f(z) dz + · · ·+
∫
γN

f(z) dz.

91
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Da das Integral von der Parametrisierung unabhängig ist, können wir die
glatten Kurven, aus denen γ zusammengesetzt ist, als Funktionen auf dem
Einheitsintervall [0, 1] schreiben. Darüber hinaus hindert uns niemand dar-
an, auch Integrale über Kurven zu betrachten, die sich nicht zu einer einzigen
stückweise glatten Kurve auf einem Intervall zusammensetzen lassen. Und
es kann sein, dass mehrere Teilstücke unserer Kurve übereinstimmen und
wir ersetzen dann einen Ausdruck der Form γi + γj mit γi = γj durch 2γi.
Dies führt zum Begriff von Ketten und Zyklen in Ω.

Definition 4.1. Sei Ω ⊂ C eine offene Menge. Eine Kette in Ω ist eine
formale Summe

γ = m1γ1 + · · ·+mNγN (4.1)

mit mi ∈ Z, wobei die γi : [0, 1] → Ω paarweise verschiedene glatte Kurven
sind. Wir identifizieren zwei Ketten die auseinander hervorgehen durch

(a) Vertauschen der Reihenfolge,

(b) Fortlassen oder hinzufügen von Summanden mit mi = 0.

Also können wir die Kette (4.1) auch als Abbildung C∞([0, 1],Ω) → Z schrei-
ben, die jeder der Kurven γi ihre Multiplizität mi zuordnet und jeder an-
deren Kurve die Zahl 0. Die Menge

Γ :=
N⋃
i=1

{γi(t) | 0 ≤ t ≤ 1}

heisst Bildmenge der Kette γ.
Ein Zyklus in Ω ist eine Kette (4.1) in der jeder Punkt in Ω gleich oft

als Anfangs- und Endpunkt erscheint, das heisst∑
γi(1)=z

mi −
∑

γi(0)=z

mi = 0 ∀ z ∈ Ω. (4.2)

Ist f : Ω → C eine stetige Funktion, so definieren wir das Integral von f
über einer Kette (4.1) durch∫

γ
f(z) dz :=

N∑
i=1

mi

∫
γi

f(z) dz. (4.3)

Ist (4.1) ein Zyklus mit Bildmenge Γ und ist z ∈ C \ Γ so heisst die Zahl

w(γ, z) :=
1

2πi

∫
γ

dζ

ζ − z
(4.4)

die Windungszahl von γ um z.
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Es wird im folgenden nützlich sein, für die Menge der Ketten in Ω eine
geeignete Notation einzuführen. Wir bezeichnen diese Menge mit

C (Ω) := {Ketten in Ω}

und die Menge der Zyklen mit

Z (Ω) := {γ ∈ C (Ω) | γ ist ein Zyklus} .

Die Menge C (Ω) ist also die Menge aller Funktionen von C∞([0, 1],Ω)
nach Z, die nur an endlich vielen Stellen einen von Null verschiedenen Wert
annehmen. Wenn wir γ =

∑N
i=1miγi ∈ C (Ω) schreiben so heisst das, dass

die Summe (4.1) die Abbildung C∞([0, 1],Ω) → Z : γi 7→ mi repräsentiert.
Die Menge C (Ω) ist eine abelsche Gruppe unter der punktweisen Additi-
on von Funktionen C∞([0, 1],Ω) → Z mit endlichem Träger. Das neutrale
Element ist die Null-Funktion, die jeder glatten Kurve in C∞([0, 1],Ω) die
Multiplizität 0 zuordnet, und kann repräsentiert werden durch eine formale
Summe (4.1) in der alle mi gleich Null sind, oder durch die leere Summe
ohne jeglichen Summanden. Die Menge Z (Ω) aller Zyklen ist offensichtlich
eine Untergruppe von C (Ω) und, für jede stetige Funktion f : Ω → C, ist
die Abbildung

C (Ω) → C : γ 7→
∫
γ
f(z) dz

eine Gruppenhomomorphismus.

Definition 4.2. Zwei Ketten α, β ∈ C (Ω) heissen äquivalent, wenn die
Integrale von f über α und β für jede stetige Funktion f : Ω → C überein-
stimmen. Wir schreiben

α ≡ β : ⇐⇒
∫
α
f(z) dz =

∫
β
f(z) dz ∀ f ∈ C(Ω).

(siehe Abbildung 4.1).

Abbildung 4.1: Zwei äquivalente Ketten

Bemerkung 4.3. Äquivalenz von Ketten ist eine Äquivalenzrelation.
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Bemerkung 4.4. Ist eine Kette

γ =
N∑
i=1

miγi ∈ C (Ω)

gegeben, so erhalten wir eine äquivalente Kette durch folgende Operationen.

(i) Reparametrisieren der γi.

(ii) Unterteilen eines γi in zwei Kurven, oder umgekehrt Zusammensetzen
zweier Kurven γi und γj mit γi(1) = γj(0).

(iii) Richtungsumkehr: wir können einen Summanden miγi durch m̃iγ̃i er-
setzen, wobei m̃i := −mi und γ̃i(t) := γi(1− t) ist.

Bemerkung 4.5. Jeder Zyklus γ ∈ Z (Ω) ist, durch ein einfaches kombina-
torisches Argument, zu einer endlichen formalen Summe stückweise glatter
geschossener Kurven äquivalent. Daher ist die Windungszahl w(γ, z) stets
eine ganze Zahl. Ausserdem folgt damit aus Satz 3.17, dass eine stetige Funk-
tion f : Ω → C genau dann eine holomorphe Stammfunktion F : Ω → C
mit F ′ = f hat, wennn ihr Integral über jedem Zyklus verschwindet.

Beispiel 4.6. Sei z0 = x0 + iy0 und z1 = x1 + iy1 komplexe Zahlen mit
x0 < x1 und y0 < y1, und sei R ⊂ C das abgeschlossene Rechteck

R = {z ∈ C |x0 ≤ Re z ≤ x1, y0 ≤ Im z ≤ y1} .

Ist der Rand von R in Ω enthalten, so bezeichnen wir mit ∂R ∈ Z (Ω) auch
den Zyklus, der den Rand von R entgegen dem Uhrzeigersinn durchläuft.
Er ist durch

∂R := γ1 + γ2 + γ3 + γ4

gegeben mit

γ1(t) := z0 + t(x1 − x0),

γ2(t) := z1 + i(1− t)(y0 − y1),

γ3(t) := z1 + t(x0 − x1),

γ4(t) := z0 + i(1− t)(y1 − y0)

für 0 ≤ t ≤ 1 (siehe Abbildung 3.1). Insbesondere stimmt damit die Defini-
tion des Integrals über ∂R mit der in Beispiel 3.15 getroffenen Konvention
überein. Wir schreiben manchmal auch ∂iR := γi für i = 1, 2, 3, 4.
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Definition 4.7. Sei Ω ⊂ C eine zusammenhängende offene Teilmenge.
Wir nennen Ω einfach zusammenhängend, wenn ihr Komplement C \Ω
in der Riemannschen Zahlenkugel zusammenhängend ist; das heisst, wenn
A,B ⊂ C abgeschlossene Teilmengen sind, so dass A ∪ B = C \ Ω und
A ∩B = ∅ ist, dann ist entweder A = ∅ oder B = ∅.

Beispiel 4.8. Die Mengen C, D, H, C \ (−∞, 0] sind offensichtlich einfach
zusammenhängend. Etwas interessanter sind die Beispiele

Ω = {z ∈ C | |Im z| < π} , Ω := C \
(
(−∞,−1] ∪ [1,∞)

)
.

Diese Mengen sind auch einfach zusammenhängend, jedoch ist in diesen
beiden Fällen das Komplement C \Ω nicht zusammenhängend, und wird es
erst durch Hinzunahme des Punktes ∞. Ein anderes Beispiel ist die Menge
Ω := C \ S mit

S := {z = x+ iy ∈ C |x > 0, y = sin(1/x)} ∪ {iy | − 1 ≤ y ≤ 1} .

In diesem Fall ist S ∪ {∞} = C \ Ω zusammenhängend, aber nicht weg-
zusammenhängend.

Beispiel 4.9. Als weiteres Beispiel betrachten wir eine glatte Einbettung
γ : R/Z → C (also eine glatte Kurve γ : R → C, die die Periodizitätsbe-
dingung γ(t + 1) = γ(t) erfüllt, deren Ableitung überall ungleich Null ist,
und die injektiv ist in dem Sinne, dass γ(t) = γ(s) genau dann gilt, wenn
s− t eine ganze Zahl ist). Sei Γ := {γ(t) | t ∈ R} die Bildmenge dieser Kurve

Abbildung 4.2: Eine einfach zusammenhängende Menge

(siehe Abbildung 4.2). Ihr Komplement C \ Γ = Ω0 ∪ Ω1 ist die disjunkte
Vereinigung der Mengen

Ω0 := {z ∈ C \ Γ |w(γ, z) = 0} , Ω1 := {z ∈ C \ Γ |w(γ, z) ̸= 0} .
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Diese sind beide zusammenhängend, wie man leicht sieht (Übung 3.29). Nach
Lemma 3.25 ist Ω0 die unbeschränkte Komponente des Komplements. Daher
ist die Menge C \ Ω1 = Ω0 ∪ Γ ∪ {∞} zusammenhängend, und somit ist Ω1

einfach zusammenhängend im Sinne von Definition 4.7. Es ist jedoch nicht
einfach, zu beweisen, dass jede geschlossene Kurve in Ω1 zusammenziehbar
ist. Wir bemerken noch, dass das Komplement von Ω0 in C zwei Kompo-
nenten hat, nämlich A := Ω1 ∪ Γ und B := {∞}. Daher ist Ω0 nicht einfach
zusammenhängend.

Beispiel 4.10. Ein umgekehrtes Beispiel ist die Mandelbrot-Menge M.
Sie spielt eine wichtige Rolle im Gebiet der komplexen Dynamik (siehe Mil-
nor [3]) und ist definiert als die Menge aller komplexen Zahlen c ∈ C mit
der Eigenschaft, dass die rekursiv durch

z0 := 0, zn+1 := c+ z2n

definierte Folge z0, z1, z2, z3, . . . beschränkt ist. Die Menge M ist abgeschlos-
sen und beschränkt. (Übung: |c| ≤ 2 für alle c ∈ M.) Man kann auch zeigen,
dass sie zusammenhängend ist. Dies ist eine nichttriviale Aussage, die 1982
von Douady und Hubbard bewiesen wurde; sie zeigten, dass sich im Kom-
plement C \M jede Schleife zusammenziehen lässt, indem sie explizit einen
konformen Diffeomorphismus von C\M nach C\D konstruierten. Invertieren
wir die Riemannsche Zahlenkugel, so erhalten wir eine zusammenhängende
einfach zusammenhängende offene Menge Ω := {z ∈ C | 1/z /∈ M} mit einem
sehr komplizierten Rand, der eine reichhaltige Struktur aufweist.

Satz 4.11. Sei Ω ⊂ C eine zusammenhängende offene Menge. Dann sind
die folgenden Aussagen äquivalent.

(i) Ω ist einfach zusammenhängend.

(ii) Für jeden Zyklus γ ∈ Z (Ω) und jeden Punkt z ∈ C \Ω gilt w(γ, z) = 0.

Beweis. Wir zeigen, dass (ii) aus (i) folgt. Sei also C\Ω zusammenenhängend
und γ ∈ Z (Ω) ein Zyklus mit Bildmenge Γ ⊂ Ω. Wir definieren

A0 := {z ∈ C \ Ω |w(γ, z) = 0} , A1 := {z ∈ C \ Ω |w(γ, z) ̸= 0} .

Diese beiden Mengen sind abgeschlossen und A1 ist beschränkt. In der Tat,
ist zν eine Folge in A1, die gegen z

∗ konvergiert, so ist z∗ ∈ C\Ω ⊂ C\Γ. Also
gibt es ein ε > 0 mit Bε(z

∗) ⊂ C \ Γ und es gilt daher w(γ, z) = w(γ, z∗)
für alle z ∈ Bε(z

∗) (siehe Lemma 3.25). Also gilt w(γ, z∗) = w(γ, zν) für
hinreichend grosse ν und daher ist z∗ ∈ A1. Das gleiche Argument zeigt,
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dass A0 abgeschlossen ist. Dass A1 beschränkt ist, folgt aus der Tatsache,
dass w(γ, z) = 0 ist für |z| hinreichend gross (ebenfalls Lemma 3.25). Damit
haben wir gezeigt, dass A1 kompakt und damit auch abgeschlossen in C
ist. Die Menge A0 := A0 ∪ {∞} ist ebenfalls abgeschlossen in C und die
disjunkte Vereinigung von A0 und A1 ist C \ Ω. Da diese Menge nach (i)
zusammenhängend und A0 ̸= ∅ ist, folgt daraus dass A0 = C \ Ω ist und
damit A0 = C \Ω. Das heisst aber genau, dass die Windungszahl von γ um
jeden Punkt im Komplement von Ω gleich Null ist. Damit haben wir gezeigt,
dass (ii) aus (i) folgt.

Wir zeigen, dass (i) aus (ii) folgt. Der Beweis ist indirekt und wir neh-
men an, dass (i) nicht gilt, dass also das Komplement C \ Ω nicht zusam-
menhängend ist. Dann gibt es zwei abgeschlossene Teilmengen A,B ⊂ C
mit

A ∪B = C \ Ω, A ∩B = ∅, A ̸= ∅, B ̸= ∅.

Eine dieser Mengen enthält den Punkt ∞ und wir nehmen an dass dies die
Menge B ist. Dann ist A nach Lemma 1.20 kompakt. Daraus folgt, dass A
und B ∩ C positiven Abstand haben:

δ := inf {|a− b| | a ∈ A, b ∈ B \ {∞}} > 0.

Wähle einen Punkt z0 ∈ A und überdecke ganz C mit einem Gitter abge-
schlossener Quadrate Qj der Seitenlänge r < δ/

√
2, so dass z0 der Mittel-

punkt eines der Quadrate, sagen wir von Qj0 , ist. (Siehe Abbildung 4.3.)

0A

A

z

B

Abbildung 4.3: Konstruktion eines nichttrivialen Zyklus
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Dann ist die Indexmenge

J := {j |Qj ∩A ̸= ∅}

endlich und wir betrachten den Zykus

γ :=
∑
j∈J

∂Qj .

Diese Zyklus trifft B nicht, da der Abstand von A und B grösser ist als der
Durchmesser von Qj und daher jedes Qj , das nichtleeren Durchschnitt mit
A hat, zu B disjunkt ist. Zweitens ist γ äquivalent zu dem Zyklus

γ̃ :=
∑
j∈J

∑
1≤i≤4

∂iQj∩A=∅

∂iQj

der nur die Kanten von Qj berücksichtigt, die A nicht treffen. Da alle andern
Kanten genau einmal in beide Richtungen durchlaufen werden, sind γ und
γ̃ in der Tat äquivalent. Ausserdem ist die Bildmenge von γ̃ per Definition
disjunkt von A und B, so dass γ̃ ∈ Z (Ω) ist, und es gilt

w(γ̃, z0) = w(γ, z0) =
∑
j∈J

w(∂Qj , z0) = w(∂Qj0 , z0) = 1.

Damit haben wir gezeigt dass, wenn (i) nicht gilt, ein Zyklus γ̃ ∈ Z (Ω) mit
von Null verschiedener Windungszahl um einen Punkt im Komplement von
Ω existiert, und damit auch (ii) nicht gilt.

4.2 Die allgemeine Integralformel von Cauchy

Satz 4.12 (Cauchy). Sei Ω ⊂ C eine offene Menge und f : Ω → C eine
stetige Funktion. Dann sind folgende Aussagen äquivalent.

(i) f ist holomorph.

(ii) Für jedes abgeschlossene Rechteck R ⊂ Ω gilt∫
∂R
f(z) dz = 0.

(iii) Für jeden Zyklus γ ∈ Z (Ω) gilt

w(γ, z) = 0 ∀ z ∈ C \ Ω =⇒
∫
γ
f(z) dz = 0.
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Bemerkung 4.13. Wir haben den Satz in dieser Form mit drei äquivalenten
Bedingungen formuliert, weil das für die Anwendungen hilfreich ist. Jedoch
haben wir in Korollar 3.35 bereits bewiesen dass (i) und (ii) äquivalent sind.
Die Implikation “(iii) =⇒ (ii)” ist klar, denn jedes Rechteck R ⊂ Ω erfüllt
offensichtlich die Bedingung w(∂R, z) = 0 für alle z ∈ C \ Ω ⊂ C \ R. Die
nichttriviale Aussage des Satzes ist also “(ii) =⇒ (iii)”.

Bemerkung 4.14. Man kann in Satz 4.12 auch den Zyklus γ ∈ Z (Ω)
festhalten. Dann sagt der Satz

w(γ, a) = 0 ∀ a ∈ C \ Ω ⇐⇒
∫
γ
f(z) dz = 0

für jede holomorphe
Funktion f : Ω → C,

wobei nur die Richtung “ =⇒ ” nichttrivial ist; wenn die Integrale der spe-
ziellen Funktionen z 7→ 1/(z − a) mit a ∈ C \ Ω über γ verschwinden, dann
verschwinden die Integrale aller holomorphen Funktionen auf Ω über γ.

Erste Anwendungen der allgemeinen Integralformel

Der nächste Satz folgt aus der allgemeinen Integralformel von Cauchy ge-
nauso wie Satz 3.31 aus der Integralformel für Kreisgebiete folgt.

Satz 4.15 (Cauchy). Sei Ω ⊂ C eine zusammenhängende offene Menge,
f : Ω → C eine holomorphe Funktion, und γ ∈ Z (Ω) ein Zyklus mit Bild-
menge Γ, so dass w(γ, z) = 0 ist für jeden Punkt z ∈ C \ Ω. Dann gilt

w(γ, a)f(a) =
1

2πi

∫
γ

f(z) dz

z − a
∀ a ∈ Ω \ Γ. (4.5)

Beweis. Definiere F : Ω → C durch

F (z) :=
f(z)− f(a)

z − a
für z ∈ Ω \ {a}, F (a) := f ′(a).

Nach Korollar 3.37 ist F holomorph. Daher folgt aus Satz 4.12, dass

0 =

∫
γ
F (z) dz =

∫
γ

f(z)− f(a)

z − a
dz =

∫
γ

f(z)

z − a
dz − 2πif(a)w(γ, a),

was zu beweisen war.

Ist das Definitionsgebiet Ω einfach zusammenhängend, so vereinfacht
sich der Satz von Cauchy wie folgt und zieht gleichzeitig die Existenz einer
holomorphen Stammfunktion nach sich.
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Satz 4.16 (Der einfach zusammenhängende Fall). Sei Ω ⊂ C eine zu-
sammenhängende einfach zusammenhängende offene Menge und f : Ω → C
eine stetige Funktion. Dann sind folgende Aussagen äquivalent.

(i) f ist holomorph.

(ii)
∫
∂R f(z) dz = 0 für jedes abgeschlossene Rechteck R ⊂ Ω.

(iii)
∫
γ f(z) dz = 0 für jeden Zyklus γ ∈ Z (Ω).

(iv) Es gibt eine holomorphe Funktion F : Ω → C mit F ′ = f .

Beweis. Nach Satz 4.11 erfüllt jeder Zyklus γ ∈ Z (Ω) die Bedingung, dass
w(γ, z) = 0 ist für alle z ∈ C \ Ω. Also folgt aus Satz 4.12, dass (i), (ii)
und (iii) äquivalent sind. Die Implikation “(iii) =⇒ (iv)” folgt aus Satz 3.17
und die Implikation “(iv) =⇒ (i)” aus Satz 3.34.

Der folgende Satz behandelt einen in Anwendungen wichtigen Spezialfall.

Satz 4.17 (Logarithmus und Wurzel). Sei Ω ⊂ C eine zusammenhän-
gende einfach zusammenhängende offene Menge und f : Ω → C eine holo-
morphe Funktion, die auf Ω nirgends verschwindet. Sei n ∈ N. Dann gibt
es holomorphe Funktionen g, h : Ω → C so dass exp(g(z)) = f(z) und
h(z)n = f(z) ist für alle z ∈ Ω.

Beweis. Nach Satz 4.16 gibt es eine holomorphe Funktion F : Ω → C so
dass

F ′(z) =
f ′(z)

f(z)
∀ z ∈ Ω.

Dann ist die Funktion

ϕ := e−F f : Ω → C

holomorph und hat die Ableitung ϕ′ = e−F (f ′ − F ′f) = 0. Da Ω zusam-
menhängend ist, ist ϕ konstant. Wir wählen einen Punkt z0 ∈ Ω und eine
komplexe Zahl w0 so dass ew0 = f(z0) ist, und definieren g : Ω → C durch

g(z) := F (z)− F (z0) + w0.

Dann ist g holomorph und es gilt für jedes z ∈ Ω:

eg(z) = eF (z)e−F (z0)ew0 = eF (z)ϕ(z0) = eF (z)ϕ(z) = f(z).

Nun sei h : Ω → C durch h(z) := eg(z)/n für z ∈ Ω definiert. Diese Funktion
erfüllt die Bedingung hn = f . Damit ist der Satz bewiesen.
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Beweis der allgemeinen Integralformel

Definition 4.18. Sei Ω ⊂ C eine offene Menge. Eine Kette

γ =

N∑
j=1

mjγj ∈ C (Ω)

heisst achsenparalleles Polygon wenn jedes γj die Form

γj(t) = aj + λjt, 0 ≤ t ≤ 1,

hat mit aj ∈ C und λj ∈ R ∪ iR. (Siehe Abbildung 4.4.)

Abbildung 4.4: Ein achsenparaleles Polygon

Lemma 4.19. Sei Ω ⊂ C eine offene Menge und f : Ω → C eine stetige
Funktion, so dass ∫

∂R
f(z) dz = 0 (4.6)

ist für jedes abgeschlossene Rechteck R ⊂ Ω. Dann gilt für jedes achsenpa-
rallele Polygon σ ∈ Z (Ω)

w(σ, a) = 0 ∀ a ∈ C \ Ω =⇒
∫
σ
f(z) dz = 0. (4.7)

Lemma 4.20. Sei Ω ⊂ C eine offene Menge und γ ∈ Z (Ω) ein Zyklus in
Ω. Dann gibt es ein achsenparalleles Polygon σ ∈ Z (Ω) so dass∫

σ
ϕ(ζ) dζ =

∫
γ
ϕ(ζ) dζ (4.8)

für jede holomorphe Funktion ϕ : Ω → C.
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Beweis von Lemma 4.19. Sei σ ∈ Z (Ω) ein achsenparalleles Polygon (und
ein Zyklus) so dass

w(σ, z) = 0 ∀ z ∈ C \ Ω. (4.9)

Wir betrachten nun ein System von Geraden durch die Ecken von σ, jeweils
eine parallel zur reellen Achse und eine parallel zur imaginären Achse (siehe
Abbildung 4.5). Diese Geraden teilen die komplexe Ebene auf in endlich
viele

• Rechtecke Ri, i ∈ I,

• und unbeschränkte Gebiete R′
j , j ∈ J .
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0

0
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2

1 1

1
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Abbildung 4.5: Polygon und Rechtecke

Wir nehmen an, dass I ̸= ∅. (Andernfalls Verläuft unser Polygon σ ganz
auf einer Geraden, parallel entweder zur reellen oder zur imaginären Achse,
und dann ist σ sogar äquivalent zum Null-Zyklus.) Wir wählen nun innere
Punkte

zi ∈ Ri \ ∂Ri, z′j ∈ R′
j \ ∂R′

j ,

je einen für i ∈ I und j ∈ J . Wir definieren den Zyklus σ0 ∈ Z (Ω) durch

σ0 :=
∑
i∈I

w(σ, zi)∂Ri. (4.10)

Wir zeigen nun, dass

w(σ, zi) ̸= 0 =⇒ Ri ⊂ Ω. (4.11)

Andernfalls gibt es ein i ∈ I mit w(σ, zi) ̸= 0 und einen Punkt a ∈ Ri \ Ω.
Dann gilt nach Voraussetzung w(σ, a) = 0 und as gilt dann auch w(σ, z) = 0
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für jedes z ∈ C mit |z − a| hinreichend klein. Daraus folgt, dass es einen
Punkt z ∈ Ri \ ∂Ri gibt mit w(σ, z) = 0. Das steht aber im Widerspruch
zu unserer Voraussetzung w(σ, zi) ̸= 0, denn die Windungszahl von σ ist für
alle Punkte im Inneren von Ri die gleiche. Damit haben wir (4.11) bewiesen.

Wir zeigen als nächstes, dass σ und σ0 äquivalent sind im Sinne von
Definition 4.2. Dazu führen wir folgende Bezeichnungen ein. Wir nehmen
an dass I ⊂ N eine Menge natürlicher Zahlen ist, und damit eine geordnete
Menge. Für zwei benachbarte Rechtecke Ri und Rk mit i < k bezeichnen
wir mit σik die gemeinsame Kante dieser Rechtecke, das heisst

σik = Ri ∩Rk.

Wir machen diese Menge zu einem Polygon indem wir sie so durchlaufen,
dass Ri links und Rk rechts liegt. Ebenso bezeichnen wir die gemeinsame
Kante eines Rechtecks Ri und eines unbeschränkten Gebietes R′

j mit

τij := Ri ∩R′
j

und durchlaufen sie so, dass Ri links und R′
j rechts liegt. Wir wissen nun,

nach Konstruktion, dass sowohl σ als auch σ0 zu einer (eindeutigen) Summe
der σik und τij äuivalent ist. (Denn zwei unbeschränkte Gebiete können
keine gemeinsame endliche Kante haben, solange I ̸= ∅ ist.) Daher gibt es
eindeutig bestimmte ganze Zahlen λik, µij ∈ Z so dass

σ − σ0 ≡
∑
i<k

λikσik +
∑
i,j

µijτij

ist. Wir zeigen, dass jedes λik und jedes µij gleich Null sein muss. Dazu
benutzen wir die Gleichungen

w(∂Ri, zk) =

{
0, für k ̸= i,
1, für k = i,

w(∂Ri, z
′
j) = 0.

Hieraus folgt nach Definition von σ0 in (4.10) dass

w(σ0, zk) =
∑
i∈I

w(σ, zi)w(∂Ri, zk) = w(σ, zk)

und
w(σ0, z

′
j) =

∑
i∈I

w(σ, zi)w(∂Ri, z
′
j) = 0 = w(σ, z′j).

Betrachten wir nun den Zyklus σ − σ0 − λik∂Ri so wird hier die Grenze
zwischen Ri und Rk aufgehoben, das heisst, in der äquivalenten Darstellung
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in unserer Basis kommt der Summand σik nicht mehr vor. Daraus folgt, dass
dieser Zyklus um zi und zk die gleiche Windungszahl haben muss. Daher gilt

−λik = −λikw(∂Ri, zi)

= w(σ − σ0 − λik∂Ri, zi)

= w(σ − σ0 − λik∂Ri, zk)

= 0.

Ebenso zeigt man

−µij = −µijw(∂Ri, zi)

= w(σ − σ0 − µij∂Ri, zi)

= w(σ − σ0 − µij∂Ri, z
′
j)

= 0.

Daraus folgt, dass σ − σ0 ≡ 0 ist, wie behauptet. Das heisst, die Integrale
von f über σ und σ0 stimmen überein. Daraus folgt∫

σ
f(z) dz =

∫
σ0

f(z) dz =
∑
i∈I

w(σ, zi)

∫
∂Ri

f(z) dz = 0.

Die letzte Gleichung folgt aus der Voraussetzung (4.6) und der Tatsache
dass, nach (4.11), Ri ⊂ Ω ist wenn w(σ, zi) ̸= 0 ist. Damit ist das Lemma
bewiesen.

Beweis von Lemma 4.20. Sei

γ =
N∑
i=1

miγi ∈ Z (Ω)

ein Zyklus mit Multiplizitäten mi ∈ Z und glatten Kurven γi : [0, 1] → Ω.
Wir zeigen in vier Schritten, dass es ein achsenparalleles Polygon σ ∈ Z (Ω)
gibt welches die Bedingung (4.8) für jede holomorphe Funktion ϕ : Ω → C
erfüllt.

Schritt 1. Es gibt ein ε > 0 so dass

Bε(γj(t)) ⊂ Ω

für jedes j ∈ {1, . . . , N} und jedes t ∈ [0, 1].

Dies folgt sofort aus Lemma 3.42.
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Schritt 2. Es gibt ein δ > 0 so dass für alle j ∈ {1, . . . , N} und alle
s, t ∈ [0, 1] folgendes gilt:

|s− t| ≤ δ =⇒ |γj(s)− γj(t)| < ε.

Dies folgt sofort aus der Tatsache, dass jede stetige Funktion auf einem
kompakten metrischen Raum gleichmässig stetig ist.

Schritt 3. Sei ε wie in Schritt 1. Dann können wir ohne Beschränkung der
Allgemeinheit annehmen, dass γj(t) ∈ Bε(γj(0)) ist für alle j ∈ {1, . . . , N}
und alle t ∈ [0, 1].

Zum Beweis wählen wir δ > 0 wie in Schritt 2 und n ∈ N so dass n > 1/δ.
Dann ersetzen wir jedes γj durch die Kurven γj,k(t) := γj(

k−1
n + t

n) für
0 ≤ t ≤ 1 und k = 1, . . . , n. Dann ist γ äquivalent zu dem Zyklus

γ̃ :=
N∑
j=1

n∑
k=1

mjγj,k

und γ̃ erfüllt die Bedingung von Schritt 3.

Schritt 4. Wir konstruieren σ.

j,1

j,0

σ

γj

σ

Abbildung 4.6: Approximation durch ein achsenparalleles Polygon

Wir nehmen an, dass jedes γj die Bedingung von Schritt 3 erfüllt und defi-
nieren σj,0 : [0, 1] → Ω und σj,1 : [0, 1] → Ω durch

σj,0(t) := γj(0) + tRe (γj(1)− γj(0)) ,

σj,1(t) := γj(1) + (1− t)iIm (γj(0)− γj(1)) .

(Siehe Abbildung 4.6.) Dann ist σj,0+σj,1−γj eine stückweise glatte geschlos-
sene Kurve in der offenen Kreisscheibe Bε(γj(0)) ⊂ Ω. Daher verschwindet,
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nach Korollar 3.21, das Integral jeder holomorphen Funktion ϕ : Ω → C
über dieser Kurve, das heisst∫

σj,0

ϕ(ζ) dζ +

∫
σj,1

ϕ(ζ) dζ =

∫
γj

ϕ(ζ) dζ.

Also erfüllt das achsenparallele Polygon

σ :=

N∑
j=1

mj (σj,0 + σj,1)

die Behauptung des Lemmas.

Beweis von Satz 4.12. Die Implikation “(i) =⇒ (ii)” folgt aus Satz 3.20, die
Implikation “(ii) =⇒ (i)” folgt aus Korollar 3.35, und “(iii) =⇒ (ii)” ist
offensichtlich. Wir beweisen “(i) =⇒ (iii)”. Sei also f : Ω → C holomorph
und γ ∈ Z (Ω) ein Zyklus so dass w(γ, z) = 0 ist für alle z ∈ C \ Ω. Nach
Lemma 4.20 gibt es ein achsenparalleles Polygon σ ∈ Z (Ω) so dass (4.8)
gilt für jede holomorphe Funktion ϕ : Ω → C. Mit ϕ(ζ) = 1/(ζ − z) folgt
daraus

w(σ, z) =
1

2πi

∫
σ

dζ

ζ − z
=

1

2πi

∫
γ

dζ

ζ − z
= w(γ, z) = 0

für jedes z ∈ C \ Ω. Ausserdem verschwindet das Integral von f über dem
Rand jedes abgeschlossenen Rechtecks R ⊂ Ω nach Satz 3.20. Also folgt aus
Lemma 4.19, dass ∫

σ
f(z) dz = 0

ist. Da f holomorph ist, können wir (4.8) auf ϕ = f anwenden und erhalten
damit ∫

γ
f(z) dz = 0

was zu beweisen war.

Homologie

Die allgemeine Integralformel von Cauchy in Satz 4.12 zeigt, dass für zusam-
menhängende offene Mengen Ω, die nicht einfach zusammenhängend sind,
die Zyklen, deren Windungszahlen um alle Punkte im Komplement von Ω
verschwinden, eine besondere Rolle spielen. Es sind dies genau die Zyklen,
für die Cauchy’s Integralformel gilt. Im einfach zusammenhängenden Fall
sind es einfach alle Zyklen. Für allgemeine Mengen Ω führt dies zu folgender
Definition.
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Definition 4.21. Ein Zyklus γ ∈ Z (Ω) heisst null-homolog wenn

w(γ, z) = 0 ∀ z ∈ C \ Ω.

Zwei Zyklen α, β ∈ Z (Ω) heissen homolog, wenn ihre Differenz null-
homolog ist, das heisst

w(α, z) = w(β, z) ∀ z ∈ C \ Ω.

Für α, β ∈ Z (Ω) schreiben wir α ∼ β wenn α und β homolog sind.

Für glatte geschlossene Kurven ist der Begriff “null-homolog” schwächer
als “zusammenziehbar”. Mit anderen Worten, jede zusammenziehbare ge-
schlossene Kurve ist null-homolog (Übung), aber die Umkehrung gilt nicht
für jedes Gebiet Ω (siehe Abbildung 4.7).

0

α
1

0

−1

β

Abbildung 4.7: Eine nicht zusammenziehbare null-homologe Schleife

Bemerkung 4.22. Es ist gar nicht so einfach, zu zeigen, dass die in Abbil-
dung 4.7 dargestellte glatte Schleife nicht zusammenziehbar ist. Ein Beweis
mit den Methoden der Differentialtopologie kann etwa wie folgt geführt wer-
den. Man wähle zwei disjunkte glatte eingebettete Kurven α, β : [0, 1] → Ω,
die die beiden inneren Randkomponenten mit der äusseren verbinden. Wei-
ter wähle man zwei invertierbare Matrizen A,B ∈ GL(2,R), die nicht mit-
einander kommutieren. Eine Schleife γ : R/Z → Ω heisst zu α transversal
wenn α̇(s) und γ̇(t) immer dann linear unabhängig sind, wenn α(s) = γ(t)
ist. Sei nun γ : R/Z → Ω eine zu α und β transversale Schleife und seien
0 ≤ t1 < t2 < · · · < tN < 1 die Schnittpunkte von γ mit α und β. Ist
γ(ti) = α(s) und bilden α̇(s), γ̇(ti) eine positive Basis von C so definieren
wir Ψi := A, und im Falle einer negativen Basis definieren wir Ψi := A−1.
Gilt das gleiche mit β statt α so definieren wir Ψi := B beziehungsweise
Ψi := B−1. Wir erhalten dann eine Matrix

Ψ(γ) := Ψ1Ψ2 · · ·ΨN .
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Schneidet γ die Kurven α und β nicht, so setzen wir Ψ(γ) := 1l. Sind zwei
glatte Schleifen γ0, γ1 : R/Z → Ω zu α und β transversal und zueinander
homotop, so sind Ψ(γ0) und Ψ(γ1) zueinander konjugiert:

γ0 ∼ γ1 =⇒ Ψ(γ0) ∼ Ψ(γ1).

Für eine zusammenziehbare Schleife gilt daher

Ψ(γ) = 1l

und für die in der Abbildung 4.7 dargestellte glatte Schleife γ : R/Z → Ω
erhalten wir die Matrix

Ψ(γ) = ABA−1B−1 ̸= 1l.

Damit ist γ nicht zusammenziebar. Der schwierige Teil dieses Arguments ist
es, zu zeigen, dass die Konjugationsklasse der Matriz Ψ(γ) tatsächlich eine
Homotopieinvariante ist. Man kann, bei einer geschickten Wahl der Matri-
zen A und B, auch zeigen, dass zwei glatte Schleifen γ0 und γ1 genau dann
ohne festen Endpunkt homotop sind wenn Ψ(γ0) und Ψ(γ1) zueinander kon-
jugiert sind, und dass sie genau dann mit festem Endpunkt homotop sind,
wenn Ψ(γ0) = Ψ(γ1) ist. Daraus folgt dann, dass die sogenannte Fundamen-
talgruppe des in 4.7 abgebildeten Gebietes Ω (die Gruppe der Homotopie-
klassen glatter Kurven in Ω mit einem festen Endpunkt) die freie Gruppe
von zwei Erzeugern ist. Dies alles geht weit über das Thema des vorliegenden
Manuskripts hinaus und die Beweise werden hier nicht erbracht.

Wir haben nun auf der Gruppe Z (Ω) aller Zyklen in Ω zwei Äquiva-
lenzrelationen ≡ und ∼. Zwei Zyklen α, β ∈ Z (Ω) sind äquivalent, wenn die
Integrale aller stetigen Funktionen f : Ω → C über α und β übereinstimmen:

α ≡ β ⇐⇒
∫
α
f(z) dz =

∫
β
f(z) dz

für jede stetige
Funktion f : Ω → C.

Diese Äquivalenzrelation hängt nicht von Ω ab (Übung!). Im Gegensatz dazu
sind α und β homolog, wenn ihre Windungszahlen um jeden Punkt im Kom-
plement von Ω übereinstimmen. Nach Satz 4.12 heisst das, dass die Integrale
aller holomorphen Funktionen f : Ω → C über α und β übereinstimmen:

α ∼ β ⇐⇒
∫
α
f(z) dz =

∫
β
f(z) dz

für jede holomorphe
Funktion f : Ω → C.

Diese Relation hängt sehr stark von Ω ab.
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Die Menge der null-homologen Zyklen wird mit

B(Ω) := {γ ∈ Z (Ω) |w(γ, z) = 0 ∀z ∈ C \ Ω}

bezeichnet. Dies ist eine Untergruppe von Z (Ω). Für einen Zyklus α be-
zeichnen wir die Menge aller Zyklen die zu α homolog sind mit

[α] := {β ∈ Z (Ω) |α ∼ β} = α+ B(Ω).

Diese Menge heisst Homologieklasse von α. Die Menge der Homologie-
klassen wird mit

H (Ω) := {[α] |α ∈ Z (Ω)} =
Z (Ω)

B(Ω)
= Z (Ω)/ ∼ (4.12)

bezeichnet und heisst (erste) Homologiegruppe von Ω. Da B(Ω) eine
Untergruppe von Z (Ω) ist, ist auch der Quotient H (Ω) = Z (Ω)/B(Ω)
eine Gruppe. Man addiert zwei Homologieklassen indem man zwei zugrun-
deliegende Repräsentanten addiert, d.h.

[α] + [β] := [α+ β]

und die Summe hängt nicht von der Wahl der Repräsentanten ab. Das neu-
trale Element ist die Klasse [0] = B(Ω) der null-homologen Zyklen. Andere
Bezeichnungen für die Homologiegruppe H (Ω) sind H1(Ω) oder H1(Ω;Z).

Man kann nun die Frage stellen, ob sich diese Homologiegruppen auch
berechnen lassen. Dies ist in der Tat sehr einfach, wie die folgenden repräsen-
tativen Beispiele zeigen.

Beispiel 4.23. Sei Ω ⊂ C eine zusammenhängende offene Menge. Nach
Satz 4.11 ist Ω genau dann einfach zusammenhängend wenn w(γ, z) = 0
ist für alle γ ∈ Z (Ω) und alle z ∈ C \ Ω. Nach Definition 4.21 heisst das,
dass jeder Zyklus in Ω null-homolog ist, was sich wiederum in der Formel
B(Ω) = Z (Ω) ausdrücken lässt. Also gilt

Ω ist einfach zusammenhängend ⇐⇒ H (Ω) = 0.

Beispiel 4.24. Wir betrachten den offenen Kreisring

U := {z ∈ C |R0 < |z − a| < R1} , a ∈ C, 0 ≤ R0 < R1 ≤ ∞.

(Siehe Abbildung 4.8.) In diesem Fall ist H (U) ∼= Z.
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a

γ
0

Abbildung 4.8: Die Homologie eines Kreisrings

Zum Beweis wählen wir eine Zahl R0 < r < R1 und betrachten den
Zyklus γ0 : [0, 1] → U , der durch γ0(t) := a+ re2πit definiert ist. Er hat die
Windungszahl w(γ0, a) = 1 und für jeden Zyklus γ ∈ Z (U) gilt:

γ ∼ w(γ, a)γ0. (4.13)

In der Tat hat die Differenz

γ̃ := γ − w(γ, a)γ0

die Windungszahl w(γ̃, a) = 0. Hieraus folgt, dass w(γ̃, z) = 0 ist für jedes
z ∈ C mit |z − a| ≤ R0; und im Fall |z − a| ≥ R1 ist w(γ̃, z) = 0 nach
Lemma 3.25. Also ist γ̃ null-homolog, wie behauptet. Daraus folgt, dass die
Abbildung

H (U) → Z : [γ] 7→ w(γ, a)

ein Gruppenisomorphismus ist. Nun folgt aus (4.13) und Satz 4.12, dass∫
γ
f(z) dz = w(γ, a)

∫
γ0

f(z) dz (4.14)

für jede holomorphe Funktion f : U → C und jeden Zyklus γ ∈ Z (U).
Wenn also das Integral von f über γ0 verschwindet, so verschwindet es über
jedem Zyklus in U und damit hat f eine holomorphe Stammfunktion, nach
Satz 3.17. Zusammenfassend haben wir gezeigt:

Es existiert eine holomorphe
Funktion F : U → C so dass F ′ = f

⇐⇒
∫
γ0

f(z) dz = 0.

Insbesondere ist das Integral der Funktion f(z) := 1/z über γ0 gleich 2πi.
Also besitzt die Funktion 1/z keine Stammfunktion in C∗; das heisst, die
Logarithmusfunktion lässt sich nicht auf C∗ definieren.
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Beispiel 4.25. Sei Ω ⊂ C eine offene Menge, deren Komplement C \ Ω
genau n+ 1 Zusammenhangskomponenten hat, das heisst

C \ Ω = A0 ∪A1 ∪ · · · ∪An,

wobei jede der Mengen Ai abgeschlossen und zusammenhängend ist. Wir
nehmen ohne Einschränkung der Allgemeinheit an, dass ∞ ∈ A0 ist. (Siehe
Abbildung 4.9.)

A

A

A

A

A

1

0

3

2 4

Abbildung 4.9: Eine fünf-fach zusammenhängende offene Menge

Ist γ ∈ Z (Ω) ein Zyklus mit Bildmenge Γ, so ist jedes Ai in einer
Zusammenhangskomponente von C\Γ enthalten. Nach Lemma 3.25 ist also
die Funktion a 7→ w(γ, a) auf Ai konstant. Da ∞ ∈ A0 ist, gilt w(γ, a) =
0 für a ∈ A0 ∩ C. Nun zeigt der Beweis von Satz 4.11 mit A = Ai und
B =

⋃
j ̸=iAj , dass für jedes i ∈ {1, . . . , n} ein Zyklus γi ∈ Z (Ω) existiert,

so dass

w(γi, a) =

{
1, für a ∈ Ai,
0, für a ∈ Aj , j ̸= i.

Wählen wir nun Punkte ai ∈ Ai für i = 1, . . . , n, so folgt wie in Beispiel 4.24,
dass die Abbildung

H (Ω) → Zn : γ 7→
(
w(γ, a1), . . . ,w(γ, an)

)
ein Gruppenisomorphismus ist. Mit anderen Worten, jeder Zyklus γ ∈ Z (Ω)
ist homolog zu

∑n
i=1w(γ, ai)γi und daher gilt, nach Satz 4.12, für jede ho-

lomorphe Funktion f : Ω → C, dass∫
γ
f(z) dz =

n∑
i=1

w(γ, ai)

∫
γi

f(z) dz.

Nach Satz 3.17 folgt daraus

Es existiert eine holomorphe
Funktion F : Ω → C so dass F ′ = f

⇐⇒
∫
γi

f(z) dz = 0, i = 1, . . . , n.
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Lemma 4.26. Seien U und γ0 wie in Beispiel 4.24. Sei f : U → C eine
holomorphe Funktion und c ∈ C. Dann sind die folgenden Aussagen äquiva-
lent.

(i) Es gibt eine holomorphe Funktion F : U → C so dass

F ′(z) = f(z)− c

z − a
∀ z ∈ U

(ii) Es gilt

c =
1

2πi

∫
γ0

f(z) dz

Beweis. Nach Beispiel 4.24 gilt (i) genau dann wenn

0 =

∫
γ0

(
f(z)− c

z − a

)
dz =

∫
γ0

f(z) dz − 2πic,

und dies ist äquivalent zu (ii).

Im Fall R0 = 0 kann man die Zahl c in Lemma 4.26 (ii) als Obstruktion
betrachten für die Existenz einer lokalen Stammfunktion in der punktierten
Kreisscheibe BR1(a) \ {a}. Das führt zu der folgenden Definition.

Definition 4.27. Sei Ω ⊂ C eine offene Menge, a ∈ Ω und r > 0 so dass
Br(a) ⊂ Ω, und

γ0(t) := a+ re2πit, 0 ≤ t ≤ 1.

Ist f : Ω \ {a} → C eine holomorphe Funktion mit einer isolierten Singula-
rität an der Stelle a, so heisst die Zahl

Res(f, a) :=
1

2πi

∫
γ0

f(z) dz (4.15)

das Residuum von f and der Stelle a.

Die Residuen isolierter Singularitäten spielen in der Funktionentheorie
eine besondere Rolle. Im zweiten Teil dieses Kapitels (also in den nächsten
drei Abschnitten) werden wir ausführlich der geometrischen und analyti-
schen Bedeutung der Residuen nachgehen, zeigen wie man sie berechnet,
den Residuensatz beweisen, und in Anwendungen sehen, wie man diesen
Satz unter anderem auf elegante Weise für die Berechnung von Integralen
benutzen kann, oder auch für die Bestimmung der Anzahl der Nullstellen
einer holomorphen Funktion.
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4.3 Laurentreihen

Für ein besseres Verständnis der Residuen ist es nützlich, holomorphe Funk-
tionen lokal, in der Nähe einer Singularität, etwas genauer zu betrachten.
Wie in Satz 3.43 gibt es auch hier eine Reihenentwicklung, bei der jedoch
auch negative Exponenten von z zugelassen sind. Diese Reihenentwicklung
hat sogar Gültigkeit für holomorphe Funktionen auf einem beliebigen Kreis-
ring wie in Beispiel 4.24.

Satz 4.28 (Laurent). Seien a ∈ C und 0 ≤ R0 < R1 ≤ ∞ gegeben. Sei
U ⊂ C der offene Kreisring

U := {z ∈ C |R0 < |z − a| < R1}

und f : U → C eine holomorphe Funktion. Dann gilt folgendes.

(i) Es gibt eine Familie komplexer Zahlen ck ∈ C, k ∈ Z, so dass

lim sup
k→∞

|c−k|1/k ≤ R0 < R1 ≤
1

lim supk→∞ |ck|1/k
(4.16)

und, für alle z ∈ U ,

f(z) =
∞∑

k=−∞
ck (z − a)k = lim

n→∞

n∑
k=−n

ck (z − a)k , (4.17)

mit gleichmässiger Konvergenz auf jeder kompakten Teilmenge von U .

(ii) Die Koeffizienten ck in (i) sind durch f eindeutig bestimmt und es gilt

ck =
1

2πi

∫
γr

f(ζ) dζ

(ζ − a)k+1
(4.18)

für k ∈ Z und R0 < r < R1, wobei γr : [0, 1] → U durch γr(t) := a+ re2πit

für 0 ≤ t ≤ 1 definiert ist.

Definition 4.29. Die Darstellung (4.17) heisst Laurententreihe oder die
Laurententwicklung der Funktion f .

Bemerkung 4.30. Seien f : U → C und ck wie in Satz 4.28. Nach Bei-
spiel 4.24 gibt es eine holomorphe Funktion F : U → C mit der Ableitung
F ′ = f genau dann, wenn c−1 = 0 ist. In diesem Fall hat F die Laurentent-
wicklung

F (z) =
∑
k ̸=0

ck−1

k
(z − a)k , R0 < |z − a| < R1,

und diese Reihe konvergiert ebenfalls gleichmässig auf jeder kompakten Teil-
menge von U .
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Bemerkung 4.31. Wir betrachten den Spezialfall R0 = 0, R1 = r. Ist
f : Br(a) \ {a} → C eine holomorphe Funktion mit einem Pol der Ordnung
n an der Stelle a, so gibt es nach Satz 3.79 komplexe Zahlen b1, . . . , bn ∈ C
mit bn ̸= 0 und eine holomorphe Funktion ϕ : Br(a) → C so dass

f(z) =
bn

(z − a)n
+ · · ·+ b1

z − a
+ ϕ(z), ∀z ∈ Br(a) \ {a}.

Nach Satz 3.43 hat ϕ eine Taylorentwicklung ϕ(z) =
∑∞

k=0 ck (z − a)k mit
Konvergenzradius ρ ≥ r. Damit hat f die Laurententwicklung

f(z) =
∞∑

k=−n

ck (z − a)k , z ∈ Br(a) \ {a},

mit c−k := bk für k = 1, . . . , n. Dies ist bereits der Beweis von Teil (i) in
Satz 4.28 in einem Spezialfall.

Bemerkung 4.32. Wir betrachten nochmal den Fall R0 = 0, R1 = r mit
f : Br(a)\{a} → C und ck wie in Satz 4.28. Dann folgt aus Bemerkung 4.30
und Lemma 4.26, dass das Residuum von f an der Stelle a durch

Res(f, a) = c−1 (4.19)

gegeben ist. Ausserdem folgt aus Bemerkung 4.31, dass a genau dann eine
wesentlich Singularität von f ist, wenn c−k für unendlich viele k ∈ N von
Null verschieden ist.

Beweis von Satz 4.28. Wir beweisen zunächst die Eindeutigkeit der Koeffi-
zienten ck. Nehmen wir also an, dass die Funktionenfolge

fn(z) :=
n∑

ℓ=−n

cℓ (z − a)ℓ

auf jeder kompakten Teilmenge von U gleichmässig gegen f konvergiert. Für
R0 < r < R1 betrachten wir das Integral von fn über γr. Da

1

2πi

∫
γr

dζ

(ζ − a)k+1−ℓ
=

{
1, für k = ℓ,
0, für k ̸= ℓ,

ist, ergibt sich für n ≥ |k| die Gleichung

1

2πi

∫
γr

fn(ζ) dζ

(ζ − a)k+1
=

n∑
ℓ=−n

cℓ
2πi

∫
γr

dζ

(ζ − a)k+1−ℓ
= ck.

Da die Folge fn ◦ γr : [0, 1] → C für n → ∞ gleichmässig gegen f ◦ γr kon-
vergiert, folgt daraus (4.18). Damit haben wir Teil (ii) des Satzes bewiesen.
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Der Beweis von (i) besteht aus zwei Schritten. Im ersten Schritt konstru-
ieren wir holomorphe Funktionen auf den offenen Mengen

U0 := {z ∈ C | |z − a| > R0} , U1 := {z ∈ C | |z − a| < R1} ,

deren Summe gleich f ist. Für z ∈ U0, beziehungsweise z ∈ U1, definieren
wir f0 und f1 durch die Formeln

f0(z) := − 1

2πi

∫
γr

f(ζ) dζ

ζ − z
, min{|z − a| , R1} > r > R0,

f1(z) :=
1

2πi

∫
γr

f(ζ) dζ

ζ − z
, max{|z − a| , R0} < r < R1.

(4.20)

Nach Satz 4.15 sind diese Funktionen wohldefiniert, das heisst unabhängig
von der Wahl von r, denn für R0 < r < r′ < R1 ist der Zyklus γ := γr′ − γr
in U null-homolog, und für z ∈ C mit |z − a| < r (oder |z − a| > r′) ist die
Windungszahl w(γ, z) = 0. Ausserdem sind die Funktionen f0 und f1 beide
holomorph nach Lemma 3.33 und es gilt

lim
z→∞

f0(z) = 0. (4.21)

a

γ
0

γ
1

z

r

r

Abbildung 4.10: Die Konstruktion einer Laurentreihe

Für z ∈ U wählen wir reelle Zahlen R0 < r0 < |z − a| < r1 < R1 (siehe
Abbildung 4.10). Dann ist der Zyklus γ := γr1 − γr0 null-homolog in U und
hat die Windungszahl

w(γ, z) = w(γr1 , z)− w(γr0 , z) = 1.
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Nach Satz 4.15 erhalten wir also die Gleichung

f(z) =
1

2πi

∫
γ

f(ζ) dζ

ζ − z

=
1

2πi

∫
γr1

f(ζ) dζ

ζ − z
− 1

2πi

∫
γr0

f(ζ) dζ

ζ − z

= f1(z) + f0(z).

Nun wenden wir den Satz 3.43 über Taylorreihen auf die Funktion f1 an
und erhalten eine Folge komplexer Zahlen c0, c1, c2, . . . so dass

ρ1 :=
1

lim supk→∞ |ck|1/k
≥ R1

und

f1(z) =
∞∑
k=0

ck (z − a)k , |z − a| < R1.

Da f0 : U0 → C die Bedingung (4.21) erfüllt erhalten wir durch invertieren
eine holomorphe Funktion g0 : B1/R0

(0) → C so dass g0(0) = 0 ist und

g0(ζ) = f0

(
a+

1

ζ

)
, 0 < |ζ| < 1

R0
.

Wenden wir Satz 3.43 auf g0 an so erhalten wir eine Folge komplexer Zahlen
b1, b2, b3, . . . so dass

1

lim supk→∞ |bk|1/k
≥ 1

R0
, g0(ζ) =

∞∑
k=1

bkζ
k, |ζ| < 1

R0
.

Mit c−k := bk für k ∈ N folgt daraus, dass

ρ0 := lim sup
k→∞

|c−k|1/k ≤ R0

und

f0(z) =

−1∑
k=−∞

ck (z − a)k , |z − a| > R0.

Damit ist der Satz bewiesen.
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Nehmen wir einmal an, dass Ω ⊂ C eine offene Umgebung von 0 ist und
f, g : Ω → C zwei holomorphe Funktionen sind so dass g eine Nullstelle der
Ordnung n an der Stelle 0 hat. Wir bezeichnen die Taylorentwicklungen von
f und g an der Stelle 0 mit

f(z) =

∞∑
k=0

akz
k, g(z) =

∞∑
ℓ=n

bℓz
ℓ.

Es ist also bn ̸= 0. Dann lässt sich die Laurentreihe des Quotienten

h :=
f

g
=

∞∑
k=−n

ckz
k

durch Ausmultiplizieren der Laurententwicklungen in der Gleichung gh = f
bestimmen. Es ergibt sich

g(z)h(z) = bnc−n + (bn+1c−n + bnc−n+1) z

+ (bn+2c−n + bn+1c−n+1 + bnc−n+2) z
2 + · · ·

und daraus folgt die Rekursionsformel

c−n =
a0
bn

c−n+1 =
a1 − bn+1c−n

bn

c−n+2 =
a2 − bn+2cn − bn+1c−n+1

bn

c−n+k =
ak − bn+kcn − bn+k−1c−n+1 − · · · − bn+1c−n+k−1

bn
.

(4.22)

Beispiel 4.33. Die Laurentreihe der Funktion z 7→ 1/(ez − 1) ist

1

ez − 1
=

1

z
− 1

2
+

∞∑
k=1

B2k

(2k)!
z2k−1

wobei die B2k die Bernoulli-Zahlen sind (siehe Beispiel 3.51).

Beispiel 4.34. Die Laurentreihe des Cotangens ist

cot(z) =
1

z
+

∞∑
k=1

22k(−1)k

(2k)!
B2kz

2k−1

wobei die B2k die Bernoullizahlen sind. Übung: Beweisen sie diese Formel
und benutzen Sie sie, um die Bernoulli-Zahlen B2, B4, B6, B8 auszurechnen.
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4.4 Der Residuensatz

Definition 4.35. Sei Ω ⊂ C eine offene Menge. Eine Teilmenge A ⊂ Ω
heisst diskret wenn sie keine Häufungspunkte in Ω besitzt, das heisst es gibt
keine Folge paarweise verschiedener Punkte in A, die gegen einen Punkt in
Ω konvergiert.

Die Eigenschaft “A ist diskret” hängt von Ω ab. Mit anderen Worten,
eine discrete Menge A ⊂ Ω kann durchaus eine konvergente Folge paarwei-
se verschiedener Punkte enthalten, jedoch darf ihr Grenzwert dann nicht
in Ω liegen. Als logische Formel kann kann man die Bedingung, dass A eine
diskrete Teilmenge von Ω ist, so formulieren:

∀ z ∈ Ω ∃ δ > 0 # (A ∩Bδ(z)) <∞.

Es gibt hier zwei Fälle zu unterscheiden:

(a) Ist z ∈ Ω \A so gibt es ein δ > 0 mit Bδ(z) ∩A = ∅.
(b) Ist z ∈ A so gibt es ein δ > 0 mit Bδ(z) ∩A = {z}.

Beispiel 4.36. (i) Jede endliche Teilmenge A ⊂ Ω ist diskret.

(ii) Die Menge A = {1/n |n ∈ N} ist diskret in {Re z > 0} aber nicht in C.
(iii) Die Menge A = {1/n |n ∈ N} ∪ {0} ist nicht diskret in C.

Übung 4.37. Sei Ω ⊂ C eine offene Menge und A ⊂ Ω. A ist genau dann
diskret wenn A ∩K für jede kompakte Teilmenge K ⊂ Ω endlich ist.

Übung 4.38. Sei Ω ⊂ C eine offene Menge und A ⊂ Ω eine diskrete Teil-
menge. Dann ist A abzählbar und Ω-abgeschlossen (das heisst A ist abge-
schlossen bezüglich der Relativtopologie von Ω, beziehungsweis Ω\A ist eine
offene Teilmenge von C). Hier gilt die Umkehrung nicht (siehe Beispiel 4.36).

Übung 4.39. Ist f : Ω → C eine nichtkonstante holomorphe Funktion auf
einer zusammenhängenden offenen Teilmenge Ω ⊂ C, dann ist die Menge
der Nullstellen von f eine diskrete Teilmenge von Ω.

Beispiel 4.40. Sei Ω := C \ {0} und f : Ω → C gegeben durch

f(z) := sin

(
1

z

)
=

1

z
− 1

3!z3
+

1

5!z7
− 1

7!z7
± · · ·

für z ̸= 0. Dann ist f(z) = 0 genau dann, wenn z = 1/πk ist für ein k ∈ Z.
Die Menge A := {1/πk | k ∈ Z} der Nullstellen ist diskret in Ω, aber nicht
in C, und z0 = 0 ist eine wesentliche Singularität von f .
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Satz 4.41 (Residuensatz). Sei Ω ⊂ C eine offene Menge, A ⊂ Ω eine
diskrete Teilmenge, und f : Ω \ A → C eine holomorphe Funktion. Sei
γ ∈ B(Ω) ein null-homologer Zyklus, dessen Bildmenge Γ zu A disjunkt ist,
das heisst Γ ∩A = ∅ (siehe Abbildung 4.11). Dann gilt

# {a ∈ A |w(γ, a) ̸= 0} <∞. (4.23)

und
1

2πi

∫
γ
f(z) dz =

∑
a∈A

w(γ, a)Res(f, a). (4.24)

0
1

2

−1

Abbildung 4.11: Windungszahl und Residuen

Beweis. Wir beweisen zunächst, dass die Menge A1 := {a ∈ A |w(γ, a) ̸= 0}
endlich ist. Nach Lemma 3.25 ist die Menge

U := {a ∈ C \ Γ |w(γ, a) = 0}

offen und es gibt ein c > 0 so dass {z ∈ C | |z| > c} ⊂ U ist. Da γ null-
homolog ist, gilt ausserdem C \ Ω ⊂ U. Daraus folgt, dass K := C \ U eine
abgeschlossene und beschränkte, und damit kompakte, Teilmenge von Ω ist.
Nach Übung 4.37 ist daher die Menge A∩K = {a ∈ A |w(γ, a) ̸= 0} endlich,
wie behauptet. Wir schreiben

{a ∈ A |w(γ, a) ̸= 0} = {a1, . . . , aN} .

Nun wählen wir δ > 0 so dass die abgeschlossenen Kreisscheiben Bδ(aj)
paarweise disjunkt und in Ω enthalten sind, und dass Bδ(aj) ∩ A = {aj}
ist. Für j = 1, . . . , N definieren wir den Zyklus γj : [0, 1] → Ω \ A durch
γj(t) := aj + δe2πit für 0 ≤ t ≤ 1. Sei nun γ ∈ B(Ω) ein null-homologer
Zyklus, der A nicht trifft und

γ̃ := γ −
N∑
j=1

w(γ, aj)γj ∈ Z (Ω \A).
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Wir zeigen, dass γ̃ null-homolog in Ω \A ist. In der Tat gilt für jeden Punkt
z ∈ C \Ω und jeden Punkt z ∈ A \ {a1, . . . , aN}, dass w(γ, z) = w(γj , z) = 0
ist. Für k = 1, . . . , N gilt

w(γ, ak) = 1, w(γj , ak) = δjk.

und damit

w(γ̃, ak) = w(γ, ak)−
N∑
j=1

w(γ, aj)w(γj , ak) = 0.

Also ist w(γ̃, a) = 0 für alle a ∈ C \Ω und alle a ∈ A, so dass γ̃ ∈ B(Ω \A)
ist, wie behauptet. Nach Satz 4.12 gilt daher

0 =
1

2πi

∫
γ̃
f(z) dz

=
1

2πi

∫
γ
f(z) dz −

N∑
j=1

w(γ, aj)
1

2πi

∫
γj

f(z) dz

=
1

2πi

∫
γ
f(z) dz −

N∑
j=1

w(γ, aj)Res(f, aj),

was zu beweisen war.

Übung 4.42. Die Integralformel von Cauchy in Satz 4.15 folgt aus dem
Residuensatz 4.41 für die Funktion F (z) := f(z)/ (z − a).

Für Anwendungen des Residuensatzes ist es von entscheidender Bedeu-
tung, dass wir Residuen explizit berechnen können. In vielen Fällen sind die
folgenden drei Lemmas dazu hilfreich.

Lemma 4.43. Sei Ω ⊂ C offen, a ∈ Ω, und f : Ω\{a} → C eine holomorphe
Funktion. Dann gilt

Res(f, a) = lim
z→a

(z − a) f(z) (4.25)

sofern dieser Grenzwert existiert und nicht gleich ∞ ist. Das ist genau dann
der Fall wenn limz→a (z − a)2 f(z) = 0 ist.

Beweis. Ist der Grenzwert auf der rechten Seite von (4.25) gleich Null so
ist a eine hebbare Singularität von f und daher ist Res(f, a) = 0. Ist der
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Grenzwert ungleich Null, so ist a ein Pol erster Ordnung und f hat, nach
Bemerkung 4.31, die Laurententwicklung

f(z) =
∞∑

k=−1

ck (z − a)k =
c−1

z − a
+ ϕ(z),

wobei ϕ : Ω → C holomorph ist. Also folgt aus Bemerkung 4.32 dass

Res(f, a) = c−1 = lim
z→a

(z − a)f(z)

ist. Gilt limz→a (z − a)2 f(z) = 0, so hat die Funktion z 7→ (z − a)f(z) an
der Stelle a eine hebbare Singulraität (siehe Korollar 3.37). Also existiert der
Grenzwert in (4.25) und ist ungleich ∞. Damit ist das Lemma bewiesen.

Lemma 4.44. Sei Ω ⊂ C offen, p, q : Ω → C holomorphe Funktionen, und
Z := {ζ ∈ Ω | q(ζ) = 0}. Definiere f : Ω \ Z → C durch

f(z) :=
p(z)

q(z)
, z ∈ Ω \ Z.

Sei a ∈ Z eine einfache Nullstelle von q, so dass q′(a) ̸= 0 ist. Dann gilt

Res(f, a) =
p(a)

q′(a)
. (4.26)

Beweis. Da q(a) = 0 und q′(a) ̸= 0 ist, erhalten wir

lim
z→a

(z − a)f(z) = lim
z→a

p(z)
z − a

q(z)− q(a)
=
p(a)

q′(a)
.

Damit folgt (4.26) aus Lemma 4.43.

Lemma 4.45. Sei Ω ⊂ C offen, ϕ : Ω → C eine holomorphe Funktion,
a ∈ Ω, und n ∈ N. Sei f : Ω \ {a} → C die holomorphe Funktion

f(z) :=
ϕ(z)

(z − a)n
, z ∈ Ω \ {a}.

Dann ist

Res(f, a) =
ϕ(n−1)(a)

(n− 1)!
. (4.27)

Beweis. Nach Satz 3.43 hat f die Laurententwicklung

f(z) =

∞∑
k=−n

ϕ(n+k)(a)

(n+ k)!
zk

and der Stelle a. Also folgt die Behauptung aus Bemerkung 4.32.
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Beispiel 4.46. Wir betrachten die Funktion

f(z) :=
ecz

(z − a)(z − b)

mit a, b, c ∈ C. Im Fall a ̸= b folgt aus Lemma 4.43, dass

Res(f, a) =
eca

a− b
, Res(f, b) =

ecb

b− a
.

Im Fall a = b ist f(z) := ecz/(z − a)2 und wir können Lemma 4.43 nicht
anwenden. In diesem Fall folgt aus Lemma 4.45 dass Res(f, a) = ceca ist.

Berechnung von Integralen

Beispiel 4.47. Wir beweisen die Formel∫ π

0

dθ

a+ cos(θ)
=

π√
a2 − 1

, a > 1. (4.28)

Die Grundidee ist es, die Formel

cos(θ) =
eiθ + e−iθ

2

zu verwenden und das Integral damit in das Kurvenintegral einer geeigneten
holomorphen Funktion über dem Rand des Einheitskreis zu verwandeln. Wir
repräsentieren diesen Rand durch den Zyklus γ(θ) := eiθ, 0 ≤ θ ≤ 2π. Damit
ergibt sich ∫ π

0

dθ

a+ cos(θ)
=

∫ 2π

0

dθ

2a+ 2 cos(θ)

=

∫ 2π

0

dθ

2a+ eiθ + e−iθ

=
1

i

∫ 2π

0

ieiθdθ

e2iθ + 2aeiθ + 1

=
1

i

∫
γ

dz

z2 + 2az + 1

= 2π
∑
a∈D

Res(f, a),

wobei die letzte Gleichung aus Satz 4.41 folgt mit

f(z) :=
1

z2 + 2az + 1
.
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Die singulären Punkte von f sind die Nullstellen des Nenners. Es gilt aber
z2 + 2az + 1 = 0 genau dann wenn (z + a)2 = a2 − 1 ist und die Lösungen
dieser quadratischen Gleichung sind

α := −a+
√
a2 − 1, β := −a−

√
a2 − 1.

Also hat f(z) = 1/ (z − α) (z − β) nur einen singulären Punkt in D, und zwar
an der Stelle α. Dies ist ein einfacher Pol und nach Lemma 4.43 erhalten wir∫ π

0

dθ

a+ cos(θ)
= 2πRes(f, α) = 2π lim

z→α
(z − α) f(z) =

2π

α− β
=

π√
a2 − 1

.

Hier ist das allgemeine Prinzip hinter Beispiel 4.47. Sei R eine Funktion
zweier komplexer Variablen, wobei wir hier zunächst den genauen Defini-
tionsbereich und die Eigenschaften dieser Funktion dahingestellt sein lassen.
Wir interessieren uns für das Integral

I :=

∫ 2π

0
R(cos(θ), sin(θ)) dθ.

Dazu setzen wir die Ausdrücke

cos(θ) =
eiθ + e−iθ

2
, sin(θ) =

eiθ − e−iθ

2i

in den Integranden ein und erhalten, wiederum mit γ(θ) := eiθ, die Formel

I =

∫ 2π

0
R

(
eiθ + e−iθ

2
,
eiθ − e−iθ

2i

)
dθ

=
1

i

∫ 2π

0
R

(
γ(θ) + 1/γ(θ)

2
,
γ(θ)− 1/γ(θ)

2i

)
γ̇(θ)

γ(θ)
dθ

=
1

i

∫ 2π

0
R

(
z + 1/z

2
,
z − 1/z

2i

)
dz

z

= 2π
∑
a∈D

Res(f, a),

wobei f durch

f(z) :=
1

z
R

(
z + 1/z

2
,
z − 1/z

2i

)
(4.29)

definiert ist. Hieraus ergibt sich also die Bedingung an R, dass dieser Aus-
druck (4.29) eine holomorphe Funktion auf einer Umgebung des abgeschlos-
senen Einheitskreises mit endlich vielen singulären Ausnahmepunkten defi-
niert. Die Summe ist dann über diese Ausnahmepunkte zu verstehen.
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Beispiel 4.48. Wir berechnen das Integral

I :=

∫ 2π

0

dθ

cos4(θ) + sin4(θ)
= π

√
8. (4.30)

In diesem Beispiel ist

R(cos(θ), sin(θ)) =
1

cos4(θ) + sin4(θ)

und daher

f(z) =
1

z
R

(
z + 1/z

2
,
z − 1/z

2i

)
=

1

z

16

(z + 1/z)4 + (z − 1/z)4

=
16z3

(z2 + 1)4 + (z2 − 1)4

=
8z3

z8 + 6z4 + 1
.

Die Pole dieser Funktion sind die vierten Wurzeln der Lösungen w der qua-
dratischen Gleichung

w2 + 6w + 1 = 0.

Die Lösungen sind w = −3±
√
8 und nur die Lösung w =

√
8− 3 liegt in D.

Ist

z4 =
√
8− 3

so erhalten wir, nach Lemma 4.44 mit

p(z) := 8z3, q(z) := z8 + 6z4 + 1,

dass

Res(f, z) =
p(z)

q′(z)
=

8z3

8z7 + 24z3
=

1

z4 + 3
=

1√
8
.

Also sind alle vier Residuen gleich und damit ergibt sich

I = 2π
∑
z∈D

Res(f, z) =
8π√
8
= π

√
8,

wie eingangs behauptet.
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Korollar 4.49. Seien p, q : C → C Polynome so dass

deg(q) ≥ deg(p) + 2, q(x) ̸= 0 ∀ x ∈ R. (4.31)

Dann gilt∫ ∞

−∞
f(x) dx = 2πi

∑
Im z>0

Res(f, z), f(z) :=
p(z)

q(z)
. (4.32)

r−r

Abbildung 4.12: Lokalisierung eines Integrals

Beweis. Wir betrachten den Zyklus γr := γr,0+ γr,1 wobei γr,0 : [−r, r] → C
und γr,1 : [0, π] → C die folgenden Kurven sind (siehe Abbildung 4.12):

γr,0(t) := t, −r ≤ t ≤ r,

γr,1(t) := reit, 0 ≤ t ≤ π.

Für r > 0 hinreichend gross sind alle Nullstellen von q mit positivem Ima-
ginärteil in dem von γr eingeschlossenen Gebiet

Gr := {z ∈ C | Im z > 0, |z| < r}

enthalten. Nach Satz 4.41 erhalten wir damit folgende Gleichung

2πi
∑

Im z>0

Res(f, z) =

∫
γr

f(z) dz

=

∫ r

−r
f(x) dx+

∫ π

0

p(reit)ireit

q(reit)
dt.

Da deg(q) ≥ deg(p) + 2 ist, gilt limz→∞ p(z)z/q(z) = 0. Daraus folgt

2πi
∑

Im z>0

Res(f, z) = lim
r→∞

∫ r

−r
f(x) dx =

∫ ∞

−∞
f(x) dx,

was zu beweisen war.



126 KAPITEL 4. DER RESIDUENKALKÜL

Beispiel 4.50. Wir betrachten die rationale Funktion

f(z) :=
1

1 + z2
=

i/2

z + i
− i/2

z − i

Diese hat einen einfachen Pol a = i in der oberen Halbebene mit Residuum
−i/2. Daher folgt aus Korollar 4.49, dass∫ ∞

−∞

dx

1 + x2
= 2πiRes(f, i) = π. (4.33)

Beispiel 4.51. Die rationale Funktion

f(z) =
1

(z2 + z + 1)2
=

1

(z − ω)2(z − ω)2

mit

ω := e2πi/3 = −1

2
+

√
3

2
i, ω = e−2πi/3 = −1

2
−

√
3

2
i,

hat ebenfalls einen Pol ω in der oberen Halbebene. Es gilt

f(z) =
ϕ(z)

(z − ω)2
, ϕ(z) :=

1

(z − ω)2

und daher folgt aus Lemma 4.45, dass

Res(f, ω) = ϕ′(ω) = − 2

(ω − ω)3
= − 2(√

3i
)3 =

2

3
√
3i
.

Damit ergibt sich aus Korollar 4.49, dass∫ ∞

−∞

dx

(x2 + x+ 1)2
= 2πiRes(f, ω) =

4π

3
√
3
. (4.34)

Korollar 4.52. Seien p, q : C → C Polynome so dass

deg(q) > deg(p), q(x) ̸= 0 ∀ x ∈ R. (4.35)

Dann gilt∫ ∞

−∞
f(x) dx = 2πi

∑
Im z>0

Res(f, z), f(z) :=
p(z)

q(z)
eiz. (4.36)
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0

0

a

−a +ib a +ib

−a

1

1

Abbildung 4.13: Lokalisierung eines Integrals

Beweis. Für positive reelle Zahlen a0, a1, b betrachten wir das Rechteck
R(a0, a1, b) mit den Ecken −a0, a1, −a0+ ib, a1+ ib (siehe Abbildung 4.13).
Wählen wir a0, a1, b hinreichend gross, so liegen alle Nullstellen von q mit po-
sitivem Imaginärteil in R(a0, a1, b). In dem Fall erhalten wir für das Integral
von f über den Rand dieses Rechtecks den Wert

2πi
∑

Im z>0

Res(f, z) =

∫ a1

−a0

f(x) dx+

∫ b

0
f(a1 + iy)i dy

−
∫ b

0
f(−a0 + iy)i dy −

∫ a1

−a0

f(x+ ib) dx.

Da der Grad des Polynoms q grösser ist als der Grad von p, gibt es positive
reelle Zahlen c, r so dass für alle z ∈ C gilt, dass

|z| > r =⇒
∣∣∣∣p(z)q(z)

∣∣∣∣ ≤ c

|z|
.

Daraus folgt

|f(x+ ib)| =
∣∣∣∣p(x+ ib)

q(x+ ib)
eix−b

∣∣∣∣ ≤ c

b
e−b

für b ≥ r und daher

lim
b→∞

∣∣∣∣∫ a1

−a0

f(x+ ib) dx

∣∣∣∣ ≤ lim
b→∞

c(a0 + a1)

b
e−b = 0.

Damit ergibt sich

2πi
∑

Im z>0

Res(f, z) =

∫ a1

−a0

f(x) dx+

∫ ∞

0
f(a1+iy)i dy−

∫ ∞

0
f(−a0+iy)i dy.

Nun gilt

lim
|a|→∞

∣∣∣∣∫ ∞

0
f(a+ iy)i dy

∣∣∣∣ ≤ lim
|a|→∞

c

|a|

∫ ∞

0
e−y dy = lim

|a|→∞

c

|a|
= 0

und daraus folgt die Behauptung mit a0, a1 → ∞.
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Übung 4.53. Beweisen Sie, dass die Formel (4.36) auch für die Funktion

f(z) :=
p(z)

q(z)
eimz

mit m > 0 gilt. Hinweis: Verwenden Sie die Gleichung∫ ∞

−∞

p(x)

q(x)
eimx dx =

1

m

∫ ∞

−∞

p(x/m)

q(x/m)
eix dx.

Welche Formel ergibt sich im Fall m < 0?

Beispiel 4.54. Nach Korollar 4.52 gilt∫ ∞

−∞

x

1 + x2
eix dx = 2πiRes

(
zeiz

1 + z2
, i

)
= 2πi lim

z→i

zeiz

z + i
=
πi

e
.

Daraus folgt ∫ ∞

−∞

x cos(x)

1 + x2
dx = 0,

∫ ∞

−∞

x sin(x)

1 + x2
dx =

π

e
. (4.37)

4.5 Das Prinzip vom Argument

Es ist manchmal nützlich, Kurven zu betracheten deren Windungszahlen
alle 0 oder 1 sind (siehe Abbildung 4.14).

Abbildung 4.14: γ berandet G

Definition 4.55. Sei G ⊂ C eine beschränkte offene Menge und γ ∈ Z (C)
ein Zyklus in C mit Bildmenge Γ. Wir sagen γ berandet G wenn gilt:

G ∩ Γ = ∅, w(γ, z) =

{
1, für z ∈ G,
0, für z ∈ C \ (G ∪ Γ).
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Übung 4.56. Sind Γ und G wie in Definition 4.55 so gilt ∂G ⊂ Γ. Kon-
struieren Sie ein Beispiel mit ∂G ̸= Γ.

Übung 4.57. Sei G ⊂ C eine offene beschränkte Teilmenge deren Rand
Γ := ∂G eine glatte 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit von C ∼= R2 ist.
Sei Γ so orientiert, dass G “links von Γ liegt” und sei γ ∈ Z (C) ein Zyklus,
der Γ in positiver Richtung durchläuft. Dann wird G von γ berandet.

Das folgende Korollar ist die klassische Version des Residuensatzes.

Korollar 4.58. Seien G,Ω ⊂ C offene Mengen so dass G ⊂ Ω. Sei γ ∈
B(Ω) ein null-homologer Zyklus mit Bildmenge Γ, der G berandet. Sei A ⊂
Ω eine diskrete Teilmenge mit A∩Γ = ∅ und f : Ω\A→ C eine holomorphe
Funktion. Dann gilt

1

2πi

∫
γ
f(z) dz =

∑
a∈A∩G

Res(f, a). (4.38)

Beweis. Dies folgt sofort aus Satz 4.41 und Definition 4.55.

Definition 4.59. Sei Ω ⊂ C eine offene Menge. Eine stetige Funktion
f : Ω → C heisst meromorph, wenn die Menge A := {a ∈ Ω | f(a) = ∞}
diskret und die Einschränkung von f auf Ω \A holomorph ist.

Bemerkung 4.60. Sei Ω ⊂ C offen und A ⊂ Ω diskret. Eine holomor-
phe Funktion f : Ω \ A → C lässt sich genau dann zu einer meromorphen
Funktion Ω → C erweitern, wenn jedes a ∈ A entweder ein Pol oder ei-
ne hebbare Singularität ist. Umgekehrt, ist f : Ω → C meromorph und
A := {a ∈ Ω | f(a) = ∞} so ist jeder Punkt a ∈ A ein Pol von f |Ω\A.

Übung 4.61. Sei f : Ω → C eine von Null verschiedene meromorphe Funk-
tion auf einer zusammenhängenden offene Menge Ω ⊂ C. Sei

A := {a ∈ Ω | f(a) = 0} , B := {b ∈ Ω | f(b) = ∞} .

Dann ist A∪B eine diskrete Teilmenge von Ω und die Funktion 1/f : Ω → C
ist wieder meromorph.

Übung 4.62. Sei Ω ⊂ C eine zusammenhängende offene Menge. Dann ist
der Raum M (Ω) :=

{
f : Ω → C | f ist meromorph

}
ein Körper. Insbesonde-

re sind Summe und Produkt zweier meromorpher Funktionen auf Ω wieder
meromorph.

Übung 4.63. Eine meromorphe Funktion f : C → C ist genau dann ratio-
nal wenn der Grenzwert limz→∞ f(z) in C existiert.
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Satz 4.64 (Prinzip vom Argument). Sei Ω ⊂ C eine zusammenhängen-
de offene Menge und f : Ω → C eine von Null verschiedene meromorphe
Funktion mit Nullstellen aj der Multiplizitätenmj und Polstellen bk der Mul-
tiplizitäten nk. Sei γ ∈ B(Ω) ein null-homologer Zyklus, dassen Bildmenge
keine Nullstelle und keinen Pol von f enthält. Dann gilt

1

2πi

∫
γ

f ′(z)

f(z)
dz =

∑
j

w(γ, aj)mj −
∑
k

w(γ, bk)nk. (4.39)

Beweis. Nach Übung 4.61 bilden die Nullstellen und Pole von f eine diskrete
Teilmenge A := {aj} ∪ {bk} ⊂ Ω und f ′/f : Ω \ A → C ist holomorph. Wir
zeigen, dass f ′/f an jeder Stelle a ∈ A einen einfachen Pol hat.

Ist aj ∈ Ω eine Nullstelle von f mit der Multiplizität mj so existiert
(nach Satz 3.43) ein rj > 0 und eine holomorphe Funktion gj : Brj (aj) → C
so dass Brj (aj) ⊂ Ω und

f(z) = (z − aj)
mj gj(z), gj(z) ̸= 0

für alle z ∈ Brj (aj). Daraus folgt

f ′(z)

f(z)
=

mj

z − aj
+
g′j(z)

gj(z)

für alle z ∈ Brj (aj) \ {aj} und daher

Res

(
f ′

f
, aj

)
= mj . (4.40)

Ist bk ∈ Ω ein Pol von f mit der Multiplizität nk so existiert (nach Satz 3.79)
ein sk > 0 und eine holomorphe Funktion hk : Bsk(bk) → C so dass
Bsk(ak) ⊂ Ω und

f(z) =
hk(z)

(z − bk)
nk
, hk(z) ̸= 0

für alle z ∈ Bsk(bk) \ {bk}. Daraus folgt

f ′(z)

f(z)
= − nk

z − bk
+
h′k(z)

hk(z)

für alle z ∈ Bsk(bk) \ {bk} und daher

Res

(
f ′

f
, bk

)
= −nk. (4.41)

Die Behauptung folgt nun aus dem Residuensatz 4.41 für f ′/f und den
Gleichungen (4.40) und (4.41).
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Lemma 4.65. Sei Ω ⊂ C eine offene Menge, f : Ω → C eine meromorphe
Funktion, und γ ∈ Z (Ω) ein Zyklus, dessen Bildmenge Γ die Nullstellen
und Pole von f nicht trifft. Dann gilt

1

2πi

∫
γ

f ′(z)

f(z)
dz = w(f ◦ γ, 0). (4.42)

Beweis. Sei γ =
∑N

j=1mjγj mit mj ∈ Z und γj : [0, 1] → Ω. Nach Voraus-
setzung ist f ◦γj überall ungleich 0 und ∞, und ist eine glatte Funktion mit
Werten in C∗ = C \ {0}. Es gilt für jedes j∫

f◦γj

dz

z
=

∫ 1

0

1

f(γj(t))

d

dt
f(γj(t)) dt

=

∫ 1

0

f ′(γj(t))γ̇j(t)

f(γj(t))
dt

=

∫
γj

f ′(z) dz

f(z)
.

Multiplizieren wir diese Identität mit 1/2πi und summieren über j so erhal-
ten wir die gewünschte Gleichung (4.42).

Lemma 4.65 zeigt, dass wir die Formel (4.39) in Satz 4.64 auch in der
Form

w(f ◦ γ, 0) =
∑
j

w(γ, aj)mj −
∑
k

w(γ, bk)nk. (4.43)

schreiben können. Hieraus wird ersichtlich warum Satz 4.64 das Prinzip vom
Argument genannt wird. Ist nämlich γ : [0, 1] → Ω eine geschlossene Kurve,
die ein Gebiet G berandet (siehe Definition 4.55), so ist die Anzahl der
Nullstellen minus die Anzahl der Pole von f in G, nach (4.43), gleich der
Windungszahl von f ◦ γ um 0. Diese Zahl lässt sich über das Argument von
f(γ(t)) bestimmen: Wählen wir eine glatte Funktion α : [0, 1] → R so dass

arg(f(γ(t)) = α(t)

oder, was das gleiche bedeutet, f(γ(t))/ |f(γ(t))| = eiα(t), so ist

w(f ◦ γ) = α(1)− α(0)

2π
.

Insbesondere ist α genau dann eine geschlossene Kurve in R, wenn die An-
zahl der Nullstellen von f mit der Anzahl der Polstellen von f in dem von γ
eingeschlossenen Gebiet übereinstimmt. Eine besonders nützliche Anwen-
dung des Prinzips vom Argument ist der Satz von Rouché.
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Satz 4.66 (Rouché). Sei Ω ⊂ C eine zusammenhängende offene Menge
und G ⊂ C eine offene Menge so dass G ⊂ Ω. Sei γ ∈ B(Ω) ein null-
homologer Zyklus mit Bildmenge Γ, der G berandet. Seien f, g : Ω → C
holomorphe Funktionen so dass

|f(z)− g(z)| < |f(z)|+ |g(z)| ∀ z ∈ Γ. (4.44)

Dann haben f und g die gleiche Anzahl Nullstellen (mit Multiplizität) in G.

Beweis. Aus der Ungleichung (4.44) folgt insbesondere, dass f und g keine
Nullstellen auf Γ haben können, denn sonst wäre die Ungleichung nicht
strikt. Wir betrachten die meromorphe Funktion

h :=
f

g
: Ω → C.

Diese Funktion hat keine Nullstellen und Pole auf Γ und es gilt

h′

h
=
f ′

f
− g′

g
.

Nach Lemma 4.65 ist

w(h ◦ γ, 0) = 1

2πi

∫
γ

f ′(z)

f(z)
dz − 1

2πi

∫
γ

g′(z)

g(z)
dz.

Nach Satz 4.64 ist dieser Ausdruck die Differenz der Anzahl der Nullstellen
von f in G und der Anzahl der Nullstellen von g in G. Es bleibt also zu
zeigen, dass

w(h ◦ γ, 0) = 0

ist. Nun folgt aber aus (4.44), dass

|h(z)− 1| < |h(z)|+ 1 ∀ z ∈ Γ.

Das heisst, dass h auf Γ keine negativen reellen Werte annehmen kann:

h(z) ∈ C \ (−∞, 0] ∀ z ∈ Γ.

Damit ist h◦γ ein Zyklus in der einfach zusammenhängenden offenen Menge
C \ (−∞, 0]. Also folgt aus Satz 4.11, dass w(h ◦ γ, a) = 0 ist für jedes a im
Komplement dieser Menge, insbesondere also für a = 0. Damit ist der Satz
bewiesen.
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Beispiel 4.67. Sei f : C → C ein Polynom vom Grade n ≥ 1 mit führendem
Koeffizienten 1, das heisst

f(z) = zn + an−1z
n−1 + · · ·+ a1z + a0

mit a0, a1, . . . , an−1 ∈ C. Wähle r ≥ 1 so dass r > |a0|+ |a1|+ · · ·+ |an−1| .
Mit g(z) := zn, G := {z ∈ C | |z| < r} und Γ := ∂G = {z ∈ C | |z| = r}
erhalten wir |f(z)− g(z)| < rn = |g(z)| für alle z ∈ Γ. Also folgt aus dem
Satz von Rouché, dass die Anzahl der Nullstellen von f in G gleich der
Anzahl der Nullstellen von g in G, also gleich n, ist.

Übung 4.68. Wieviele Nullstellen z mit |z| < 1 hat das Polynom f(z) =
z7−2z5+6z3−z+1? Wieviele Nullstellen z mit 1 < |z| < 2 hat das Polynom
f(z) = z4 − 6z + 3?

Übung 4.69. Sei Ω ⊂ C eine offene Menge, die die Einheitskreisscheibe D
enthält, und h : Ω → C eine holomorphe Funktion, so dass |h(z)| < 1 für
|z| = 1. Dann hat h in D genau einen Fixpunkt z = h(z).

Übung 4.70. Für λ > 1 hat die Gleichung zeλ−z = 1 genau eine Lösung,
und diese ist reell und positiv.

Übung 4.71. Wie viele Nullstellen mit positivem Realteil hat das Polynom
f(z) := z4 + 8z3 + 3z2 + 8z + 3? Hinweis: Skizzieren Sie das Bild der
imaginären Achse und wenden Sie das Prinzip vom Argument auf einen
grossen Halbkreis an.

Übung 4.72. Sei Ω ⊂ C eine offene Menge, die die Einheitskreisscheibe D
enthält, und f : Ω → C eine holomorphe Function, die auf dem Rand von D
nirgends verschwindet. Erfüllt f die Bedingung∫

|z|=1

f ′(z) dz

f(z)
= 1

so hat die Gleichung f(z) = 0, nach Satz 4.64, in der Einheitskreisscheibe
genau eine Lösung z0 ∈ D. Beweisen Sie, dass z0 durch die Formel

z0 =

∫
|z|=1

zf ′(z) dz

f(z)

gegeben ist.

Übung 4.73. Für jede beschränkte holomorphe Funktion f : D → C gilt
die Bergmannsche Formel

f(ζ) =
1

π

∫
D

f(z)

1− z̄ζ
dxdy, ζ ∈ D.

Hinweis: Verwenden Sie Polarkoordinaten und den Residuensatz.
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Übung 4.74 (Der Logarithmus einer Funktion). Sei f : Ω → C eine
holomorphe Funktion ohne Nullstellen auf einer zusammenhängenden offe-
nen Menge Ω ⊂ C. Zeigen Sie, dass es genau dann eine Funktion g : Ω → C
mit eg = f gibt, wenn die Windungszahl w(f ◦ γ, 0) für jeden Zyklus
γ ∈ Z (Ω) verschwindet. Eine solche Funktion g wird auch mit log f be-
zeichnet, ist aber durch f nicht eindeutig bestimmt. Hinweis: Satz 4.17
und Lemma 4.65.

Übung 4.75 (Die n-te Wurzel einer Funktion). Sei f : Ω → C eine
holomorphe Funktion ohne Nullstellen auf einer zusammenhängenden offe-
nen Menge Ω ⊂ C. Sei n ∈ N. Zeigen Sie, dass es genau dann eine Funktion
h : Ω → C mit hn = f gibt, wenn die Windungszahl w(f ◦ γ, 0) für jeden
Zyklus γ ∈ Z (Ω) durch n teilbar ist. Eine solche Funktion h wird auch
mit n

√
f bezeichnet, ist aber durch f nicht eindeutig bestimmt. Hinweis:

Seien z0 ∈ Ω und w0 ∈ C so gewählt, dass wn
0 = f(z0) ist. Für z ∈ Ω sei

h(z) := w0 exp

(
1

n

∫
γ

f ′(z) dz

f(z)

)
,

wobei γ : [0, 1] → Ω eine glatte Kurve ist mit γ(0) = z0 und γ(1) = z.

Übung 4.76. Sei f : C → C eine meromorphe Funktion und

Z := {ζ ∈ C | f(ζ) = 0 oder f(ζ) = ∞}

die (diskrete) Menge der Nullstellen und Pole von f . Für eine Polstelle ζ ∈ Z
sei m(ζ) die Ordnung der Polstelle und für eine Nullstelle ζ ∈ Z sei −m(ζ)
die Ordnung der Nullstelle. Sei Ω ⊂ C eine zusammenhängende offene Menge
mit Ω ∩ Z = ∅. Beweisen Sie folgendes.

(a) Es gibt genau dann eine holomorphe Funktion g : Ω → C so dass eg = f
ist, wenn für jede beschränkte Zusammenhangskomponente A ⊂ C von C\Ω
gilt, dass ∑

ζ∈A∩Z
m(ζ) = 0

ist, das heisst, dass die Anzahl der Nullstellen von f in A gleich der Anzahl
der Polstellen von f in A ist. Hinweis: Übung 4.74 und das Prinzip vom
Argument.

(b) Sei n ∈ N. Es gibt genau dann eine holomorphe Funktion h : Ω → C
so dass hn = f ist, wenn die Zahl

∑
ζ∈A∩Z m(ζ) für jede beschränkte Zu-

sammenhangskomponente A ⊂ C von C \ Ω durch n teilbar ist. Hinweis:
Übung 4.75 und das Prinzip vom Argument.
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Übung 4.77. (a) Existiert der Logarithmus log f der Funktion

f(z) :=
z − 1

z + 1

in dem Gebiet Ω \ {±1}? Gleiche Frage für Ω := C \ [−1, 1].

(b) Existiert die Quadratwurzel
√
f der Funktion

f(z) :=
1

z2 − 1

in dem Gebiet Ω \ {±1}? Gleiche Frage für Ω := C \ [−1, 1].

Übung 4.78. Sei Ω ⊂ C eine offene Menge mit D ⊂ Ω und f, g : Ω → C
holomorphe Funktionen so dass f(z) ̸= 0 ist für alle z ∈ ∂D. Sei z1, . . . , zn
die Nullstellen von f in D und m1, . . . ,mn ∈ N ihre Multiplizitäten. Dann
gilt

1

2πi

∫
|z|=1

g(z)
f ′(z)

f(z)
dz =

n∑
i=1

g(zi)mi.

Übung 4.79. Seien Ω und Ω′ offene Teilmengen von C, ϕ : Ω′ → Ω eine
biholomorphe Abbildung, und f : Ω → C eine meromorphe Funktion. Dann
ist auch f ◦ϕ : Ω′ → C meromorph. Besitzt f einen Pol (bzw. eine Nullstelle)
der Ordnung m an der Stelle z0 ∈ Ω, so besitzt f ◦ ϕ einen Pol (bzw. eine
Nullstelle) der Ordnung m an der Stelle z′0 := ϕ−1(z0) ∈ Ω′.

Übung 4.80. (Diese Übung hat mir Paul Biran erklärt.) Sei γ : R/Z → C
eine glatte Einbettung mit Bildmenge Γ und

G := {z ∈ C \ Γ |w(γ, z) ̸= 0}

die von γ eingeschlossene beschränkte zusammenhängende einfach zusam-
menhängende offene Menge. (Siehe Übung 3.29 und Beispiel 4.9.) Sei Ω ⊂ C
eine offene Menge so dass G = G ∪ Γ ⊂ Ω. Ist f : Ω → C eine holomorphe
Funktion, die auf Γ injektiv ist, dann ist f auch auf G injektiv.

Hinweis: Zeigen Sie folgendes.

(a) f ◦ γ : [0, 1] → C ist eine stückweise glatte injektive geschlossene Kurve.

(b) Die Mengen Wi := {b ∈ C \ f(Γ) | |w(f ◦ γ, b)| = i}, i = 0, 1, sind zu-
sammenhängend und ihre Vereinigung ist C \ f(Γ).
(c) Es gilt W0 ∩ f(G) = ∅, f(Γ) ∩ f(G) = ∅, und W1 = f(G).
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4.6 Die Riemannsche Zeta-Zunktion

Unendliche Produkte

Sei (pn)n∈N eine Folge komplexer Zahlen. Wir sagen, das unendliche Pro-
dukt

∏∞
n=1 pn konvergiert, wenn höchstens endlich viele pn gleich Null

sind und die Folge
∏

k≤n,pk ̸=0 pk gegen eine von Null verschiedene komplexe
Zahl konvergiert. In diesem Fall konvergiert auch die Folge

∏n
k=1 pk und ihr

Grenzwert wird mit
∞∏
n=1

pn := lim
n→∞

n∏
k=1

pk

bezeichnet. (Dieser Grenzwert kann auch Null sein.) Wir sagen das Produkt∏∞
n=1 pn konvergiert absolut wenn gilt:

lim
n→∞

pn = 1,
∞∑
n=1

|pn−1|<1

|log(pn)| <∞.

Hier ist log der Hauptzweig des Logarithmus.

Übung 4.81. Beweisen Sie folgendes.

(a) Wenn das Produkt
∏∞

n=1 pn konvergiert, dann konvergiert pn gegen 1.

(b) Wenn das Produkt
∏∞

n=1 pn absolut konvergiert, dann konvergiert es
und der Grenzwert ist unabhängig von der Reihenfolge der pn.

(c) Sei (zn)n∈N eine Nullfolge in C. Das Produkt
∏∞

n=1(1 + zn) konvergiert
genau dann (absolut), wenn die Reihe

∑∞
n=1 zn (absolut) konvergiert.

Übung 4.82. Beweisen Sie

∞∏
n=2

(
1− 1

n2

)
=

1

2
,

∞∏
n=1

(
1 + z2n

)
=

1

1− z
für |z| < 1.

Übung 4.83. Sei h ∈ Cmit |h| < 1. Zeigen Sie, dass das unendliche Produkt

θ(z) :=
∞∏
n=1

(
1 + h2n−1ez

) (
1 + h2n−1e−z

)
(4.45)

eine holomorphe Funktion θ : C → C auf der ganzen komplexen Ebene
darstellt und dass diese Funktion die folgende Gleichung erfüllt:

θ(z + 2 log(h)) = h−1e−zθ(z). (4.46)
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Die Gamma-Funktion

Übung 4.84. Zeigen Sie, dass das unendliche Produkt

G(z) :=
∞∏
n=1

(
1 +

z

n

)
e−z/n (4.47)

absolut und gleichmässig auf jeder kompakten Teilmenge von C konvergiert.
Zeigen Sie, dass jede negative ganze Zahl eine einfache Nullstelle von G ist
(und dass G keine anderen Nullstellen hat). Beweisen Sie:

G′(z)

G(z)
=

∞∑
n=1

(
1

z + n
− 1

n

)
. (4.48)

Übung 4.85. Beweisen Sie die Formeln

π2

sin2(πz)
=

∞∑
n=−∞

1

(z − n)2
(4.49)

und

π cot(πz) =
1

z
+
∑
n̸=0

(
1

z − n
+

1

n

)
. (4.50)

Hinweis: Die rechte Seite in (4.49) konvergiert gleichmässig auf jeder kom-
pakten Teilmenge K ⊂ C, nach Fortlassen der Summanden mit n ∈ K.
Zeigen Sie, dass die Differenz g der beiden Seiten in (4.49) an jeder Stelle
n ∈ Z eine hebbare Singularität hat und daher auf ganz C holomorph ist.
Zeigen Sie, dass g(z) für |Im z| → ∞ gleichmässig gegen Null konvergiert.
Schliessen Sie daraus, dass g beschränkt und daher konstant ist. Führen
Sie (4.50) auf (4.49) zurück, indem Sie den Cotangens differenzieren.

Übung 4.86 (Das Eulersche Sinus-Produkt). Beweisen Sie die Formel

sin(πz) = πz
∏
n̸=0

(
1− z2

n2

)
. (4.51)

Hinweis: Zeigen Sie, dass eine holomorphe Funktion g : C → C existiert,
die die Gleichung

sin(πz)

π
= eg(z)zG(z)G(−z)

für alle z ∈ C erfüllt, wobei G : C → C durch (4.47) definiert ist. Verwenden
Sie (4.48) und (4.50) um zu zeigen, das g konstant ist.
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Übung 4.87 (Die Eulersche Konstante). Zeigen Sie, dass die holomor-
phe Funktion G : C → C in (4.47) die Gleichung

G(z − 1) = eγzG(z) (4.52)

für alle z ∈ C erfüllt, wobei γ die Eulersche Konstante ist:

γ := lim
n→∞

(
1 +

1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n
− log(n)

)
. (4.53)

Diese hat ungefähr den Wert γ = 0, 57721566490153286060651209. Hin-
weis: Zeigen Sie zunächst unter Betrachtung der Nullstellen, dass es eine
holomorphe Funktion γ : C → C gibt, die die Gleichung (4.52) erfüllt.
Zeigen Sie dann durch Differentiation, dass diese Funktion konstant ist. Be-
weisen Sie, dass die Konstante γ durch (4.53) gegeben ist, indem Sie die
Gleichung (4.52) an der Stelle z = 1 auswerten.

Sei G : C → C die durch (4.47) definierte Funktion und γ ∈ R die
Eulersche Konstante. Die Gamma-Funktion ist die durch

Γ(z) :=
1

eγzzG(z)
=
e−γz

z

∞∏
n=1

(
1 +

z

n

)−1
ez/n (4.54)

definierte meromorphe Funktion Γ : C → C.

Übung 4.88. Beweisen Sie, dass die Gamma-Funktion die Gleichungen

Γ(z + 1) = zΓ(z), Γ(z)Γ(1− z) =
π

sin(πz)
, (4.55)

Γ(n) = (n− 1)! ∀n ∈ N, Γ

(
1

2

)
=

√
π (4.56)

erfüllt.

Übung 4.89. Beweisen Sie die Identität

d

dz

(
Γ′(z)

Γ(z)

)
=

∞∑
n=0

1

(z + n)2
. (4.57)

Beweisen Sie, dass die aus der Analysis bekannte Formel

Γ(z) =

∫ ∞

0
tz−1e−t dt (4.58)

für Re z > 0 dieselbe Funktion definiert. (Hinweis: Verwenden Sie die Cha-
rakterisierung der Gamma-Funktion durch den Satz von Bohr–Mollerup als
die einzige logarithmisch konvexe Funktion F : (0,∞) → (0,∞), die die
Bedingungen F (x+ 1) = xF (x) und F (1) = 1 erfüllt.)
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Übung 4.90. Zeigen Sie, dass die Gamma-Funktion keine Nullstellen hat.
Zeigen Sie, dass jede nichtpositive ganze Zahl ein einfacher Pol der Gamma-
Funktion ist, und dass sie keine weiteren Pole hat. Beweisen Sie, dass die
Residuen der Gamma-Funktion durch

Res(Γ,−n) = lim
z→n

(z + n)Γ(z) =
(−1)n

n!

für n ∈ N ∪ {0} gegeben sind. Hinweis: Gleichung (4.55) und Γ(1) = 1.

Übung 4.91. Beweisen Sie die Legendresche Verdoppelungsformel
√
πΓ(2z) = 22z−1Γ(z)Γ(z + 1/2) (4.59)

für z ∈ C. Hinweis: Beweisen Sie mit Hilfe von (4.57) die Gleichung

d

dz

(
Γ′(z)

Γ(z)

)
+

d

dz

(
Γ′(z + 1/2)

Γ(z + 1/2)

)
= 2

d

dz

(
Γ′(2z)

Γ(2z)

)
, (4.60)

integrieren Sie diese, und substituieren Sie z = 1 und z = 1/2.

Das Buch von Ahlfors [1] enthält einen Beweis der Stirling-Formel

lim
z→∞

Re z≥c>0

Γ(z)
√
z

(z/e)z
=

√
2π, (4.61)

der auf der Gleichung (4.57) und dem Residuensatz beruht. Ahlfors verwen-
det dann die Stirling-Formel, um die Gleichung (4.58) herzuleiten.

Die Riemannsche Zeta-Funktion

Für Re s > 1 ist der Wert der Riemannschen Zeta-Funktion an der Stelle s
durch

ζ(s) :=

∞∑
n=1

n−s (4.62)

definiert.

Übung 4.92. Beweisen Sie die Produkt-Formel

ζ(s) =
∏
p

1

1− p−s
(4.63)

für Re s > 1, wobei das Produkt über alle Primzahlen p zu verstehen ist.
(Hinweis:Multipliziert man ζ(s) mit dem endlichen Produkt

∏
p≤N (1−p−s)

so erhält man die Summe
∑

mm
−s über alle natürlichen Zahlen m, die

keinen Primfaktor p ≤ N enthalten.)
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Übung 4.93. Beweisen Sie die Formel

ζ(s)Γ(s) =

∫ ∞

0

xs−1

ex − 1
dx (4.64)

für s ∈ C mit Re s > 1. (Hinweis: Multiplizieren Sie die Formel (4.58) mit
n−s und summieren Sie über alle n ∈ N.)

Übung 4.94. Für 0 < ε < 2π sei γε : R → C die stückweise glatte Kurve,
die durch

γε(t) :=


−1− t+ εi, für t ≤ −1,

ε exp
(
πi
(
1 + t

2

))
, für − 1 ≤ t ≤ 1,

1− t− εi, für t ≥ 1,
(4.65)

gegeben ist. Beweisen Sie die Formel

ζ(s) = −Γ(1− s)

2πi

∫
γε

(−z)s−1

ez − 1
dz (4.66)

für s ∈ C mit Re s > 1, wobei (−z)s−1 := e(s−1) log(−z) für z ∈ C \ [0,∞)
mit |Im log(−z)| < π. Schliessen Sie daraus, dass ζ sich zu einer meromor-
phen Funktion auf der ganzen komplexen Ebene fortsetzen lässt. (Hinweis:
betrachten Sie den Grenzwert ε→ 0.)

Übung 4.95. Beweisen Sie, dass ζ ihren einzigen Pol an der Stelle s = 1
hat, und dass dies ein einfacher Pol mit Residuum 1 ist:

Res(ζ, 1) = lim
s→1

(s− 1)ζ(s) = 1. (4.67)

Übung 4.96. Beweisen Sie die Formel

ζ(−n) = (−1)n
n!

2πi

∫
|z|=1

dz

zn+1(ez − 1)
= (−1)n

Bn+1

n+ 1
, (4.68)

für n ∈ N ∪ {0}, wobei die Bn+1 die Bernoulli-Zahlen sind (siehe Bei-
spiel 3.51). Insbesondere gilt ζ(0) = −1/2 und

ζ(−2n) = 0

für alle n ∈ N. Dies sind die trivialen Nullstellen der Riemannschen Zeta-
Funktion.
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Die Zeta-Funktion erfüllt eine wichtige Funktionalgleichung

ζ(s) = 2sπs−1 sin
(πs
2

)
Γ(1− s)ζ(1− s) (4.69)

für alle s ∈ C. Diese Gleichung liefert eine Symmetrie, die es erlaubt, das
Verhalten der Zeta-Funktion in dem Gebiet Re s < 0 in Bezug zu setzen zu
ihrem Verhalten in dem Gebiet Re s > 1, wo die Formeln (4.62) und (4.63)
gelten. Noch deutlicher wird diese Symmetrie, wenn man die Funktion

ξ(s) :=
1

2
s(1− s)π−s/2Γ

(s
2

)
ζ(s) (4.70)

betrachtet. Es folgt leicht aus (4.69), dass ξ eine holomorphe Funktion auf
ganz C ist und die Gleichung

ξ(s) = ξ(1− s) (4.71)

für alle s ∈ C erfüllt. Das Buch von Ahlfors [1, Seite 216] enthält einen Beweis
von (4.69), der auf dem Residuensatz beruht, und den wir hier wiederholen.

Beweis von Gleichung (4.69). Da beide Seiten der Gleichung (4.69) mero-
morphe Funktionen auf ganz C sind, genügt es nach dem Identitätssatz
(Korollar 3.57), diese Gleichung für Re s < 0 zu beweisen. Wir betrachten
dazu die meromorphe Funktion fs : C \ [0,∞) → C, die durch

fs(z) :=
(−z)s−1

ez − 1

definiert ist, wobei (−z)s−1 := e(s−1) log(−z) und log : C \ (−∞, 0] → C der
Hauptzweig des Logarithmus ist mit |Im log(−z)| < π. Nach Übung 4.94 gilt
dann

ζ(s) = −Γ(1− s)

2πi

∫
γ
fs(z) dz,

wobei γ = γπ : R → C \ [0,∞) durch (4.65) mit ε = π definiert ist. Wir
ersetzen nun das Integral über γ durch das Integral über einer Kurve γn in
C\ [0,∞), die die Pole ±2πik von fs mit |k| ≤ n umläuft. Diese Kurve setzt
sich zusammen aus den Halbachsen

γ−n : (−∞,−(2n+ 1)π] → C, γ−n (t) := −t+ πi,

γ+n : [(2n+ 1)π,∞) → C, γ+n (t) := t− πi,
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π

π2n   i

2   i

Abbildung 4.15: Beweis der Funktionalgleichung

und der Kette γ′n welche den Rand des Quadrats

Qn := {z ∈ C | |Rez| ≤ (2n+ 1)π, |Imz| ≤ (2n+ 1)π}

mit Ausnahme des Intervalls Re z = (2n+ 1)π, |Im z| < π durchläuft (siehe
Abbildung 4.15). Da sich das Integral über γ auch als Summe von Integralen
über γ−n , γ

+
n und einer Kette γn,0 schreiben lässt, ist die Differenz der Inte-

grale von fs über γn und γ das Integral über dem Zyklus γ′n − γn,0, welcher
die Pole ±2πik von fs mit 0 < |k| ≤ n umläuft. Damit erhalten wir aus dem
Residuensatz 4.41 die Formel

1

2πi

∫
γn−γ

fs(z) dz =

n∑
k=1

(
Res(fs,−2πik) + Res(fs, 2πik)

)
=

n∑
k=1

(
(−2πik)s−1 + (2πik)s−1

)
=

n∑
k=1

(
e(s−1) log(2πik) + e(s−1) log(−2πik)

)
= 2

n∑
k=1

(2πk)s−1 sin
(πs
2

)
.

Hier haben wir die Gleichung log(±2πik) = log(2πk)±πi/2 verwendet. Für
Re s < 0 folgt damit aus der Definition der Riemannschen Zeta-Funktion
die Gleichung

lim
n→∞

1

2πi

(∫
γn

fs(z) dz −
∫
γ
fs(z) dz

)
= 2sπs−1ζ(1− s) sin

(πs
2

)
. (4.72)
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Darüber hinaus überzeugt man sich leicht davon, dass der Betrag des Nen-
ners ez − 1 der Funktion fs auf dem Rand von Qn gleichmässig von unten
beschränkt ist durch eine Konstante, die nicht von n abhängt. Andererseits
gibt es eine Konstante c so dass∣∣(−z)s−1

∣∣ = eRe((s−1) log(−z)) ≤ cnRe s−1

ist für alle z ∈ ∂Qn \{(2n+1)π}. Da die Länge von γ′n durch eine Konstante
mal n beschränkt ist, folgt daraus im Fall Re s < 0, dass

lim
n→∞

∫
γn

fs(z) dz = lim
n→∞

∫
γ′
n

fs(z) dz = 0

ist. Verbinden wir diese Beobachtung mit den Gleichungen (4.66) und (4.72)
so ergibt sich

ζ(s)

Γ(1− s)
= − 1

2πi

∫
γ
fs(z) dz = 2sπs−1ζ(1− s) sin

(πs
2

)
für alle s ∈ C mit Re s < 0. Daraus folgt sofort die Gleichung (4.69)

Übung 4.97. Beweisen Sie, dass die meromorphe Funktion ξ in (4.70) keine
Pole hat (also auf ganz C holomorph ist) und die Gleichung (4.71) erfüllt.
Hinweis: Ersetzen Sie s durch 1 − s in (4.69) und beweisen Sie, mit Hilfe
der Legendreschen Verdoppelungsformel (4.59), die Gleichung

cos
(πs
2

)
Γ

(
1− s

2

)
Γ

(
1 + s

2

)
= π. (4.73)

Es folgt aus der Produktformel (4.63), dass ζ(s) ̸= 0 ist für Re s > 1. Mit
Hilfe der Funktionalgleichung (4.69) folgt daraus, dass die Zeta-Funktion
neben den trivialen keine weiteren Nullstellen mit Re s < 0 haben kann.
Also liegen alle nichttrivialen Nullstellen der Riemannschen Zeta-Funktion
in dem sogenannten kritischen Streifen 0 ≤ Re s ≤ 1. Die Riemannsche
Vermutung besagt, dass alle nichttrivialen Nullstellen der Zeta-Funktion
den Realteil 1/2 haben. Dies ist eines der wichtigsten offenen Probleme in
der Mathematik. In einer Arbeit von 1896 zeigte Hadamard, dass die Rie-
mannsche Zeta-Funktion keine Nullstellen mit Re s = 1 hat, und gründete
darauf seinen Beweis des Primzahlensatzes. Dieser sagt, dass

lim
x→∞

π(x) log(x)

x
= 1

ist, wobei π(x) für x > 0 die Anzahl der Primzahlen p mit p ≤ x bezeichnet.
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Kapitel 5

Der Riemannsche
Abbildungssatz

Der Ausgangspunkt dieses Kapitels ist ein tiefliegender Satz von Riemann,
der sagt, dass sich jede nichtleere zusammenhängende einfach zusammen-
hängende offene Teilmenge der komplexen Ebene, die nicht gleich C ist,
biholomorph auf die Einheitskreisscheibe abbilden lässt. Man kann diesen
Satz verstehen als einen grundlegenden Schritt hin zur Klassifizierung ein-
dimensionaler komplexer Mannigfaltigkeiten. Der Uniformisierungssatz sagt,
dass jede nichtleere zusammenhängende einfach zusammenhängende ein-
dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit zu C, S2, oder D biholomorph ist.
Eine wichtige Klasse eindimensionaler komplexer Mannigfaltigkeiten bilden
die offenen Teilmengen von C, und darum geht es im Riemannschen Abbil-
dungssatz. Wir untersuchen dann das Randverhalten der Riemannschen Ab-
bildung mit Hilfe des Schwarzschen Spiegelungsprinzips und beweisen eine
Formel von Schwarz und Christoffel für Mengen mit polygonalen Rändern.
Diese führt hin zur Theorie der elliptischer Funktionen, die hier nur kurz
andiskutiert wird. Wir zeigen schliesslich, wie sich der Riemannsche Abbil-
dungssatz auf mehrfach zusammenhängende Gebiete ausdehnen lässt.

5.1 Der Riemannsche Abbildungssatz

Satz 5.1 (Der Riemannsche Abbildungssatz). Sei Ω ⊂ C eine nicht-
leere zusammenhängende einfach zusammenhängende offene Menge so dass
Ω ̸= C ist. Dann gibt es für jeden Punkt z0 ∈ Ω genau eine biholomorphe
Abbildung f : Ω → D auf die Einheitskreisscheibe, so dass

f(z0) = 0, f ′(z0) > 0. (5.1)

145
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Beispiel 5.2. Ist

Ω = D = {z ∈ C | |z| < 1}

und z0 ∈ D, so ist die gesuchte Abbildung

f(z) =
z − z0
1− z̄0z

, f ′(z0) =
1

1− |z0|2
.

Beispiel 5.3. Ist Ω die rechte Halbebene, das heisst

Ω = {z ∈ C |Re z > 0} , z0 = 1,

so ist die gesuchte Abbildung

f(z) =
z − 1

z + 1
, f ′(1) =

1

2
.

Beispiel 5.4. Ist Ω die obere Halbebene, das heisst

Ω = H = {z ∈ C | Im z > 0} , z0 = i,

so ist die gesuchte Abbildung

f(z) = i
z − i

z + i
, f ′(i) =

1

2
.

Diese Abbildung ergibt sich als Komposition der Multiplikation mit −i, die
die obere auf die rechte Halbebene abbildet, mit der Abbildung von Besi-
piel 5.3, gefolgt von einer weiteren Multiplikation mit i so dass die Abbildung
der Normalisierungsbedingung (5.1) genügt.

Beispiel 5.5. Ist Ω der erste Quadrant, das heisst

Ω = {z ∈ C |Re z > 0, Im z > 0} , z0 =
1 + i√

2
,

so ist die gesuchte Abbildung

f(z) =
1 + i√

2

z2 − i

z2 + i
, f ′(z0) = 1.

Die Abbildung z 7→ z2 bildet Ω biholomorph auf H und z0 auf i ab. Also
folgt aus Beispiel 5.4, dass f diese Form haben muss (bis auf den Faktor der
durch die Bedingung f ′(z0) > 0 bestimmt wird).
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Beispiel 5.6. Ist Ω der offene obere Halbkreis, das heisst

Ω = H ∩ D = {z ∈ C | |z| < 1, Im z > 0} , z0 :=
(√

2− 1
)
i,

so ist die gesuchte Abbildung

f(z) =
1

i

z2 + 2iz + 1

z2 − 2iz + 1
, f ′(z0) = 2 +

√
2.

Diese Abbildung ergibt sich als Komposition der inversen Abbildung aus
Beispiel 5.3, die D∩H auf den rechten oberen Quadranten abbildet, mit der
Abbildung aus Besipiel 5.5. Ein alternative Konstruktion wäre, die inverse
Abbildung aus dem folgenden Beispiel 5.7 zu verwenden, die den oberen
Halbkreis auf den oberen Halbstreifen {0 ≤ Im z ≤ 1} abbildet, und ansch-
liessend die Abbildung aus Beispiel 5.8 zu verwenden.

Beispiel 5.7. Ist Ω der Streifen

Ω = {z ∈ C | − 1 < Im z < 1} , z0 = 0,

so ist die gesuchte Abbildung

f(z) =
eπz/2 − 1

eπz/2 + 1
, f ′(0) =

π

4
.

Diese Abbildung ist die Komposition der Abbildung z 7→ eπz/2, die den Strei-
fen auf die rechte Halbebene abbildet, mit der Abbildung aus Beispiel 5.3.

Beispiel 5.8. Ist Ω der Streifen

Ω = {z ∈ C | 0 < Im z < 1} , z0 =
i

2
,

so ist die gesuchte Abbildung

f(z) =
eπz − i

eπz + i
, f ′

(
i

2

)
=
π

2
.

In diesem Fall wird Ω durch z 7→ eπz auf die obere Halbebene abgebildet
und i/2 auf i, ao dass wir f durch Komposition mit der Abbildung aus
Beispiel 5.4 erhalten.

Beispiel 5.9. Ist Ω die geschlitzte Ebene

Ω = C \ (−∞, 0], z0 = 1,
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so ist die gesuchte Abbildung

f(z) =

√
z − 1√
z + 1

, f ′(1) =
1

4
.

Hier ist
√
z als der Hauptzweig der Quadratwurzel zu verstehen, der die

geschlitzte Ebene C \ (−∞, 0] auf die rechte Halbebene abbildet. Die Kom-
position mit der Abbildung aus Beispiel 5.3 liefert dann die gesuchte Formel.

Beispiel 5.10. Ist

Ω = C \ (−∞,−1/4], z0 = 0,

so ergibt sich leicht aus Beispiel 5.9, dass die gesuchte Abbildung die folgende
Form hat

f(z) =

√
4z + 1− 1√
4z + 1 + 1

, f ′(0) = 1.

Es ist hier interessant, die Umkehrabbildung zu betrachten. Eine kurze Rech-
nung zeigt dass F := f−1 : D → Ω durch

F (ζ) =
ζ

(1− ζ)2
= ζ + 2ζ2 + 3ζ3 + 4ζ4 + · · ·

gegeben ist. Dies ist dieKoebe-Abbildung (siehe Beispiel 3.56). Nach Kon-
struktion ist die Abbildung F : D → C injektiv, aber man kann das auch
leicht direkt zeigen. Darüber hinaus enthält das Bild von F die Kreisscheibe
vom Radius 1/4, aber keine grössere. In der Tat stellt es sich heraus, dass
das Bild jeder injektiven holomorphen Abbildung F : D → C mit F (0) = 0
und F ′(0) = 1 die Kreisscheibe vom Radius 1/4 enthalten muss. Diese Ab-
bildung ist aus noch einem weiteren Grund interessant. Bieberbach hatte
1916 die Vermutung aufgestellt, dass jede injektive holomorphe Abbildung
F : D → C mit F (0) = 0 und F ′(0) = 1 die Ungleichung∣∣∣F (n)(0)

∣∣∣ ≤ n! · n ∀ n ∈ N (5.2)

erfüllt, dass also die Koeffizienten in der Taylorreihe

F (z) = z + a2z
2 + a3z

3 + · · · , an :=
F (n)(0)

n!

der Bedingung |an| ≤ n genügen. Die Koebe-Abbildung zeigt, dass diese
Abschätzung scharf ist und nicht verbessert werden kann. Die Bieberbach-
Vermutung wurde 1985 von De Branges bewiesen.
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Übung 5.11. (Diese Übung hat mir Theo Bühler erklärt.) Sei f : D → C
eine injektive holomorphe Funktion mit

f(0) = 0, f ′(0) = 1.

Beweisen Sie folgende Aussagen.

(i) Es gibt eine holomorphe Funktion h : D → C so dass

h(z)2 = f(z2) ∀ z ∈ D, h′(0) = 1.

Diese Funktion ist injektiv und erfüllt die Bedingung

h(−z) = −h(z) ∀ z ∈ D.

Hinweis: Übung 4.75.

(ii) Sei ϕ : D \ {0} → C eine injektive holomorphe Funktion mit der Lau-
rentreihenentwicklung

ϕ(z) =
1

z
+

∞∑
n=1

anz
n.

Dann gilt
∞∑
n=1

n |an| ≤ 1.

Hinweis: Berechnen Sie den Flächeninhalt der Menge Sr := ϕ(B1(0)\Br(0))
mit Hilfe des Satzes von Stokes und betrachten Sie den Grenzwert r → 1.

(iii) Es gilt ∣∣f ′′(0)∣∣ ≤ 4. (5.3)

Hinweis: Wenden Sie (ii) auf die Funktion ϕ(z) = 1/h(z) an.

(iv) Es gilt B1/4(0) ⊂ f(D). Hinweis: Für ζ /∈ f(D) betrachten Sie die
Funktion

fζ : D → C, fζ(z) :=
ζf(z)

ζ − f(z)
.

Zeigen Sie, dass diese Funktion injektiv ist und ebenfalls die Bedingungen
fζ(0) = 0 und f ′ζ(0) = 0 erfüllt. Benutzen Sie die Formel 5.3 für fζ statt f .

Übung 5.12. Sei m ≥ 1/2 und ∆ ⊂ C der offene Kreissektor aller kom-
plexen Zahlen mit 0 < |z| < 1 und 0 < arg(z) < π/m. Zeigen Sie, dass die
Abbildung

f : ∆ → H, f(z) =

(
1 + zm

1− zm

)2

biholomorph ist. Finden Sie eine biholomorphe Abbildung von ∆ nach D.
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5.2 Normale Familien

Wir nehmen in diesem gesamten Abschnitt an, dass Ω ⊂ C eine zusam-
menhängende offene Menge ist und bezeichnen mit

C(Ω) := {f : Ω → C | f is stetig}

den Raum der stetigen komplexwertigen Funktionen auf Ω. Wir diskutie-
ren die Frage, wann eine Folge in C(Ω) eine Teilfolge besitzt, die auf jeder
kompakten Teilmenge von Ω gleichmässig konvergiert. Diese Frage führt
zunächst zu folgender Definition.

Definition 5.13. (i) Eine Teilmenge F ⊂ C(Ω) heisst normal, oder nor-
male Familie, wenn jede Folge fn ∈ F , n = 1, 2, 3, . . . , eine Teilfolge
besitzt, die auf jeder kompakten Teilmenge von Ω gleichmässig konvergiert.

(ii) Eine Teilmenge F ⊂ C(Ω) heisst lokal beschränkt, wenn es für jede
kompakte Teilmenge K ⊂ Ω eine Konstante cK > 0 gibt so dass

|f(z)| ≤ cK ∀ f ∈ F ∀ z ∈ K.

(iii) Eine Teilmenge F ⊂ C(Ω) heisst lokal gleichgradig stetig, wenn es
für jede kompakte Teilmenge K ⊂ Ω und jedes ε > 0 eine Konstante δ > 0
gibt so dass für alle f ∈ F und alle z, w ∈ K folgendes gilt:

|z − w| < δ =⇒ |f(z)− f(w)| < ε.

Der folgende Satz charakterisiert die normalen Familien in C(Ω).

Satz 5.14. Eine Teilmenge F ⊂ C(Ω) ist genau dann eine normale Familie
wenn sie lokal beschränkt und lokal gleichgradig stetig ist.

Beweis. Der Beweis beruht auf dem Satz von Arzéla–Ascoli (siehe Satz C.5
im Anhang C). Dieser Satz sagt folgendes.

Satz von Arzéla–Ascoli. Sei K ein kompakter metrischer Raum und C(K)
der Banachraum der stetigen komplexwertigen Funktionen auf K mit der
Supremumsnorm. Eine Teilmenge

K ⊂ C(K)

ist genau dann kompakt wennn sie abgeschlossen, beschränkt, und gleichgra-
dig stetig ist.
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Wir nehmen zunächst an, dass F ⊂ C(Ω) eine normale Familie ist. Sei
K ⊂ Ω eine kompakte Teilmenge und

FK := {f |K | f ∈ F} . (5.4)

Dann besiztz jede Folge in FK eine konvergente Teilfolge (deren Grenzwert
aber nicht notwendigerweise ein Element von FK sein muss). Hieraus folgt,
dass der Abschluss FK bezüglich der Supremumsnorm kompakt ist (siehe
Bemerkung C.2). Damit ist dieser Abschluss, nach Satz C.5, beschränkt und
gleichgradig stetig. Das gilt natürlich auch für FK . Also ist jede normale
Familie F ⊂ C(Ω) lokal beschränkt und lokal gleichgradig stetig.

Für die Umgekehrung nehmen wir an, dass F lokal beschränkt und lokal
gleichgradig stetig ist. Wir beweisen in drei Schritten, dass F eine normale
Familie ist.

Schritt 1. Es gibt eine Folge kompakter Teilmengenm

K1 ⊂ K2 ⊂ K3 ⊂ · · · ⊂ Ω,

so dass für jede kompakte Teilmenge K ⊂ Ω ein m ∈ N existiert so dass
K ⊂ Km ist.

Für m ∈ N definieren wir

Km :=
{
z ∈ C | |z| ≤ m, B1/m(z) ⊂ Ω

}
.

Diese Menge ist abgeschlossen (Übung) und beschränkt und daher, nach
Heine–Borel, kompakt. Ist K ⊂ Ω eine beliebige kompakte Teilmenge, gibt
es Konstanten ε > 0 und c > 0 so dass

|z| ≤ c, Bε(z) ⊂ Ω ∀z ∈ K.

Für c folgt das aus Heine–Borel und für ε aus Lemma 3.42. Wählen wir nun
m > max{c, 1/ε} so ist K ⊂ Km.

Schritt 2. Ist K ⊂ Ω kompakt unf f1, f2, f3, · · · eine Folge in F , so gibt es
eine Teilfolge (fnk

)k∈N, die auf K gleichmässig konvergiert.

Die in (5.4) definierte Menge FK ist, nach Voraussetzung, beschränkt und
gleichgradig stetig. Daraus folgt, dass der Abschluss FK bezüglich der Supre-
mumsnorm ebenfalls beschränkt und gleichgradig stetig ist (Übung). Also ist
dieser Abschluss, nach Arzéla–Ascoli, eine kompakte Teilmenge von C(K).
Daher hat die Folge (fn|K)n∈N eine gleichmässig konvergente Teilfolge.
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Schritt 3. Die Teilfolge in Schritt 2 kann unabhängig von K gewählt werden.

Der Beweis ist das Standardargument mit Diagonalfolgen. Wir wählen zu-
nächst, nach Schritt 2, eine Teilfolge

(
fnk,1

)
k∈N , die aufK1 gleichmässig kon-

vergiert. Dann wählen wir, wieder nach Schritt 2, eine Teilfolge
(
fnk,2

)
k∈N

der vorherigen Teilfolge, die auf K2 gleichmässig konvergiert. Mit vollständi-
ger Induktion erhalten wir auf diese Weise eine Folge von Teilfolgen(

fnk,m

)
k∈N ,

die auf Km gleichmässig konvergieren und so, dass die m-te Teilfolge als
Teilfolge der (m− 1)-ten Teilfolge gewählt wird. Schliesslich betrachten wir
die Diagonalfolge

fnk
:= fnk,k

, k = 1, 2, 3, . . . .

Diese Folge ist für k ≥ m eine Teilfolge von
(
fnk,m

)
k∈N und konvergiert

daher gleichmässig auf Km für jedes m ∈ N. Nach Schritt 1 konvergiert
diese Teilfolge daher gleichmässig auf jeder kompakten Teilmenge K ⊂ Ω,
was zu beweisen war.

Satz 5.15. Sei F ⊂ C(Ω) eine Teilmenge mit der Eigenschaft, dass jedes
f ∈ F holomorph ist. Dann gilt

F is normal ⇐⇒ F ist lokal beschränkt.

Beweis. Dass jede normale Familie lokal beschränkt ist, wurde bereits in
Satz 5.14 bewiesen. Wir nehmen also an, dass F eine lokal beschränkte
Teilmenge von C(Ω) ist, die nur aus holomorphen Funktionen besteht.

Behauptung: Für jede kompakte Teilmenge K ⊂ Ω gibt es eine Konstante
LK > 0 so dass

|f(z)− f(w)| ≤ LK |z − w|

für alle f ∈ F und alle z, w ∈ K

Ist dies bewiesen, so ist F auch lokal gleichgradig stetig (mit δ := ε/LK)
und damit, nach Satz 5.14 normal.

Wir führen den Beweis der Behauptung indirekt und nehmen an, dass
es eine kompakte Teilmenge K ⊂ Ω gibt, für die sie falsch ist. Dann gibt es
für jedes n ∈ N eine Funktion fn ∈ F und zwei Punkte zn, wn ∈ K mit

|f(wn)− f(zn)| > n |wn − zn| .
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Insbesondere ist also wn ̸= zn für alle n ∈ N. Ist cK > 0 die Konstante in
der Definition der lokalen Beschränktheit von F , so gilt

|wn − zn| ≤
|f(wn)− f(zn)|

n
≤ 2cK

n

und damit limn→∞ (wn − zn) = 0. Da K kompakt ist, gibt es eine Teilfolge
znk

die gegen ein Element z∗ ∈ K konvergiert; also gilt

lim
k→∞

wnk
= lim

k→∞
znk

= z∗ ∈ K ⊂ Ω.

Wähle nun δ > 0 so dass B2δ(z
∗) ⊂ Ω und wähle c > 0 so dass

|f(z)| ≤ c ∀ f ∈ F ∀ z ∈ B2δ(z
∗).

Dann folgt aus Cauchy’s Ungleichung in Satz 3.38 dass∣∣f ′(z)∣∣ ≤ c

δ
∀ f ∈ F ∀ z ∈ Bδ(z

∗).

Nach dem Schrankensatz in [7] gilt nun

|f(w)− f(z)| ≤ c

δ
|w − z| ∀ f ∈ F ∀ z, w ∈ Bδ(z

∗).

Man kann dies auch leicht mit Hilfe von (3.3) zeigen. Wählen wir nun k so
gross, dass znk

, wnk
∈ Bδ(z

∗) und nk ≥ c/δ, so folgt daraus

|fnk
(wnk

)− fnk
(znk

)| ≤ c

δ
|wnk

− znk
| ≤ nk |wnk

− znk
| ,

im Widerspruch zur Wahl unserer Folge. Damit ist der Satz bewiesen.

Übung 5.16. Sei Ω ⊂ C eine offene Menge und K1 ⊂ K2 ⊂ K3 ⊂ · · · eine
wachsende Folge kompakter Teilmengen von Ω wie in Schritt 1 des Beweises
von Satz 5.14. Für f, g ∈ C(Ω) definieren wir

d(f, g) :=

∞∑
m=1

1

2m
supKm

|f − g|
1 + supKm

|f − g|
.

Diese Funktion hat folgende Eigenschaften.

(i) Die Funktion d : C(Ω)× C(Ω) → R ist eine Metrik auf C(Ω).
(ii) Eine Folge fn ∈ C(Ω) konvergiert genau dann bezüglich der Metrik d,
wenn sie gleichmässig auf jeder kompakten Teilmenge von Ω konvergiert.

(iii) Eine Teilmenge F ⊂ C(Ω) ist genau dann eine normale Familie, wenn
ihr Abschluss bezüglich der Metrik d kompakt ist.
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5.3 Beweis des Riemannschen Abbildungssatzes

Wir beginnen diesen Abschnitt mit einem vorbereitenden Resultat das auch
unabhängig von unserer speziellen Anwendung für sich interessant ist.

Satz 5.17 (Hurwitz). Sei Ω ⊂ C eine zusammenhängende offene Menge
und fn : Ω → C eine Folge holomorpher Funktionen, die gleichmässig auf je-
der kompakten Teilmenge von Ω gegen eine Funktion f : Ω → C konvergiert.
Wir nehmen an, dass die Funktionen fn keine Nullstellen haben:

fn(z) ̸= 0 ∀n ∈ N ∀ z ∈ Ω.

Dann ist f entweder auf ganz Ω gleich Null, oder f hat keine Nullstelle.

Beweis. Wir nehmen an, dass f nicht überall auf Ω verschwindet. Nach
Satz 3.41 ist f holomorph und die Folge der Ableitungen f ′n konvergiert
gleichmässig auf jeder kompakten Teilmenge von Ω gegen f ′. Da f ̸≡ 0 ist,
ist die Menge

A := {z ∈ Ω | f(z) = 0}

der Nullstellen von f diskret (siehe Korollar 3.58 und Definition 4.35).

Sei nun z0 ∈ Ω und wähle r > 0 so dass

Br(z0) ⊂ Ω, ∂Br(z0) ∩A = ∅.

Mit Γ := ∂Br(z0) gilt

inf
Γ

|f | > 0.

Hieraus folgt, dass auch die Funktionenfolge 1/fn auf Γ gleichmässig gegen
1/f konvergiert, Also konvergiert die Folge f ′n/fn auf Γ gleichmässig gegen
f ′/f . Mit

γ(t) := z0 + re2πit, 0 ≤ t ≤ 1,

folgt daraus

1

2πi

∫
γ

f ′(z)

f(z)
dz = lim

n→∞

1

2πi

∫
γ

f ′n(z)

fn(z)
dz = 0

Die letzte Gleichheit folgt aus Korollar 3.21. Hieraus folgt wiederum nach
dem Prinzip vom Argument in Satz 4.64, dass f keine Nullstellen in Br(z0)
haben kann und insbesondere, dass f(z0) ̸= 0 ist. Da aber z0 ∈ Ω beliebig
gewählt war, haben wir den Satz damit bewiesen.
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Beweis von Satz 5.1. Wir beweisen zunächst die Eindeutigkeit der biholo-
morphen Abbildung f : Ω → D, die (5.1) erfüllt. Seien also f0, f1 : Ω → D
zwei biholomorphe Abbildungen mit

f0(z0) = f1(z0) = 0, f ′0(z0) > 0, f ′1(z0) > 0.

Wir betrachten die Abbildung

f := f1 ◦ f−1
0 : D → D.

Diese ist ebenfalls biholomorph und erfüllt die Bedingungen

f(0) = 0, f ′(0) =
f ′1(z0)

f ′0(z0)
> 0.

Daraus folgt nach Satz 3.68, dass |f(z)| ≤ |z| ist für alle z ∈ D. Nun lässt
sich dieser Satz ebenso auf die Umkehrabbildung f−1 : D → D anwenden
und wir erhalten

|f(z)| = |z| ∀z ∈ D.

Daraus folgt nach Satz 3.68, dass es eine Konstante c ∈ C gibt, so dass
|c| = 1 und f(z) = cz ist für alle z ∈ D. Da c = f ′(z) > 0 ist, kann diese
Konstante nur c = 1 sein. Damit ist die Eindeutigkeit von f bewiesen.

Wir beweisen die Existenz einer biholomorphen Abbildung f : Ω → D,
die die Normalisierungsbedingung (5.1) erfüllt. Dazu nehmen wir an, dass
Ω ⊂ C eine zusammenhängende einfach zusammenhängende offene Menge
ist, z0 ∈ Ω und Ω ̸= C ist. Sei F ⊂ C(Ω) die Menge

F :=

f : Ω → C
∣∣∣∣ f ist holomorph und injektiv,
|f(z)| ≤ 1 für alle z ∈ Ω,
f(z0) = 0, f ′(z0) > 0

 . (5.5)

Wir zeigen in fünf Schritten, dass F eine biholomorphe Abbildung f : Ω → D
enthält.

Schritt 1. F ̸= ∅.

Wähle ein Element a ∈ C \ {0}. Dann ist die Funktion

Ω → C : z 7→ z − a

holomorph und hat keine Nullstellen. Da Ω einfach zusammenhängend ist,
folgt aus Satz 4.17, dass es eine holomorphe Abbildung h : Ω → C gibt so
dass

h(z)2 = z − a ∀ z ∈ Ω.
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Differenzieren wir diese Identität so ergibt sich

2h(z)h′(z) = 1 ∀ z ∈ Ω.

Hieraus folgt, dass h folgende Bedingungen erfüllt

h(z) ̸= 0, h′(z) ̸= 0, h(z) ̸= ±h(w) ∀z, w ∈ Ω mit z ̸= w. (5.6)

Ausserdem ist die Bildmenge h(Ω) offen, nach Satz 2.26. Also gibt es eine
Zahl ρ > 0 so dass

Bρ(h(z0)) ⊂ h(Ω), Bρ(−h(z0)) ∩ h(Ω) = ∅.

Hier folgt die zweite Gleichung aus der ersten unter Verwendung von (5.6).
Da 0 /∈ h(Ω) ist, ebenfalls nach (5.6), erhalten wir die Ungleichungen

|h(z0)| ≥ ρ, |h(z) + h(z0)| ≥ ρ ∀ z ∈ Ω. (5.7)

Sei nun g : Ω → C definiert durch

g(z) :=
ρ

4

|h′(z0)|
|h(z0)|2

h(z0)

h′(z0)

h(z)− h(z0)

h(z) + h(z0)
. (5.8)

Diese Funktion ist wohldefiniert, da h(z) + h(z0) stets ungleich Null ist. Sie
ist holomorph nach Satz 2.15 und sie ist injektiv, da h injektiv ist und jede
Möbiustransformation injektiv ist. Ausserdem ist offensichtlich

g(z0) = 0, g′(z0) =
ρ

8

|h′(z0)|
|h(z0)|2

> 0.

Es bleibt also zu zeigen dass g(Ω) ⊂ D ist. Für jedes z ∈ Ω gilt nach (5.8)

|g(z)| =
ρ

4 |h(z0)|

∣∣∣∣h(z)− h(z0)

h(z) + h(z0)

∣∣∣∣
=

ρ

4

∣∣∣∣ 1

h(z0)
− 2

h(z) + h(z0)

∣∣∣∣
≤ 1

4

(
ρ

|h(z0)|
+

2ρ

|h(z) + h(z0)|

)
≤ 3

4
.

Hier folgt die letzte Ungleichung aus (5.7). Damit ist Schritt 1 bewiesen.
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Schritt 2. Sei
b := sup

f∈F
f ′(z0).

Dann ist 0 < b <∞.

Da F ̸= ∅ ist, nach Schritt 1, gilt offensichtlich b > 0. Zum Beweis der
Endlichkeit von b wählen wir r > 0 so dass Br(z0) ⊂ Ω. Dann folgt aus
Cauchy’s Ungleichung in Satz 3.38, dass∣∣f ′(z0)∣∣ ≤ 1

r
sup

Br(z0)
|f | ≤ 1

r

für alle f ∈ F . Also ist b ≤ 1/r. Damit ist Schritt 2 bewiesen.

Schritt 3. Es gibt eine Abbildung f ∈ F mit f ′(z0) = b.

Nach Definition von b existiert eine Folge fn ∈ F so dass

b = lim
n→∞

f ′n(z0)

Nach Satz 5.15 ist die Menge F eine normale Familie. Also existiert eine
Teilfolge (fnk

)k∈N, die auf jeder kompakten Teilmenge von Ω gleichmässig
konvergiert. Wir bezeichnen den Grenzwert mit

f(z) := lim
k→∞

fnk
(z), z ∈ Ω.

Nach Satz 3.41 ist f ist holomorph und die Folge der Ableitungen f ′nk
kon-

vergiert auf jeder kompakten Teilmenge von Ω gleichmässig gegen f ′. Insbe-
sondere gilt

f(z0) = lim
k→∞

fnk
(z0) = 0, f ′(z0) = lim

k→∞
f ′nk

(z0) = b,

und
|f(z)| = lim

k→∞
|fnk

(z)| ≤ 1 ∀ z ∈ Ω.

Es bleibt zu zeigen, dass f injektiv ist. Dazu wählen wir einen Punkt z1 ∈ Ω
und betrachten die Funktionen

g(z) := f(z)− f(z1), gn(z) := fn(z)− fn(z1)

auf der zusammenhängenden offenen Menge Ω\{z1}. Da jede der Funktionen
fn injektiv ist, hat gn keine Nullstellen in Ω \ {z1}. Ausserdem konvergiert
die Teilfolge gnk

gleichmässig auf jeder kompakten Teilmenge von Ω \ {z1}
gegen g, und g ist nichtkonstant, da g′(z0) = b ̸= 0 ist. Also hat g nach
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dem Satz 5.17 von Hurwitz keine Nullstelle in Ω \ {z1}. Da heisst aber
f(z) ̸= f(z1) für alle z ∈ Ω \ {z1}. Da z1 ∈ Ω beliebig gewählt war, haben
wir gezeigt, dass f injektiv und damit f ∈ F ist.

Schritt 4. Die Abbildung f aus Schritt 3 erfüllt f ′(z) ̸= 0 für alle z ∈ Ω.

Das folgt sofort aus dem Biholomorphiesatz (Korollar 3.63) und der Tatsa-
che, dass f injektiv ist.

Schritt 5. Die Abbildung f aus Schritt 3 erfüllt f(Ω) = D.
Zunächst folgt aus dem Maximumprinzip (Satz 3.67) dass f(Ω) ⊂ D ist.
Wir nehmen an, dass es ein Element w0 ∈ D gibt, so dass f(z) ̸= w0 ist für
alle z ∈ Ω. Da Ω einfach zusammenhängend ist, gibt es nach Satz 4.17 eine
holomorphe Funktion F : Ω → C so dass

F (z)2 =
f(z)− w0

1− w̄0f(z)
∀ z ∈ Ω. (5.9)

Diese Funktion ist holomorph, injektiv und erfüllt die Bedingung |F (z)| < 1
für alle z ∈ Ω (siehe Übung 1.16). Wir definieren nun G : Ω → C durch

G(z) :=
|F ′(z0)|
F ′(z0)

F (z)− F (z0)

1− F (z0)F (z)
, z ∈ Ω. (5.10)

Dann ist G wiederum holmorph und injektiv, nimmt Werte in D an, und
erfüllt unsere Normalisierungsbedingungen

G(z0) = 0, G′(z0) =
|F ′(z0)|

1− |F (z0)|2
> 0. (5.11)

Also ist G ∈ F . Wir zeigen, dass G′(z0) > b ist. Dazu differenzieren wir
zunächst die Gleichung (5.9) und erhalten

2F (z)F ′(z) =
f ′(z)(1− |w0|2)
(1− w̄0f(z))

2 .

Mit z = z0 und f ′(z0) = b folgt daraus 2F (z0)F
′(z0) = b(1 − |w0|2). Da

|F (z0)|2 = |w0| ist, gibt das∣∣F ′(z0)
∣∣ = b

1− |w0|2

2
√

|w0|
und damit, nach (5.11),

G′(z0) =
|F ′(z0)|

1− |F (z0)|2
= b

1− |w0|2

2
√

|w0| (1− |w0|)
= b

1 + |w0|
2
√
|w0|

> b.

Das steht im Widerspruch zur Definition von b, und damit ist der Riemann-
sche Abbildungssatz bewiesen.
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Bemerkung 5.18. Zunächst mag es ein bisschen nach Glücksache aussehen,
dass am Schluss des Beweises die Ungleichung G′(z0) > b steht, die zu
dem gewünschten Widerspruch führt. Jedoch ergeben die Gleichungen (5.9)
und (5.10) zusammen einen Ausdruck der Form

f = ϕ ◦G

wobei ϕ : D → D eine holomorphe Abbildung mit ϕ(0) = 0 ist. Da ϕ einen
quadratischen Term (aus der invertierten Gleichung (5.9)) enthält, ist ϕ kei-
ne Möbiustransformation. Daher folgt aus dem Schwarzschen Lemma 3.68,
dass ϕ die strikte Ungleichung |ϕ′(0)| < 1 erfüllt, und daraus ergibt sich die
gewünschte Abschätzung

b =
∣∣f ′(z0)∣∣ = ∣∣ϕ′(0)∣∣ ∣∣G′(z0)

∣∣ < ∣∣G′(z0)
∣∣ .

Korollar 5.19 (Einfach zusammenhängende Mengen). Sei Ω ⊂ C
eine zusammenhängende offene Menge. Dann sind folgende Aussagen äqui-
valent.

(i) Das Komplement C \ Ω ist zusammenhängend.

(ii) Für jeden Zyklus γ ∈ Z (Ω) und jeden Punkt z ∈ C \Ω gilt w(γ, z) = 0.

(iii) Jede glatte geschlossene Kurve in Ω ist zusammenziehbar.

Beweis. Die Äquivalenz von (i) und (ii) wurde in Satz 4.11 gezeigt.
Wir beweisen “(iii) =⇒ (ii)”. Jeder Zyklus γ ∈ Z (Ω) ist zu einer end-

lichen Summe γ̃ stückweise glatter geschlossener Kurven äquivalent und
hat damit dieselben Windungszahlen wie γ̃ (Bemerkung 4.5). Durch repa-
rametrisieren köennen wir nun diese stückweise glatten Kurven in glatte
geschlossene Kurven verwandeln (Bemerkung 3.26). Nach (iii) sind diese
glatten geschlossenen Kurven zusammenziehbar und, da die Windungszahl
eine Homotopie-Invariante ist (Bemerkung 3.27), folgt daraus (ii).

Wir beweisen “(i) =⇒ (iii)”. Für Ω = C oder Ω = ∅ so ist (iii) offensicht-
lich erfüllt. Andernfalls folgt aus (i) nach dem Riemannschen Abbildungs-
satz 5.1, dass es einen (holomorphen) Diffeomorphismus f : Ω → D gibt
mit f(z0) = 0. Ist nun γ : [0, 1] → Ω eine glatte geschlossene Kurve mit
γ(0) = γ(1) = z0, so liefert die Formel

γλ(t) := f−1(λf(γ(t))), 0 ≤ λ, t ≤ 1,

eine glatte Homotopie mit

γ0(t) = z0, γ1(t) = γ(t), γλ(0) = γλ(1) = z0

für alle t und λ. Damit ist das Korollar bewiesen.
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Mit Hilfe des Riemannschen Abbildungssatzes haben wir in Korollar 5.19
gezeigt, dass der hier verwendete Begriff einer einfach zusammenhängenden
Menge zu dem in der Topologie üblichen Begriff äquivalent ist.

5.4 Regularität am Rand

Wir untersuchen in diesem Abschnitt das Randverhalten der biholomorphen
Abbildung f : Ω → D im Riemannschen Abbildungssatz. Am Anfang steht
eine einfache Beobachtung die ohne jede Einschränkung für jedes Ω gilt.

Definition 5.20. Sei Ω ⊂ C offen und (zn)n∈N eine Folge in Ω. Wir sa-
gen zn konvergiert gegen den Rand von Ω wenn für jede kompakte
Teilmenge K ⊂ Ω eine Zahl n0 ∈ N existiert, so dass für alle n ∈ N gilt

n ≥ n0 =⇒ zn ∈ Ω \K.

Wenn diese Bedingung erfüllt is schreiben wir abkürzend zn −→ ∂Ω.

Übung 5.21. Eine Folge zn ∈ Ω konvergiert genau dann gegen den Rand
von Ω wenn sie keine Teilfolge hat, die gegen ein Element von Ω konvergiert.

Übung 5.22. Sei f : Ω → Ω̃ ein Homöomorphismus zwischen zwei offenen
Teilmengen von C und sei (zn)n∈N eine Folge in Ω. Dann gilt

zn −→ ∂Ω ⇐⇒ f(zn) −→ ∂Ω̃

Übung 5.23. Für jede Folge (zn)n∈N in D gilt

zn −→ ∂D ⇐⇒ lim
n→∞

|zn| = 1.

Satz 5.24. Sei Ω ⊂ C eine offene Menge und f : Ω → D ein Homöomor-
phismus. Dann gilt für jede Folge (zn)n∈N in Ω, dass

zn −→ ∂Ω ⇐⇒ lim
n→∞

|f(zn)| = 1.

Beweis. Übung 5.22 und Übung 5.23.

So elementar dieser Satz auch erscheinen mag, stellt er sich doch als
sehr nützlich heraus. Er gibt uns eine erste Information über das Verhalten
von gegen den Rand konvergierenden Folgen unter unserer biholomorphen
Abbildung. Unser Ziel in diesem Abschnitt ist es jedoch, eine wesentlich
stärkere Aussage zu beweisen für offene Mengen mit besonders regulärem
Rand. Dazu benötigen wir das Schwarzsche Spiegelungsprinzip.
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Das Schwarzsche Spiegelungsprinzip

Sei Ω ⊂ C eine zusammenhängende offene Menge, die symmetrisch ist unter
Konjugation, das heisst

z ∈ Ω ⇐⇒ z̄ ∈ Ω. (5.12)

Wir bezeichnen die obere Hälfte von Ω mit

Ω+ := Ω ∩H = {z ∈ Ω | Im z > 0} .

(Siehe Abbildung 5.1.)

Ω
+

Abbildung 5.1: Ein spiegelsymmetrisches Gebiet

Satz 5.25 (Schwarz). Sei f : Ω+ → C eine holomorphe Funktion, so dass

lim
Ω+∋z→x

Re f(z) = 0 ∀x ∈ Ω ∩ R. (5.13)

Dann gibt es eine holomorphe Funktion f̃ : Ω → C so dass

f̃ |Ω+ = f, f̃(z̄) = −f̃(z) ∀ z ∈ Ω. (5.14)

Beweis. Sei u := Re f : Ω+ → R und definiere ũ : Ω → R durch

ũ(z) :=


u(z), falls Im z > 0,

0, falls Im z = 0,
−u(z̄), falls Im z < 0.

Dann folgt aus unserer Voraussetzung (5.13), dass ũ stetig ist.

Behauptung 1. ũ ist harmonisch, das heisst ũ : Ω → R ist eine C2-
Funktion und erfüllt in Ω die Laplace-Gleichung

∆ũ :=
∂2ũ

∂x2
+
∂2ũ

∂y2
= 0.
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Behauptung 2. Es gibt eine harmonische Funktion ṽ : Ω → R so dass

∂ṽ

∂x
= −∂ũ

∂y
,

∂ṽ

∂y
=
∂ũ

∂x
, in Ω, (5.15)

ṽ(z̄) = ṽ(z) ∀ z ∈ Ω, (5.16)

ṽ(z) = Im f(z) ∀ z ∈ Ω+. (5.17)

Die Aussage von Satz 5.25 folgt aus diesen Behauptungen mit f̃ := ũ+ iṽ.

Wir beweisen Behauptung 1. Die Funktion ũ ist offensichtlich harmonisch
auf Ω\R. Sei also x0 ∈ Ω∩R. Wir wählen r > 0 so dass Br(x0) ⊂ Ω ist und
definieren û : Br(x0) → R durch û(z) := ũ(z) für z ∈ ∂Br(x0) und durch

û(z) :=
1

2π

∫ π

−π

r2 − |z − x0|2

|x0 + reit − z|2
ũ(x0 + reit) dt, z ∈ Br(x0). (5.18)

Diese Funktion ist harmonisch in Br(z0) und stetig auf Br(x0) (Satz A.11).
Ausserdem gilt

û(z) = 0 ∀z ∈ Br(x0) ∩ R,

denn für z = x ∈ R ist der Integrand in (5.18) eine ungerade Funktion von t.
Daraus folgt, dass û− ũ auf Br(x0) ∩H harmonisch ist und auf dem Rand
diese Gebietes verschwindet. Ebenso für den unteren Halbkreis von Br(x0).
Nach demMaximumprinzip für harmonische Funktionen (Satz A.5) stimmen
ũ und û auf Br(x0) überein, and daher ist ũ auf diesem Gebiet harmonisch.
Da x0 ∈ Ω ∩ R beliebig geqählt war, folgt daraus Behauptung 1.

Wir beweisen Behauptung 2. Die Funktion ṽ ist auf Ω \ R durch (5.16)
und (5.17) eindeutig bestimmt und erfüllt dort auch die Bedingung (5.15),
nach Satz 2.13. Wir wählen nun x0 und r wie im Beweis der Behauptung 1.
Für ζ = ξ + iη ∈ C mit |ζ| < r betrachten wir die Funktion

ṽ(x0 + ζ) := c+

∫ 1

0

(
η
∂ũ

∂x
(x0 + tζ)− ξ

∂ũ

∂y
(x0 + tζ)

)
dt.

Diese Funktion erfüllt die Gleichung (5.15), nach Übung 2.46. Daraus folgt,
dass ṽ− Im f in Br(z0)∩H konstant ist. Wir können also c so wählen, dass
ṽ = Im f ist in Br(z0)∩H. Damit erfüllt ṽ also (5.15) und (5.17) in Br(z0).
Nun betrachten wir die folgenden Funktionen U, V : Br(x0) → R:

U(x, y) := ũ(x, y) + ũ(x,−y), V (x, y) := ṽ(x, y)− ṽ(x,−y).
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Da ũ und ṽ die Cauchy-Riemann-Gleichungen in Br(x0) erfüllen, gilt dies
auch für U und V . Nun ist aber U ≡ 0 und darus folgt, dass V in Br(x0)
konstant ist. Da V (x, 0) = 0 ist folgt daraus V ≡ 0. Damit erfüllt ṽ auch die
Bedingung (5.16) in Br(x0). Wir haben also gezeigt dass sich die Funktion

Ω \ R → C : z 7→
{

Im f(z), falls Im z > 0,
Im f(z̄), falls Im z < 0,

zu einer harmonischen Funktion auf (Ω \ R) ∪ Br(x0) fortsetzten lässt, die
dort (5.15), (5.16) und (5.17) erfüllt. Da x0 ∈ Ω ∩ R beliebig gewählt war,
folgt daraus Behauptung 2. Damit ist der Satz bewiesen.

Bemerkung 5.26. Im Beweis von Satz 5.25 ist es nötig, auf die Theorie der
harmonischen Funktionen zurückzugreifen, weil wir keinerlei Bedingungen
an das Verhalten des Imaginärteils von f(z) für z → x ∈ Ω∩R stellen. Falls
dieser Limes für jedes x existiert, so folgt daraus, dass die durch f̃(z) := f(z)
für Im z > 0 und f̃(z) := −f(z̄) für Im z < 0 definierte Funktion auf Ω \ R
sich auf Ω stetig fortsetzen lässt, und dann kann man mit Hilfe von Satz 4.12
beweisen, dass diese Fortsetzung holomorph ist.

Übung 5.27. Welche Schlussfolgerung ergibt sich in Satz 5.25 wenn der
Realteil von f(z) in (5.13) durch den Imaginärteil ersetzt wird?

Übung 5.28. Sei f : C → C eine holomorphe Funktion so dass f(R) ⊂ R
und f(iR) ⊂ iR ist. Zeigen Sie, dass f ungerade ist (das heisst f(−z) =
−f(z) für alle z ∈ C).

Übung 5.29. Sei Ω ⊂ C eine offene Menge, die (5.12) erfüllt. Dann lässt
sich jede holomorphe Funktion f : Ω → C als Summe f = f1+ if2 schreiben,
wobei jedes fi eine holomorphe Funktion auf Ω mit fi(Ω ∩ R) ⊂ R ist.

Übung 5.30. Sei f : H → C eine beschränkte holomorphe Funktion so dass
limz→xRe f(z) = 0 ist für alle x ∈ R. Dann ist f konstant.

Übung 5.31. Sei f : D → C eine holomorphe Funktion, die der Bedingung

lim
z→eiθ

|f(z)| = 1 ∀ θ ∈ R

genügt. Beweisen Sie, dass f rational ist. Hinweis: Beweisen Sie zuerst,
dass eine holomorphe Funktion f̃ : C → C existiert, die auf D mit f über-
einstimmt und die Bedingung

f̃(1/z̄) = 1/f̃(z) ∀ z ∈ C \ {0}

erfüllt.
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Regularität am Rand

Definition 5.32. Sei Ω ⊂ C eine offene Menge. Ein Randpunkt ζ ∈ ∂Ω
heisst regulär wenn es eine offene Umgebung U ⊂ C von ζ und eine injek-
tive holomorphe Funktion ϕ : U → C gibt so dass

ϕ(U ∩ Ω) = ϕ(U) ∩H, ϕ(U ∩ ∂Ω) = ϕ(U) ∩ R. (5.19)

(Siehe Abbildung 5.2.)

φ
U

ζ

Abbildung 5.2: Ein regulärer Randpunkt

Satz 5.33. Sei Ω ⊂ C eine zusammenhängende einfach zusammenhängende
offene Menge und

Γ := {ζ ∈ ∂Ω | ζ ist regulär}

die Menge der regulären Randpunkte. Ist f : Ω → D eine biholomorphe Ab-
bildung, so existiert eine offene Menge Ω̃ ⊂ C und eine injective holomorphe
Abbildung f̃ : Ω̃ → C so dass Ω ∪ Γ ⊂ Ω̃ und f̃ |Ω = f ist.

Beweis. Der Beweis hat vier Schritte.

Schritt 1. Für jedes ζ ∈ Γ gibt es eine offene Umgebung Uζ ⊂ C von ζ und
eine injektive holomorphe Funktion fζ : Ω ∪ Uζ → C so dass

∂Ω ∩ Uζ ⊂ Γ, fζ |Ω = f,

und, für alle z ∈ Ω ∪ Uζ ,

z ∈ Ω ⇐⇒ |fζ(z)| < 1,

z ∈ ∂Ω ⇐⇒ |fζ(z)| = 1,

z /∈ Ω ⇐⇒ |fζ(z)| > 1.

(5.20)

Insbesondere lässt sich f stetig auf Ω ∪ Γ fortsetzen und wir definieren

C :=

{
lim
z→ζ

f(z)

∣∣∣∣ ζ ∈ Γ

}
= {fζ(ζ) | ζ ∈ Γ} ⊂ S1. (5.21)
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Sei U ⊂ C eine offene Umgebung von ζ und ϕ : U → C eine injektive
holomorphe Funktion wie in Definition 5.32 so dass (5.19) gilt. Wir können
U und ϕ so wählen, dass

ϕ(U) = D, ϕ(ζ) = 0, z0 := f−1(0) /∈ U. (5.22)

Dazu verkleinern wir U , wenn nötig, so dass z0 /∈ U und ϕ(U) = Bε(ϕ(ζ))
eine kleine Kreisscheibe mit Mittelpunkt ϕ(ζ) ist, und ersetzen dann ϕ durch
die Abbildung z 7→ (ϕ(z)− ϕ(ζ)) /ε. Dann erfüllt die neue Abbildung die
Bedingungen (5.22). Mit dieser Wahl von U und ϕ ist

f(ϕ−1(t)) ̸= 0 ∀ t ∈ D ∩H.

Da D ∩H einfach zusammenhängend ist, existiert nach Satz 4.17 eine holo-
morphe Funktion g : D ∩H → C so dass

eg = f ◦ ϕ−1|D∩H.

Nach Satz 5.24 gilt

lim
t→x

t∈D∩H

∣∣f(ϕ−1(t))
∣∣ = 1 ∀x ∈ D ∩ R.

Da
∣∣f(ϕ−1(t))

∣∣ = eRe g(t) ist, folgt daraus

lim
t→x

t∈D∩H

Re g(t) = 0 ∀x ∈ D ∩ R.

Nach Satz 5.25 existiert also eine holomorphe Funktion g̃ : D → C deren
Einschränkung auf D ∩ H gleich g ist. Wir definieren nun Uζ := U und
fζ : Ω ∪ Uζ → C durch

fζ(z) :=

{
eg̃(ϕ(z)), für z ∈ Uζ ,
f(z), für z ∈ Ω.

(5.23)

Diese Funktion ist wohldefiniert, da die beiden Ausdrücke auf Ω ∩ Uζ über-
einstimmen, und sie ist offensichtlich holomorph. Wir definieren nun einen
Diffeomorphismus

τζ : Uζ → Uζ , τζ(z) := ϕ−1
(
ϕ(z)

)
.

Dies enspricht der komplexen Konjugation auf ϕ(U) = D. Insbesondere ist
τζ eine Involution, das heisst τζ ◦ τζ = id, und es folgt aus (5.19), dass für
alle z ∈ Uζ gilt:

z ∈ Uζ ∩ Ω ⇐⇒ ϕ(z) ∈ H ⇐⇒ τζ(z) ∈ Uζ \ Ω,
z ∈ Uζ ∩ ∂Ω ⇐⇒ ϕ(z) ∈ R ⇐⇒ τζ(z) = z,

(5.24)
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Da g̃ die Symmetriebedingung

g̃
(
t̄
)
= −g̃(t) ∀ t ∈ D

erfüllt, erhalten wir

fζ(τζ(z)) =
1

fζ(z)
∀ z ∈ Uζ . (5.25)

Es folgt sofort aus (5.23), (5.24), und (5.25) dass fζ die Bedingung (5.20)
erfüllt. Es folgt wiederum aus (5.20) und (5.25), dass fζ injektiv ist (Übung).
Damit haben wir Schritt 1 bewiesen.

Schritt 2. Sei C wie in Schritt 1. Dann existiert eine offene Menge W ⊂ C
und eine holomorphe Funktion F̃ :W → C so dass

D ⊂W, W ∩ S1 = C, F̃ |D = f−1 (5.26)

und, für alle w ∈W ,

|w| < 1 ⇐⇒ F̃ (w) ∈ Ω,

|w| = 1 ⇐⇒ F̃ (w) ∈ ∂Ω,

|w| > 1 ⇐⇒ F̃ (w) /∈ Ω.

(5.27)

Für jedes ζ ∈ Γ können wir die Umgebung Uζ in Schritt 1 so wählen, dass

Vζ := fζ(Uζ) = Bεζ (fζ(ζ))

ist für eine geeignete Konstante εζ > 0. Dann stimmt die Abbildung

f−1
ζ : D ∪ Vζ → Ω ∪ Uζ

auf Vζ ∩ D mit f−1 überein. Ausserdem ist die Menge Vζ ∩ Vζ′ ∩ D für
ζ, ζ ′ ∈ Γ der Durchschnitt dreier Kreisscheiben, zwei davon mit Mittelpunkt
auf dem Rand der dritten. (Siehe Abbildung 5.3.) Dieser Durchschnitt ist
einerseits zusammenhängend, und andererseits ist er genau dann nichtleer,
wennn Vζ∩Vζ′ ̸= ∅ ist. (Wenn Vζ∩Vζ′ ̸= ∅ ist, enthält die Gerade durch fζ(ζ)
und fζ′(ζ

′) ein Element von Vζ ∩ Vζ′ ∩D.) Daraus folgt, nach Korollar 3.57,
dass

f−1
ζ (w) = f−1

ζ′ (w) ∀w ∈ Vζ ∩ Vζ′ ∀ ζ, ζ ′ ∈ Γ.

Sei F̃ :W → C definiert durch

W := D ∪
⋃
ζ∈Γ

Vζ , F̃ (w) :=

{
f−1(w), für w ∈ D,
f−1
ζ (w), für w ∈ Vζ .
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V

Vζ

ζ’

D

Abbildung 5.3: Drei Kreisscheiben

Dies ist eine wohldefinierte holomorphe Funktion auf einer offenen Menge
W ⊂ C mit D ∪ C ⊂ W , die auf D mit f−1 übereinstimmt. Dass diese
Funktion die Bedingung (5.27) erfüllt, folgt sofort aus (5.20). Wir bemerken
noch, dass

W ∩ S1 =
⋃
ζ∈Γ

Vζ ∩ S1 = C

ist, denn für jedes ζ ∈ Γ gilt

Vζ ∩ S1 = fζ(Uζ ∩ ∂Ω) = fζ(Uζ ∩ Γ) ⊂ C

und für jedes w ∈ C existiert ein ζ ∈ Γ mit w = fζ(ζ) ∈ Vζ ∩ S1. Damit gilt
auch (5.26) und wir haben Schritt 2 bewiesen.

Schritt 3. Die Einschränkung von F̃ auf D ∪ C ist injektiv.

Seien w,w′ ∈ D ∪ C mit F̃ (w) = F̃ (w′). Ist w ∈ D so folgt aus (5.27), dass
w′ ∈ D ist und daher gilt

w = f(F̃ (w)) = f(F̃ (w′)) = w′.

Ist w ∈ C so folgt aus (5.26) und (5.27), dass w′ ∈ W ∩ S1 = C ist. Daher
gibt es Punkte ζ, ζ ′ ∈ Γ mit

w = fζ(ζ), w′ = fζ′(ζ
′).

Nach Definition von F̃ gilt

ζ = f−1
ζ (w) = F̃ (w) = F̃ (w′) = f−1

ζ′ (w′) = ζ ′

und daraus folgt w = w′. Damit haben wir Schritt 3 bewiesen.

Schritt 4. Es gibt eine offene Teilmenge W̃ ⊂ W so dass D ∪ C ⊂ W̃ und
F̃ |

W̃
injektiv ist.
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Da C eine relativ offene Teilmenge von S1 ist, ist D ∪ C eine relativ offene
Teilmenge von D. Daraus folgt, dass die Menge

Kn :=
{
z ∈ D ∪ C |B1/n(z) ∩ D ⊂ D ∪ C

}
kompakt ist (Übung). Damit haben wir eine wachsende Folge kompakter
Mengen Kn ⊂ D ∪ C deren Vereinigung D ∪ C ist.

Behauptung: Es gibt eine Folge offener Teilmengen Wn ⊂ C, die für jedes
n ∈ N die folgenden Bedingungen erfüllen

Wn−1 ∪Kn ⊂Wn, Wn ⊂W, F̃ |Wn
ist injektiv. (5.28)

Für n = 0 setzen wir W0 := ∅. Wir nehmen an, dass Wn ⊂ C konstruiert
wurde so dass (5.28) gilt. Dann gilt:

F̃ ist injektiv auf Wn ∪Kn+1. (5.29)

Seien w,w′ ∈ Wn ∪Kn+1 mit F̃ (w) = F̃ (w′). Ist w ∈ D so gilt nach (5.27),
dass F̃ (w′) = F̃ (w) ∈ Ω∪∂Ω ist und daher gilt auch w′ ∈ D. Also sind w,w′

beide in D ∩W = D ∪ C und daraus folgt nach Schritt 3, dass w = w′ ist.
Im Fall w /∈ D folgt aus (5.27), dass w′ auch nicht in D liegt. Also sind dann
w,w′ beide in Wn und es folgt aus (5.28), dass w = w′ ist. Damit haben wir
gezeigt, dass F̃ auf Wn ∪Kn+1 injektiv ist, wie behauptet.

Wir zeigen nun, dass eine offene Menge Wn+1 ⊂ C existiert, die die
Bedingung (5.28) mit n+1 statt n erfüllt. Die entscheidende Bedingung ist
dabei, dass F̃ auf Wn+1 injektiv ist; die anderen beiden Bedingungen sind
nach Lemma 3.42 für jede hinreichend kleine ε-Umgebung von Wn ∪Kn+1

erfüllt. Wenn es also eine solche offene Menge Wn+1 nicht gibt, existieren
Folgen zν , wν ∈W so dass

F̃ (zν) = F̃ (wν), zν ̸= wν ,

B1/ν(zν) ∩
(
Wn ∪Kn+1

)
̸= ∅, B1/ν(wν) ∩

(
Wn ∪Kn+1

)
̸= ∅.

Durch Übergang zu Teilfolgen können wir ohne Beschränkung der Allge-
meinheit annehmen, dass zν gegen z∗ und wν gegen w∗ konvergiert. Damit
erhalten wir zwei Elemente

z∗, w∗ ∈Wn ∪Kn+1, F̃ (z∗) = F̃ (w∗).

Nach (5.29) folgt daraus w∗ = z∗. Nun ist aber die Einschränkung von F̃
auf eine hinreichend kleine Umgebung von z∗ nach Konstruktion injektiv.



5.4. REGULARITÄT AM RAND 169

Daraus folgt zν = wν für hinreichend grosse ν, im Widerspruch zu der Wahl
unserer Folgen. Damit haben wir die Existenz der Folge offener MengenWn,
die die Bedingung (5.28) erfüllen, bewiesen. Nun definieren wir einfach

W̃ :=
⋃
n∈N

Wn.

Nach (5.28) ist dies eine offene Teilmenge von W so dass

D ∪ C =
⋃
n∈N

Kn ⊂ W̃

und die Einschränkung von F̃ auf W̃ ist injektiv. Damit haben wir Schritt 4
bewiesen. Ist W̃ wie in Schritt 4, so erfüllen

Ω̃ := F̃ (W̃ ), f̃ := F̃−1

die Behauptungen des Satzes.

Übung 5.34. Sei Ω ⊊ C eine nichtleere zusammenhängende einfach zusam-
menhängende offene Menge und f : Ω → D eine biholomorphe Abbildung.

(a) Erfüllt Ω die Symmetriebedingung

z ∈ Ω ⇐⇒ z̄ ∈ Ω

und ist z0 := f−1(0) ∈ R und f ′(z0) > 0, so gilt

f(z̄) = f(z).

(b) Sei Ω symmetrisch bezüglich z0 = f−1(0):

z0 + ζ ∈ Ω ⇐⇒ z0 − ζ ∈ Ω

Was kann man über f sagen?

(c) Sei G eine Gruppe die auf Ω durch biholomorphe Abbildungen wirkt.
Formulieren Sie genau, was das heisst, und beweisen Sie, dass es eine biholo-
mophe Wirkung von G auf D gibt so dass f eine G-equivariante Abbildung
ist. Formulieren Sie eine ähnliche Aussage für eine Gruppenwirkung durch
holomorphe und anti-holomorphe Diffeomorphismen.
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5.5 Die Schwarz–Christoffel-Transformation

In diesem Abschnitt betrachten wir offene Mengen, deren Ränder durch
Polygone beschrieben werden können:

(P) Ω ⊂ C sei eine zusammenhängende einfach zusammenhängende offe-
ne Menge, deren Rand durch ein Polygon mit n ≥ 3 paarweise ver-
schiedenen entgegen dem Uhrzeigersinn aufeinanderfolgenden Ecken
z1, . . . , zn ∈ C gegeben ist. Die Innenwinkeln bezeichnen wir mit

πα1, . . . , παn, 0 < αk < 2,

und die Aussenwinkel sind πβ1, . . . , πβn mit −1 < βk := 1− αk < 1.

z

z z

z

1

2 3

n

w3
w2

1w

nw

f

F

Ω
D

πβk

kπα

Abbildung 5.4: Eine Schwarz-Christoffel-Transformation

Die Innenwinkel παk sind durch die zk bestimmt mittels der Formel

παk = arg

(
zk−1 − zk
zk+1 − zk

)
,

wobei wir die Konvention z0 := zn und zn+1 := z1 verwenden (siehe Ab-
bildung 5.4). Die Bedingung 0 < αk < 2 sagt, dass die beiden Vektoren
zk−1 − zk und zk+1 − zk nicht positive Vielfache voneinander sind; wenn sie
also linear abhängig sind, ist der Faktor negativ; in diesem Fall ist αk = 1.
Die Bedingung (P) sagt, insbesondere, dass der Zyklus

γ :=
n∑

k=1

γk, γk(t) := zk−1 + t (zk − zk−1)

sich nicht selbst schneidet und Ω entgegen dem Uhrzeigersinn umläuft. Mit
anderen Worten, bezeichnet Γ die Bildmenge von γ, so ist

Ω = {z ∈ C \ Γ |w(γ, z) = 1} .
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Man kann versuchen, kombinatorisch zu beschreiben, wann genau eine end-
liche Folge komplexer Zahlen z1, . . . , zn die Bedingung (P) erfüllt, dies ist
aber gar nicht so einfach. Eine notwendige Bedingung ist

n∑
k=1

αk = n− 2,

n∑
k=1

βk = 2. (5.30)

Hier folgt die erste Gleichung per Induktion aus der Tatsache, dass die Win-
kelsumme im Dreieck gleich π ist, und die zweite Gleichung folgt aus der
ersten und der Tatsache, dass αk + βk = 1 ist.

Übung 5.35. Ω ist genau dann konvex, wenn βk ≥ 0 ist für alle k.

Satz 5.36 (Schwarz–Christoffel). Seien Ω, zk, αk, βk wie in (P). Sei f :
Ω → D eine biholomorphe Abbildung, F := f−1 : D → Ω die Umkehrabbil-
dung, und z0 := F (0). Dann haben f und F folgende Eigenschaften.

(i) Für k = 1, 2, . . . , n existiert der Grenzwert

wk := lim
z→zk

f(z) ∈ S1. (5.31)

(ii) f lässt sich zu einem Homöomorphismus f : Ω → D fortsetzen.

(iii) Die Ableitung der Unkehrabbildung erfüllt die Bedingung

F ′(w)
n∏

k=1

(w − wk)
βk = c ∀w ∈ D, (5.32)

für eine geeignete, von Null verschiedene, Konstante c ∈ C.
(iv) Ist c wie in (iii), so gilt

F (w) = z0 + c

∫ 1

0

n∏
k=1

(tw − wk)
−βk w dt ∀w ∈ D. (5.33)

Bemerkung 5.37. (a) Die Grenzwerte wk in (5.31) lassen sich nicht durch
eine explizite Formel bestimmen.

(b) Die Definition der Funktion

w 7→ (w − wk)
βk := eβk log(w−wk)

auf der Einheitskreisscheibe D hängt von der Wahl der Logarithmusfunktion
ab und ist nicht eindeutig. Das gleiche gilt für die Konstante c in (5.32). Die
Logarithmusfunktion ist für jedes k zu wählen. Ändern wir diese Wahl, so
zieht das eine entsprechende Änderung der Konstanten c nach sich. Die
Gültigkeit der Gleichungen (5.32) und (5.33) wird dadurch nicht beein-
trächtigt.
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Beweis von Satz 5.36. Die Aussage (ii) folgt aus (i) und Satz 5.33. Die Aus-
sage (iv) folgt aus (iii) durch integrieren.

Wir beweisen (i). Dazu wählen wir für jedes k ∈ {1, . . . , n} ein Argument

θk = arg (zk+1 − zk) ∈ R

so dass eiθk = zk+1 − zk (wobei zn+1 := z1). Weiter wählen wir ε > 0 so
klein, dass 2ε < |zi − zj | ist für alle i, j ∈ {1, . . . , n} mit i ̸= j. Dann ist

Sk = Bε(zk) ∩ Ω =
{
zk + reiθ

∣∣ θk < θ < θk + παk, 0 < r < ε
}

ein offener Kreissektor und wir definieren eine Funktion ψk : Sk → C durch

ψk(z) := (z − zk)
1/αk = r1/αkeiθ/αk , z = zk + reiθ ∈ Sk. (5.34)

k

f

ψ
0

U

kk

k

kk

Sk
H

D

z

w

g

z

w

ζ

Abbildung 5.5: Eine Schwarz-Christoffel-Transformation

Hier ist es von Bedeutung, dass das Argument θ in dem offenen Intervall
Ik := (θk, θk + παk) gewählt wird. Ändern wir θk durch Addition von 2πℓ
so ändert sich ψk um den Faktor e2πiℓ/αk . Das Bild von ψk ist der Halbkreis

Hk =

{
ζ = ρeiϕ

∣∣∣ 0 < ρ < ε1/αk ,
θk
αk

< ϕ <
θk
αk

+ π

}
mit Mittelpunkt Null (siehe Abbildung 5.5). Da 0 < αk < 2 ist, lässt sich
ψk stetig zu einem Homöomorphismus ψk : Sk → Hk fortsetzen. Das Bild
von ∂Ω ∩ Sk unter ψk ist der Durchmesser von Hk und wird mit

∂0Hk := ψk(∂Ω ∩ Sk) =
{
seiθk/αk

∣∣ − ε1/αk ≤ s ≤ ε1/αk

}
bezeichnet.
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Die Umkehrabbildung ψ−1
k : Hk → Sk hat die Form

ψ−1
k (ζ) = zk + ζαk = zk + ραkeiϕαk , ζ = ρeiϕ,

wobei das Argument von ζ in dem Intervall α−1
k Ik = (θk/αk, θk/αk + π)

gewählt ist. Wann immer wir die Ausdrücke (z− zk)1/αk für z ∈ Sk und ζαk

für ζ ∈ Hk verwenden, ist auf diese Konvention zu achten.
Wir betrachten nun die Abbildung gk := f ◦ψ−1

k : Hk → D. Wir können
sie in der Form

gk(ζ) = f(zk + ζαk)

schreiben. Nach Satz 5.24 konvergiert |f(z)| gegen 1 für z → ∂Ω. Daraus
folgt, dass |gk(ζ)| gegen 1 konvergiert für ζ → ∂0Hk. Nun zeigt man wie in
Schritt 1 im Beweis von Satz 5.33 (mit Hilfe des Schwarzschen Spiegelungs-
prinzips in Satz 5.25), dass sich gk zu einer holomorphen Funktion auf der
Kreisscheibe

Dk :=
{
ζ ∈ C

∣∣ |ζ| < ε1/αk

}
fortsetzen lässt, die aus Hk durch Spiegelung am Durchmesser entsteht. Dar-
aus folgt, dass der Grenzwert

wk := lim
ζ→0
ζ∈Hk

gk(ζ)

existiert, und es gilt
wk = lim

z→zk
z∈Ω

f(z).

Damit haben wir (i) bewiesen.
Wir beweisen (iii). Dazu treffen wir zunächst folgende Konventionen.

(a) Für z ∈ Sk wählen wir arg(z − zk) ∈ Ik = (θk, θk + παk).

(b) Für ζ ∈ Hk wählen wir arg(ζ) ∈ α−1
k Ik = (θk/αk, θk/αk + π).

(c) Für w ∈ C\{rwk | r ≥ 1} wählen wir arg(w−wk) ∈ Jk für ein geeignetes
offenes Intervall Jk ⊂ R der Länge 2π.

Mit diesen Konventionen sind log(z − zk) für z ∈ Sk, log(ζ) für ζ ∈ Hk,
und log(w − wk) für w ∈ D wohldefiniert, und damit auch alle Ausdrücke
der Form (w − wk)

µ := eµ log(w−wk) etc, wobei µ ein beliebiger komplexer
Exponent ist. Wir zeigen nun, dass sich die Funktion H : D → C, die durch

H(w) := F ′(w)
n∏

k=1

(w − wk)
βk (5.35)

definiert ist, zu einer holomorphen Funktion auf einer Umgebung von D
fortsetzen lässt und dort überall ungleich Null ist.
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Zum Beweis beginnen wir mit der Beobachtung, dass die Funktion

gk : Dk → C

auf dem Halbkreis Hk injektiv ist und das Komplement Dk \Hk auf C \ D
abbildet. Daraus folgt, dass jeder Punkt w ∈ D, der hinreichend nahe an
wk = gk(0) liegt, unter gk nur ein Urbild hat. Nach Satz 3.61 über die lokale
Abbildung ist also

g′k(0) ̸= 0.

Damit können wir Satz 2.26 anwenden und erhalten, wenn nötig nach Ver-
kleinern der Kreisscheibe Dk, dass

gk : Dk → Uk := gk(Dk)

eine biholomorphe Abbildung ist. Da g−1
k (wk) = 0 ist, gibt es nach Satz 3.43

eine holomorphe Funktion ϕk : Uk → C so dass für alle w ∈ Uk gilt:

g−1
k (w) = (w − wk)ϕk(w), ϕk(w) ̸= 0.

Mit der Notation

w = f(z) = gk(ζ), ζ = (z − zk)
1/αk ∈ Hk, z ∈ Sk,

erhalten wir für F = f−1 die Formel

F (w) = z = zk + ζαk , ζ = g−1
k (w) = (w − wk)ϕk(w) ∈ Hk, (5.36)

für w ∈ Uk ∩ D.
Ist w ∈ Uk ∩ D so ist ζ = g−1

k (w) ∈ Hk, und nach den Konventionen (b)
und (c) sind die Argumente von ζ und w − wk daher wohldefiniert. Da

ϕk(w) =
g−1
k (w)

w − wk

ist, können wir also das Argument von ϕk(w) durch

arg(ϕk(w)) := arg(g−1
k (w))− arg(w − wk), w ∈ Uk ∩ D (5.37)

definieren. Da Uk einfach zusammenhängend ist und ϕk auf Uk nirgends
verschwindet, lässt sich nach Satz 4.17 die Funktion w 7→ log(ϕk(w)) auf
ganz Uk definieren. Das gleiche gilt dann natürlich auch für die reellwertige
Funktion w 7→ Im log(ϕk(w)). Durch Addition eines geeigneten ganzzahligen
Vielfachen von 2π können wir erreichen, dass diese Funktion auf Uk ∩ D
mit (5.37) übereinstimmt.
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Damit ist insbesondere die holomorphe Funktion

Gk : Uk → C, Gk(w) := ϕk(w)
αk

wohldefiniert und sie erfüllt die Bedingung

(w − wk)
αk Gk(w) =

(
g−1
k (w)

)αk = F (w)− zk.

Hier haben wir die Formel (5.36) verwendet. Differenzieren wir diese Glei-
chung, so erhalten wir

F ′(w) = αk (w − wk)
αk−1Gk(w) + (w − wk)

αk G′
k(w)

für w ∈ Uk ∩ D. Da αk + βk = 1 ist, erhalten wir daraus die Gleichung

(w − wk)
βk F ′(w) = αkGk(w) + (w − wk)G

′
k(w)

für w ∈ Uk ∩ D. Die rechte Seite dieser Gleichung ist aber eine holomorphe
Funktion auf ganz Uk und sie ist ungleich Null an der Stelle wk. Durch
weitere Verkleinerung von Uk, wenn nötig, können wir erreichen, dass diese
Funktion auf ganz Uk ungleich Null ist. Daraus folgt, dass die Funktion
H sich auf D ∪

⋃n
k=1 Uk zu einer holomorphen Funktion fortsetzen lässt

die nirgends verschwindet. Mit Satz 5.33 erhalten wir nun eine nirgends
verschwindende holomorphe Fortsetzung von H auf einer Umgebung von D.

Wir beweisen, dass H konstant ist. Dazu betrachten wir die Punkte

w = eiθ ∈ S1 \ {w1 . . . . . . , wn}.

Wir wählen reelle Zahlen t0 < t1 < · · · < tn = t0 + 2π so, dass eitk = wk ist
für k = 1, . . . , n. Für tk < θ < tk+1 liegt der Punkt F (eiθ) auf der Geraden
durch zk und zk+1. Daher ist das Argument der Ableitung dieser Funktion
konstant. Mit der Formel

d

dθ
F (eiθ) = F ′(eiθ)ieiθ

folgt daraus, dass die Funktion

(tk, tk+1) → R : θ 7→ arg
(
F ′(eiθ)

)
+ θ

konstant ist. Ausserdem gilt

eiθ − eitk = ei(θ+tk)/22i sin

(
θ − tk

2

)
und daher ist die Funktion

(tk, tk+1) → R : θ 7→ arg
(
eiθ − eitk

)
− θ

2

ebenfalls konstant.
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Wir fassen zusammen:

arg
(
F ′(eiθ)

)
+ θ = konst, arg

(
eiθ − eitk

)
=
θ

2
+ konst,

n∑
k=1

βk = 2.

Es folgt damit aus (5.35), dass

arg
(
H(eiθ)

)
= arg(F ′(eiθ)) +

n∑
k=1

βk arg
(
eiθ − eitk

)
= arg

(
F ′(eiθ)

)
+

n∑
k=1

βk
θ

2
+ konst

= arg
(
F ′(eiθ)

)
+ θ + konst

= konst.

Wir wählen nun eine Kreisscheibe W ⊂ C die D enthält und auf die sich
H zu einer nirgends verschwindet holomorphen Funktion fortsetzen lässt.
Da W einfach zusammenhängend ist, folgt aus Satz 4.17, dass es eine ho-
lomorphe Funktion g : W → C gibt so dass eg = H ist. Das heisst, dass
die Funktion w 7→ log(H(w)) auf W definiert werden kann. Nun haben wir
gerade gezeigt, dass Im log(H(w)) = arg(H(w)) auf ∂D \ {w1, . . . , wn} lokal
konstant ist. Damit ist Im logH auf dem ganzen Rand ∂D konstant. Nach
dem Maximumprinzip für harmonische Funktionen (Satz A.5) folgt daraus,
dass die harmonische Funktion Im logH auf der ganzen Kreisscheibe D kon-
stant ist. Daraus wiederum folgt, dass logH auf D konstant ist und das
heisst, dass H konstant ist. Damit ist der Satz bewiesen.

Übung 5.38. Sei ∆ ⊂ C das regelmässige Polygon, dessen Ecken die n-
ten Einheitswurzeln zk = e2πik/n, k = 1, . . . , n, sind. Beweisen Sie, dass die
biholomorphe Abbildung f : ∆ → D so gewählt werden kann, dass

lim
z→zk

f(z) = zk, k = 1, . . . , n.

Zeigen Sie, dass die Formel (5.33) sich in diesem Fall auf

F (w) = c

∫ 1

0
(1− (tw)n)−2/nw dt

reduziert. Welchen Wert hat c?

Übung 5.39. Zeigen Sie, dass in Satz 5.36 auch der Fall βk = −1 zugelassen
werden kann. Was ist die geometrische Interpretation dieses Falles.

Übung 5.40. Wie muss die Formel (5.33) im Fall zk = ∞ modifiziert wer-
den? Was bedeutet in dieser Situation die Bedingung βk = 1 geometrisch?
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Übung 5.41. Seien Ω, zk, αk, βk, wk wie in Satz 5.36. Sei FD : D → Ω die
Schwarz–Christoffel-Transformation (5.33) und ϕ : H → D die Möbiustrans-
formation ϕ(ζ) := (ζ − i)/(ζ + i). Wir nehmen an, dass wn = 1 ist und
wählen ξk ∈ R für k = 1, . . . , n− 1 so, dass ϕ(ξk) = wk ist. Zeigen Sie, dass
die Komposition F := FD ◦ ϕ : H → Ω die Form

F (ζ) = C

∫ 1

0

n−1∏
k=1

(tζ − ξk)
−βk ζ dt+ C ′, ζ ∈ H, (5.38)

mit C,C ′ ∈ C hat. Zeigen Sie, dass für jedes solche F der Grenzwert
limζ→∞ F (ζ) existiert. Hinweis: Berechnen Sie zunächst die Ableitung F ′.

Übung 5.42. Finden Sie eine biholomorphe Abbildung der oberen Halbebe-
ne H auf das Gebiet Ω := {z = x+ iy ∈ C |x > 0, y > 0, min{x, y} < 1} .

5.6 Elliptische Integrale

Ist Ω ein Rechteck, so ist in (5.38) n = 4 und βk = 1/2. Ausserdem können
wir durch Komposition mit einer Möbiustransformation von H erreichen,
dass ξ1 = 0, ξ2 = 1, und ξ3 = ρ > 1 ist. Damit ergibt sich für F (mit C = 1
und C ′ = 0) die Formel

F (ζ) =

∫ 1

0

ζ dt√
tζ(tζ − 1)(tζ − ρ)

. (5.39)

Dieser Ausdruck heisst elliptisches Integral. Die Wurzelfunktionen
√
ζ,√

ζ − 1,
√
ζ − ρ können für ζ ∈ H so gewählt werden, dass sie positiven

Real- und Imaginärteil haben. Für ζ ∈ R liegen diese Wurzeln dann auf
dem Rand des ersten Quadranten (also entweder auf der positiven reellen
Halbachse oder auf der positiven imaginären Halbachse).

Übung 5.43. Zeigen Sie direkt, dass F (H) ein Rechteck ist.

Übung 5.44. Sei R ⊂ C das Rechteck mit den Ecken ±a/2 und ±a/2 + ib.
Zeigen Sie, dass R für geeignete Konstanten λ > 0 und 0 < k < 1 die Bild-
menge der folgenden Funktion F : H → C ist:

F (ζ) = λ

∫ 1

0

ζ dt√
(1− t2ζ2)(1− k2t2ζ2)

. (5.40)

Zeigen Sie, dass F (∞) = ib der Mittelpunkt der oberen Kante ist. Leiten
Sie das folgende Kriterium dafür her, dass das Rechteck R ein Quadrat ist:

a = b ⇐⇒ k = (
√
2− 1)2.
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Übung 5.45. Zeigen Sie, dass die Abbildung (5.40) für geeignete Konstan-
ten λ und k aus (5.39) durch Komposition mit einer Möbiustransformation
von H und einer Translation der Bildmenge gewonnen werden kann. Zeigen
Sie, dass die Umkehrfunktion f := F−1 : R→ H sich zu einer meromorphen
Funktion f : C → C auf der ganzen komplexen Ebene so fortsetzen lässt,
dass f(z) = f(z̄) und f(z) = f(a− z̄) für alle z ∈ C gilt. Was bedeutet das
geometrisch? Zeigen Sie, dass die Fortsetzung die Bedingungen

f(z + 2a) = f(z + 2bi) = f(z) (5.41)

sowie f(−z) = −f(z) für alle z ∈ C erfüllt.

Meromorphe Funktionen auf C die eine doppelte Periodizitätsbedingung
der Form (5.41) erfüllen, heissen elliptische Funktionen. Der Zusammen-
hang zwischen elliptischen Integralen und elliptischen Funktionen wurde von
Gauss Ende des 18. Jahrhunderts entdeckt, aber nicht veröffentlicht. Er wur-
de von Abel und Jacobi wiederentdeckt und ihre Theorie wurde später von
Weierstrass weiterentwickelt.

Die Schwarzschen Dreiecks-Funktionen

Wir betrachten den Fall n = 3 in (5.38) mit ξ1 = 0 und ξ2 = 1. Sind πα1,
πα2, πα3 die Winkel eines Dreiecks, so gilt α1+α2+α3 = 1 und wir erhalten
die Funktion

F (ζ) =

∫ 1

0
(tζ)α1−1 (tζ − 1)α2−1 ζ dt. (5.42)

Das Bild ∆ := F (H) dieser Funktion ist nach Satz 5.36 und Übung 5.41 ein
Dreieck mit den Winkeln πα1, πα2, πα3. Wie in Übung 5.45 kann man die
Umkehrfunktion f := F−1 : ∆ → H an den Kanten des Dreiecks reflektieren.
Dieser Prozess ist besonders dann interessant, wenn er, wie beim Rechteck,
zu einer auf ganz C definierten meromorphen Funktion führt. Dies ist genau
dann der Fall, wenn wiederholte Reflektionen zum ursprünglichen Dreieck ∆
zurückführen, das heisst, wenn die Winkel die Form αk = π/nk mit nk ∈ N
haben. Dazu benötigen wir drei natürliche Zahlen n1, n2, n3 mit

1

n1
+

1

n2
+

1

n3
= 1.

Diese Bedingung ist nur für (3, 3, 3), (2, 4, 4), (2, 3, 6) erfüllt. (Übung: Ver-
gegenwärtigen Sie sich die geometrische Bedeutung dieser drei Fälle.) Die
so entstehenden meromorphen Funktionen auf C sind die Schwarzschen
Dreiecks-Funktionen.
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Die Weierstrass’sche ℘-Funktion

Wir betrachten die Funktion ℘ : C → C, die durch

℘(z) =
1

z2
+
∑
ω ̸=0

(
1

(z − ω)2
− 1

ω2

)
(5.43)

definiert ist, wobei die Summe über alle von Null verschiedenen komplexen
Zahlen in dem Gitter

Λ := 2aZ+ 2biZ

zu verstehen ist. Dies ist die Weierstrass’sche ℘-Funktion. Es lässt sich
leicht zeigen, dass die Summe (5.43) auf jeder kompakten Teilmenge von
C gleichmässig konvergiert. Die daraus resultierende Funktion ℘ : C → C
ist dann offensichtlich meromorph, erfüllt die Periodizitätsbedingung (5.41),
hat Pole an den Gitterpunkten in Λ, und ihre Ableitung ist

℘′(z) = −2
∑
ω∈Λ

1

(z − ω)3
. (5.44)

Die Funktion ℘ ist gerade und ihre Ableitung ist ungerade:

℘(−z) = ℘(z), ℘′(−z) = −℘′(z) ∀ z ∈ C.

Es stellt sich heraus, dass man jede meromorphe Funktion f : C → C, die die
Periodizitätsbedingung (5.41) erfüllt und gerade ist, als rationale Funktion
von ℘ darstellen kann. Es stellt sich weiterhin heraus, dass die Funktion ℘
die Differentialgleichung

℘′(z)2 = 4℘(z)3 − g2℘(z)− g3 (5.45)

erfüllt, wobei g2 und g3 durch

g2 := 60
∑
ω ̸=0

1

ω4
, g3 := 140

∑
ω ̸=0

1

ω6

definiert sind. Daraus wiederum folgt, dass ζ = ℘(z) sich als Umkehrfunktion
des elliptischen Integrals

z = c+

∫ 1

0

ζ dt√
4(tζ)3 − g2tζ − g3

schreiben lässt. Diese Theorie lässt sich auf beliebige Periodengitter über-
tragen. Wir werden dieses Thema hier jedoch nicht weiter vertiefen, sondern
verweisen stattdessen auf Kapitel 7 in Ahlfors [1].
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5.7 Kreisringe

Der Riemannsche Abbildungssatz erlaubt es uns, beliebig komplizierte offe-
ne Teilmengen von C biholomorph auf die Einheitskreisscheibe abzubilden,
solange sie nur einfach zusammenhängend, nichtleer, und nicht gleich C sind.
Man kann sich nun fragen ob eine ähnliche Vereinfachung auch möglich ist
für offene Mengen, die nicht einfach zusammenhängend sind. Wir betrachten
zunächst zusammenhängende offene Teilmengen der komplexen Ebene, de-
ren Komplemente in C genau zwei Zusammenhangskomponenten haben. Sol-
che Mengen heissen zweifach zusammenhängend. (Siehe Abbildung 5.6.)

Abbildung 5.6: Eine zweifach zusammenhängende Menge

Satz 5.46. Sei Ω ⊂ C eine zweifach zusammenhängende offene Menge, so
dass jede Komponente von C \ Ω mehr als einen Punkte enthält. Dann gibt
es reelle Zahlen 0 < r < R <∞ und eine biholomorphe Abbildung

f : Ω → U := {w ∈ C | r < |w| < R} .

Der Quotient R/r ist durch Ω eindeutig bestimmt. Die Abbildung f ist durch
Ω bis auf Komposition mit einem holomorphen Automorphismus ϕ : U → U
eindeutig bestimmt. Jeder solche Automorphismus hat die Form

ϕ(w) = eiθw

oder

ϕ(w) = eiθ
rR

w

für ein θ ∈ R.
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Sei Ω ⊂ C eine zweifach zusammenhängende Menge und seien A0 und A1

die Zusammenhangskomponenten von C \ Ω. Wir nehmen an, dass A1 den
Punkt ∞ enthält, und durch Translation können wir ebenfalls annehmen,
dass der Ursprung in A0 enthalten ist:

0 ∈ A0, ∞ ∈ A1.

Insbesondere ist A0 eine kompakte Teilmenge von C (siehe Lemma 1.20).
Sind beide Mengen A0 und A1 einpunktig, so ist Ω = C∗ = C \ {0}. Ist eine
der Mengen A0 und A1 nicht einpunktig, so können wir annehmen, dass dies
A1 ist. (Andernfalls ersetzen wir einfach Ω durch ihr Bild unter der Transfor-
mation z 7→ 1/z.) Dann ist Ω∪A0 eine nichtleere zusammenhängende einfach
zusammmenhängende offene Teilmenge von C, die nicht gleich ganz C ist.
Daher gibt es nach dem Riemannschen Abbildungssatz eine biholomorphe
Abbildung von Ω∪A0 nach D, die den Nullpunkt festhält. Ist A0 einpunktig,
so folgt daraus, dass Ω zur punktierten Kreisscheibe D \ {0} biholomorph
ist. Andernfalls ist das Bild von Ω ∪A1 unter der Inversion z 7→ 1/z wieder
eine nichtleere zusammenhängende einfach zusammenhängende offene Teil-
menge von C, die nicht gleich C ist und kann daher wieder biholomorph auf
D abgebildet werden. Nach diesen beiden Transformationen ist Ω ⊂ D eine
offene Menge mit regulärem Rand

∂Ω = Γ0 ∪ Γ1,

wobei Γ1 = S1 ist und Γ0 das Bild einer reell analytischen Einbettung
γ0 : R/Z → D ist. Wir wählen γ0 so dass Ω rechts von Γ0 liegt, und defi-
nieren γ1 : R/Z → C durch γ1(t) := e2πit. Dann ist

Ω = {z ∈ C \ (Γ0 ∪ Γ1) |w(γ0, z) = 0, w(γ1, z) = 1} .

Die zweite Randkomponente kann immer noch eine sehr komplizierte Men-
ge sein und hier schafft auch der Riemannsche Abbildungssatz keine Abhil-
fe. Wir benötigen zu einer weiteren Vereinfachung unserer zweifach zusam-
menhängenden offenen Menge ein zusätzliches Resultat aus der Analysis.
Dies ist der Existenzsatz für Lösungen des Dirichletproblems (Satz A.22).
Dieser Satz garantiert die Existenz einer stetiger Funktionen

u : Ω → R

die auf Ω harmonisch ist und die Randbedingung

u(z) =

{
0, für z ∈ Γ0,
1, für z ∈ Γ1,

erfüllt.
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Wir wählen nun eine reelle Zahl ρ so dass maxz∈Γ0 |z| < ρ < 1 ist, und
betrachten den Zyklus γρ : [0, 1] → Ω, der durch

γρ(t) := ρe2πit

gegeben ist. Nach Beispiel 4.25 mit n = 1 ist jeder Zyklus in Ω zu einem
ganzzahligen Vielfachen von γρ homolog. Wir betrachten die reelle Zahl

α :=

∫
γρ

∗du = 2πρ

∫ 1

0

(
∂u

∂x
(γρ(t)) cos(2πt) +

∂u

∂y
(γρ(t)) sin(2πt)

)
dt.

(Siehe Anhang A für die Definition von ∗du.)

Lemma 5.47. α > 0.

Beweis. Wir zeigen zunächst, dass α ̸= 0 ist. Andernfalls folgt aus Satz A.1,
dass u der Realteil einer holomorphen Funktion f : Ω → C ist. Wie im
Beweis von Satz 5.33 lässt sich f zu einer holomorphen Funktion auf einer
Umgebung von Ω fortsetzen (siehe auch Lemma 5.53). Diese Fortsetzung
hat den Realteil 0 auf Γ0 und 1 auf Γ1. Für a ∈ C mit Re a /∈ {0, 1} gilt
daher

Re (f(z)− a) ̸= 0 ∀ z ∈ Γ0 ∪ Γ1.

Daraus folgt, dass die Windungszahlen w(f ◦ γ0, a) und w(f ◦ γ1, a) ver-
schwinden. Also ist

w(f ◦ γ1, a)− w(f ◦ γ0, a) = 0

und damit folgt aus dem Prinzip vom Argument (Satz 4.64 und Lemma 4.65)
dass f−a keine Nullstelle in Ω hat. Also hat f(z) für jedes z ∈ Ω den Realteil
0 oder 1. Damit ist Re f konstant. Also ist f konstant, im Widerspruch dazu,
dass Re f(z) gleich 0 ist für z ∈ Γ0 und gleich 1 ist für z ∈ Γ1. Damit haben
wir gezeigt, dass α ̸= 0 ist.

Die Zahl α ist nach der Diskussion im Abschnitt A.1 unabhängig von ρ
und der Beweis von Satz A.2 zeigt, dass

d

dρ

∫ 1

0
u(γρ(t)) dt =

α

ρ

ist für 1 − ε < ρ < 1 und ε hinreichend klein. Nach dem Maximumprinzip
in Satz A.5 gilt 0 ≤ u ≤ 1. Also erreicht das Integral von u ◦ γρ seinen
maximalen Wert an der Stelle ρ = 1. Daraus folgt, dass α ≥ 0 sein muss.
Da α ̸= 0 ist, gilt also α > 0, was zu beweisen war.
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Lemma 5.48. Sei z0 ∈ Ω gegeben. Für z ∈ Ω definieren wir die komplexe
Zahl f(z) ∈ C durch

f(z) := exp

(
2π

α

(
u(z)− u(z0) + i

∫
γ
∗du

))
, (5.46)

wobei γ : [0, 1] → Ω eine glatte Kurve ist mit

γ(0) = z0, γ(1) = z. (5.47)

Dann ist die Zahl f(z) für jedes z ∈ Ω unabhängig von der Wahl von γ. Die
resultierende Abbildung f : Ω → U , mit

U := {w ∈ C | r < |w| < R}, r := e−
2π
α
u(z0), R := e

2π
α
(1−u(z0)), (5.48)

ist ein holomorpher Diffeomorphismus.

Beweis. Wir betrachten die holomorphe Funktion

g :=
2π

α

(
∂u

∂x
− i

∂u

∂y

)
: Ω → C.

(Siehe Übung 2.47.) Das Integral von g entlang einer stückweise glatten
Kurve γ : [0, 1] → Ω mit γ(0) = z0 und γ(1) = z ist∫

γ
g(ζ) dζ =

2π

α

(
u(z)− u(z0) + i

∫
γ
∗du

)
. (5.49)

Nach Definition von α ist das Integral von g über jeder stückweise glatten
geschlossenen Kurve in Ω ein ganzzahliges Vielfaches von 2πi. Daher sieht
man wie im Beweis von Satz 3.17, dass das Integral von g über einer stück-
weise glatten Kurve bis auf ein ganzzahligen Vielfaches von 2πi nur von
den Endpunkten dieser Kurve abhängt. Daraus folgt wiederum, dass der
Ausdruck exp(

∫
γ g(ζ) dζ) nur von den Endpunkten z0 und z der Kurve γ

abhängt. Es ist in diesem Fall gebräuchlich und hilfreich, den Ausdruck in
der Form

f(z) := exp

(∫ z

z0

g(ζ) dζ

)
:= exp

(∫
γ
g(ζ) dζ

)
zu schreiben wobei hier γ : [0, 1] → Ω als stückweise glatte Kurve gewählt
ist, die die Randbedingung (5.47) erfüllt. Mit anderen Worten, der Ausdruck∫ z
z0

steht stellvertretend für das Integral über einer Kurve die z0 und z

miteinander verbindet. Dass die Funktion z 7→ exp(
∫ z
z0
g(ζ) dζ) holomorph

ist folgt aus dem Beweis von Satz 3.17. Damit ist gezeigt, dass f : Ω → C
eine wohldefinierte holomorphe Funktion ist. Nach Satz A.5 ist 0 < u(z) < 1
für alle z ∈ Ω und daher ist das Bild von f in U enthalten.
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Da der Rand von Ω regulär ist, und

lim
z→ζ

|f(z)| =
{
r, für ζ ∈ Γ0,
R, für ζ ∈ Γ1,

folgt wie im Beweis von Satz 5.33, dass f sich auf eine Umgebung von Ω
holomorph fortsetzen lässt (siehe auch Lemma 5.53). In dieser Umgebung
sind γ0 und γ1 homolog zu γρ. Ausserdem gilt

f ′(z)

f(z)
= g(z) =

2π

α

(
∂u

∂x
(z)− i

∂u

∂y
(z)

)
und damit folgt aus (5.49), dass die Windungszahl von f ◦ γρ um den Ur-
sprung gleich 1 ist:

w(f ◦ γρ, 0) =
1

2πi

∫
γρ

f ′(ζ) dζ

f(ζ)

=
1

2πi

∫
γρ

g(ζ) dζ

=
1

α

∫
γρ

∗du

= 1.

Also erhalten wir

w(f ◦ γ0, 0) = w(f ◦ γ1, 0) = 1.

Da die Windungszahl von f ◦ γi in jeder Komponente vom Komplement des
Bildes dieser Kurve konstant ist (Lemma 3.25), und

f(Γ0) ⊂ {|w| = r}, f(Γ1) ⊂ {|w| = R},

erhalten wir die folgenden Windungszahlen:

w(f ◦ γ0, w) =
{

1, für |w| < r,
0, für |w| > r,

w(f ◦ γ1, w) =
{

1, für |w| < R,
0, für |w| > R.

Damit gilt

w(f ◦ γ1, w)− w(f ◦ γ0, w) = 1 ∀w ∈ U.

Also folgt aus dem Prinzip vom Argument, dass die Funktion f−w für jeden
Punkt w ∈ U genau eine Nullstelle hat. Damit ist f : Ω → U biholomorph,
wie behauptet.
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Lemma 5.49. (i) Zwei offene Kreisringe

U := {z ∈ C | r < |z| < R} , Ũ :=
{
z ∈ C | r̃ < |z| < R̃

}
mit 0 < r < R < ∞ und 0 < r̃ < R̃ < ∞ sind genau dann biholomorph
wenn

R/r = R̃/r̃.

(ii) Sei U wie in (i). Dann hat jeder holomorphe Automorphismus von U
die Form ϕ(z) = eiθz oder ϕ(z) = eiθrR/z für ein θ ∈ R.

Beweis. Sei
ϕ : U → Ũ

ein holomorpher Diffeomorphismus. Der Beweis von Satz 5.33 zeigt, dass
sich ϕ zu einer holomorphen Funktion auf einer offenen Umgebung von
U fortsetzen lässt. Das gleiche gilt für ϕ−1. Also ist die Fortsetzung ein
Homöomorphismus, der die Randkomponente |z| = r entweder auf |w| = r̃
oder auf |w| = R̃ abbildet. Wir nehmen ohne Beschränkung der Allgemein-
heit an, dass der erste Fall vorliegt. (Der zweite Fall lässt sich auf den ersten
zurückführen, indem wir diesen auf die Komposition von ϕ mit dem Auto-
morphismus U → U : z 7→ rR/z anwenden.) Dann gilt

w(γ, 0) = w(ϕ ◦ γ, 0) ∀ γ ∈ Z (U). (5.50)

Dazu bezeichnen wir mit Γ die Bildmenge von γ und wählen a ∈ U so dass

r < |a| < min
z∈Γ

|z|.

Sei γr : [0, 1] → U die Kurve γr(t) := re2πit. Nach Beispiel 4.24 ist der
Zyklus

γ̃ := γ − w(γ, 0)γr

null-homolog in einer Umgebung von U . Daher gilt

w(ϕ ◦ γ̃, ϕ(a)) = w(γ̃, a),

nach dem Prinzip vom Argument (siehe Satz 4.64). Da die Windungszahlen
w(γr, a) und w(ϕ ◦ γr, ϕ(a)) gleich Null sind, folgt daraus

w(ϕ ◦ γ, ϕ(a)) = w(γ, a).

Damit folgt (5.50) aus Lemma 3.25.
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Wir betrachten nun die Funktion u : U → [0, 1], die durch

u(z) :=
log(|z|)− log(r)

log(R)− log(r)

gegeben ist. Dies ist eine harmonische Funktion, die die Randkomponente
|z| = r auf 0 und die Randkomponente |z| = R auf 1 abbildet. Also ist die
Funktion

ũ := u ◦ ϕ−1 : Ũ → [0, 1]

ebenfalls harmonisch, und lässt sich zu einer stetigen Funktion aud dem
Abschluss von Ũ fortsetzen, die auf |w| = r̃ verschwindet und auf |w| = R̃
gleich 1 ist. Also folgt aus dem Eindeutigkeitssatz für Lösungen des Dirich-
letproblems (Korollar A.6), dass

u(ϕ−1(w)) = ũ(w) =
log(|w|)− log(r̃)

log(R̃)− log(r̃)

ist für alle w ∈ Ũ . Daraus folgt durch direktes Ausrechnen die Gleichung

2π

log(R/r)
w(γ, 0) =

∫
γ
∗du

=

∫
ϕ◦γ

∗dũ

=
2π

log(R̃/r̃)
w(ϕ ◦ γ, 0)

für γ ∈ Z (U). Mit (5.50) folgt daraus, dass r̃/r = R̃/R =: λ ist. Wenden
wir nun das Maximumprinzip auf die Funktion

U → C : z 7→ ϕ(z)/z

an, so erhalten wir |ϕ(z)/z| ≤ λ. Das gleiche Argument für z 7→ z/ϕ(z) zeigt,
dass

|ϕ(z)/z| = λ

ist für alle z ∈ U und, nach Satz 3.67, ist die Funktion z 7→ ϕ(z)/z daher
konstant. Damit ist das Lemma bewiesen.

Beweis von Satz 5.46. Die Existenzaussage folgt aus Lemma 5.48 und die
Eindeutigkeit aus Lemma 5.49.
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5.8 Mehrfach zusammenhängende Mengen

Wir betrachten zusammenhängende offene Mengen Ω ⊂ C deren Komple-
mente in C endlich viele, aber mindestens drei, Zusammenhangskomponen-
ten haben. Ist (n+1) die Anzahl der Zusammenhangskomponenten, so spre-
chen wir von einer (n+1)-fach zusammenhängenden Menge. (Siehe Ab-
bildung 5.7.)

Abbildung 5.7: Eine sechsfach zusammenhängende Menge

Satz 5.50 (Ahlfors). Sei n ≥ 2 eine natürliche Zahl und Ω ⊂ C eine
zusammenhängende offene Menge, deren Komplement in C genau n+1 Zu-
sqammenhangskomponenten A0, A1, . . . , An hat. Wir nehmen an, dass jede
der Mengen Ai mehr als einen Punkt enthält. Dann existieren

(a) reelle Zahlen r1, . . . , rn mit 1 < rj < rn für j = 1, . . . , n− 1,

(b) zusammenhängende abgeschlossene Teilmengen Bj ⊊ {w ∈ C | |w| = rj}
für j = 1, . . . , n− 1, so dass #Bj > 1 ist und Bj ∩Bk = ∅ für j ̸= k, und

(c) eine biholomorphe Abbildung

f : Ω → U := C \
n⋃

j=0

Bj ,

so dass f(z) gegen Bj konvergiert wenn z ∈ Ω gegen Aj konvergiert, wobei
B0 := {w ∈ C | |w| ≤ 1} und Bn := {w ∈ C | |w| ≥ rn} ist.

Die Menge U und der holomorphe Diffeomorphismus f sind durch Ω und
die Wahl der Mengen A0 und An bis auf Rotation eindeutig bestimmt.

Bemerkung 5.51. Satz 5.50 sagt nichts darüber aus, was für einen Effekt
eine Permutation der Mengen A0, . . . , An auf U hat. Es kann in der Tat sein,
dass die daraus resultierenden Mengen U alle verschieden sind; in dem Fall
hat U keine nichttrivalen Automorphismen, beziehungsweise Symmetrien.
Falls einige der Mengen übereinstimmen, hat U nichttriviale Symmetrien.
Nach Satz 5.50 ist die Gruppe der Automorphismen von U endlich.
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In Vorbereitung des Beweises von Satz 5.50 fassen wir zunächst einige
grundlegende topologische Beobachtungen über induzierte Abbildungen auf
der Homologie und die Konvergenz gegen den Rand zusammen.

Lemma 5.52. Seien Ω, Ω̃ ⊂ C zwei zusammenhängende offene Mengen und
f : Ω → Ω̃ eine holomorphe Funktion.

(i) Der Gruppenhomomorphismus Z (Ω) → Z (Ω̃) : γ 7→ f ◦ γ bildet null-
homologe Zyklen auf null-homologe Zyklen ab und induziert daher einen Ho-
momorphismus f∗ : H (Ω) → H (Ω̃) der Homologiegruppen.

(ii) Ist f biholomorph so ist f∗ : H (Ω) → H (Ω̃) ein Isomorphismus.

(iii) Ist f biholomorph und hat C\Ω genau n+1 Zusammenhangskomponen-
ten A0, . . . , An, so hat C \ Ω̃ ebenfalls n + 1 Zusammenhangskomponenten;
diese lassen sich in der Form Ã0, . . . , Ãn so ordnen, dass für alle i gilt:

Ω ∋ z −→ Ai =⇒ f(z) −→ Ãi. (5.51)

Beweis. Die erste Aussage folgt aus dem Prinzip vom Argument in Satz 4.64,
denn für einen null-homologen Zyklus γ ∈ B(Ω) mit Bildmenge Γ und jede
komplexe Zahl w ∈ C\f(Γ) ist die Windungszahl w(f ◦γ,w) die Summe der
Zahlen w(γ, zi)mi über alle Lösungen zi ∈ Ω der Gleichung f(zi) = w, wobei
mi die Multiplizität der Lösung zi ist. Für w ∈ C \ Ω̃ hat diese Gleichung
aber keine Lösungen. Also ist f ◦ γ ebenfalls null-homolog. Damit ist (i)
bewiesen. Behauptung (ii) folgt sofort aus (i) und der Funktorialität, die
besagt, dass f∗ ◦ (f−1)∗ = id∗ die Identität ist und ebenso für (f−1)∗ ◦ f∗.

Wir beweisen (iii). Wir nehmen also an, dass das Komplement C \ Ω
genau n + 1 Zusammenhangskomponenten A0, A1, . . . , An hat. Nach Bei-
spiel 4.25 ist dann H (Ω) isomorph zu Zn. Also folgt aus (ii), dass H (Ω̃)
ebenfalls isomorph zu Zn ist und daher hat C\ Ω̃ ebenfalls n+1 Zusammen-
hangskomponenten. Es bleibt zu zeigen, dass wir diese so ordnen können,
dass (5.51) gilt. Dazu nehmen wir an, dass ∞ ∈ An ist und konstruieren
n+ 1 glatte Einbettungen γi : R/Z → Ω, i = 0, . . . , n, die die Bedingungen

w(γi, a) =

{
−1, für a ∈ Ai,
0, für a ∈ Aj , j ̸= i,

i = 0, . . . , n− 1, (5.52)

und

w(γn, a) =

{
0, für a ∈ An,
1, für a ∈ Aj , j ̸= n,

(5.53)

erfüllen, und deren Bildmengen Γi := γi(R) paarweise disjunkt sind.
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Wir wählen zunächst paarweise disjunkte offene Umgebungen Vi ⊂ C der
Mengen Ai. Für γn wählen wir, nach dem Riemannschen Abbildungssatz,
einen holomorphen Diffeomorphismus

fn : Ωn := Ω ∪
n−1⋃
j=0

Aj → D.

Sei r < 1 so dass f(Vj) ⊂ Br für j = 0, . . . , n − 1 und ∂Br ⊂ f(Vn ∩ Ωn).
Sei γn : R/Z → Vn ⊂ Ω die glatte Einbettung

γn(t) := f−1
n (re2πit).

Sei j ∈ {0, . . . , n− 1} und a ∈ Aj . Dann ist fn(a) ∈ Br und daher

1 = w(fn ◦ γn, fn(a)) = w(γn, a).

Hier folgt die zweite Gleichung aus dem Prinzip vom Argument (Satz 4.64)
für die holomorphe Funktion Ωn → C : z 7→ fn(z) − fn(a), denn diese
hat genau eine Nullstelle an der Stelle a und γn ist null-homolog in Ωn.
Andererseits gilt w(γn, a) = 0 für alle a ∈ An∩C, da An zusammenhängend
ist und den Punkt ∞ enthält. Also erfüllt γn die Bedingung (5.53).

Für i = 0, . . . , n− 1 wählen wir einen Punkt ai ∈ Ai und bezeichnen

Ω̂ :=

{
1

z − ai

∣∣∣∣ z ∈ Ω

}
, Âj :=

{
1

a− ai

∣∣∣∣ a ∈ Aj

}
j = 0, . . . , n.

Die Menge Ω̂ ist eine offene Teilmenge von C \ {0} und die Mengen Âj sind
die Zusammenhangskomponenten ihres Komplements in C. Man beachte,
dass 0 ∈ Ân und ∞ ∈ Âi ist. Also gibt es nach der obigen Konstruktion eine
glatte Einbettung γ̂i : R/Z → Ω̂, welche die Bedingung

w(γ̂i, â) =

{
0, für â ∈ Âi,

1, für â ∈ Âj , j ̸= i,

erfüllt. Nun betrachten wir die glatte Einbettung

γi : R/Z → Ω, γi(t) := ai +
1

γ̂i(t)
.

Da die Mengen Âj , j ̸= i, alle in derselben Zusammenhangskomponente
von C \ γ̂i(R) enthalten sind, sind auch die Mengen Aj , j ̸= i, in derselben
Zusammenhangskomponente von C\γi(R) enthalten. Da ∞ ∈ An und n ̸= i
ist, folgt daraus w(γi, a) = 0 für a ∈ Aj ∩ C, j ̸= i. Ausserdem folgt aus
der Definition von γi, dass w(γi, ai) = −w(γ̂i, 0) = −1 ist. Also erfüllt γi die
Bedingung (5.52). Und γi kann so gewählt werden, dass Γi = γi(R) ⊂ Vi ist.
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Wir betrachten nun die Mengen

Ui := {z ∈ C \ Γi |w(γi, z) = −1} , i = 0, . . . , n− 1,

Un := {z ∈ C \ Γn |w(γn, z) = 0} .

Dann ist Ai ⊂ Ui und jede Folge zν ∈ Ω, die gegen Ai konvergiert, liegt für
hinreichend grosse ν in Ui. Ausserdem ist jede der Mengen Ω ∩ Ui zusam-
menhängend. (Dies ist eine Übung mit Hinweis: Man verbinde zwei Punkte
in Ω ∩ Ui zunächst durch eine Kurve α : [0, 1] → Ω; verlässt diese Kurve
das Gebiet Ui so muss sie die Einbettung γi schneiden, deren Bildmenge der
Rand von Ui ist; dann kann man die Kurve α so modifizieren, dass sie in Ui

verbleibt.) Daher gibt es eine Zahl εi so dass

w(f ◦ γi, w) = εi ∀w ∈ f(Ω ∩ Ui).

Da f ◦γi eine Einbettung ist, kann εi nur den Wert 0, 1, oder −1 annehmen.
Ausserdem ist der Zyklus γ0 + · · · + γn in Ω null-homolog. Also gilt, nach
dem Prinzip vom Argument, für jeden Punkt z ∈ Ω \

⋃n
i=0 Γi die Gleichung:

n∑
i=0

w(f ◦ γi, f(z)) =
n∑

i=0

w(γi, z) =

{
0, für z ∈ Ω ∩

⋃n
i=0 Ui,

1, für z ∈ Ω \
⋃n

i=0 U i.
(5.54)

Für jedes i ist die Funktion Ω \ Γi → Z : z 7→ w(f ◦ γi, f(z)) lokal konstant
(Lemma 3.25), nimmt nur die Werte 0, 1, −1 an (Übung 3.29), und hat den
Wert εi auf Ω ∩ Ui. Da sich nur der Summand w(f ◦ γi, f(z)) ändern kann
wenn z die Kurve Γi überquert und von Ω\

⋃n
i=0 U i nach Ω∩Ui überwechselt,

folgt aus Lemma 3.28 und (5.54), dass

w(f ◦ γi, f(z)) = εi + 1 ∀ z ∈ Ω \ U i.

Damit haben wir gezeigt dass

n∑
i=0

(1 + εi) = 1.

Also gibt es genau einen Index i0, so dass

εi =

{
0, für i = i0,

−1, für i ̸= i0.

(Siehe Abbildung 5.8.)
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Abbildung 5.8: Der Fall ε1 = 0 und ε0 = ε2 = −1.

Wir definieren die offenen Mengen Ũi ⊂ C durch

Ũi := {w ∈ C \ f(Γi) |w(f ◦ γi, w) = εi} , i ̸= i0,

Ũi0 := {w ∈ C \ f(Γi0) |w(f ◦ γi0 , w) = εi0} ∪ {∞}.

Die Menge Ũi enthält f(Ω ∩ Ui) für jedes i und hat den Rand

∂Ũi = f(Γi).

Ausserdem gilt

w(f ◦ γi, w) = εi + 1 ∀ w ∈ C \ (Ũi ∪ f(Γi)).

Also ist
n∑

i=0

w(f ◦ γi, w) = 1 ∀ w ∈ C \
n⋃

i=0

(Ũi ∪ f(Γi)).

Da
∑n

i=0 γi in Ω null-homolog ist, folgt daraus nach dem Prinzip vom Argu-

ment (Satz 4.64), dass C\
⋃n

i=0 Ũi ⊂ f(Ω) = Ω̃ ist. Wählt man eine Folge zν
in Ω∩Ui, die gegen Ai konvergiert, so konvergiert die Folge f(zν) ∈ Ũi nach
Satz 5.24 gegen den Rand von Ω̃. Nach Übergang zu einer Teilfolge können
wir annehmen, dass die Folge f(zν) in C konvergiert. Der Grenzwert liegt
dann in Ũi, da er nicht in Ω̃ liegt, der Rand von Ũi aber in Ω̃ enthalten ist.
Also enthält jede Menge Ũi mindestens ein Element aus C \ Ω̃. Die Men-
gen Ãi := Ũi \ Ω̃ sind also abgeschlossen und nichtleer, erfüllen (5.51), und
ihre Vereinigung ist C \ Ω̃. Da dieses Komplement genau n+ 1 Zusammen-
hangskomponenten hat, sind die Ãi auch zusammenhängend. Damit ist das
Lemma bewiesen.
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Wir nehmen nun an, dass Ω ⊂ C die Voraussetzungen von Satz 5.50
erfüllt. Wie in Abschnitt 5.7 finden wir durch mehrmalige Anwendung des
Riemannschen Abbildungssatzes eine zu Ω biholomorphe zusammenhängen-
de offene Menge, die (n+1)-fach zusammenhängend ist und einen regulären
Rand hat. Wir dürfen daher annehmen, dass jeder Randpunkt von Ω regulär
ist. Dann sind die Mengen

Γi := Ω ∩Ai, i = 0, 1, . . . , n,

die Bilder reell analytischer Einbettungen γi : R/Z → C. Wir wählen diese
Einbettungen so, dass Ω links von γi und Ai rechts von γi liegt. Weiterhin
dürfen wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit (durch die Anwendung
einer Inversion, falls notwendig) annehmen, dass

∞ ∈ An

ist und daher die Mengen A0, . . . , An−1 kompakt sind (siehe Lemma 1.20).
Dann gilt

w(γi, z) =

{
−1, für z ∈ Ai \ Γi,
0, für z ∈ C \Ai,

i = 0, . . . , n− 1,

w(γn, z) =

{
0, für z ∈ An \ (Γn ∪ {∞}),
1, für z ∈ C \An.

Hieraus folgt insbesondere, dass der Zyklus

γ := γ0 + γ1 + · · ·+ γn

in jeder offenen Umgebung von Ω null-homolog ist, denn für jedes z ∈ C \Ω
gilt w(γ, z) = 0 und für jedes z ∈ Ω gilt w(γ, z) = 1. (Siehe Abbildung 5.9).

0
γ

γ
1

2
γ

Ω

Abbildung 5.9: Eine offene Menge mit regulärem Rand.
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Da ∂Ω regulär ist, gibt es nach Satz A.22 stetige Funktionen

ui : Ω → R,

die in Ω harmonisch sind und die Randbedingungen

ui(z) =

{
1, für z ∈ Γi,
0, für z ∈ Γj , j ̸= i,

(5.55)

erfüllen.

Lemma 5.53. Es gibt eine Zahl ε > 0, so dass sich jedes ui zu einer har-
monischen Funktion auf der offenen Menge Ωε := {z ∈ C |Bε(z) ∩ Ω ̸= ∅}
fortsetzen lässt. Diese Fortsetzung wird immer noch mit ui bezeichnet.

Beweis. Sei ζ ∈ ∂Ω. Da der Rand von Ω regulär ist, gibt es eine offene
Umgebung Uζ ⊂ C von ζ und eine biholomorphe Funktion

ϕ : Uζ → D

mit

ϕ(Uζ ∩ Ω) = D ∩H, ϕ(Uζ ∩ ∂Ω) = D ∩ R.

Dann ist ui ◦ϕ−1 : D∩H → R eine harmonische Funktion, die auf D∩R kon-
stant gleich c ist (mit c = 0 oder c = 1). Daher folgt aus dem Schwarzschen
Spiegelungsprinzip (Satz 5.25), dass die durch

ui(z) := c− ui
(
ϕ−1

(
ϕ(z)

))
für z ∈ Uζ \ Ω definierte Funktion die gewünschte Fortsetzung von ui auf
Ω ∪ Uζ ist. Für die Existenz einer globalen Fortsetzung wählen wir, für jedes
ζ ∈ ∂Ω, eine Zahl δζ > 0 mit

B2δζ (ζ) ⊂ Uζ .

Wir überdecken ∂Ω durch endlich viele Bälle

Vν := Bδζν
(ζν)

und definieren

Wν := B2δζν
(ζν).

Dann existiert eine harmonische Fortsetzung von ui auf Ω∪Wν für jedes ν.
Diese Fortzetzung wird mit ui,ν : Ω ∪Wν → R bezeichnet.
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Wir behaupten, dass zwei solche Fortsetzungen ui,ν und ui,ν′ stets auf
Ω ∪ (Vν ∩ Vν′) übereinstimmen. Wir nehmen dazu an, dass Vν ∩ Vν′ ̸= ∅
und, ohne Beschränkung der Allgemeinheit, dass δζν′ ≤ δζν ist. (Andernfalls
können wir ν und ν ′ vertauschen.) Dann gilt

|ζν′ − ζν | < 2δζν .

Also ist ζν′ ∈Wν ∩ Vν′ ∩ ∂Ω und daraus folgt

Wν ∩ Vν′ ∩ Ω ̸= ∅.

Sei z0 ∈Wν∩Vν′∩Ω. Wir wählen zwei holomorphe Funktionen Fν :Wν → C
und Fν′ : Vν′ → C mit Realteilen ReFν = ui,ν |Wν und ReFν′ = ui,ν′ |Vν′ ,
die an der Stelle z0 den gleichen Wert haben (siehe Übung 2.46). Diese
stimmen in einer Umgebung von z0 überein und müssen daher auf der offenen
zusammenhängenden MengeWν∩Vν′ übereinstimmen (siehe Korollar 3.57).
Wir haben also gezeigt, dass die harmonischen Fortsetzungen von ui auf
Ω∪Vν und Ω∪Vν′ auf dem Durchschnitt dieser Mengen stets übereinstimmen.
Damit existiert eine harmonische Fortsetzung von ui auf Ω ∪

⋃
ν Vν . Diese

Menge enthält Ωε für jedes hinreichend kleine ε > 0 (siehe Lemma 3.42) und
damit ist das Lemma bewiesen.

Nach Lemma 5.53 sind die Integrale

αij :=

∫
γj

∗dui (5.56)

wohldefiniert für i, j = 0, . . . , n.

Lemma 5.54. (i) Für i, j = 0, 1, . . . , n gilt αij = αji.

(ii) Für i = 0, . . . , n gilt αi0 + αi1 + · · ·+ αin = 0.

(iii) Die Matrix (αij)
n
i,j=1 ist nichtsingulär.

Beweis. Für alle i, j ∈ {0, 1, . . . , n} gilt

αij =

∫
γj

∗dui =
∫
γ
uj∗dui =

∫
γ
ui∗duj =

∫
γi

∗duj = αji.

Hier bezeichnet γ den null-homologen Zyklus γ := γ0 + γ1 + · · · + γn. Also
folgt die mittlere Gleichung aus Übung A.9. Die zweite Gleichung folgt aus
der Tatsache, dass uj auf Γj identisch gleich Eins ist und auf Γk verschwindet
für k ̸= j. Die vorletzte Gleichung folgt aus der zweiten unter Vertauschung
der Indizes i und j. Damit ist (i) bewiesen.
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Behauptung (ii) folgt aus der Tatsache, dass das Integral von ∗dui über
jedem null-homologen Zyklus verschwindet (siehe (A.5)). Da γ in Ωε null-
homolog ist ergibt sich

αi0 + αi1 + · · ·+ αin =

∫
γ
∗dui = 0

für jedes i.

Wir beweisen (iii). Sei λ = (λ1, λ1, . . . , λn) ein Vektor in Rn so dass

α1jλ1 + α2jλ2 + · · ·+ αnjλn = 0, j = 1, . . . , n,

und definiere u : Ωε → R durch

u := λ1u1 + λ2u2 + · · ·+ λnun.

Dann ist u harmonisch und es gilt∫
γj

∗du = 0, j = 1, . . . , n.

Nach Beispiel 4.25 ist jeder Zyklus in Ωε zu einer Summe der Zyklen γj
homolog. Also folgt aus Gleichung (A.5), dass das Integral von ∗du über
jedem Zyklus in Ωε verschwindet. Damit existiert nach Satz A.1 eine zu u
konjugierte harmonische Funktion v : Ωε → R. Also ist

f := u+ iv

eine holomorphe Funktion auf Ωε, deren Realteil auf Γj gleich λj ist für
j = 1, . . . , n und auf Γ0 verschwindet. Ist a ∈ C mit

Re a /∈ {0, λ1, λ2, . . . , λn}

so ist Re (f−a) auf dem Rand von Ω überall ungleich Null und daraus folgt,
dass w(f ◦ γ, a) = 0 ist. Nach dem Prinzip vom Argument kann f daher auf
Ω nirgends den Wert a annehmen. Also ist das Bild von f nicht offen und,
nach dem Offenheitssatz 3.62, ist f auf Ω konstant. Da der Realteil von f
auf Γ0 verschwindet, folgt daraus Re f ≡ 0. Also ist

λj = Re f |Γj = 0

für alle j, was zu beweisen war.
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Nach Lemma 5.54 existiert genau eine Lösung (λ1, . . . , λn) ∈ Rn des
linearen Gleichungssystems

α1jλ1 + α2jλ2 + · · ·+ αnjλn =


−2π, für j = 0,

0, für j = 1, . . . , n− 1,
2π, für j = n.

(5.57)

Für diese Lösung betrachten wir die harmonische Funktion

u := λ1u1 + λ2u2 + · · ·+ λnun : Ωε → R

Sie erfüllt die Gleichungen∫
γ0

∗du = −2π,

∫
γj

∗du = 0 j = 1, . . . , n− 1,

∫
γn

∗du = 2π.

Damit ist das Integral von ∗du über jedem Zyklus in Ω ein ganzzahliges Viel-
faches von 2π. Damit erhalten wir wie in Abschnitt 5.7 eine wohldefinierte
holomorphe Funktion f : Ω → C durch die Formel

f(z) := exp

(
u(z) + i

∫ z

z0

∗du
)
,

wobei z0 ∈ Ω ein fest gewählter Punkt ist, und der Ausdruck
∫ z
z0
∗du zu ver-

stehen ist als Integral über einer glatten Kurve γ : [0, 1] → Ω mit γ(0) = z0
und γ(1) = z. Da dieses Integral bis auf Addition eines ganzzahligen Vielfa-
chen von 2π von γ unabhängig ist, ist f wohldefiniert. Dass f holomorph ist,
zeigt man wie im Beweis von Satz 3.17 (unter Verwendung der Formel (A.4)
in Anhang A). Wir zeigen, dass f die Behauptungen von Satz 5.50 erfüllt.

Lemma 5.55. (i) Für j = 1, . . . , n− 1 gilt 0 < λj < λn .

(ii) Die Funktion f : Ω → C bildet f bihholomorph auf das Gebiet

U := C \
n⋃

j=0

Bj .

Hier ist B0 := D, Bn := {|w| ≥ eλn}, und Bj eine abgeschlossene zusam-
menhängende echte Teilmenge von {|w| = eλj} für j = 1, . . . , n− 1.

(iii) Die Mengen Bj in (ii) sind paarweise disjunkt, die Funktion f lässt
sich für jedes hinreichend kleine ε > 0 auf Ωε holomorph fortsetzen, und die
Fortsetzung erfüllt die Bedingungen

f(Γ0) = ∂B0, f(Γj) = Bj j = 1, . . . , n− 1, f(Γn) = ∂Bn.
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Beweis. Dass f sich auf Ωε holomorph fortsetzen lässt, folgt unmittelbar aus
der Konstruktion, da u eine harmonische Funktion auf Ωε ist. (Der Leser
sei jedoch gewarnt dass, im Gegensatz zum Riemannschen Abbildungssatz,
diese Fortsetzung im Fall n > 1 nicht injektiv ist.) Setzen wir λ0 := 0 so gilt

|f(z)| = eu(z) = eλj , z ∈ Γj , j = 0, . . . , n.

Nach dem Prinzip vom Argument, Satz 4.64, ist für |w| /∈ {eλj | j = 0, . . . , n}
die Anzahl der Lösungen z ∈ Ω der Gleichung f(z) = w, mit Multiplizität,
gleich der Windungszahl

w(f ◦ γ,w) =
n∑

j=0

1

2πi

∫
γj

f ′(ζ) dζ

f(ζ)− w
. (5.58)

Da f nach Konstruktion keine Nullstellen hat, wissen wir, dass w(f◦γ, 0) = 0
ist. In der Tat ergibt sich aus der Definition von f und (A.4), dass

f ′(z) dz

f(z)
= du+ i∗du

ist und wir erhalten

w(f ◦ γj , 0) =
1

2π

∫
γj

∗du =


−1, für j = 0,
0, für j = 1, . . . , n− 1,
1, für j = n.

Da die Abbildung f ◦ γj : R/Z → C seine Werte auf dem Kreis |w| = eλj

annimmt und die Windungszahl in jeder Komponente des Komplements von
f(Γj) konstant ist und in der unbeschränkten Komponente gleich Null ist,
ergibt sich w(f ◦ γj , w) = 0 für |w| ≠ eλj und j = 1, . . . , n− 1 sowie

w(f ◦ γ0, w) =
{

−1, für |w| < 1,
0, für |w| > 1,

w(f ◦ γn, w) =
{

1, für |w| < eλn ,
0, für |w| > eλn .

Ausserdem ist f nicht konstant. Daher ist die Menge f(Ω) offen und nicht-
leer. Also ist auch f(Ω) \ f(∂Ω) offen und nichtleer und, für jeden Punkt
w ∈ f(Ω) \ f(∂Ω), muss die Zahl (5.58) positiv sein. Das ist nur möglich
wenn λn > 0 ist. Wir erhalten also w(f ◦ γ,w) = 1 für 1 < |w| < eλn und
|w| ≠ eλj . Daraus folgt{

w ∈ C | 1 < |w| < eλn , |w| ≠ eλj

}
⊂ f(Ω) ⊂

{
w ∈ C | 1 < |w| < eλn

}
.

Also gilt f(Ω) =
{
w ∈ C | 1 ≤ |w| ≤ eλn

}
und, da f(Γj) ⊂ f(Ω) ist, ergibt

sich 1 ≤ λj ≤ λn für alle j.
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Sei Γ :=
⋃n

j=0 Γj = ∂Ω. Wir zeigen, dass

f(Γ) ∩ f(Ω) = ∅

ist. Gibt es nämlich Punkte ζ ∈ Γ und z ∈ Ω mit f(ζ) = f(z), und wählen
wir z′ ∈ Ω hinreichend dicht bei ζ so dass w′ := f(z′) /∈ f(Γ) ist, so hat der
Punkt w′ nach dem Offenheitssatz (Korollar 3.62) ein weiteres Urbild unter
f in der Nähe von z. Da w(f ◦ γ,w′) = 1 ist, widerspricht dies dem Prinzip
vom Argument (Satz 4.64). Dieser Widerspruch zeigt, dass f(Γ)∩ f(Ω) = ∅
ist, wie behauptet. Daraus folgt

w(f ◦ γ,w) = 1 ∀w ∈ f(Ω)

und damit ist f injektiv. Hieraus wiederum folgt nach Lemma 5.52, dass das
Komplement C \ f(Ω) genau n + 1 Zusammenhangskomponenten hat. Das
ist nur möglich wenn 0 < λj < λn ist für j = 1, . . . , n − 1, wenn keine der
abgeschlossenen zusammenhängenden Mengen Bj := f(Γj), j = 1, . . . , n−1,
gleich dem ganzen Kreis {w ∈ C | |w| = eλj} ist, und wenn diese Mengen
paarweise disjunkt sind. Damit ist das Lemma bewiesen.

Lemma 5.56. Seien

U = C \
n⋃

j=0

Bj , Ũ = C \
n⋃

j=0

B̃j

zwei offene Mengen wie in Lemma 5.55 (ii). Sei ψ : U → Ũ eine biholomor-
phe Abbildung, die die Randbedingungen

lim
|w|→1

|ψ(w)| = 1, lim
|w|→eλn

|ψ(w)| = eλ̃n

erfüllt. Dann ist λn = λ̃n und es gibt eine Zahl θ ∈ R, so dass ψ durch
Multiplikation mit eiθ gegeben ist.

Beweis. Wir ordnen zunächst die Teilmengen B̃1, . . . , B̃n−1 so dass ψ(w)
gegen B̃j konvergiert wenn w ∈ U gegen Bj konvergiert für j = 0, . . . , n.
Nach der Lemma 5.53 vorangehenden Diskussion gibt es eine biholomorphe
Abbildung f : Ω → U auf einer offenen Menge Ω ⊂ C mit regulärem Rand.
Das Komplement C\Ω hat nach Lemma 5.52 genau n+1 Zusammenhangs-
komponenten A0, A1, . . . , An, die so angeordnet werden können, dass f(z)
gegen Bj konvergiert wenn z ∈ Ω gegen Aj konvergiert. Wir bezeichnen
Γj := Ω ∩ Aj so dass ∂Ω = Γ0 ∪ Γ1 ∪ · · · ∪ Γn ist. Ausserdem können wir
ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen, dass ∞ ∈ An ist. Seien γi
und ui wie in der Diskussion vor Lemma 5.53 und αij durch (5.56) gegeben.
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Wir können nun den Beweis von Lemma 5.55 wie folgt umkehren. Sei

u := log|f | : Ω → R.

Dann ist u harmonisch und es folgt aus dem Randverhalten von f , dass sich
u zu einer stetigen Funktion auf Ω fortsetzen lässt, die immer noch mit u
bezeichnet wird, und die den Randbedingungen

u|Γi = λi

(mit λ0 := 0) genügt. Also folgt aus dem Eindeutigkeitssatz für Lösungen
des Dirichlet-Problems (Korollar A.6), dass

u =

n∑
i=1

λiui (5.59)

ist. Ausserdem sieht man wie im Beweis von Lemma 5.55, dass

1

2π

∫
γj

∗du = w(f ◦ γj , 0) =


−1, für j = 0,
0, für j = 1, . . . , n− 1,
1, für j = n,

(5.60)

ist. Hier folgt die zweite Gleichung aus der Tatsache, dass w(f ◦ γj , w) = 0
ist für j = 1, . . . , n − 1 und alle w ∈ C \ Bj , dass w(f ◦ γ0, w) = 0 ist für
|w| > 1, dass w(f ◦ γn, w) = 0 ist für |w| > eλn , dass

∑n
j=0w(f ◦ γj , w) = 1

ist für w ∈ U , und dass
∑n

j=0w(f ◦ γj , w) = 0 ist für w ∈ C \ U . Durch
Einsetzen von (5.59) in (5.60) ergibt sich die Gleichung

n∑
i=1

λiαij =


−2π, für j = 0,

0, für j = 1, . . . , n− 1,
2π, für j = n.

(5.61)

Wenden wir nun das gleiche Argument auf die Funktion f̃ := ψ ◦ f : Ω → Ũ
an, so erhalten wir, dass die Zahlen λ̃1, . . . , λ̃n ebenfalls eine Lösung des
Gleichungssystems (5.61) sind. Daraus folgt nach Lemma 5.54, dass λ̃i = λi
ist für i = 1, . . . , n. Daraus folgt wiederum |f | ≡ |f̃ |. Also ist ψ durch
Multiplikation mit einer komplexen Zahl vom Betrag 1 gegeben, was zu
beweisen war.

Beweis von Satz 5.50. Die Existenzaussage folgt aus Lemma 5.55 und die
Eindeutigkeit aus Lemma 5.56.
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Bei der Charakterisierung mehrfach zusammenhängender offener Teil-
mengen der komplexen Ebene gibt es einige grundlegende Unterschiede zum
Riemannschen Abbildungssatz. Erstens gibt es nicht nur ein Modellgebiet,
sondern eine ganze Familie solcher Gebiete und zweitens ist die biholomor-
phe Abbildung f : Ω → U nicht notwendigerweise eindeutig bestimmt. Es
ist an dieser Stelle interessant, die Biholomorphieklassen aller (n + 1)-fach
zusammenhängenden offenen Teilmengen der komplexen Ebene zu einer ein-
zigen Menge zusammenzufassen. Mit der Bezeichnung π0(X) für die Menge
der Zusammenhangskomponenten eines topologischen Raumes X erhalten
wir den Quotientenraum

Mn :=

Ω ⊂ C

∣∣∣∣∣
Ω ist nichtleer, offen, zusammenhängend,

#A > 1 für alle A ∈ π0(C \ Ω),
#π0(C \ Ω) = n+ 1


/

∼

mit der Äquivalenzrelation

Ω ∼ Ω′ ⇐⇒ Ω ist biholomorph zu Ω′.

Nach dem Riemannschen Abbildungssatz besteht M0 aus genau einem Ele-
ment: der Biholomorphieklasse von D. Nach Satz 5.46 kann M1 mit dem
offenen Intervall (1,∞) identifiziert werden, wobei R > 1 für die Biholo-
morphieklasse des Kreisringes UR := {z ∈ C | 1 < |z| < R} steht. Ist n ≥ 2,
so ist nach Satz 5.50 jede (n + 1)-fach zusammenhängende Menge Ω ⊂ C
biholomorph zu dem Komplement von n−1 konzentrischen disjunkten abge-
schlossenen Kreisbögen in einem Kreisring. Für den Kreisring benötigen wir
einen Parameter, während jeder Kreisbogen durch drei Parameter beschrie-
ben wird: den Abstand zum Ursprung, den Mittelpunkt, und die Länge.
Damit haben wir insgesamt 3n− 2 Parameter. Da jede Rotation eine solche
Menge U in eine isomorphe Menge überführt, erhalten wir

dimMn = 3n− 3.

Dies ist zunächst rein formal zu verstehen als die Anzahl der reellen Para-
meter, die benötigt werden, um eine Äquivalenzklasse in Mn zu bestimmen.
Es ist damit noch nichts über die genaue Struktur des Raumes Mn gesagt.
Da die Mengen Ω nichttriviale Automorphismen haben können, stellt sich
heraus, dass man Mn in natürlicher Weise mit der Struktur einer “Orbifal-
tigkeit” (eine Verallgemeinerung des Begriffes einer “Mannigfaltigkeit”) ver-
sehen kann. Ausserdem ist der Raum Mn nicht kompakt, kann aber in einer
geometrisch natürlichen Weise kompaktifiziert werden. Dies sind spannen-
den Themen, die aber über den Rahmen dieses Manuskriptes hinausgehen,
und hier nicht weiter vertieft werden.



Anhang A

Harmonische Funktionen

Die Theorie der harmonischen Funktionen wird nur im Kapitel 5 benötigt,
und zwar zum einen das Maximumprinzip und die Poisson-Formel für den
Beweis des Schwarzschen Spiegelungsprinzips (im Abschnitt 5.4), und zum
anderen die Lösung des Dirichlet-Problems für die Charakterisierung mehr-
fach zusammenhängender Gebiete (in den Abschnitten 5.7 und 5.8). An-
dererseits können die grundlegenden Sätze über harmonische Funktionen in
der Dimension 2 auf die Theorie der holomorphen Funktionen zurückgeführt
werden. Das entscheidende Hilfsmittel ist Cauchy’s Integralformel. In der
logischen Reihenfolge wäre dieser Anhang daher zwischen den Kapiteln 4
und 5 anzusiedeln.

A.1 Die Mittelwerteigenschaft

Sei Ω ⊂ C ∼= R2 eine offene Menge. Eine C2-Funktion u : Ω → R heisst
harmonisch, wenn sie die Laplace-Gleichung

∆u :=
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0 (A.1)

erfüllt. Sind u, v : Ω → R zwei harmonische Funktion, so nennen wir v zu u
konjugiert wenn u und v die Cauchy–Riemann-Gleichungen

∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x
(A.2)

erfüllen. Wie wir im Abschnitt 2.4 gesehen haben, ist jede harmonische Funk-
tion lokal der Realteil einer holomorphen Funktion. Insbesondere ist jede
harmonische Funktion C∞, und die Komposition einer harmonischen mit
einer holomorphen Funktion ist wieder harmonisch.
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Wir werden die Existenz einer konjugierten Funktion in grösserer Allge-
meinheit beweisen. Dazu beginnen wir mit der Beobachtung, dass für jede
harmonische Funktion u : Ω → R die Funktion

f :=
∂u

∂x
− i

∂u

∂y
: Ω → C (A.3)

holomorph ist. Das komplexe Differential f(z) dz ist

f(z) dz =

(
∂u

∂x
dx+

∂u

∂y
dy

)
+ i

(
∂u

∂x
dy − ∂u

∂y
dx

)
= du+ i ∗du, (A.4)

wobei

du :=
∂u

∂x
dx+

∂u

∂y
dy, ∗du :=

∂u

∂x
dy − ∂u

∂y
dx.

Diese 1-Formen können wir über einer glatten Kurven γ : [0, 1] → Ω inte-
grieren. Mit der Notation

x(t) := Re γ(t), y(t) := Im γ(t)

erhalten wir∫
γ
du :=

∫ 1

0

(
∂u

∂x
(γ(t))ẋ(t) +

∂u

∂y
(γ(t))ẏ(t)

)
dt = u(γ(1))− u(γ(0))

und ∫
γ
∗du :=

∫ 1

0

(
∂u

∂x
(γ(t))ẏ(t)− ∂u

∂y
(γ(t))ẋ(t)

)
dt.

Insbesondere ist
∫
γ du = 0 für jeden Zyklus γ ∈ Z (Ω). (Dies gilt für beliebige

glatte Funktionen u : Ω → R.) Ausserdem folgt aus Satz 4.12, dass∫
γ
∗du = Im

∫
γ
f(z) dz = 0 (A.5)

ist für jeden null-homologen Zyklus γ ∈ B(Ω). (Dies gilt nur für harmonische
Funktionen u : Ω → R.)

Satz A.1 (Konjugierte Funktionen). Sei Ω ⊂ C eine zusammenhängen-
de offene Menge und u : Ω → R eine harmonische Funktion. Es gibt genau
dann eine zu u konjugierte harmonische Funktion v : Ω → R wenn∫

γ
∗du = 0 ∀ γ ∈ Z (Ω). (A.6)

Insbesondere ist diese Bedingung immer dann erfüllt wenn Ω einfach zusam-
menhängend ist.
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Beweis. Sei f : Ω → C die durch (A.3) definierte holomorphe Funktion.
Wenn u die Bedingung (A.6) erfüllt, verschwindet das Integral von f über
jedem Zyklus γ in Ω. Nach Satz 3.17 und Bemerkung 4.5 existiert daher eine
holomorphe Funktion F = U + iV : Ω → C so dass F ′ = f ist. Da U und V
die Cauchy–Riemann-Gleichungen erfüllen ist V zu U konjugiert. Da

f = F ′ =
∂U

∂x
+ i

∂V

∂x
=
∂U

∂x
− i

∂U

∂y

ist, gilt dU = du und damit ist V auch zu u konjugiert. Ist andererseits
v : Ω → R eine zu u konjugierte harmonische Funktion, so ist dv = ∗du und∫

γ
∗du =

∫
γ
dv = 0

für jeden Zyklus γ ∈ Z (Ω), was zu beweisen war.

Satz A.2 (Hebbare Singularitäten). Seien z0 ∈ C und R > 0 gege-
ben und sei u : BR(z0) → R eine stetige Funktion, deren Einschränkung auf
BR(z0)\{z0} harmonisch ist. Dann ist u auf BR(z0) harmonisch und erfüllt
die Gleichung

u(z0) =

∫ 1

0
u(z0 + re2πit) dt, 0 ≤ r ≤ R. (A.7)

Beweis. Wir nehmen ohne Beschränkung der Allgemeinheit an, dass z0 = 0
ist und verwenden die Bezeichnung BR := BR(0) = {z ∈ C | |z| < R}. Für
0 < r < R sei γr : [0, 1] → BR \ {0} der Zyklus γr(t) := re2πit, 0 ≤ t ≤ 1.
Eine kurze Rechnung ergibt

d

dr

∫ 1

0
u(γr(t)) dt =

α

r
, α :=

∫
γr

∗du.

Die Zahl α ist unabhängig von r, da γr und γr′ homolog sind in BR \ {0}.
Daraus folgt, dass es eine Zahl β ∈ R gibt, so dass∫ 1

0
u(γr(t)) dt = α log(r) + β

ist für 0 < r < R. Da der Ausdruck auf der linken Seite gegen u(0) konver-
giert für r → 0, folgt daraus, dass α = 0 und β = u(0) ist. Da

∫
γr
∗du = 0

ist, folgt aus Beispiel 4.24 und Satz A.1, dass es eine zu u konjugierte Funk-
tion v : BR \ {0} → R gibt. Also ist f := u + iv eine holomorphe Funktion
auf BR \ {0} und der Grenzwert limz→0Re f(z) existiert in R. Daraus folgt,
dass 0 eine hebbare Singularität von f ist (siehe Übung 3.86). Daher ist u
auf ganz BR harmonisch.
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Bemerkung A.3. Interessiert man sich in Satz A.2 nur für die Formel (A.7)
und nicht für die hebbare Singularität, so kann man annehmen, dass u auf
BR(z0) harmonisch ist. In dem Fall folgt bereits aus Übung 2.46, dass es eine
zu u konjugierte harmonische Funktion v : BR(z0) → R gibt. Für 0 < r < R
betrachten wir nun die glatte geschlossene Kurve γr(θ) := z0 + reiθ auf
dem Intervall 0 ≤ θ ≤ 2π. Nach Satz 3.31 erfüllt jede holomorphe Funktion
F : BR(z0) → C die Integralformel

F (z0) =
1

2πi

∫
γr

F (z) dz

z − z0
=

1

2π

∫ 2π

0
F (z0 + reiθ) dθ.

Mit F := u+ iv folgt daraus die Gleichung (A.7).

Definition A.4. Eine stetige Funktion u : Ω → R hat die Mittelwertei-
genschaft, wennn sie die Bedingung

u(z) =
1

2π

∫ 1

0
u(z + reiθ) dθ (A.8)

für alle z ∈ Ω und alle r > 0 mit Br(z) ⊂ Ω erfüllt. Sie heisst subharmo-
nisch, wenn sie die Bedingung

u(z) ≤ 1

2π

∫ 1

0
u(z + reiθ) dθ (A.9)

für alle z ∈ Ω und alle r > 0 mit Br(z) ⊂ Ω erfüllt.

Nach Satz A.2 hat jede harmonische Funktion die Mittelwerteigenschaft
und ist damit insbesondere auch subharmonisch. Wir werden sehen, dass die
Mittelwerteigenschaft sogar die harmonischen Funktionen charakterisiert.
Dazu bedarf es jedoch noch einiger Vorbereitung.

Satz A.5 (Maximumprinzip). Sei Ω ⊂ C offen und u : Ω → R subhar-
monisch. Ist Ω zusammenhängend und u(z0) = supΩ u für ein z0 ∈ Ω so ist
u konstant. Lässt sich u stetig auf Ω fortsetzen, so nimmt diese Fortsetzung
ihr Maximum auf dem Rand an.

Beweis. Ist z0 ∈ Ω mit u(z0) = maxΩ u und r > 0 mit Br(z0) ⊂ Ω, so
gilt u(z) = u(z0) für alle z ∈ ∂Br(z0), da sonst das Integral in (A.9) strikt
kleiner als u(z0) wäre. Im zusammenhängenden Fall heisst dies, dass die
Menge der Punkte, an denen u ihr Maximum annimmt, offen, abgeschlossen
und nichtleer, und daher gleich Ω ist. Im zweiten Fall wählen wir r maximal
mit Br(z0) ⊂ Ω. Dann ist u konstant auf Br(z0) und, da ∂Br(z0) ∩ ∂Ω ̸= ∅
ist, nimmt u dann ihr Maximum auf dem Rand von Ω an.
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Sei f : ∂Ω → R eine stetige Funktion. Das Dirichlet-Problem besteht
darin, eine stetige Funktion u : Ω → R zu finden, die auf Ω harmonisch ist
und auf dem Rand mit f übereinstimmt:

∆u = 0 in Ω,

u = f in ∂Ω.
(A.10)

Korollar A.6. Es gibt höchstens eine Lösung des Dirichlet-Problem.

Beweis. Sind u, v : Ω → R zwei Lösungen des Dirichlet-Problems so ist u−v
harmonisch auf Ω und verschwindet auf dem Rand. Also folgt aus Satz A.5,
dass u− v auf ganz Ω verschwindet.

Beispiel A.7. Sei Ω := D \ {0} die punktierte Kreisscheibe und definiere
f : ∂Ω → R durch f(eiθ) := 0 für θ ∈ R und f(0) := 1. Für diese Randbedin-
gungen hat das Dirichlet-Problem (A.10) keine Lösung. Eine Lösung wäre
eine stetige Funktion auf D die auf D \ {0} harmonisch ist. Nach Satz A.2
wäre sie auf ganz D harmonisch. Und aufgrund der Randbedingung wäre sie
dann nach Satz A.5 überall gleich Null.

Übung A.8. Sei γ : R/Z → C eine Einbettung, die ein Gebiet Ω ⊂ C so
berandet, dass Ω links von γ liegt, das heisst w(γ, z) = 1 für alle z ∈ Ω
(und w(γ, z) = 0 für alle z ∈ C \ Ω und Γ := ∂Ω ist die Bildmenge von γ).
Zeigen Sie, dass das Integral von ∗du über γ in der klassischen Formulierung
dem Integral der Ableitung von u in Richtung des nach aussen gerichteten
Einheitsnormalenvektorfeldes entspricht:∫

γ
∗du =

∫
∂Ω

∂u

∂ν
dS.

Übung A.9. Sei Ω ⊂ C eine zusammenhängende offene Menge und u, v
zwei harmonische Funktionen auf Ω. Beweisen Sie die Gleichung∫

γ

(
u ∗dv − v ∗du

)
= 0 (A.11)

für jeden null-homologen Zyklus γ ∈ B(Ω). (Hinweis: Betrachten Sie zu-
nächst den Fall, dass γ der Rand eines Rechtecks R ist. Führen Sie den
allgemeinen Fall darauf zurück mit der Methode im Beweis von Satz 4.12.)
Falls u der Realteil einer holomorphen Funktion F ist, vergleichen Sie (A.11)
mit dem Integral von Fg mit g := ∂v/∂x − i∂v/∂y. In der Situation von
Übung A.8, schreiben Sie die Formel (A.11) in ihrer klassischen Form als
Integral über dem Rand von Ω.
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A.2 Die Poisson-Formel

Die Mittelwerteigenschaft liefert eine Formel, die den Wert einer harmoni-
schen Funktion im Mittelpunkt eines Kreises durch ein Integral über dem
Rand ausdrückt. Eine Formel für alle anderen Punkte im Inneren des Kreises
kann man aus den Möbiustransformationen von D gewinnen.

Satz A.10 (Poisson-Formel). Ist u : BR → R eine stetige Funktion, die
auf BR harmonisch ist, so gilt für alle z ∈ BR:

u(z) =
1

2π

∫ 2π

0

R2 − |z|2

|Reiθ − z|2
u(Reiθ) dθ. (A.12)

Beweis. Wir beschränken uns auf den Fall R = 1. Der allgemeine Fall lässt
sich auf den Fall R = 1 zurückführen, indem man diesen auf die Funktion
z 7→ u(z/R) anwendet. Sei also u : D → C eine stetige Funktion, die auf D
harmonisch ist. Für z ∈ D sei ϕ die Möbiustransformation aus Beispiel 2.23:

ϕ(ζ) :=
ζ + z

1 + z̄ζ
.

Die Komposition u ◦ ϕ ist stetig in D und harmonisch in D (nach Satz A.1).
Nach Satz A.2 hat sie also die Mittelwerteigenschaft in jeder Kreisscheibe
Br mit r < 1 und daher auch in D. Daraus folgt

u(z) = u(ϕ(0)) =
1

2π

∫ 2π

0
u(ϕ(eit)) dt.

Die Variablentransformation

eit = ϕ−1(eiθ) =
eiθ − z

1− z̄eiθ

ergibt

i eit dt = (ϕ−1)′(eiθ)i eiθ dθ =
1− |z|2

(1− z̄eiθ)
2 i e

iθ dθ

und damit

dt =
1− z̄eiθ

eiθ − z

1− |z|2

(1− z̄eiθ)
2 e

iθ dθ =
1− |z|2

|eiθ − z|2
dθ.

Daraus folgt (A.12) für R = 1.
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Man kann Satz A.10 umkehren und die Formel (A.12) verwenden um
eine Lösung des Dirichlet-Problems auf einer Kreisscheibe zu finden.

Satz A.11 (Schwarz). Sei R > 0 und f : ∂BR → R eine stetige Funktion.
Definiere Pf : BR → R durch

Pf (z) :=
1

2π

∫ 2π

0

R2 − |z|2

|Reiθ − z|2
f(Reiθ) dθ (A.13)

für z ∈ BR. Dann ist Pf eine Lösung des Dirichlet-Problems (A.10) in BR.

Beweis. Wir betrachten den Fall R = 1. Die Poisson-Formel kann in der
Form

Pf (z) =
1

2π

∫ 2π

0
Re

(
eiθ + z

eiθ − z

)
f(Reiθ) dθ (A.14)

geschrieben werden. Nach Lemma 3.33 ist Pf auf D der Realteil einer holo-
morphen Funktion und ist daher harmonisch. Es bleibt zu zeigen, dass

lim
z→ζ

Pf (z) = f(ζ) ∀ ζ ∈ ∂D. (A.15)

Dazu wenden wir zunächst Satz A.10 auf die konstante Funktion u ≡ 1 an
und erhalten die Gleichung

1

2π

∫ 2π

0

1− |z|2

|eiθ − z|2
dθ = 1 (A.16)

für alle z ∈ D und θ ∈ R.
Nun sei ζ ∈ ∂D und ε > 0. Wähle ρ > 0 so dass für alle θ ∈ R gilt∣∣∣eiθ − ζ

∣∣∣ < ρ =⇒
∣∣∣f(eiθ)− f(ζ)

∣∣∣ < ε

2
, (A.17)

und wähle δ > 0 so klein, dass

δ

ρ
< min

{
1

2
,

ε

16 ∥f∥

}
, ∥f∥ := max

∂D
|f | .

Dann gilt für alle z ∈ D und θ ∈ R mit |z − ζ| < δ und
∣∣eiθ − ζ

∣∣ ≥ ρ dass

1− |z|2 ≤ 2(1− |z|) = 2(|ζ| − |z|) ≤ 2|ζ − z| < 2δ

und
|eiθ − z| ≥ |eiθ − ζ| − |ζ − z| > ρ− δ >

ρ

2
.
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Wir haben also gezeigt, dass

|z − ζ| < δ =⇒ max
|eiθ−ζ|≥ρ

1− |z|2

|eiθ − z|2
<

4δ

ρ
<

ε

4 ∥f∥
. (A.18)

Für z ∈ D mit |z − ζ| < δ ergibt sich damit die Abschätzung

|Pf (z)− f(ζ)| =
1

2π

∣∣∣∣∣
∫ 2π

0

1− |z|2

|eiθ − z|2
(
f(eiθ)− f(ζ)

)
dθ

∣∣∣∣∣
≤ 1

2π

∫ 2π

0

1− |z|2

|eiθ − z|2
∣∣∣f(eiθ)− f(ζ)

∣∣∣ dθ
≤ 1

2π

∫
|eiθ−ζ|<ρ

1− |z|2

|eiθ − z|2
ε

2
dθ

+
1

2π

∫
|eiθ−ζ|≥ρ

1− |z|2

|eiθ − z|2
∣∣∣f(eiθ)− f(ζ)

∣∣∣ dθ
≤ ε

2
+ 2 ∥f∥ max

|eiθ−ζ|≥ρ

1− |z|2

|eiθ − z|2

< ε.

Hier folgt der erste Schritt aus (A.16), der zweite folgt aus (3.3), der dritte
aus (A.17), der vierte aus (A.16) und der Dreiecksungleichung, und der letzte
Schritt folgt aus (A.18). Damit haben wir (A.15) bewiesen.

Mit der Poisson-Formel können wir nun zeigen, dass die Mittelwertei-
genschaft die harmonischen Funktionen charakterisiert.

Satz A.12 (Mittelwerteigenschaft). Eine stetige Funktion u : Ω → R
auf einer offenen Menge Ω ⊂ C ist genau dann harmonisch wenn sie die
Mittelwerteigenschaft hat.

Beweis. Sei z ∈ Ω und r > 0 so dass Br(z) ⊂ Ω. Nach Satz A.11 existiert
eine Lösung ũ : Br(z) → R des Dirichlet-Problems auf Br(z) mit der Rand-
bedingung ũ(ζ) = u(ζ) für alle ζ ∈ ∂Br(z). Damit ist ũ − u eine stetige
Funktion auf Br(z) die, nach Satz A.2, die Mittelwerteigenschaft hat. Also
folgt aus Satz A.5, dass ũ − u : Br(z) → R ihr Maximum auf dem Rand
annimmt, wo sie verschwindet. Daraus folgt, dass u auf Br(z) mit ũ über-
einstimmt und dort also harmonisch ist. Da z beliebig gewählt war, ist u in
ganz Ω harmonisch.



A.3. DIE HARNACK-UNGLEICHUNG 209

A.3 Die Harnack-Ungleichung

Lemma A.13 (Harnack-Ungleichung). Ist u : BR → R eine positive
stetige Funktion, die auf BR harmonisch ist, so gilt für alle z ∈ BR

R− |z|
R+ |z|

u(0) ≤ u(z) ≤ R+ |z|
R− |z|

u(0). (A.19)

Beweis. Mit r := |z| gilt offensichtlich

1

(R+ r)2
≤ 1

|Reiθ − z|2
≤ 1

(R− r)2

und daher
R− r

R+ r
≤ R2 − r2

|Reiθ − z|2
≤ R+ r

R− r
.

Multipliziert man nun diese Ungleichung mit der positiven Funktion u(Reiθ)
und integriert über 0 ≤ θ ≤ 2π, so folgt die gewünschte Ungleichung aus der
Poisson-Formel (A.12).

Satz A.14 (Monotone Konvergenz). Sei un : Ωn → R eine Folge har-
monischer Funktionen auf einer Folge offener Mengen Ωn ⊂ C. Sei Ω ⊂ C
eine zusammenhängende offene Menge mit der folgenden Eigenschaft. Für
jeden Punkt z0 ∈ Ω gibt es eine offene Umgebung U ⊂ Ω von z0 und eine
Zahl n0 ∈ N so dass U ⊂ Ωn ist für n ≥ n0 und

un+1(z) ≥ un(z) ∀n ≥ n0 ∀ z ∈ U.

Dann gilt entweder, dass die Folge un, auf jeder kompakten Teilmenge von
Ω gleichmässig, gegen ∞ divergiert, oder dass sie, auf jeder kompakten Teil-
menge von Ω gleichmässig, gegen eine harmonisch Funktion u : Ω → R
konvergiert.

Beweis. Wir nehmen zunächst an, dass es einen Punkt z0 ∈ Ω gibt so dass

lim
n→∞

un(z0) = ∞

ist. Nach Voraussetzung existieren Zahlen r > 0 und n0 ∈ N so dass die
Einschränkungen un|BR(z0) für n ≥ n0 eine monoton wachsende Folge bilden.
Nach Lemma A.13 gilt

|un(z)| ≥
R− |z − z0|
R+ |z − z0|

un(z0)

für all z ∈ BR(z0). Also konvergiert un gleichmässig gegen ∞ auf BR/2(z0).
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Nehmen wir andererseits an, dass es einen Punkt z0 ∈ Ω gibt, so dass
der Grenzwert

c0 := lim
n→∞

un(z0) ∈ R

existiert. Mit R und n0 wie oben folgt dann aus Lemma A.13, dass

|un(z)| ≤
R+ |z − z0|
R− |z − z0|

un(z0)

für all z ∈ BR(z0). Also ist die Folge un auf BR/2(z0) gleichmässig be-
schränkt. Ausserdem können wir Lemma A.13 auf die Funktion un−um für
n ≥ m ≥ n0 anwenden und erhalten, dass

un(z)− um(z) ≤ R+ |z − z0|
R− |z − z0|

(un(z0)− um(z0)) ≤ 3 (un(z0)− um(z0))

für |z − z0| ≤ R/2. Also ist die Folge(
un|BR/2(z0)

)
n∈N

in diesem Fall eine Cauchy-Folge bezüglich der Supremumsnorm und daher
konvergiert die Folge un gleichmässig auf BR/2(z0).

Insbesondere haben wir gezeigt, dass die Mengen

Ω0 :=
{
z0 ∈ Ω | lim

n→∞
fn(z0) <∞

}
und

Ω1 =
{
z0 ∈ Ω | lim

n→∞
fn(z0) = ∞

}
beide offen sind. Daher kann nur eine von ihnen nichtleer sein und in beiden
Fällen folgt aus der Überdeckungseigenschaft kompakter Mengen (Satz C.1)
die gleichmässige Konvergenz auf jeder kompakten Teilmenge von Ω.

Nach Satz A.2 hat un für jedes n die Mittelwerteigenschaft. Da diese
unter gleichmässiger Konvergenz erhalten bleibt, hat auch u die Mittelwert-
eigenschaft, falls der Grenzwert endlich ist. Nach Satz A.12 ist u harmonisch.
Damit ist der Satz bewiesen.

Übung A.15. Sei Ω ⊂ C offen und K ⊂ Ω kompakt. Beweisen Sie, dass es
eine Konstante c > 0 gibt, die nur von Ω und K abhängt, so dass jede po-
sitive harmonische Funktion u : Ω → (0,∞) die Ungleichung u(z0) ≤ cu(z1)
für alle z0, z1 ∈ K erfüllt.
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A.4 Subharmonische Funktionen

Wir benötigen die folgende Charakterisierung subharmonischer Funktionen.

Lemma A.16. Sei Ω ⊂ C eine offene Menge und v : Ω → R eine stetige
Funktion. Dann sind folgende Aussagen äquivalent.

(i) v ist subharmonisch.

(ii) Ist U ⊂ Ω eine zusammenhängende offene Teilmenge, u : U → R eine
harmonische Funktion, und z0 ∈ U so dass

v(z0)− u(z0) ≥ v(z)− u(z) ∀ z ∈ U,

dann ist v − u auf U konstant.

Beweis. Wir beweisen (i) =⇒ (ii). Ist u : U → R eine harmonische Funktion
auf einer zusammenhängenden offenen Teilmenge U ⊂ Ω so ist v−u : U → R
subharmonisch, nach (i) und Satz A.2. Damit folgt (ii) aus Satz A.5.

Wir beweisen (ii) =⇒ (i). Sei z0 ∈ Ω und r > 0 mit Br(z0) ⊂ Ω. Sei

U := Br(z0)

und definiere u : U → R durch

u(z) :=
1

2π

∫ 2π

0

r2 − |z − z0|2

|z0 + reiθ − z|2
v(z0 + reiθ) dθ.

Nach Satz A.11 ist u harmonisch und lässt sich auf den Abschluss Br(z0)
stetig fortsetzen durch u(ζ) := v(ζ) ist für ζ ∈ ∂Br(z0). Daraus folgt

v(z0) ≤ u(z0) =
1

2π

∫ 2π

0
v(z0 + reiθ) dθ.

Ist nämlich v(z0) > u(z0), so ist v − u nicht konstant, nimmt aber ihr
Maximum and einer Stelle in U an, im Widerspruch zu (ii). Damit ist das
Lemma bewiesen.

Lemma A.17. Sei Ω ⊂ C eine offene Menge. Dann sind die Summe und das
Maximum zweier subharmonischer Funktionen auf Ω wieder subharmonisch.

Beweis. Für die Summe folgt die Behauptung sofort aus den Definitionen.
Seien v1, v2 : Ω → R zwei subharmonische Funktionen und v := max{v1, v2}.
Sei U ⊂ Ω eine zusammenhängende offene Menge, u : U → R eine harmoni-
sche Funktion und z0 ∈ U , so dass

v(z0)− u(z0) ≥ v(z)− u(z) ∀ z ∈ U.
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Ist v(z0) = v1(z0), so gilt

v1(z0)− u(z0) ≥ v(z)− u(z) ≥ v1(z)− u(z) ∀ z ∈ U.

Da v1 subharmonisch ist, folgt aus Lemma A.16, dass v1 − u konstant ist.
Damit folgt aus derselben Ungleichung, dass v−u ebenfalls konstant ist. Das
gilt natürlich auch im Fall v(z0) = v2(z0). Also erfüllt v die Bedingung (ii)
in Lemma A.16 und ist demnach subharmonisch ist.

Lemma A.18. Sei v : Ω → R eine subharmonische Funktion auf einer
offenen Teilmenge Ω ⊂ C. Sei z0 ∈ Ω und r > 0 mit Br(z0) ⊂ Ω. Definiere
ṽ : Ω → R durch ṽ(z) := v(z) für z ∈ Ω \Br(z0) und

ṽ(z) :=
1

2π

∫ 2π

0

r2 − |z − z0|2

|z0 + reiθ − z|2
v(z0 + reiθ) dθ, z ∈ Br(z0). (A.20)

Dann ist ṽ subharmonisch und es gilt v(z) ≤ ṽ(z) für alle z ∈ Ω.

Beweis. Nach Satz A.11 ist ṽ stetig. Ausserdem folgt aus Lemma A.16, dass

v(z) ≤ ṽ(z)

ist für alle z ∈ Br(z0) und daher für alle z ∈ Ω. Sei nun U ⊂ Ω eine
zusammenhängende offene Menge, u : U → R eine harmonische Funktion,
und z∗ ∈ U so dass

ṽ(z∗)− u(z∗) ≥ ṽ(z)− u(z) ∀z ∈ U.

Ist z∗ ∈ U \Br(z0) so gilt

v(z∗)− u(z∗) = ṽ(z∗)− u(z∗) ≥ ṽ(z)− u(z) ≥ v(z)− u(z) ∀ z ∈ U.

Nach Lemma A.16 ist dann v − u auf U konstant und daher ist auch ṽ − u
auf U konstant. Ist z∗ ∈ U ∩Br(z0) so ist ṽ−u auf der Zusammenhangskom-
ponente von U ∩Br(z0), die z

∗ enthält, konstant. Diese ist entweder gleich U
oder es gibt einen Punkt in U∩∂Br(z0) an dem ṽ−u ihr Maximum annimmt.
In beiden Fällen folgt daraus, dass ṽ − u auf U konstant ist. Also erfüllt ṽ
die Bedingung (ii) in Lemma A.16 und ist damit subharmonisch.

Übung A.19. Eine C2-Funktion v : Ω → R auf einer offenen Teilmenge
Ω ⊂ C ist genau dann subharmonisch wenn ∆v ≥ 0 ist.Hinweis: Ist ∆v ≥ 0
so ist die Funktion vε(z) := v(z)+ ε |z − z0|2 für jedes ε > 0 subharmonisch.
Im Fall ∆v < 0 betrachten Sie die Funktion −vε.
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Übung A.20. Sei f : Ω → C eine holomorphe Funktion auf einer offenen
Menge Ω ⊂ C. Zeigen Sie, dass die Funktionen v(z) := |f(z)|µ für µ ≥ 0
und v(z) := log(1 + |f(z)|2) subharmonisch sind.

Übung A.21. Ist v : Ω → R subharmonisch und ϕ : Ω′ → Ω holomorph,
dann ist v ◦ ϕ : Ω′ → R subharmonisch.

A.5 Das Dirichlet-Problem

In diesem Abschnitt beweisen wir den folgenden Existenzsatz.

Satz A.22. Sei Ω ⊂ C eine beschränkte offene Menge. Wir nehmen an,
dass für jeden Randpunkt ζ0 ∈ ∂Ω ein Punkt ζ1 ∈ C existiert, so dass

0 < t ≤ 1 =⇒ ζt := ζ0 + t(ζ1 − ζ0) /∈ Ω. (A.21)

Dann hat das Dirichlet-Problem (A.10) für jede stetige Funktion f : ∂Ω → R
eine Lösung.

Der Beweis stammt von O. Perron. Seine Methode besticht durch ihre Ein-
fachheit und sehr allgemeine Gültigkeit. Sei Ω ⊂ C eine beschränkte offene
Menge und

f : ∂Ω → R

eine stetige Funktion auf dem Rand von Ω. Nach Heine–Borel ist der Rand
eine kompakte Teilmenge von C und f daher beschränkt. Wir betrachten
die Menge

V :=

v : Ω → R

∣∣∣∣∣
v ist stetig,
v|Ω ist subharmonisch,
v(z) ≤ f(z) für alle z ∈ ∂Ω

 .

Diese Menge ist offensichtlich nichtleer, da jede konstante Funktion v(z) ≡ c
mit c < min∂Ω f ein Element von V ist.

Lemma A.23. Die durch

u(z) := sup
v∈V

v(z) (A.22)

definierte Funktion u : Ω → R ist harmonisch.
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Lemma A.24. Sei ζ0 ∈ ∂Ω und ω : Ω → R eine stetige Funktion, die auf Ω
harmonisch ist und die Bedingung

ω(ζ0) = 0, ω(ζ) > 0 ∀ ζ ∈ Ω \ {ζ0}

erfüllt. Dann erfüllt die Funktion u in Lemma A.23 die Randbedingung

lim
z→ζ0

u(z) = f(ζ0). (A.23)

Beweis von Satz A.22. Sei ζ0 ∈ ∂Ω und wähle ζ1 ∈ C so dass (A.21) gilt.
Betrachte die Menge

A := {ζt | 0 ≤ t ≤ 1}

und die Möbiustransformation

ϕ(z) :=
z − ζ0
z − ζ1

.

Diese erfüllt die Bedingung

ϕ(ζt) =
ζt − ζ0
ζt − ζ1

=
t

t− 1
, 0 ≤ t ≤ 1.

Also bildet ϕ die offene Menge C\A bijektiv auf C\(−∞, 0] ab. Sei w 7→
√
w

der Hauptzweig der Quadratwurzel, der C\(−∞, 0] auf die rechte Halbebene
abbildet und definiere ω : Ω → R durch

ω(z) := Re

√
z − ζ0
z − ζ1

, z ∈ Ω \ {ζ0} ⊂ C \A

und ω(ζ0) := 0. Dann ist ω stetig, harmonisch in Ω, und positiv in Ω \ {ζ0}.
Also folgt aus Lemma A.24, dass die harmonische Funktion u : Ω → R aus
Lemma A.23 die Randbedingung (A.23) für jeden Punkt ζ0 ∈ ∂Ω erfüllt.
Damit ist der Satz bewiesen.

Beweis von Lemma A.23. Sei u : Ω → R durch (A.22) definiert und

M0 := inf
ζ∈∂Ω

f(ζ), M1 := sup
ζ∈∂Ω

f(ζ). (A.24)

Es folgt aus dem Maximumprinzip von Satz A.5, dass v(z) ≤ M1 für alle
z ∈ Ω und alle v ∈ V . Ausserdem ist jede konstante Funktion v ≡ c mit
c ≤M0 ein Element von V . Daraus folgt

M0 ≤ u(z) ≤M1 ∀z ∈ Ω.
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Sei nun z0 ∈ Ω und r > 0 so dass Br(z0) ⊂ Ω ist. Dann gibt es eine Folge
Vn ∈ V so dass limn→∞ Vn(z0) = u(z0). Nach Lemma A.17 gehört die Funk-
tion vn := max{V1, . . . , Vn} zu unserer Menge V und es gilt offensichtlich

vn ≤ vn+1, lim
n→∞

vn(z0) = u(z0).

Sei nun ṽn : Ω → R die Funktion die auf Ω\Br(z0) mit vn übereinstimmt und
in Br(z0) durch das Poisson-Integral (A.20) gegeben ist. Nach Lemma A.18
ist ṽn ∈ V und, nach Satz A.5, gilt

ṽn ≤ ṽn+1, lim
n→∞

ṽn(z0) = u(z0).

Da die Folge ṽn beschränkt und in Br(z0) harmonisch ist, konvergiert sie
nach Satz A.14 auf jeder kompakten Teilmenge von Br(z0) gleichmässig.
Wir bezeichnen den Grenzwert mit

ṽ(z) := lim
n→∞

ṽn(z) z ∈ Br(z0).

Dann ist ṽ : Br(z0) → R eine harmonische Funktion mit

ṽ(z) ≤ u(z) ∀ z ∈ Br(z0), ṽ(z0) = u(z0).

Ist z1 ∈ Br(z0) so existiert eine Folge Wn ∈ V mit limn→∞Wn(z1) = u(z1).
Betrachten wir nun die Folge wn := max {W1,W2, . . . ,Wn, ṽn} ∈ V und
ersetzten wn auf der Kreisscheibe Br(z0) durch das Poisson-Integral, so er-
halten wir eine Folge w̃n ∈ V mit den Eigenschaften

w̃n+1 ≥ w̃n, w̃n ≥ ṽn, lim
n→∞

w̃n(z1) = u(z1).

Da die Folge w̃n beschränkt und in Br(z0) harmonisch ist, konvergiert sie
nach Satz A.14 auf jeder kompakten Teilmenge von Br(z0) gleichmässig.
Wir bezeichnen den Grenzwert mit

w̃(z) := lim
n→∞

w̃n(z) z ∈ Br(z0).

Dann ist w̃ : Br(z0) → R eine harmonische Funktion so dass

w̃(z) ≥ ṽ(z) ∀ z ∈ Br(z0), w̃(z1) = u(z1), ṽ(z0) = u(z0) = w̃(z0).

Hier folgt die letzte Gleichung aus der Ungleichung ṽn(z0) ≤ w̃n(z0) ≤ u(z0)
und der Tatsache, dass ṽn(z0) gegen u(z0) konvergiert. Aus dem Maximum-
prinzip in Satz A.5 folgt nun, dass w̃(z) = ṽ(z) für alle z ∈ Br(z0). Insbe-
sondere gilt

ṽ(z1) = w̃(z1) = u(z1).

Da z1 ∈ Br(z0) beliebig gewählt war, folgt daraus, dass ṽ auf Br(z0) mit u
übereinstimmt. Also ist u auf Br(z0) harmonisch, was zu beweisen war.
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Beweis von Lemma A.24. Sei ε > 0 gegeben und wähle ρ > 0 so dass für
alle ζ ∈ ∂Ω folgendes gilt:

|ζ − ζ0| < ρ =⇒ |f(ζ)− f(ζ0)| <
ε

2
.

Da ω : Ω → R stetig und auf Ω \ {ζ0} positiv ist, gilt

ω0 := inf
|z−ζ0|≥ρ

ω(z) > 0.

Wir definieren die Funktionen v0, v1 : Ω → R, durch

v1(z) := f(ζ0) +
ε

2
+
M1 − f(ζ0)

ω0
ω(z),

v0(z) := f(ζ0)−
ε

2
− f(ζ0)−M0

ω0
ω(z)

(A.25)

für z ∈ Ω, wobei M0 and M1 durch (A.24) gegeben sind. Diese Funktionen
sind stetig, sind auf Ω harmonisch, und erfüllen die Ungleichung

v0(ζ) ≤ f(ζ) ≤ v1(ζ) ∀ζ ∈ ∂Ω.

Insbesondere ist v0 ∈ V ist und damit überall kleiner oder gleich u. Aus-
serdem folgt aus dem Maximumprinzip dass v(z) ≤ v1(z) ist für alle v ∈ V
und alle z ∈ Ω. Daraus folgt

v0(z) ≤ u(z) ≤ v1(z) ∀ z ∈ Ω. (A.26)

Da ω : Ω → [0,∞) stetig und ω(ζ0) = 0 ist, gibt es eine Konstante δ > 0 so
dass für alle z ∈ Ω gilt:

|z − ζ0| < δ =⇒ ω(z) <
εω0

2(M1 −M0)
.

Mit (A.25) und (A.26) folgt daraus, dass |u(z)− f(ζ0)| < ε ist für alle z ∈ Ω
mit |z − ζ0| < δ. Damit ist das Lemma bewiesen.



Anhang B

Zusammenhängende Räume

B.1 Topologische Begriffe

Sei (X, d) einmetrischer Raum, d.h.X ist eine Menge und d : X ×X → R
ist eine Funktion mit folgenden Eigenschaften

(i) Für alle x, y ∈ X gilt d(x, y) ≥ 0 und d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y.

(ii) Für alle x, y ∈ X gilt d(x, y) = d(y, x).

(iii) Für alle x, y, z ∈ X gilt d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).

Die Funktion d heisst Abstandsfunktion und Bedingung (iii) ist die Drei-
ecksungleichung. Eine Teilmenge U ⊂ X heisst offen wenn es für jedes
x ∈ U ein ε > 0 gibt so dass

Bε(x) := {y ∈ X | d(x, y) < ε} ⊂ U.

Offene Mengen haben folgende Eigenschaften.

(i) Die leere Menge und der ganze Raum X sind offene Teilmengen von X.

(ii) Sind U1, . . . , Un offene Teilmengen von X so ist auch
⋂n

i=1 Ui offen.

(iii) Ist I eine Menge und Ui ⊂ X eine offene Teilmenge für jedes i ∈ I so
ist auch

⋃
i∈I Ui offen.

Eine Folge (xn)n∈N in X konvergiert gegen x ∈ X wenn es für jedes ε > 0
ein n0 ∈ N gibt so dass für jedes n ∈ N gilt: n ≥ n0 =⇒ d(xn, x) < ε. Eine
Teilmenge A ⊂ X heisst abgeschlossen wenn für jede Folge (xn)n∈N in X
und jedes x ∈ X folgendes gilt: ist xn ∈ A für jedes n ∈ N und konvergiert
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xn gegen x, so ist x ∈ A. Eine Teilmenge A ⊂ X ist abgeschlossen genau
dann wenn ihr Komplement U := X \ A offen ist. Abgeschlossene Mengen
haben folgende Eigenschaften.

(i) Die leere Menge und der ganze Raum X sind abgeschlossene Teilmengen
von X.

(ii) Sind A1, . . . , An abgeschlossene Teilmengen von X so ist auch
⋃n

i=1Ai

abgeschlossen.

(iii) Ist I eine Menge und Ai ⊂ X eine abgeschlossene Teilmenge für jedes
i ∈ I so ist auch

⋂
i∈I Ai abgeschlossen.

Seien (X, dX) und (Y, dY ) metrische Räume. Eine Abbildung f : X → Y
heisst stetig wenn es für jedes x0 ∈ X und jedes ε > 0 ein δ > 0 gibt so
dass für alle x ∈ X gilt: dX(x, x0) < δ =⇒ dY (f(x), f(x0)) < ε. Für jede
Abbildung f : X → Y sind folgende Aussagen äquivalent.

(i) f ist stetig.

(ii) Ist (xn)n∈N eine Folge in X die gegen x ∈ X konvergiert, so konvergiert
auch f(xn) gegen gegen f(x) ∈ Y .

(iii) Ist V eine offene Teilmenge von Y so ist f−1(V ) := {x ∈ X | f(x) ∈ V }
eine offene Teilmenge von X.

B.2 Die Relativtopologie

Sei (X, d) ein metrischer Raum und Y ⊂ X eine beliebige Teilmenge. Dann
ist die Restriktion der Abstandsfunktion d : X ×X → R auf Y × Y wieder
eine Abstandsfunktion, und wir bezeichnen sie mit

dY := d|Y×Y : Y × Y → R.

Die durch dY induzierte Topologie auf Y wird auch die Relativtopologie
auf Y genannt. Eine Teilmenge V ⊂ Y heisst Y -offen wenn sie bezüglich der
Relativopologie offen ist. Eine Teilmenge B ⊂ Y heisst Y -abgeschlossen
wenn sie bezüglich der Relativtopologie abgeschlossen ist. Das folgende Lem-
ma charakterisiert die Y -offenen und Y -abgeschlossenen Teilmengen von Y
mit Hilfe der offenen und abgeschlossenen Teilmengen von X.
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Satz B.1. Sei (X, d) ein metrischer Raum und Y ⊂ X.

(i) Eine Teilmenge V ⊂ Y ist genau dann Y -offen wenn es eine offenen
Teilmenge U ⊂ X gibt so dass V = U ∩ Y ist.

(ii) Eine Teilmenge B ⊂ Y ist genau dann Y -abgeschlossen wenn es eine
abgeschlossene Teilmenge A ⊂ X gibt so dass B = A ∩ Y ist.

Beweis. Wir beweisen (i). Ist V ⊂ Y offen bezüglich dY so gibt es für jedes
y ∈ V ein ε > 0 su dass

Bε(y;Y ) := {x ∈ Y | d(x, y) < ε} ⊂ V.

Nach dem Auswahlaxiom gibt es also eine Abbildung

V → (0,∞) : y 7→ ε(y)

mit Bε(y)(y;Y ) ⊂ V für jedes y ∈ V . Damit ist die Menge

U :=
⋃
y∈V

Bε(y)(y;X)

offen in X und es gilt

U ∩ Y =
⋃
y∈V

(
Bε(y)(y;X) ∩ Y

)
=
⋃
y∈V

Bε(y)(y;Y ) = V.

Gibt es andererseits eine offene Teilmenge U ⊂ X mit U ∩ Y = V und ist
y ∈ V , so ist auch y ∈ U , also existiert ein ε > 0 mit Bε(y;X) ⊂ U , und
daher gilt Bε(y;Y ) = Bε(y;X)∩Y ⊂ U ∩Y = V . Also ist V offen bezüglich
dY . Damit haben wir (i) bewiesen.

Um (ii) zu zeigen nehmen wir zunächst an, dass B ⊂ Y abgeschlossen
ist bezüglich dY . Dann ist V := Y \ B offen bezüglich dY . Nach (i) gibt es
also eine offene Menge U ⊂ X so dass U ∩ Y = V . Damit ist A := X \ U
abgeschlossen und es gilt A∩ Y = (X \U)∩ Y = Y \ (U ∩ Y ) = Y \ V = B.
Ist andererseits A ⊂ X abgeschlossen und B := A ∩ Y , so ist X \ A offen.
Nach (i) ist daher (X \A)∩Y = Y \(A∩Y ) = Y \B offen bezüglich dY , und
folglich ist B abgeschlossen bezüglich dY . Damit ist der Satz bewiesen.

Beispiel B.2. Sei X = R mit der Standardmetrik d(x, y) := |x− y| für
x, y ∈ R.
(i) Ist Y := [0, 1] so ist [0, b) für 0 < b ≤ 1 eine Y -offene Teilmenge von Y .
Hingegen ist eine Teilmenge B ⊂ Y genau dann Y -abgeschlossen wenn sie
abgeschlossen ist (da Y selbst eine abgeschlossene Teilmenge von X ist).

(ii) Ist Y := (0, 1) so ist (0, b] für 0 < b < 1 eine Y -abgeschlossene Teilmenge
von Y . Hingegen ist eine Teilmenge V ⊂ Y genau dann Y -offen wenn sie
offen ist (da Y selbst eine offene Teilmenge von X ist).
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B.3 Der Zusammenhangsbegriff

Ein metrischer Raum (X, d) heisst zusammenhängend wenn er sich nicht
als disjunkte Vereinigung zweier nichtleerer offener Teilmengen darstellen
lässt, d.h. wenn für je zwei offene Teilmengen U, V ⊂ X folgendes gilt:

U ∪ V = X, U ∩ V = ∅ =⇒ U = ∅ oder V = ∅;

das heisst, dass die leere Menge und der ganze Raum die einzigen Teilmengen
von X sind, die sowohl offen als auch abgeschlossen sind.

Eine Teilmenge Y ⊂ X eines metrischen Raumes (X, d) heisst zusam-
menhängend, wenn sie bezüglich der induzierten Metrik dY zusammen-
hängend ist. Nach Satz B.1 heisst das, dass für je zwei offene Teilmengen
U, V ⊂ X folgendes gilt:

A ⊂ U ∪ V, A ∩ U ∩ V = ∅ =⇒ A ∩ U = ∅ oder A ∩ V = ∅.

Satz B.3. Sei X = R mit der Standardmetrik d(x, y) := |x− y|. Eine
Teilmenge I ⊂ R ist genau dann zusammenhängend wenn sie ein Intervall
ist.

Beweis. Ist I ⊂ R kein Intervall, so gibt es drei reelle Zahlen a, b, c ∈ R mit

a, b ∈ I, c /∈ I, a < c < b.

Definieren wir U := {x ∈ R |x < c} und V := {x ∈ R |x > c} so sind dies
offene Mengen mit I ⊂ U ∪ V , I ∩ U ̸= ∅, I ∩ V ̸= ∅. Also ist I nicht
zusammenhängend.

Nehmen wir andererseits an, I sei ein Intervall und A ⊂ I sei eine Teil-
menge die sowohl offen als auch abgeschlossen ist (bezüglich der Metrik dI)
und die weder leer noch gleich dem gesamten Intervall I ist. Dann ist auch
B := I \A nicht leer und wir wählen a ∈ A und b ∈ B. Wir nehmen o.B.d.A.
an dass a < b ist und definieren

c := sup(A ∩ [a, b]).

Dann gilt c ∈ [a, b] ⊂ I und es gibt eine Folge ak ∈ A mit ak ≤ c die
gegen c konvergiert. Da A abgeschlossen bezüglich dI ist, folgt hieraus dass
c ∈ A und damit c < b ist. Damit ist das halboffene Intervall (c, b] in B
enthalten. Also gilt c+ 1/n ∈ B für jede hinreichend grosse natürliche Zahl
n und damit c = limn→∞(c+ 1/n) ∈ B, da auch B abgeschlossen bezüglich
dI ist. Wir haben daher gezeigt, dass c sowohl ein Element von A als auch
ein Element von B ist, im Widerspruch zu A ∩ B = ∅. Damit ist der Satz
bewiesen.
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Satz B.4. Seien (X, dX) und (Y, dY ) metrische Räume und f : X → Y
eine stetige Abbildung; ist A ⊂ X zusammenhängend so ist auch f(A) ⊂ Y
zusammenhängend.

Beweis. Seien U, V ⊂ Y zwei offene Mengen so dass

f(A) ⊂ U ∪ V, f(A) ∩ U ∩ V = ∅.

Zu zeigen ist, dass mindestens eine der Mengen f(A)∩U oder f(A)∩V leer
ist.

Da f stetig ist, sind f−1(U) und f−1(V ) offenen Teilmengen von X.
Diese Teilmengen haben folgende Eigenschaften:

A ⊂ f−1(U) ∪ f−1(V ), A ∩ f−1(U) ∩ f−1(V ) = ∅.

(Ist a ∈ A so gilt f(a) ∈ U oder f(a) ∈ V ; im ersten Fall gilt a ∈ f−1(U) und
im zweiten Fall gilt a ∈ f−1(V ). Dies beweist die erste Inklusion. Die zweite
zeigt man am besten indirekt: Gibt es ein Element a ∈ A∩f−1(U)∩f−1(V )
so gilt f(a) ∈ f(A) ∩ U ∩ V , im Widerspruch zu unserer Annahme über U
und V .) Da A zusammenhängend ist, folgt hieraus dass mindestens eine der
Mengen A∩f−1(U) oder A∩f−1(V ) leer ist. Wenn aber A∩f−1(U) = ∅ ist,
so heisst das kein Element von A wird unter f auf U abgebildet und damit
ist auch f(A)∩U = ∅; ebenso mit V statt U . Damit ist mindestens eine der
Mengen f(A)∩U oder f(A)∩ V die leere Menge, wie behauptet. Damit ist
der Satz bewiesen.

Satz B.5 (Zwischenwertsatz). Sei (X, d) ein zusammenhängender metri-
scher Raum und f : X → R eine stetige Funktion. Seien x, y ∈ X und c ∈ R
gegeben mit

f(x) < c < f(y).

Dann gibt es ein Element z ∈ X mit f(z) = c.

Beweis. Da X zusammenhängend ist, folgt aus Satz B.4 dass auch f(X)
zusammenhängend ist. Nach Satz B.3 ist also f(X) ein Intervall. Da f(x)
und f(y) Elemente des Intervalls f(X) sind, folgt aus der Definition eines
Intervalls dass c ∈ f(X) ist. Damit ist der Satz bewiesen.

B.4 Weg-zusammenhängende Mengen

Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge A ⊂ X heisst weg-zusam-
menhängend wenn es für je zwei Elemente x0, x1 ∈ A eine stetige Abbil-
dung γ : [0, 1] → A gibt so dass γ(0) = x0 und γ(1) = x1 ist.
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Satz B.6. Jede weg-zusmmanhängende Teilmenge eines metrischen Raumes
(X, d) ist zusammenhängend. Jede offene zusammenhängende Teilmenge des
Rn (mit der eukldischen Metrik) ist weg-zusmmanhängend.

Beweis. Sei (X, d) ein metrischer Raum und A ⊂ X eine weg-zusammen-
hängende Teilmenge. Ist A = ∅ so ist nichts zu beweisen. Sei also A ̸= ∅ und
seien U, V ⊂ X offene Teilmengen so dass

A ⊂ U ∪ V, A ∩ U ∩ V = ∅.

Dann gilt entweder A ∩ U ̸= ∅ oder A ∩ V ̸= ∅. Wir nehmen ohne Ein-
schränkung der Allgemeinheit an, dass A ∩ U ̸= ∅ und wählen ein Element
x0 ∈ A ∩ U . Sei x ∈ A. Da A weg-zusammenhängend ist gibt es eine stetige
Abbildung γ : [0, 1] → A so dass γ(0) = x0 und γ(1) = x ist. Das (zu-
sammenhängende) Intervall I := [0, 1] ist nun die disjunkte Vereinigung der
beiden offenen Teilmengen

IU := γ−1(U) = {t ∈ I | γ(t) ∈ U} , IV := γ−1(V ) = {t ∈ I | γ(t) ∈ V } .

Also gilt entweder IU = ∅ oder IV = ∅. Da 0 ∈ IU ist, folgt hieraus IV = ∅
und damit IU = I. Also gilt x = γ(1) ∈ U . Da x ∈ A beliebig gewählt war,
haben wir bewiesen, dass A ⊂ U und daher A ∩ V = ∅ ist. Dies zeigt, dass
A zusammenhängend ist.

Sei nun U ⊂ Rn eine zusammenhängende offene Teilmenge. Für je-
des x ∈ U definieren wir Ux ⊂ U als die Menge aller Punkte y ∈ U , die
sich mit x durch einen stetigen Weg in U verbinden lassen:

Ux :=
{
y ∈ U | ∃γ ∈ C0([0, 1], U) so dass γ(0) = x und γ(1) = y

}
.

Wir zeigen, dass Ux für jedes x ∈ U eine offene Teilmenge von Rn ist. Sei
y ∈ Ux. Da U offen ist, gibt es ein ε > 0 so dass Bε(y) = {z ∈ Rn | ∥z − y∥ <
ε} ⊂ U ist. Da y ∈ Ux ist, gibt es eine stetige Abbildung γ : [0, 1] → U so
dass

γ(0) = x, γ(1) = y.

Für z ∈ Bε(y) definieren wir die Abbildung γz : [0, 1] → Rn durch

γz(t) :=

{
γ(2t), für 0 ≤ t ≤ 1/2,

(2− 2t)y + (2t− 1)z, für 1/2 < t ≤ 1.

Diese Abbildung ist stetig, da γ(1) = y ist; sie nimmt Werte in U an, da
Bε(y) ⊂ U gilt; und sie erfüllt γz(0) = x und γz(1) = z. Damit ist z ∈ Ux

für jedes z ∈ Bε(y). Also haben wir gezeigt, dass es für jedes y ∈ Ux ein
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ε > 0 gibt mit Bε(y) ⊂ Ux. Also ist Ux eine offene Teilmenge von Rn für
jedes x ∈ U . Andererseits gilt für alle x, y ∈ U :

Ux ∩ Uy ̸= ∅ =⇒ Ux = Uy.

(Übung!) Hieraus wiederum folgt, dass Ux = U ist für jedes x ∈ U ; andern-
falls gäbe es ein x ∈ U , so dass U \ Ux ̸= ∅; damit wären dann Ux und⋃

y∈U\Ux
Uy zwei disjunkte offene Teilmengen von Rn deren Vereinigung U

ist; dies aber widerspräche unserer Annahme dass U zusammenhängend ist.
Also haben wir gezeigt dass Ux = U ist für jedes x ∈ U . Dies heisst aber,
dass U weg-zusammenhängend ist, wie behauptet.

B.5 Zusammenhangskomponenten

Lemma B.7. Sei (X, d) ein metrischer Raum, I eine Menge, und Ai ⊂ X
eine zusammenhängende Teilmenge für jedes i ∈ I. Ist

⋂
i∈I Ai ̸= ∅ so ist

A :=
⋃

i∈I Ai zusammenhängend.

Beweis. Seien U, V ⊂ X zwei offene Teilmengen so dass

A ⊂ U ∪ V, A ∩ U ∩ V = ∅.

Sei x0 ∈
⋂

i∈I Ai. Dann gilt entweder x0 ∈ U oder x0 ∈ V . Nehmen wir
an x0 ∈ U und sei i ∈ I. Da Ai ⊂ U ∪ V und Ai ∩ U ∩ V = ∅ und Ai

zusammenhängend ist, gilt entweder Ai ∩ U = ∅ oder Ai ∩ V = ∅. Da x0 ∈
Ai∩U folgt hieraus Ai∩V = ∅ und damit Ai ⊂ U . Also gilt Ai ⊂ U für jedes
i ∈ I und damit A ⊂ U und A∩V = ∅. Daher ist A zusammenhängend.

Sei (X, d) ein metrischer Raum. Wir definieren auf X folgende Äquiva-
lenzrelation: zwei Elemente x, y ∈ X heissen äquivalent (Notation x ∼ y)
wenn es eine zusammenhängende Teilmenge A ⊂ X gibt mit x, y ∈ A. Nach
Lemma B.7 ist dies in der Tat eine Äquivalenzrelation. Darüber hinaus folgt
aus Lemma B.7, dass die Äquivalenzklassen dieser Äquivalenzrelation zu-
sammenhängend sind; wir nennen sie die Zusammenhangskomponenten
von X. Ist x0 ∈ X so heisst nennen wir die Teilmenge

A0 := {x ∈ X |x ∼ x0}

die Zusammenhangskomponente von x0; dies ist die grösste zusammen-
hängende Teilmenge von X die x0 enthält.
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B.6 Beispiele

Beispiel B.8. Sei X := Rn mit der euklidischen Metrik und K ⊂ Rn

eine konvexe Teilmenge. Diese Teilmenge ist weg-zusammenhängend, denn
für x0, x1 ∈ K definiert γ(t) := (1 − t)x0 + tx1 eine stetige Abbildung
γ : [0, 1] → K mit γ(0) = x0 und γ(1) = x1. Also ist K nach Satz B.6
zusammenhängend.

Beispiel B.9. Sei X := Q die Menge der rationalen Zahlen mit der Stan-
dardmetrik d(x, y) := |x− y|. Dann besteht jede Zusammenhangskompo-
nente nur aus einem einzigen Element. Einen solchen Raum nennt man auch
total unzusammenhängend.

Beispiel B.10. Sei X = Rn mit der euklidischen Metrik

d(x, y) := ∥x− y∥2 =

√√√√ n∑
i=1

(xi − yi)2.

Dieser Raum ist zuammenhängend. Das Komplement Y := Rn \ {0} des
Nullvektors is zusammenhängend für n ≥ 2 und hat zwei Zusammenhangs-
komponenten für n = 1. (Es ist die leere Menge für n = 0.)

Beispiel B.11. Sei X = Rn mit der euklidischen Metrik wie in Beispiel 2.
Die Einheitssphäre

Sn−1 := {x ∈ Rn | ∥x∥2 = 1}

ist zusammenhängend. Ihr Komplement

Y := Rn \ Sn−1

hat zwei Zusammenhangskomponenten falls n > 1, und drei für n = 1.
(Übung mit Hinweis: verwenden Sie den Begriff “weg-zusammenhängend”.)

Beispiel B.12. Die Menge

A := {(x, y) |x > 0, y = sin(1/x)} ∪ {(0, y) | − 1 ≤ y ≤ 1}

ist eine abgeschlossene und zusammenhängende Teilmenge von R2, ist aber
nicht weg-zusammenhängend.

Beispiel B.13. Die Gruppe GL+(n,R) := {A ∈ Rn×n | det(A) > 0} ist für
jede natürliche Zahl n zusammenhängend. Dies wird hier nicht bewiesen.
Hieraus folgt, dass die Menge der n×n-Matrizen mit negativer Determinante
ebenfalls zusammenhängend ist. Daher hat die Gruppe GL(n,R) genau zwei
Zusammenhangskomponenten.



Anhang C

Kompakte metrische Räume

C.1 Der Kompaktheitsbegriff

Sei X eine Menge. Eine Überdeckung von X ist eine, durch eine Menge
I indizierte, Ansammlung U = {Ui}i∈I von Teilmengen Ui ⊂ X so dass die
Vereinigung dieser Teilmengen der gesamte Raum X ist:⋃

i∈I
Ui = X.

Man kann eine Überdeckung auch als eine Menge U ⊂ 2X von Teilmengen
von X beschreiben mit der Eigenschaft, dass deren Vereinigung ganz X ist:⋃

U∈U
U = X.

Die Beziehung zwischen diesen beiden Formulierungen desselben Phänomens
ist, dass eine Teilmenge U ⊂ X genau dann ein Element von U ist wenn es
ein i ∈ I gibt so dass Ui = U . Wenn die Mengen Ui paarweise verschieden
sind (d.h. Ui ̸= Uj für i ̸= j), so ist die Abbildung I → U : i 7→ Ui bijektiv.

Eine Überdeckung U (bzw {Ui}i∈I) heisst endlich, wenn die Menge U
(bzw die Indexmenge I) endlich ist.

Eine Teilüberdeckung von U (bzw {Ui}i∈I) ist eine Teilmenge von U
die immer noch eine Überdeckung ist (bzw eine Teilmenge J ⊂ I so dass die
Ansammlung {Ui}i∈J immer noch eine Überdeckung ist).

Ist (X, d) ein metrischer Raum, so ist eine offene Überdeckung von
X eine Überdeckung, die nur aus offenen Mengen besteht; im Fall {Ui}i∈I
heisst das, dass die Menge Ui für jedes i ∈ I offen in (X, d) ist.

225
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Ein metrischer Raum (X, d) heisst total beschränkt, wenn es für jedes
ε > 0 endlich viele Elemente ξ1, . . . , ξm ∈ X gibt so dass

m⋃
i=1

Bε(ξi) = X.

Hier bezeichnen wir mit Bε(ξ) := {x ∈ X | d(x, ξ) < ε} den offenen Ball in
(X, d) vom Radius ε mit Mittelpunkt ξ. (Insbesodere ist die leere Menge
total beschränkt.)

Satz C.1. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Folgende Aussagen sind äqui-
valent:

(i) Jede Folge in X besitzt eine konvergente Teilfolge.

(ii) Jede offene Überdeckung von X besitzt eine endliche Teilüberdeckung.

(iii) (X, d) ist vollständig und total beschränkt.

Beweis. Die leere Menge X = ∅ erfüllt alle drei Bedingungen. Wir nehmen
daher an,X sei nichtleer. Damit keine Verwirrung entsteht, bezeichnen wir in
diesem Beweis die Menge aller offenen Teilmengen von X mit T (X, d) ⊂ 2X .
(T wie in “Topologie”.)

“(i) =⇒ (ii)”.Wir nehmen an, dass jede Folge in (X, d) eine konvergente
Teilfolge besitzt. Sei U ⊂ T (X, d) eine offene Überdeckung von X. Wir
beweisen in zwei Schritten, dass U eine endliche Teilüberdeckung besitzt.

Schritt 1. Es gibt ein ε > 0 so dass für jedes x ∈ X ein U ∈ U existiert so
dass Bε(x) ⊂ U .

Als logische Formel kann man diese Aussage wie folgt schreiben:

(∃ε > 0)(∀x ∈ X)(∃U ∈ U)(Bε(x) ⊂ U).

Wir beweisen dies indirekt und nehmen an, das Gegenteil sei der Fall; das
heisst

(∀ε > 0)(∃x ∈ X)(∀U ∈ U)(Bε(x) ̸⊂ U).

Wähle ε := 1/n mit n ∈ N. Dann gibt es ein Element xn ∈ X so dass

B1/n(xn) ̸⊂ U ∀U ∈ U .

Da X Folgen-kompakt ist, besitzt die Folge (xn)n∈N eine konvergente Teil-
folge (xni)i∈N. Sei x0 := limi→∞ xni und wähle U ∈ U so dass x0 ∈ U . Da U
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offen ist, gibt es ein ε > 0 so dass Bε(x0) ⊂ U . Da xni gegen x0 konvergiert,
gibt es eine natürliche Zahl N ∈ N so dass für alle i ∈ N gilt:

i ≥ N =⇒ d(xni , x0) <
ε

2
.

Wähle i > N so dass 1/ni < ε/2. Dann gilt

B1/ni
(xni) ⊂ Bε/2(xni) ⊂ Bε(x0) ⊂ U.

Dies steht im Widerspruch zur Konstruktion unserer Folge (xn). Damit ha-
ben wir Schritt 1 bewiesen.

Schritt 2. U besitzt eine endliche Teilüberdeckung.

Wir nehmen an U habe keine endliche Teilüberdeckung. Sei ε > 0 eine Zahl
für die die Behauptung von Schritt 1 gilt. Wir werden induktiv eine Folge
(xn)n∈N in X und eine Folge (Un)n∈N in U konstruieren so dass

Bε(x1) ⊂ U1

und, für jede natürlich Zahl n ≥ 2,

Bε(xn) ⊂ Un, xn /∈ U1 ∪ · · · ∪ Un−1.

Zunächst wählen wir ein beliebiges Element x1 ∈ X. Dann gibt es nach
Schritt 1 ein Element U1 ∈ U so dass Bε(x1) ⊂ U1. Nehmen wir nun an
wir hätten x1, . . . , xk und U1, . . . , Uk so konstruiert, dass unsere Bedingun-
gen für n = 1, . . . , k erfüllt sind. Da U keine endliche Teilüberdeckung be-
sitzt, muss es ein Element xk+1 ∈ X geben das in keiner der Teilmengen
U1, . . . , Uk enthalten ist. Nach Schritt 1 gibt es nun wieder ein Uk+1 ∈ U so
dass Bε(xk+1) ⊂ Uk+1. Damit ist das Induktionsargument beendet und wir
haben die gewünschten Folgen konstruiert.

Nach Konstruktion unserer Folge gilt für alle m,n ∈ N, daß

n > m =⇒ xn /∈ Um.

Da Bε(xm) ⊂ Um ist, folgt daraus, dass xn /∈ Bε(xm) und somit d(xn, xm) ≥
ε für n > m. Vertauschen wir n und m, so erhalten wir

d(xn, xm) ≥ ε

für alle n ̸= m. Damit hat die Folge (xn)n∈N keine konvergente Teilfolge, im
Widerspruch zu (i). Also folgt (ii) aus (i).
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“(ii) =⇒ (iii)”. Wir nehmen jetzt an, dass jede offene Überdeckung von
X eine endliche Teilüberdeckung besitzt. Dass X total beschränkt ist, folgt
nun durch die Wahl der Überdeckung U := {Bε(x) |x ∈ X} . Die Existenz
einer endlichen Teilüberdeckung besagt, dass es Elemente ξ1, . . . , ξN ∈ X
gibt so dass

X =

N⋃
i=1

Bε(ξi).

Damit ist X total beschränkt.

Wir zeigen, dass (X, d) vollständig ist. Sei also (xn)n∈N eine Cauchy-folge
in X. Nehmen wir an, diese Folge konvergiere nicht. Dann konvergiert auch
keine Teilfolge von (xn)n∈N. (Denn wenn eine Cauchy-Folge eine konvergente
Teilfolge besitzt so konvergiert sie, nach einem Satz in [6].) Damit besitzt die
Folge (xn)n∈N nach einem weiteren Satz in [6] auch keine Häufungspunkte.
Das heisst folgendes: Für jedes ξ ∈ X gibt es ein ε(ξ) > 0 so dass der Ball
Bε(ξ)(ξ) nur endlich viele Glieder der Folge (xn)n∈N enthält. Damit folgt,

dass die offene Überdeckung

U :=
{
Bε(ξ)(ξ) | ξ ∈ X

}
von X keine endliche Teilüberdeckung enthält, im Widerspruch zu (ii). Also
folgt (iii) aus (ii).

“(iii) =⇒ (i)”. Wir nehmen nun an, dass (X, d) vollständig und total
beschränkt ist. Sei (xn)n∈N eine Folge in X. Wir müssen eine konvergente
Teilfolge von (xn) finden. Dazu werden wir induktiv eine Folge unendlicher
Teilmengen Tk ⊂ N, k = 0, 1, 2, 3, . . . , konstruieren so dass

N ⊃ T0 ⊃ T1 ⊃ T2 ⊃ · · ·

und

n,m ∈ Tk =⇒ d(xn, xm) ≤ 2−k.

Da (X, d) total beschränkt ist können wir X durch endlich viele Bälle
B1/2(ξi), i = 1, . . . ,m, überdecken. Einer dieser Bälle muss unendlich viele
Glieder unserer Folge enthalten. Sei dies der Ball B1/2(ξi) und definiere

T0 :=
{
n ∈ N |xn ∈ B1/2(ξi)

}
.

Nach Konstruktion ist dies eine unendliche Teilmenge von N und es gilt

d(xn, xm) ≤ d(xn, ξi) + d(ξi, xm) < 1
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für alle n,m ∈ T0. Sei nun k ≥ 1. Wir nehmen an, die Teilmengen

T0 ⊃ T1 ⊃ · · · ⊃ Tk−1

seien bereits konstruiert. Da (X, d) total beschränkt ist können wir X durch
endlich viele Bälle B2−k−1(ξi), i = 1, . . . ,m, überdecken. Einer dieser Bälle
muss unendlich viele der Folgenglieder xn mit n ∈ Tk−1 enthalten. Sei dies
B2−k−1(ξi) und definiere

Tk :=
{
n ∈ Tk−1 |xn ∈ B2−k−1(ξi)

}
.

Dann ist Tk eine unendliche Teilmenge von Tk−1 und es gilt

d(xn, xm) ≤ d(xn, ξi) + d(ξi, xm) < 2−k

für alle n,m ∈ Tk. Damit sind die Mengen Tk für alle k ∈ N konstruiert.

Da jede der Teilmengen Tk unendlich ist, können wir induktiv eine Folge
xk ∈ Tk wählen so dass nk < nk+1 für alle k ∈ N. Dann gilt xnℓ

∈ Tℓ ⊂ Tk
für ℓ ≥ k und damit

ℓ ≥ k =⇒ d(xk, xℓ) ≤ 2−k

für alle k, ℓ ∈ N. Damit ist die Folge (xnk
)k∈N eine Cauchy-Folge und, da

(X, d) vollständig ist, konvergiert sie. Wir haben also gezeigt, dass jede Folge
in X eine konvergente Teilfolge besitzt. Also folgt (i) aus (iii).

Bemerkung C.2. Sei (X, d) ein metrischer Raum und A ⊂ X eine Teil-
menge. Die folgenden Aussagen sind äquivalent.

(i) Jede Folge in A besitzt eine Teilfolge, die gegen ein Element von X
konvergiert.

(ii) Der Abschluss A ist kompakt.

Die Implikation “(ii) =⇒ (i)” ist offensichtlich. Für die Umkehrung nehmen
wir an, dass A Bedingung (i) erfüllt und wählen eine Folge xn ∈ A. Dann
gibt es eine Folge an ∈ A so dass d(xn, an) < 1/n. Nach (i) existiert eine
Teilfolge (ank

)k∈N die gegen ein x∗ ∈ X konvergiert. Die Folge (xnk
)k∈N

konvergiert dann ebenfalls gegen x∗ und es gilt offensichtlich x∗ ∈ A. Also
hat jede Folge in A eine Teilfolge, die gegen ein Element von A konvergiert.
Damit ist A kompakt.
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C.2 Der Satz von Arzéla–Ascoli

Satz C.1 zeigt, dass die kompakten Teilmengen eines metrischen Raumes
(X, d) nur durch die Topologie des Raumes (also die Gesamtheit der offe-
nen Mengen) bestimmt werden. In allgemeinen topologischen Räumen wird
Bedingung (ii) in Satz C.1 zur Definition des Kompaktheitsbegriffes benutzt.

Nach dem Satz von Heine–Borel ist eine Teilmenge des Rn (mit der Stan-
dardmetrik, also der Euklidischen) genau dann kompakt wenn sie abgeschlos-
sen und beschränkt ist. Insbesondere ist also der abgeschlossene Einheitsball
im Rn kompakt. Dies gilt auch für jeden beliebigen endlichdimensionalen
Vektorraum (oder äquivalenterweise für jede beliebige Norm auf dem Rn).
Im Gegenzug zeigt die folgende Übung dass diese Eigenschaft die endlichdi-
mensionalen (normierten) Vektorräume charakterisiert.

Übung C.3. Sei V ein normierter reeller Vektorraum mit kompaktem Ein-
heitsball B := {x ∈ V | ∥x∥ ≤ 1} . Dann ist V endlichdimensional.

Hinweise: 1. Jeder endlichdimensionale Unterraum ist abgeschlossen.

2. Ist W ⊂ V ein abgeschlossener linearer Unterraum und v ∈ V \W so gilt
d(v,W ) := infw∈W ∥v − w∥ > 0.

3. IstW ⊊ V ein abgeschlossener linearer Unterraum so gibt es einen Vektor
v ∈ V mit ∥v∥ = 1 und d(v,W ) ≥ 1/2. (Sei v0 ∈ V \W und wähle w0 ∈W
so dass ∥v0 − w0∥ ≤ 2d(v0,W ); definiere v := ∥v0 − w0∥−1 (v0 − w0).)

4. Ist V unendlichdimensional so gibt es eine Folge vn ∈ V mit ∥vn∥ = 1
und ∥vn − vm∥ ≥ 1/2 für alle n,m ∈ N mit n ̸= m.

Die vorangegangene Übung gibt uns ein wichtiges Kriterium für die End-
lichdimensionalität eines normierten Vektorraumes. Andererseits zeigt sie
auch, dass das Heine-Borel-Prinzip in unendlichdimensionalen normierten
Vektorräumen nicht gilt: es gibt dort abgeschlossenen und beschränkte Teil-
mengen die nicht kompakt sind. Damit stellt sich die Frage, welche Teil-
mengen eines solchen unendlichdimensionalen Raumes denn kompakt sind.
Eine Antwort auf diese Frage ist in vielen Anwendungen von grundlegender
Bedeutung. Ein besonders wichtiges Kompaktheitskriterium für Teilmengen
des Raumes der stetigen Funktionen gibt uns der Satz von Arzéla-Ascoli.

Sei (X, d) ein kompakter metrischer Raum und C(X) der Raum der kom-
plexwertigen stetigen Funktionen f : X → C. In der Analysis Vorlesung [6]
wurde bewiesen, dass dieser Raum mit der Supremumsnorm

∥f∥ := sup
x∈X

|f(x)|
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ein Banachraum ist (das heisst ein vollständiger normierter Vektorraum).
In [6] wurde ebenfalls gezeigt, dass jede stetige Funktion f : X → C gleich-
mässig stetig ist. Eine Teilmenge K ⊂ C(X) heisst gleichgradig stetig
wenn die Zahl δ > 0 in der Definition der gleichmässigen Stetigkeit un-
abhängig f ∈ K gewählt werden kann, das heisst, wenn für jedes ε > 0 ein
δ > 0 existiert, so dass für alle f ∈ C(X) und alle x, y ∈ X gilt:

f ∈ K, d(x, y) < δ =⇒ |f(x)− f(y)| < ε.

Übung C.4. Jede endliche Teilmenge von C(X) ist gleichgradig stetig. Seien
c und µ zwei positive reelle Zahlen. Dann ist die Teilmenge

K :=

{
f ∈ C(X)

∣∣∣∣∣ ∥f∥ ≤ c, sup
x ̸=y

|f(x)− f(y)|
d(x, y)µ

≤ c

}
abgeschlossen, beschränkt, und gleichgradig stetig. Finden Sie eine Folge in
C([0, 1]) die beschränkt aber nicht gleichgradig stetig ist.

Satz C.5 (Arzéla-Ascoli). Sei (X, d) ein kompakter metrischer Raum.
Eine Teilmenge K ⊂ C(X) des Raumes der stetigen komplexwertigen Funk-
tionen auf X ist genau dann kompakt bezüglich der Supremumsnorm wenn
sie folgende Eigenschaften hat:

(i) K ist abgeschlossen.

(ii) K ist beschränkt.

(iii) K ist gleichgradig stetig.

Beweis. Wir nehmen zunächst an, dass K eine kompakte Teilmenge von
C(X) ist. Dann ist K abgeschlossen, nach einem Lemma in Analysis I (sie-
he [6]). Ausserdem ist K beschränkt, da eine Folge fn ∈ K mit ∥fn∥ → ∞
keine konvergente Teilfolge hätte. Es bleibt also zu zeigen, dass die Menge
K gleichgradig stetig ist. Sei ε > 0. Da die Menge K ⊂ C(X) nach Satz C.1
total beschränkt ist, gibt es endlich viele Funktionen f1, . . . , fm ∈ K so dass

K ⊂
m⋃
i=1

Bε/3(fi; C(X)).

Da (X, d) kompakt ist, ist jede der Funktionen fi : X → C gleichmässig
stetig (nach einem Satz aus Analysis I; siehe [6]). Daher gibt es für jedes
i ∈ {1, . . . ,m} ein δi > 0 so dass für alle x, y ∈ X gilt:

d(x, y) < δi =⇒ |fi(x)− fi(y)| < ε/3.
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Wähle
δ := min{δ1, . . . , δm} > 0.

Sei f ∈ K. Dann gibt es ein i ∈ {1, . . . ,m} so dass ∥f − fi∥ < ε/3. Daher
gilt für alle x, y ∈ X mit d(x, y) < δ ≤ δi:

|f(x)− f(y)| ≤ |f(x)− fi(x)|+ |fi(x)− fi(y)|+ |fi(y)− f(y)| < ε.

Also ist die Menge K gleichgradig stetig.
Umgekehrt nehmen wir nun an, die Menge K ⊂ C(X) sei abgeschlossen,

beschränkt und gleichgradig stetig. Wir werden in vier Schritten beweisen,
dass K kompakt ist.

Schritt 1. Es gibt eine Folge (xk)k∈N in X mit der folgenden Eigenschaft.
Für jedes δ > 0 gibt es ein m = m(δ) ∈ N so dass

X =

m(δ)⋃
k=1

Bδ(xk).

Wir konstruieren die Folge induktiv. Zunächst wissen wir, nach Satz C.1,
dass der metrische Raum (X, d) total beschränkt ist. Also existieren, für
δ = 1, endlich viele Punkte x1, . . . , xm1 ∈ X so dass

X =

m1⋃
k=1

B1(xk).

Ebenso gibt es für δ = 1/2 endlich viele Punkte xm1+1, . . . , xm2 ∈ X so dass

X =

m2⋃
k=m1+1

B1/2(xk) =

m2⋃
k=1

B1/2(xk).

Wenn x1, . . . , xmn−1 konstruiert sind, wählen wir xmn−1+1, . . . , xmn ∈ X so
dass

X =

mn⋃
k=mn−1+1

B1/n(xk) =

mn⋃
k=1

B1/n(xk).

Damit gilt die Behauptung von Schritt 1 mitm(δ) = mn, wobei n so gewählt
wird dass 1/n < δ.

Schritt 2. Sei (fn)n∈N eine Folge in K. Dann existiert eine Teilfolge (fni)i∈N
so dass der Limes

yk := lim
i→∞

fni(xk)

für jedes k ∈ N existiert.
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Dies ist ein typisches Diagonalfolgen-Argument. Zunächst sei k = 1, dann
ist die Folge (fn(x1))n∈N komplexer Zahlen beschränkt und hat daher, nach
dem Satz von Bolzano–Weierstrass, eine konvergente Teilfolge. Mit anderen
Worten, es existiert eine strikt monoton wachsende Funktion g1 : N → N so
dass der Limes

y1 := lim
i→∞

fg1(i)(x1)

existiert. Nun ist die Folge (fg1(i)(x2))n∈N ebenfalls beschränkt und besitzt
somit auch eine konvergente Teilfolge. Also gibt es eine strikt monoton wach-
sende Funktion g2 : N → N so dass der Limes

y2 := lim
i→∞

fg1◦g2(i)(x2)

existiert. Mit vollständiger Induktion finden wir nun eine Folge strikt mo-
noton wachsender Funktionen gk : N → N so dass der Limes

yk := lim
i→∞

fg1◦···◦gk(i)(xk)

für jedes k ∈ N existiert. Nun sei

ni := g1 ◦ · · · ◦ gi(i)

für i ∈ N. Dann ist (fni(xk))i≥k eine Teilfolge von (fg1◦···◦gk(i)(xk))i∈N und
konvergiert somit gegen yk. Da dies für jedes k ∈ N gilt, ist Schritt 2 bewie-
sen.

Schritt 3. (fni)i∈N ist eine Cauchy-Folge in C(X).

Sei ε > 0. Da K gleichgradig stetig ist, gibt es ein δ > 0 so dass für alle
f ∈ C(X) und alle x, y ∈ X folgendes gilt:

f ∈ K, dX(x, y) < δ =⇒ |f(x)− f(y)| < ε/3. (C.1)

Nach Schritt 1 gibt es eine natürliche Zahl m = m(δ) ∈ N so dass

X =

m⋃
k=1

Bδ(xk). (C.2)

Nach Schritt 2 (und Cauchy’s Konvergenzkriterium) gibt es eine natürliche
Zahl N ∈ N so dass für alle i, j, k ∈ N folgendes gilt:

k ≤ m, i, j ≥ N =⇒
∣∣fni(xk)− fnj (xk)

∣∣ < ε/3. (C.3)
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Wir behaupten, dass mit dieser Wahl vonN die Ungleichung
∥∥fni − fnj

∥∥ ≤ ε
für alle i, j ≥ N gilt. Um dies zu zeigen, fixieren wir ein Element x ∈ X.
Dann existiert, nach (C.2), eine natürliche Zahl k ≤ m so dass

d(x, xk) < δ.

Daher folgt aus (C.1), dass

|fni(x)− fni(xk)| < ε/3

für alle i ∈ N. Damit gilt für alle i, j ≥ N :∣∣fni(x)− fnj (x)
∣∣

≤ |fni(x)− fni(xk)|+
∣∣fni(xk)− fnj (xk)

∣∣+ ∣∣fnj (xk)− fnj (x)
∣∣

< 2ε/3 +
∣∣fni(xk)− fnj (xk)

∣∣
< ε

Hier folgt die letzte Ungleichung aus (C.3) und benutzt i, j ≥ N . Damit
haben wir gezeigt, dass die in Schritt 2 konstruierte Teilfolge (fni)i∈N eine
Cauchy-Folge in C(X) ist.

Schritt 4. Die Folge (fni)i∈N konvergiert gegen eine Funktion f ∈ K.

Da C(X) nach einem Satz aus Analysis I vollständig ist (siehe [6]), folgt aus
Schritt 3, daßdie Folge (fni)i∈N in C(X) convergiert. Da K abgeschlossen ist,
gehört der Grenzwert zu K. Also haben wir gezeigt, dass jede Folge in K
eine konvergente Teilfolge hat (mit Limes in K). Daher ist K kompakt.

Bemerkung C.6. Der Satz von Arzéla-Ascoli und sein Beweis lassen sich
Wort für Wort auf den Raum C(X,V ) der stetigen Funktionen auf X mit
Werten in einem endlichdimensionalen Banachraum V übertragen. Im un-
endlichdimensionalen Fall bedarf es einer Zusatzbedingung welche die Be-
dingung, dass K beschränkt ist, verschärft. Diese Bedingung besagt, dass
die Menge der Bildpunkte {f(x) | f ∈ F} für jedes x ∈ X einen kompakten
Abschluss hat.

Übung C.7. Ist A ⊂ C(X) gleichgradig stetig, so ist auch der Abschluss
A bezüglich der Supremumsnorm gleichgradig stetig. Zeigen Sie, dass eine
Teilmenge A ⊂ C(X) genau dann einen kompakten Abschluss hat wenn sie
beschränkt und glechgradig stetig ist.

Übung C.8. Finden Sie eine Teilmenge des Raumes BC(C) (der beschränk-
ten stetigen Funktionen f : C → C mit der Supremumsnorm), welche zwar
abgeschlossen, beschränkt und gleichgradig stetig, aber nicht kompakt ist.
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[7] D.A. Salamon, Analysis II, Vorlesung, ETH Zürich, FS 2009.
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