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1 Grundlagen

Erinnerung an die Analysis

Seien U C R*, V C R! offen.
f:U — V heisst glatt (C*°), wenn f unendlich oft stetig differenzierbar ist, d.h. alle parti-

ellen Ableitungen % existieren und sind stetig.
(SRR in

Seien X C R, Y C R! beliebige Teilmengen.

f X — Y heisst glatt (C*), wenn es fiir jeden Punkt zy € X eine offene Umgebung
U C R* und eine glatte Funktion F : U — R! gibt, so dass Flynx = flunx. F heisst glatte
Fortsetzung von f.

Bemerkung.
1. f: X =Y glatt und g : Y — Z glatt = go f : X — Z glatt.
2. id : X — X ist glatt.

1.1 Diffeomorphismen und Mannigfaltigkeiten

Definition. Seien X C RF, Y C R belicbige Teilmengen. Eine Abbildung f : X — Y
heisst Diffeomorphismus, wenn f bijektiv ist und f, =1 glatt sind. Falls es einen solchen
Diffeomorphismus gibt, nennen wir X undY diffeomorph.

Differential-Topologie: Eigenschaften von Mengen X C R*, die invariant sind unter Diffeo-
morphismen.

Differential-Geometrie: Eigenschaften, die invariant sind unter Diffeomorphismen, die eine
“Metrik” erhalten.

Sei v:[0,1] — X C R¥ eine glatte Kurve.
Die lange von 7 ist definiert als L(7) := fol |¥(t)| dt. Sei f: X — Y ein Diffeomorphismus,
f heisst Isometrie, wenn L(f o~y) = L(~) fiir alle glatte Abbildungen ~ : [0,1] — X.

Definition. Eine Teilmenge M C RF heisst glatte Mannigfaltigkeit der Dimension m
(oder m-Mannigfaltigkeit), wenn es fiir jeden Punkt p € M eine offene Umgebung U C RF
von p ¢ibt, so dass U N M diffeomorph ist zu einer offenen Teilmenge V C R™.

Ein Diffeomorphismus @ : U N M — V heisst Karte von M und o' :V — UN M heisst
Parametrisierung von U N M.

Bemerkung. M C R” eine m-Mannigfaltigkeit => m < k.



Beispiel (Mannigfaltigkeiten).

M, ={(z,y,2) ER® | 2 +9° + 22 =1} = §? 2 — Sphare
My = {(z,y,2) € R® | 2* +9* — 2*> = 1} = Rotationshyperboloid
Mz ={(z1,2) €ECx C | |z1] = |20 = 1} = T? Torus
My={AcR™ | ATA=1}=0(n) Menge der orthogonalen Matrizen
Ms; ={V € C" | V ist ein C-linearer Unterraum der Dimension k} =
= G(k,n) komplexe Grassmann’sche Mannigfaltigkeit
Mg =R"
M7 = offene Teilmenge von R"

Beispiel (Karte).

M=5%={(z,y,2) | 2 +y*+ 2 =1}
U={(z,y,2) | 2> 0}

V={(z,y) |2* +y* <1}

o(z,y,2) = (2,9), ¢: S?°NU -V

ot = (2, /1 — 22 = y?)

Ableitung
Seien U C R¥, V C Rl offen, f: U — V glatt, x € U, £ € R*.
df (2)€ = 4| _ fla+t€) = lim,_o LEHE=LD
df () : RF — R! linear
8f1/8x1 e 8f1/0xk
df (z) = : : € Rixk Jacobi-Matrix
0fl/0x1 e 8fl/0xk

1. Kettenregel: f:U -V, g:V ->W,xeU = d(go f)(x) = dg(f(x))df ().
2. AeR>* f(z) = Ar = df(z) = A Vz € R*.

Lemma 1.1. Seien U € R*, V € R! offen, f : U — V ein Diffeomorphismus. Dann folgt:
1. k=1.
2. det(df(x)) #0, VzeU.

Beweis. Seix € U und y := f(x). Seig:= f1:V = U.

= go f=idy, fog=idy =>dg(y)df(r)= lgxr, df(x)dg(y)= Tx
== k=1

df (z) : R¥ — R¥=! bijektiv.



Satz 1.2 (Inverse Funktionen). Sei Q C R* offen, f: Q — R* glatt, x € Q,
det(df (z)) # 0. Dann 3U C Q offen so dass x € U, f(U) offen ist, und fly : U — f(U) ein

Diffeomorphismus ist.

Beispiel. f =exp: C— C, f(x,y) = (e cosy,e”siny)

det(df (z,y)) #0, Va,y.
Beachte, dass f nicht global injektiv.

Sei Q C R* offen, f: Q — R' glatt.

Definition. y € R! heisst reguldrer Wert von f, wenn df (x) surjektiv ist fiir jedes
z € [~ y). y heisst singuldrer Wert von f, wenn es kein requlirer Wert ist.

Beispiel (Regulédre Werte).
L=1, df(e) = (2,2

) Oxy,

y requlirer Wert < df (x) #0, Vr e f~1(y).

2. flx) =ai+a3+ - +af
y requldrer Wert <= y # 0.

3. det : R — R
y requldrer Wert <= y # 0.

4. 1>k, df(z) € R™* nie surjektiv
y requlirer Wert <= y ¢ f(x).

Satz 1.3 (Satz von Sard). Q C R* offen, f: Q — R! glatt.
= Die Menge der singuldren Werte von f hat Mass null.

Satz 1.4 (Implizite Funktionen). Q@ C R* offen, | < k, f : Q — R! glatt, y € R" regulirer
Wert. Dann ist M := f~(y) C R* eine Mannigfaltigkeit der Dimension k — L.

Beweis. Seipe M.

1. df(p) € R™* surjektiv.
Withle A € R*=DxF g5 dass det(( 7)) # 0.

2. Definiere F': Q — R! x R*! F(x ( )
Es gilt dF (p) = (Y) und det dF( ) £ 0.

3. Nach Satz 1.23U C Q,3W C R'xR* ' offen so,dassp € Uund Fly : U — W = F(U)
ein Diffeomorphismus ist.

4. Definiere V := {z € R* | (y,z) € W}, dies ist eine offene Umgebung von Ap.
= Die Abbildung U N f~!(y) — V, x — Az ist bijektiv mit Umkehrabbildung
V—=UnNfy),z— F(y,2).
= M erfiillt die Definition einer Mannigfaltigkeit.



1.2 Tangentialraum

Sei M C R eine glatte Mannigfaltigkeit, sei p € M.

Definition. Der Tangentialraum von M an der Stelle p € M ist definiert durch

T,M = {#(0) | v : R — M glatt,~(0) = p}.

Lemma 1.5. T,M C R¥ ist ein linearer Unterraum der Dimension m = dim M.

Beweis. Wahle Parametrisierung ¢ : V- — U N M,
so dass fiir g € V und p € U gilt ¢(xg) = p.
Beachte 9 ist ein Diffeomorphismus.

Behauptung. T, M = im di)(zo).

Aus der Behauptung folgt, dass T, M ein linearer Unterraum von R* ist und dv(zo) injektiv
ist.

Dann gilt dim 7T, M = m.

Beweis der Behauptung.

1. Wir zeigen T,M C imdip(x):
Sei v € T,M = 3v:R — M glatt, so dass v(0) = p und ¥(0) =
=3Je>0: |t|]<e=~9)eU.
Definiere 8 :=19 1oy (—¢,e) = V.
:>7() W(6(t)), fur—5<t<a
§(t) = dv(B(t)5().
Zusammen mit 3(0) = ¢! ( (0)) = ¢~"(p) = xo folgt

v ="4(0) = dy(8(0))5(0) = di()5(0),
d.h. v € im d(zp).

2. Wir zeigen im dy)(zo) C T,M:
Definiere v := di(z0)&, £ € R™.
Wiihle & > 0 so dass B (zg) C V, wobei B.¢(zo) = {z | |z — zo| < e[¢]}-
Wiéhle p : R — [—¢, ] so dass p(0) = 0 und p(0) = 1.
Definiere ~(t) := 1(xo + p(t)E).
—_———

evy
Bs gilt 7(0) = (z0) = p und 4(0) = di()€ = v.

o0

Beispiel (Tangentialraum). M = S" = {z € R™! | 2> = Y a2 = 1};
T,5" = at ={¢ € R | (2,8) = Y iy = 0}

Betmchtedez'ne Kurve ZHR — Sf mit v(0) = x.’ 1= |7(t)|2 — Z;ﬂ? it ) Vi
= 0= 2 ly(OF = X175 2% ()5(1) = 2(y(t),7(1))

Fiirt =0 = (x,%(0)) = 0.



Beispiel (Tangentialraum). M = O(n) = {A € R™" | ATA =1},
T,0(n) = {X e R™" | ATX + XTA = 0};

Betrachte eine Kurve v : R — O(n), t — A(t), A(0) = A, A(t)TA(t) =1
= 0=2ANTA®) = A()TA®R) + A(H)TA(t)

Firt=0= ATA(0) + A(0)TA = 0.

Lemma 1.6. Sei Q C R*, f:Q — R glatt, y € R! regulirer Wert, x € M := f~(y)
= T, M = ker df (x).

Beweis. Wir zeigen zuerst T, M C ker df (x).

Sei £ € T,M = v :R — M = f~(y) so, dass 7(0) = z und %(0) = .
= (@) =y, vt

= df (())3(t) = 0

Fiir t = 0 gilt: df ()€ =0,

d.h. € € kerdf (z).

Jetzt beachte, dass nach Satz 1.4 und Lemma 1.5 gilt:

dimT, M =dim M =k — .

Da dim ker df (x) = dim R¥ — dim bild df (z) = k — [, folgt die gewiinschte Gleichheit. O
!
=R

1.3 Tangentialbiindel

Sei M C R eine glatte Mannigfaltigkeit.

Definition. Das Tangentialbiindel ist definiert als

TM :={(p,v) |p€ M,v € T,M} CR*xRF.

Lemma 1.7. Sei M C R¥ eine glatte m-Mannigfaltigkeit => TM C R* x R* ist eine glatte
2m-Mannigfaltigkeit.

Beweis. Sei p: UNM — V eine Karte von M. O.B.d.A. ¢ lésst sich auf ganz U fortsetzen:
p:U—R™.

Seien U := U x R", V :=V x R™.

Definiere @ : U x RF — R™ x R™, @¢(p,v) := (¢(p), dp(p)v),

= @lgmra 1 UNTM — V ist ein Diffeomorphismus. O



1.4 Tangentialabbildung

Sei M C R eine glatte m-Mannigfaltigkeit und N C R! eine glatte n-Mannigfaltigkeit. Sei
f: M — N eine glatte Abbildung.

Definition. Die Tangentialabbildung df (p) : T,M — Ty, N an der Stelle p € M ist wie
folgt definiert:

sei v € T,M, wihle eine glatte Kurve v : R — M so dass v(0) = p und %(0) = v, dann
definiere

d

df (p)v == PR

f o) "y(t) € Tf(p)N.

Lemma 1.8.
1. df (p)v ist wohldefiniert, d.h. df (p)v ist unabhingig von der Wahl von .
2. df(p) : T,M — Ty N ist linear.
3.df :TM — TN, (p,v)— (f(p),df(p)v) ist glatt.

Beweis. Sei p € M. Nach der Definition von Glattheit gilt: 3U C R* offen, p € U und
JF : U — R glatt so, dass Flyry = fluna

Behauptung. df (p) = dF (p)|z,m-

Beachte, dass dF(p) € R>* die Jacobi-Matrix von F an der Stelle p ist, d.h.

aF(p) = s f R R
OF/0x1(p) ... OF/0x(p)

Da dF(p) unabhéngig von 7 ist, folgt 1.

Da die rechte Seite der Gleichung in der Behauptung linear ist, ist auch die linke Seite linear,
damit folgt 2.

Fiir die dritte Eigenschaft, bemerke zuerst, dass df |yxrrnrayr = AF |y xrrinris-

Betrachte dann die Funktion U x R¥ — R! x R, (z,€) — (F(2),dF(2)¢), d.h. df|yxrenra
ist die Restriktion einer glatten Funktion auf U x R¥, damit ist auch die Glattheit bewiesen.

Beweis der Behauptung. Sei v € T,M. Dann gibt es eine glatte Kurve v : R — M C R” so,
dass v(0) = p und 4(0) = v.

= df(p)v = §l,_of(1(1) = &, o P (3(1)) = dF (p)o. 0

Grundregeln
Kettenregel: f: M — N,g: N — P,pe M = d(go f)(p) = dg(f(p))df (p)-
Identitét: id : M — M glatt = d(id)(p) = id : T,M — T,M.
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Korollar 1.9. Sei f: M — N ein Diffeomorphismus. Dann folgt:
1. dim M = dim N.

2. df(p) : T,M — Ty N ist ein Isomorphismus Vp € M.

Beweis. Wie in Lemma 1.1. O

Satz 1.10 (Inverse Funktionen). Seien M C RF, N C R! glatte Mannigfaltigkeiten mit
dim M = dim N. Sei f : M — N glatt mit df (po) : Tpo M — Tipo) N bijektiv.

= 3 offene Menge U C M,py € U,V C N, f(po) € V so dass f|ly : U — V ein Diffeomor-
phismus st.

Beweis. Sei ¢ : U—U eine Parametrisierung von U N M und 4 : V — V eine Parametrisie-
rung von VN N. Sei zy € U so, dass (7o) = po und yo € V' so, dass ¥(yo) = f(po). O.B.d.A.
f(e(U)) Co(V). .
Definiere g := ¢t o f o : U — V. Betrachte das Differential von g an der Stelle x:
dg(wo) = dip(yo) ™" odf (po) o dip(wg) : R™ — R™, bijektiv.

— ~——

Tf(pO)N—ﬁRn Rn—>Tp0M

2242 3 offene Mengen U’ C U und V! C V, 29 € U’ und yo € V' so, dass glor :U"— V' ein

Diffeomorphismus ist.

= flowy =t ogopt:oU) — (V') ist ein Diffeomorphismus. O
—

Definition. Sei f : M™ — N" eine glatte Abbildung. Fin Punkt ¢ € N heisst requldrer
Wert von f, wenn fir alle p € M qilt:

f(p) =q=df(p) : T,M — TN ist surjektiv.

Satz 1.11 (Implizite Funktionen). Seien M™ C R* und N™ C R glatte Mannigfaltigkeiten,
f: M — N glatt und q € N regulirer Wert von f. Dann folgt:

1. f7Y(q) ist eine Mannigfaltigkeit der Dimension m — n.

2. T,f~(q) = ker df (p).
Beweis. Wie Satz 1.4.
Hinweis: Sei pg € f~*(q).
1. Wihle lineare Abbildung A : R¥ — R™" so dass

veT,M
df(pp)v=0 » =v=0.
Av =20

2. Definiere F': M — N x R™™™ F(p) := (f(p), Ap).
3. Wende Satz 1.10 auf F' an.

11



1.5 Vektorfeld

Definition. Ein Vektorfeld auf einer Mannigfaltigkeit M C R¥ ist eine
glatte Abbildung X : M — R* so dass X (p) € T,M Yp € M.

Bemerkung. FEin Vektorfeld X : M — R¥ induziert eine glatte Abbildung
X:M —TM, pw (p,X(p)) fir die gilt 1o X = id,
d.h. X st ein “Schnitt” des Vektorbindels TM — M.

Bemerkung. Im Allgemeinen schreiben wir X statt X.
Definition. Vect(M) := {X : M — R* | X Vektorfeld auf M}.

Beispiel (Vektorfeld). M = S? Cc R®, T,M =p*.
Fiirpe M sei X(p) :=px &, mit 0 #£ & € R® ein Vektorfeld auf M.

Beispiel (Vektorfeld). M := 5% X(p) =p x (p x &).
Beispiel (Vektorfeld). M =R? X :R* - R?  X(z1,79) = (71, —2).

Definition. Sei X € Vect(M) und I C R ein Intervall. Eine glatte Kurve v : I — M heisst
Integralkurve von X wenn gilt 4(t) = X (y(t)), Vt € 1.

Satz 1.12. Sei M C RF eine glatte Mannigfaltigkeit, sei X € Vect(M) und py € M.
Dann gilt:

1. 31 C R offenes Intervall, 0 € I, 3 v: 1 — M so dass
Y(t) = X(v(8),  ¥(0) = po. (1)
2. Wenn~yy: 1) = M, 7y : Iy — M zwei Losungen von (1) sind, so gilt

Yi(t) = o(t) Vte NI,

Bewezs.

e Wihle xy € U C R™ offen und einen Diffeomorphismus ¢ : U — ¥(U) C M so, dass

¥(z0) = po.
Definiere f: U — R™ durch f(z) = di(z) ' X (¢ (x)).

e Wihle eine Abbildung = : I — U, t + x(t). Definiere v := ¢ (z(t)).
Behauptung. i(t) = f(z(t)), =(0) = zo <= () = X(7(t)), 7(0) = po.

12



Beweis der Behauptung.

7(0) = $(2(0)) = ¥(x0) = po.
lt) = (de(w (1) A(t) =
= di(a()) ™ X ((1)) = deb(a()) ™ X (@(e(t))) = f(a(t)) und

e Existenz fiir gewohnliche Differentialgleichungen im R™ = 1.

e Eindeutigkeit fiir gewohnliche Differentialgleichungen im R™ = lokale Eindeutigkeit
in 2.

e Globale Eindeutigkeit: [ := 1) N1y, A:={t € I | 11(t) = 1(t)}. Es gilt:

A#0D, 0e A
A abgeschlossen (in I) =A=1
A offen (lokale Eindeutigkeit)

Beispiel (Integralkurve). M =R, X (z) = z%.
Die Lisung von i = x*, z(0) = 1 ewistiert nicht fiir alle Zeiten.

Definition. Sei X € Vect(M) und py € M.
Das Existenzintervall von py ist definiert wie folgt:

I(po) := U{I C R | I offenes Intervall, 0 € I, 3 Losung vy : I — M wvon (1)}.

Definition. Sei D := {(t,po) e Rx M |t € I(po)}-
v : D — M sei definiert durch ¢(t,po) := (t), wobei vy : I(pg) — M die eindeutige Lisung
von (1) ist. ¢ heisst Fluss oder Stromung von X.

Satz 1.13. D und ¢ haben folgende Eigenschaften:
1. D ist offen in R x M;
2. ¢ :D — M st glatt;

8. t€1(po), s € I(p(t,po)) =t + s € I(po) und p(s +1t,p0) = (s, o(t, po))-

Beweis. Ohne Beweis O

13



Definition. Ein Vektorfeld X € Vect(M) heisst vollstindig, wenn I(py) = R fir jedes
po€M (dh.D=Rx M)

Lemma 1.14. M kompakt = jedes Vektorfeld auf M st vollstindig.

Beweis. Sei X ein Vektorfeld und U, = {p € M | [—¢,¢|] C I(p)}. Dann gilt:
1. U, ist offen;
2. M=,.,U.

Da M kompakt ist 3 €1,...,eysodass M =U,, U...UU,,.
Wiéhle g = min{ey,...,en} > 0.

= [—e0,80] C I(p) Vp € M.

= I(p) =R Vp € M, d.h. X ist vollstandig. O

Sei X € Vect(M) vollstdndig (D =R x M) und sei ¢ : R x M — M Fluss von X.
Fiir t € R definiere ¢' : M — M durch ¢'(p) := (¢, p).

Eigenschaften von ¢
1. ot : M — M ist glatt;

2. " =l o
3. ¥ =id;
_t'

4. ! ist ein Diffeomorphismus, (p!)~! = ¢

Definiere Diff(M) := {¢ : M — M | ¢ ist ein Diffeomorphismus}.

Der Fluss eines vollstdndigen Vektorfeldes X ist ein Gruppenhomomorphismus R — Diff (M),
t — ' charakterisiert durch die Eigenschaft

S ) = X)), ) =p

d .
—¢ =Xoy pl=id

Sei X : M — TM ein Vektorfeld, v : N — M ein Diffeomorphismus. Wir definieren
“Pullback” *X € Vect(N) so, dass folgendes Diagramm kommutiert.
geN X 7N
(] ! ldw
Wi eM = TM
Explizit heisst das folgendes:

14



Definition. Das Pullback ist definiert durch:

VX (q) == d(q) ' X (¥(q)) € TyN.

Sei X : M — T'M ein Vektorfeld, ¢ : M — N ein Diffeomorphismus. Ebenso definieren wir
das “Pushforward” ¢.X € Vect(N) so, dass folgendes Diagramm kommutiert.

ol g)eM = TM
“l s

¢geN % TN

Das heisst:

Definition. Das Pushforward ist definiert wie folgt:

0. X (q) == de(o™(q)) X (97" (q)) € T,N.

Bemerkung. Sei X € Vect(M).
1. (p7H.X =y X.
2. ¢: M — N,1: N — P Diffeomorphismen = 1,0, X = (1 0 ¢),. X.

3. ¢p: N — M, : P— N Diffeomorphismen = ¢*p*X = (po1)*X.

1.6 Lieklammer

Sei M C R eine glatte Mannigfaltigkeit.

Seien X, Y : M — R* vollstindige Vektorfelder (d.h. die Fliisse existieren fiir alle Zeiten).
Seien @', ¢ € Diff(M) die Fliisse von X, Y.

Sei p € M. Definiere v : R — M durch () := ¢’ o tp' 0 o=t 0 1h7(p).

Lemma 1.15. FEs gilt:
1. 4(0) =0;

2. 150) = L] _ (")) ) 2 2] () X)(p) E dX ()Y (p) — dY ()X (p) € T, M.

Bemerkung. dX(p): T,M — R* v e T,M =+ dX(p)v € T,M.

15



Beweis. Definiere 3(s,t) := ¢* o' o p o1~ (p) € M.
Also ist y(t) = B(t,t).

19)
72(0.1) = X(p) — de (0~ () X (0~ o). ©)
Je; .
2 (50 = de’ (¢ )Y (¢ (p) = Y (p) (3)
= 22(0,0) = 0 = 22(0,0).
= 4(0) = 22(0,0) + 22(0,0) = 0, damit ist 1. bewiesen.
2 2
= 5(0) = g—f(o,o) +228(0,0) + af(o 0) =222(0,0).
‘L/—/ ——
=0 da ((s,0)=p =0 da £(0,t)=p
Da ( eine glatte Funktion ist, spielt die Reihenfolge der partiellen Ableitungen keine Rolle.
1. %3 a| op @ 0 s
57(0) = 83875(0 ) = 95l OE 5,0) = ERI (©°)Y)(p)-
1. 93 2
3710) = 55 (0.0 @t‘t 0o 01 =
0 B e
= =7 tzodw (W ()X (W (p) =
0 0
prin dy~' (' (p) X(W'(p) = =| ()" X)(p).
— a/_/ =0
dypt(p)~1
Das heisst (x).
Jetzt zeigen wir (xx), aus (3) folgt:
1 5 0 S(, A—S —s _
F700) =5 A" (0™ ()Y (¢ () =
a a t —s
= Bel Bl P oY v (p) =
= Gilsgal oV o) =
a t t
= =] (X)) — ' ()X () =
a| 9 o
=dX(P)Y(®) = 5| _ 35 Szot/)t o ¢*(p) =
) o
= dX(P)Y(p) = 5| V(') =

= dX(p)Y(p) — dY(p)X(p).

Dies zeigt ().

Definition. Die Lieklammer von X,Y € Vect(M) ist das Vektorfeld

(X, Y](p) :=dX(p)Y(p) —dY (p)X(p) € T,M.
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Bemerkung. Manche Autorinnen definieren die Lieklammer mit umgekehrtem Vorzeichen.

Lemma 1.16.
1. ¢*[X,Y] = [p*X, ¢*Y].
2. [X,Y]+ [V, X] =0.
3. [[X,Y],Z) +[[V, 2, X] + [|[Z.X],Y] =0 (Jacobi-Identitit).

Bemerkung. Es gilt:
1L [X,)Y + 2] = X, Y]+ [X, Z];
2. [X,\Y] = )MX,Y], AeR.

Vect(M) ist eine Lie-Algebra, d.h. ein Vektorraum (iber R) mit einer bilinearen Abbildung
[-,-] : Vect(M) x Vect(M) — Vect(M) welche schiefsymmetrisch ist und die Jacobi-Identitdit
erfillt.

Beispiel (Lie-Algebra). g := R™*" ist eine Lie-Algebra: [A, B] := AB — BA.

Bemerkung. Seien X,Y € Vect(R") so, dass X,Y : R" — R" : X(z) = Az,Y (z) = Bu,
A, B € RV,
— [X,Y](z) = (AB — BA)z.

Lemma 1.17. Seien X,Y € Vect(M) vollstindig, o', Flisse. Aquivalent sind:
1. [X,Y] =0;

2 oyt =ylopt, Vst

Bewezis.

2.=> 1. :

Definiere v(t) := @l o)t o p~t o)™ (p) =p V.
— [X,Y](p) = 55(0) = 0.

1.=2.:
Schritt 1: Wir wollen zeigen (¢®).Y =Y, Vs.
Dazu betrachten wir

d d d

LY =) (W)Y = (@)Y =X, (00).Y] =

=02 X, (¢°).Y] = (¢%).[X, Y] = 0.

Schritt 2: Sei s € R fest. Definiere v(t) := ¢*(¢*(p)). Dann gilt:
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Y(t) = ' otpt ot ohH(p) = 4(0) = 0, $5(0) = [X,Y](p).

Allgemein: v : R — RF glatt, 4(0) = 0 = Die Abbildung t — ~(/1), t > 0 ist differenzierbar
an der Stelle ¢ = 0 und p

- 1) = =4(0).

= (V) = 33(0)
Also folgt

d
(X, Y](p) == )tzowﬁ oypVlopVloy™Vi(p) =

L eVloyViopVioy=Vi(p) —p
_tg% t ’

1.7 Lie-Gruppen

Definition. FEine Teilmenge G C R™*", heisst Lie- Gruppe wenn gilt
1. G ist eine Mannigfaltigkeit;
2. G ist eine Untergruppe von Gl(n,R), das heisst:

a) g,h € G= ghe G,
b) g€ G=det(g) #0 und g~ € G.

Beispiel (Lie-Gruppen).
1. G=GL(n,R)
2. G=SL(n,R)={g € R™" | det(g) = 1}
3. G=50(n)={geR™" | glg=1, det(g) =1}

4. G=U(n)={U € C™" | U*U = 1}, wobei U* =UT
m=1:U(1)=8'cC)

5. G=SU(n)={U eU(n) | det(U) =1}
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Bemerkung.

1. G C R™™ Lie-Gruppe = Die Abbildungen G x G — G, (g, h) — gh und
G — G, g— g ! sind glatt.

2. veT,G, heG= vheTlyG.

Die Abbildung T,G — Ty, G, v — vh ist ein Vektorraum-Isomorphismus.

Beweis. Wéhle v : R — G so, dass 7(0) = g und 4(0) = v.

= Die Kurve ¢t — (t)h € G ist glatt.

= 4| _(t)h = vh € TG,

Die inverse Abbildung ist T,,G — T,G, w +— wh™'. O

Definition. Sei G C Gl(n) eine Lie-Gruppe. Der Vektorraum Ty G heisst Lie- Algebra von
G. Abkiirzung: Lie(G) :=T1G =: g.

Beispiel. si(n) := Lie(SL(n)) = {¢£ € R™" | Spur(§) = 0}
so(n) := Lie(SO(n)) = {£ e R™" | {1+ € = 0}

Wir werden zeigen, dass £,n € g = Lie(G) = [{,n] =&n—n€ € g.

1.8 Exponential-Abbildung

Definition. Sei & € R™*"™ und t € R. Wir definieren die Exponential-Abbildung

oo

tkfk
exp(t§) := Z o € R™*™,
k=0
Bemerkung. Es gilt:
1. die Reihe konvergiert;
2. g exp(t6) = € exp(t€) = exp(tE)¢;

5. exp((t + s)§) = exp(t) exp(s§).

Lemma 1.18. Sei G € GL(n) eine Lie-Gruppe, g := Lie(G).
1. £eg = exp(t&) € G, VteR.
2.7 R— G glatt, (t +s) = y()1(s), 7(0) = 1, §(0) = & = (1) = exp(LE), V.
3.£€9,9€G= gég ' e€g.

4. &meg=[En]=En—nlcg.
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Beweis. Sei € € g.
1. Definiere ein Vektorfeld X, : G — R™" durch X¢(g) := &g € T,G.

SR 3.5 03 (—¢,e) — G so, dass 7(0) = 1 und

(1) = Xe(1(8)) = €x(t) Vi € (=<, 2).

Sei B(t) 1= 7(t) — exp(t€).

= 3(0) = 0, A1) = €A(1).

Bindeutigheit B(t) =0Vt € (—¢,¢).

Fiir ¢ beliebig gilt exp(t§) = exp(%é’)N € G, wobei N so gewahlt ist, dass |%| <e.

2. (s +1) = v(s)9(t) = (1) = L] vt +5) = L[ ,_7(s)7(t) = v (1)
= J(t) = &y(t) = Xe(v(1))-
= v(t) = exp(t&) Vt.

3. 9(t) = gexp(t{)g~" € G, 7(0) = 1.
= 9897 =79(0) e hiG =g.

4. n(t) = exp(t§)nexp(—tf) € g = Lie(G) nach 3.
= [§n] =& —n& =n(0) € g.

O

Definition. Seien G, H Lie-Gruppen. Eine Abbildung p : G — H heisst Lie-Gruppen-
Homomorphismus, wenn p glatt ist und ein Gruppenhomomorphismus ist.

Notation. p:=dp(l) :g=T1G — ThH = bh.

Lemma 1.19. p ist ein Lie-Algebra-Homomorphismus, d.h.

p([&n]) = [p(€), p(n)] Y& m€g.

Beweis.

Schritt 1: exp(tp(€)) = p(exp(t€)).
Definiere (t) := p(exp(t€)). Dann gilt: v(0) = p(1g) = 1y und

§(0) = | plesp(s) exp(t)) = 7| plexp(s))o(exp(t€)) =

=(dp(1)&)p(exp(t)) = p(&)plexp(t€)) = p(&)(1).
= plexp(t)) = v(t) = exp(tp(§)).

Schritt 2: p(g&g™") = p(9)p(§)p(g)~".
Definiere (t) := gexp(t&)g~' € G.

= p(7(t)) = p(g)plexp(te))plg) " "= p(g) exp(tp(€))p(g) .
= p(gég™Y) = L|,_ p(v(t) = p(9)p(&)p(g)~".
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Schritt 3: p([§,n]) = [p(&), p(n)]-

P([éﬂ]]) :% tzop(exp(tg)nexp(_tg)) Schritt 2
:% tzop(eXP(tf))ﬁ(n)p(eXp(—tf)) Schritt1
:% _, exp(tp(€))p(n) exp(~tp(€)) =

=p(&)p(n) — p(n)p(&) = [p(&), p(n)].

Beispiel (Lie-Gruppen).

Aut(g) :={®: 9 — g | & VR-Isomorphismus, ®([¢,n]) = [®(£), P(n)]}
Lie-Gruppe.

Der(g) :=Lie(Aut(g)) = {A:g — g | A linear, Al§,n] = [A§, n] + [§, An]}
Lie-Algebra.

ad : G — Aut(g), ad(g)n:= gng™*
Lie-Gruppen-Homomorphismus.

Ad = ad : g — Der(g),

d d
Ad(&)n = tzoad(exp(tf))n =2l exp(t&)n exp(—t&) = [§, 7]

Ad(§) = [¢, ] € Der(g)
Lie-Algebra-Homomorphismus.

Ubung. &, 7€ R™", y(t) := exp(t€) exp(tn) exp(—t) exp(—tn) = §(0) = 0, $5(0) = [£, n].

Beispiel.
Lie-Gruppe { Diffeomorphismen}
G € R™" Lie-Gruppe Diff (M)
g = Lie(G) Lie-Algebra Vect (M)
Ezxponential-Abbildung: | Fluss eines (vollstindigen) Vektorfeldes:
R — R™", 1 — exp(t) M — M, p— ¢'(p)
Adjungierte Abbildung: Push forward:
g—g 989! Vect(M) — Vect(M), X — 0. X
Lie Klammer: Lie Klammer:
(& m] =&n—nk (X, Y] =dXY —dY X

Beispiel. F(M) :=C>®(M)={f: M — R glatt}.

O : F(M) — F(M) heisst Automorphismus < ®(f 4+ g) = ®(f) + ®(g),

(f-g)=0(f) 2(9),
o(1) = 1,

® biyjektiv und linear.
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Aut(F(M)) = { Automorphismen}.
§: F(M)— F(M) heisst Derivation, wenn 0 linear ist und 5(fg) = fé(g) + 6(f)g.
Der(F(M)) = Lie(Aut(F(M))).
Diff(M) — Aut(F(M))
% — {fr fop=19"f} Gruppen-Antihomomorphismus (¢ o )* = 1* o @*
Vect(M) — Der(F(M))
X — Lx Lie-Algebra- Antthomomorphismus
Wobei Lx wie folgt definiert ist: Lx f :=df o X.
FEs gzlt ﬁ[}gy} = —[ﬁx,[,y] == —ﬁxﬁy + ﬁyﬁx.

Ubung. Zeige df[X,Y] = —d(dfY)X + d(df X)Y.

1.9 Immersionen und Einbettungen

Sei M C R¥ eine m-Mannigfaltigkeit und sei n < m.

Definition. Fine Teilmenge N C M heisst Untermannigfaltigkeit (der Dimension n),
wenn N selbst eine n-Mannigfaltigkeit ist.

Definition. N C R! n-Mannigfaltigkeit.
Eine glatte Abbildung f : N — M heisst Immersion, wenn df(q) : T,N — T M injektiv
1st Vg € N.

Definition. f: N — M heisst Einbettung, wenn gilt:
i) f ist eine Immersion;
ii) f ist injektiv;
i) f ist eigentlich, d.h. K C f(N) kompakt = f~'(K) kompakt.

Bemerkung. f ist eigentlich genau dann wenn fiir jede Folge q1,qs2,qs, ... in N gilt:
f(q;) konvergiert gegen ein Element von f(N) = q; besitzt eine konvergente Teilfolge mit
Limes in N.

Beispiel (Einbettung). N C M Untermannigfaltigkeit. Sei f : N — M definiert durch
fla) ==q

= f ist eine Finbettung.

Beispiel (Immersion). f: S' — R? f(z,y) := (x,zy) Immersion, nicht injektiv.
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Satz 1.20. f: N — M Finbettung —> f(N) C M ist eine Untermannigfaltigkeit von M.
Beispiel. f: R — R? f(t) = (cos(t),sin(t)) ist nicht injektiv.

Satz 1.21. Sei M € R¥ eine m-Mannigfaltigkeit, N C M eine Teilmenge und n < m.
Aquivalent sind:

i) N ist eine Untermannigfaltigkeit der Dimension n;

ii) Vpo € N U C M offen, po € U, 3V C R" x R™™™ offen, 3 Karte ¢ : U — V so, dass
VpeU
pe N <> p(p) € R" x {0}.

Lemma 1.22. Sei f : N — M eine Finbettung und qo € N.
— JU C M offen, f(q) € U, 3V C N offen, qo € V, AW € R™ ™ offen, 0 € W,
JF:V xW — U Diffeomorphismus mit

i) F(q,0)=f(q) VgeV;
ii) F(q,2) € f(N) <= 2=0 VYqeV,VzeW.

Korollar 1.23. f|y : V — f(N)NU ist ein Diffeomorphismus.

Beweis von Korollar 1.23. Sei m:V x W — V die Projektion 7(q, z) := ¢. Dann folgt:
L (V) = f(N) N U;
2. flv:V — f(N)NU ist bijektiv;

3. (flv) ' =mo (F Y pnnw) ist glatt. -

Beweis von Satz 1.20. Sei py = f(qo) € f(N).

KB 3y € N offen, go € V, 3U € M offen, py € U so, dass

flv:V — f(N)NU Diffeomorphismus.
O.B.d.A. 3 Karte ¢ : V— R” fiir N.
= Yo (fly)': fF(N)NU — R" ist Karte fiir f(V). O
Beweis von Satz 1.21.
i) = 1) -
W :={y € R"| (y,0) € V} offen in R™. Definiere 1) : W — N durch 9 (y) := ¢~ !(y,0).

= 1 ist ein Diffeomorphismus von W nach N N U.
= 171 ist eine Karte fiir V.
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i) = ii) :
Sei g9 € N gegeben. Wir kénnen Lemma 1.22 auf die Abbildung N — M, ¢ — ¢
anwenden.
= dU Cc M, U Cc N,W C R™ ™ offen, mit ¢o € U, 0 € W, und 3 ein Diffeomor-
phismus F': V x W — U so, dass die Bedingungen von Lemma 1.22 gelten. O.B.d.A.
JdKarte ¢ : V — Q C R” fiir N. Sei ¢ 1= (¢ xid)o F7™' : U — Q x W. Sei
peU=F(V xW). ¢ ist also durch folgendes kommutatives Diagramm definiert:

M-o>U 25 vxw cNxRm
4p\ lTZJXid
QxW cCRrxRm™"

= JqeV,dz €W so,dass p=F(q,2) = o(p) = (¥(q), 2).
peEN & F(q,z) € N=f(N) < z=0 (Lemma 1.22) < ¢(p) € R™ x {0}.

Beweis von Lemma 1.22. Sei f: N — M eine Einbettung, qo € N
= df(qo) : TgoN — Ty(go)M ist injektiv.

1. Withle Karte ¢ : UNN — R™, U C R” offen, py := f(q0) € U, (U N M) C R™ offen,
v:UNM — o(UnN M) Diffeomorphismus.

2. Beachte dass d(¢p o f)(qo) : T)o N — R™ injektiv ist.
T, M

d d
Yiwo) 7 N\
T, N dlpof)lag) ing. R™

= J lineare Abbildung A : R~ — R™ so dass die lineare Abbildung
TN x R™™" = R™, (w,() — d(p o f)(g)w + AC
bijektiv ist.

3. Definiere 2 := {(q,2) € N x R™™ | f(q) € U,o(f(q)) + Az € ¢(U)} > (go,0) und
F:Q — M durch F(q,2) := o Yo(f(q)) + Az).
= dF(qo,0) : Tyy N x R*™™ — Te0yM ist bijektiv.

4. Nach Satz 1.10 folgt: 3V C N offen, ¢ € V., W C R™ " offen, 0 € W so, dass:

a) VxW cQ;
b) F(V x W) C M offen;
¢) Flyxw : V xW — F(V x W) Diffeomorphismus.

5. F(q,0) = f(q) Yq € V nach Konstruktion.

6. Behauptung. 3V, C V offen, qo € Vi, AWy C W offen, 0 € W so, dass:

q€Vo,z €Wy, F(q,2) € f(N) = 2=0.
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Beweis. Wir nehmen per Widerspruch an, dass keine solchen V, und Wy existieren.
Dann 3¢; € V,q; — qound 3z, € W, z; — 0, z; # 0 mit F(q;, z;) € f(N).

= J¢. € N so, dass f(q)) = F(q, z).

= lim; o f(¢)) = lim; 00 F'(qi, 2:) = F(qo0,0) = f(qo)-

feigenglich ¢; hat eine konvergente Teilfolge mit Limes in N. O.B.d.A. ¢} — ¢, € N.

£ steti )
=* f(QO) = lim; f(q;) = f(QO)-
fmj:ek;w qh=qo, d.h. ¢ = g € V.

= Jip so, dass Vi > iy ¢, € V.

= Vi 2o : (¢;,0) € V x Wund F(g;,0) = f(g;) = F(ai, i)-

= Da F': V. x W — U injektiv ist, gilt: (¢},0) = (¢, z;) Vi > ip.

= z; = 0 Vi > ig. Widerspruch. O

1.10 Submersionen

Definition. FEine glatte Abbildung f : N* — M™ heisst Submersion, wenn die Ableitung
df(q) : TuN — TpqyM surjektiv ist fiir jedes ¢ € N.

Bemerkung.
1. Submersion — n > m.

2. f Submersion <= Jeder Punkt p € M ist ein requldrer Wert von f.

Lemma 1.24. Sei f : N — M eine Submersion, qo € N.
— U C M offen, f(qo) €U, Jg:U — N so, dass

fogp)=p, VpeU,

9(f(q0)) = qo-

Beweis. Sei M™ C R¥, N* C R! und df (qo) : TyoN — Ty(40)M surjektiv, also gilt

dimker df (go) = n — m.

= 3 lineare Abbildung A : R" — R"™™ so, dass Alxerdr(qo) : ker df (o) — R™™™ bijektiv ist.
Definiere ¢ : N — M x R*™™™ durch ¢(q) := (f(q), A(qg — qo))-

= d(qo) : Ty N = TyigyM x R*™™, v — (df (qo)v, Av) ist injektiv.

= dip(qo) bijektiv.

SLLI0 3« N offen, g € V, IW C M xR offen, (f(go),0) € W so, dass |y : V — W
ein Diffeomorphismus ist.

SeiU:={pe M| (p,0)ec W} Deﬁniere g: U — N durch g(p) := ¥ (p,0).

= U offen, f(q0) € U, g(f(q)) = ¥~'(f(%),0) = go und

(f(9(p); Alg(p) — 90)) = ¢(9(p)) = w<w-1<p, 0)) = (p, 0).

= f(9(p)) = p. m
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Korollar 1.25.
i) f: N — M Submersion = f(N) C M ist offen.

i) f: N — M Submersion, N # 0, N kompakt, M zusammenhingend = [ ist surjektiv.

Bewezs.

i) Seien gy € N, f(qo) € f(N), U C M und g : U — M wie in Lemma 1.24.
= fl9(p)) =p, Vp €U = U C f(N).

ii) f(N) # 0, f(N) kompakt, daher abgeschlossen, f(N) offen relativ zu M = f(N) = M.
U

Beispiel. Sei f : N — M glatt = Die Mengen U := {q € N | df(q) injektiv},
V:={q € N |df(q) surjektiv} sind offen in N.

Beweis. Ubung. O

1.11 Vektorbiindel

Definition. Sei M™ C RF eine glatte Mannigfaltigkeit. Ein Vektorbiindel (iber M vom
Rang n) ist eine Teilmenge E C M x R! mit folgenden Eigenschaften:

i) fiir jedes p € M ist die Menge E, :={£ € R'| (p,&) € E} ein linearer Unterraum von
R’ und dim E, = n;

i) E ist eine Mannigfaltigkeit in R* x R!.

Bemerkung.

1. E C M x R! Vektorbiindel = 3 Projektion © : E — M, =(p,§) = p.

o

7 Yp) = {p} x E, heisst Faser von E iber p.

3. Fin Schnitt von E ist eine glatte Abbildung o : M — E so, dass mw o o = idy. Jeder
Schnitt hat die Form o(p) = (p,s(p)), s: M — R, s(p) € E,, Vp € M.

~

a(p) = (p,0) heisst Nullschnitt von E.

r

. Beispiel: E := T'M ist ein Vektorbindel, E, = T,M, {Schnitte von T M } ={ Vektorfelder}.

Der folgende Satz gibt eine Charakterisierung von Vektorbiindeln.

Erinnerung: Eine Matrix I € R/ ist eine orthogonale Projektion wenn II7 = II = II2.
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Satz 1.26. Es wird vorausgesetzt:
1. M C R” ist eine Mannigfaltigkeit;
2. E C M x R! ist eine Teilmenge;
3. E,={¢ R | (p,&) € E} ist ein Vektorraum und dim E, = n fiir jedes p € M ;
4. Fiir jedes p € M sei1l(p) € R™! die orthogonale Projektion auf E,, d.h. TI* =11 = 112,
imII(p) = E,.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

i) E ist ein Vektorbindel;

i) Vpo € M 3 glatte Abbildungen si,...,s, : M — R' so dass s;(p) € E,, i =1,...,n,
p €M, und s1(po), - .., Sn(po) eine Basis von E,, bilden.

i) 11 : M — R™! st glatt.

Beweis.
i) = i)
Schritt 1: 7 ist eine Submersion. Beweis:
a) dn(p,0) : Tpo B — T,M ist surjektiv.
o(p) == (p,0) = moo =id = dr(p,0)do(p) =id : T,M — T,M.
b) (Aus Beispiel 1.10) Vp € M Je > 0, V€ € E,: [£| < e = dn(p, &) surjektiv.
c) dn(p,§) surjektiv, V€ € E,. Definiere f\ : E — E durch fy(p,§) = (p, X§), A > 0.
= 7o fy=m, f{l = fi/-
= dfs(p,§) : TpoFE — Tipre)E ist ein Isomorphismus.

= dr(p, \)dfr(p, &) = dm(p, &) ist surjektives Isomorphismus, falls A|{| < e.
Da A > 0 beliebig ist, folgt, dass dm(p, §) surjektiv ist, V(p,§).

Schritt 2: Wéhle Basis &, ...,&, von E,. Nach Lemma 1.24 3U C M offen, p, € U,
do1,...,0, : U — FE glatt so, dass m o 0; = id, 0;(po) = (po,&i), i =1,...,n.
= 0i(p) = (p,5i(p)), si: U — R glatt, s,(p) € By, Vp € U.

a) Wihlee >0sodasspe M, |[p—po| <e=peU.
b) Wiihle 3 : R¥ — [0, 1] glatt so, dass 3(py) = 1 und B(p) = 0, falls |p — po| > €.

¢) Definiere §;(p) := { Bp)sip) peU $; glatt, s;(p) € E, Vp € M.
0 peU P
i) = i) :
Sei pp € M. sy,...,8,: M — E wie in ).
= Je > 0o, dass Vp € M mit [p—po| < € gilt: s1(p),. .., sn(p) sind linear unabhéngig
(= s1(p), ..., sn(p) Basis von E,).
Definiere D(p) € R™" durch D(p)n = > i, n'si(p). U := Be(po) C R.
= D:UNM — R>*" glatt, im D(p) = E,, D(p) injektiv Vp € U N M.
= I(p) = D(p)(D(p)" D(p)) ' D(p)".
= II ist glatt.
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i) = i) :
Sei &1, ...,&, € B, eine Basis, s;(p) := [I(p)§; € E,.
1) = i) :
Wir miissen zeigen, dass £ C R* x R! eine Mannigfaltigkeit ist. Sei py € M und
¥V — UN M eine Parametrisierung, mit po € M NU.
O.B.d.A. Jsy,...,8, : M — R glatt so, dass s1(p),...,s,(p) Basis von E, fiir alle
pelU C M.
Definiere ¥ : V x R" — (U x RY) N E durch ®(z,7) := (¢(z), iy misi(p(2))).
= @ ist Parametrisierung von E, @71 : (U x R)YNE — V x R" Karte fiir E.
Es ist noch zu zeigen, dass ® ein Diffeomorphismus ist:

a) D(p)n = >, n'si(p)-
b) @(z,n) = (¢(x), D(¢(x))n) = @ ist glatt.
c) @ (p,&) = (¢ H(p), (D(p)" D(p)) "' D(p)"¢) glatt.

Beispiel (Vektorbiindeln).

1. Pullback:
E

lﬂ'
N Lom

f*E={(q,§) e NxR'[{ € Eyp}
| EAR2 :HEof.

2. Orthogonales Komplement: (E*), := E-
e =1 - 11"

1.12 Satz von Frobenius
Definition. Sei M™ C R* glatte Mannigfaltigkeit. Sei F C TM Vektorbiindel. Eine Unter-
mannigfaltigkeit E C F heisst Unterbiindel (von Rang n), wenn es selbst ein Vektorbindel

ist, d.h. wenn E, C F, ein Untervektorraum ist, dim F,, =n, Vp € M.
FEin Unterbiindel von T'M heisst Distribution.

Sei E C T'M eine Distribution.

Definition. E heisst integrabel, wenn fiir jeden Punkt py € M eine Untermannigfaltigkeit
N C M ezistiert so, dass po € N und T,N = E,, Vp € N.

Definition. F heisst involutiv, wenn fir alle Vektorfelder X,Y € Vect(M) folgendes gilt:

X(p),Y(p) e E,Vpe M = [X,Y](p) € E, Vp € M.
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Definition. Fine Blditterungskarte fiir E ist eine Karte o : UNM — V, U C R* offen,
V CR" x R™™" offen so, dass Vp € UNM, Vv € T,M folgendes gilt.

Sei p(p) =: (z,y) und de(p)v =: (§,n), z,§ € R", y,n € R™™".
Dannv e E,<=n=0, d.h.Vpe UNM gilt dp(p)E, = R" x {0}.

Satz 1.27 (Frobenius). Sei E C TM Unterbiindel. Aquivalent sind:
i) E ist involutiv;
ii) E ist integrabel;

iii) ¥Ypo € M 3 Bldtterungskarte o : UNM — V so, dass py € U.

Lemma 1.28. Sei E C T'M involutiv. Sei X € Vect(M) vollstdndz’g so, dass X(p) € E,,
Vp € M. Sei ' der Fluss von X. Dann gilt do'(p) : E, — E(, Vp € M, Vt € R.

Beweis von Satz 1.27.

Qi) = 1) :
Sei 90(190) =: (x()?yO)v ZTg € Rn’ Yo € R™ ™,
N = p 1 (R" x {yo} NV) ist die gewiinschte Untermannigfaltigkeit.

1) =) :
Seien X,Y € Vect(M), mit X(p),Y (p) € E,, ¥p € M. Sei py € M.
g 3 Untermannigfaltigkeit N C M so, dass pp € N, T,N = E,, Vp € N.
= X(p),Y(p) € T,N, ¥p e N.
= X|n, Y|y € Vect(N).
= [X,Y](p) = (X[~ YInl(p) € LN = Ep, Vpe N.

i) = i) :
Sei po € M. Nach Satz 1.26 3 Vektorfelder X1, ..., X,, € Vect(M) so, dass
Xi(p) € E,, Vpe M, Vi, Xi(po), ..., Xn(po) Basis von E,. O.B.d.A. X; vollstandig.
Seien ¢!, ..., " die Fliisse von X7, ..., X,. Seien Y1,...,Y,,_, € Vect(M) vollstindig
50, dass X1 (po); - - - Xn(po), Y1(Po); - - - Yim—n(po) Basis von T,,, M. Sei ¢} der Fluss von
Y;.
Definiere ¢ : R" x R™™™ — M durch ¢(x,y) := p{togs?o---opimopio---0p?™ " (pg).
Dann folgt:

a) 22(0) = Xi(po), 52(0) = Y;(po).
Also dip(0) : R® x R™" — T, M bijektiv.

b) 3 2% 2 (2.Y) € Eyy), Yo,y (nach Lemma 1.28) = Ey,,) = Span{ax1 ""an}

= Ey(ay) = di(z,y)(R" x {0}).
= JV CR" x R™ " offen, 0 € V so dass (¢|y) ! Blétterungskarte ist.
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Fiir den Beweis von Lemma 1.28 brauchen wir:

Lemma 1.29.
Sei E C TM involutiv, 3 : R2 — M glatt so, dass 2 B B (s, 0) € Egs0), 3 (s t) € Egsp
—> (s, 1) € Epsp).

Lemma1.29 = Lemma 1.28:
Seip € M, v € E,. = 3 Vektorfeld Y € Vect(M) so dass Y(q) € E,, Vg € V und Y (p) =
O.B.d.A. Y vollstiandig.
= 37 : R — M so dass §(s) = Y(7v(s)), Vs € R, ¥(0) = p. Insbesondere 4(0) = v und
”)/( )EE"{(S Vs € R.
Definiere 3(s,t) := ¢'(y(s)), 8:R* — M.
Egﬁfolgt
(S 0) ’y( ) eFE y(s) = E,g(s’ 0) Vs € R. } Lemma 1.29 8ﬁ
ho.0) = #0(6) = X)) = X(3(s 1) € By J W E B0
Beachte dass 22(0,1) = dp'(7(0))3(0) = de'(p)v und Egos) = Epe(yp).-
Das heisst v € E, = do'(p)v € Egt(y). O

Beweis von Lemma 1.29. Definiere pg := 5(0,0) € M. Wéhle Karte p : UNM — R"xR™™"
U C RF offen, pp € U, V = (U N M) C R" x R™™" offen. dp(po)E,, = R™ x {0}.

M W Re xR
U ( U
v(p)=(z,y) -
E, - By

E(x,y) = dy(p)E, = Graph einer linearen Abbildung A(z,y) : R* — R™ ", wobei
p=¢ ' (z,y).

E(x,y) ={(&n) | £ €R", n=A(z,y)¢}

VCR*xR™™ A:V — Rm—mxn,

Notation. $4¢ = Y77 | 224(z, y)¢;, ?9—;177 => " 2;4 (@, y)n;-

Behauptung 1. E involutiv, (z,y) € V, n:= A(z,y)¢, n' = Az, y)¢
= (Be + Ba)e = (e + By)e
Beweis der Behauptung 1. z := (x,y) € V, ¢V — R™.
Definere () i= (£(2), A(2)€(2)) und ¢'(2) = (€/(2), A)€(2)).
n(z) 7 (2)
((2),¢'(2) € ~z~‘
= [(,('](2) € E,. Also gilt:
[€. ¢'I(2) =d((2)¢(2) — dC'(2)¢(2) =
=(d&(2)¢"(2) — d€'(2)C(2), dn(2)¢(2) — dn' (2)¢(2)) =
=(d&¢’ — de/¢, A(dEC" — de'n)) + (0, (dAC)E — (dAQ)E) € E..
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= (dA(")¢ — (dAC)E' =0
B:iR2 = UNM, o(B(s,t) = (200).

op oy Ox

B —(5,0) € Eg(s0) = D5 (s 0) = A(:E,y)%(s,O).
I} oy B ox
o —(s,t) € Egsp) = Y —(s,t) = A(x,y)a(s,t).

Behauptung 2. %(s,t) = Az, y)%(s,t), V(s,t) € R2
Lemma 1.28 folgt aus Behauptung 2.
Beweis der Behauptung 2. Stimmt fiir ¢ = 0.

Sei (s, ) := GL(s, 1) — Az, y) (s, 1), 1(s,0) = 0.
Dann folgt:

on 0% 0A Ox 8A 8y ox
33875

ot 88825 O 815 3y ot) os
Behl 0y 0A 8x A@x @
dsot 33875 O 33 O0s ot
0 0y ox 0A 8y dr \\0r
_8s<3t A3t>+<8y<3s A@s))@t_
_O =n
(A%
oy o

Das heisst % = <a 7]) 9z mit n(s,0) = 0.
= n(s,t) =0, Vt.
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2 Geodaten

2.1 1ste Fundamentalform

Linge einer glatten Kurve 7 : [0,1] — R™ L(y) := [} |4|dt.
Bemerkung. L(7) = limy o iy [1(55) = 7(5H)] = [7(1) = 4(0)]

Yo(t) =p+tlg—p); L(v) = [p—ql < L(v).
(Eine gerade Linie minimiert Linge unter den Bedingungen v(0) = p, v(1) =q.)

Bemerkung (Reparametrisierung). Sei o : [0,1] — [0,1] so, dass a(0) = 0, a(l) =

a(s) > 0. Dann gilt L(y o ) = L(7).
Beweis. L(vy o ) fo |Ly(a(s))|ds = fo |v(a(s))|a(s)ds = fo 1y(t)|dt = L().

Beispiel. Wir definieren zu einem 0 < § < % eine Reparamentrisierung
a:[0,1] — [0, 1] mit:

0, 0<s<9 )
a(s).:{ 1 1-s<s<1 und a(s) = 0.

Dann: — 7(s) :==y(a(s)) = L(¥) = L(7).

Sei M C R" eine zusammenhéngende m-Mannigfaltigkeit.

Definition. Sei €, ,:= {v:[0,1] — M | v(0) = p,v(1) = ¢}.

Wir definieren eine Abstandsfunktion d : M x M — R durch d(p, q) := infcq, , L(7).

Lemma 2.1. d ist eine Metrik, das heisst Vp,q,r € M gilt:
1. d(p,q) = d(q,p);
2. d(p,r) < d(p,q) +d(g,r);
3. d(p,q) 20,d(p,q) =0=p=gq.

Bewezs.
Loy €y () =71 —1t) =7 € Q. L(7) = L(7). Daher d(p, q) = d(q,p).

2. Seie > 0.Sel v € Qyy: L) <d(p,q)+e¢
Sei y € Qg - Lim) < d(g,7) + ¢
OB.dA y(t)=¢, 1 =0 <t <1, %(t) =q,0<t<¢ (siche vorheriges Beispiel).

Y0(2t) , 0<t<1/2

Definiere: y(t) := { M@E—1),1/2<t<1 vEQ,,

L(v) = L(vo) + L(m) < d(p,q) +d(q,7) + 2¢
= d(p,r) < d(p,q)+d(q,r)+ 2¢ Ve > 0
= d(p,r) < d(p,q) +d(g,7)
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3. d(p,q) > |p—q| > 0.
dp,q) =0=|p—q|=0=p=q.

Beispiel (Abstandsfunktion). M = S? C R3;

d(p,q) = cos™'({p,q)) mit 0 < d(p,q) <=

Auf M haben wir zwei Metriken:

d(p,q) = inf L(v);

do(

p.q) =

VEQp,q

Ip—ql.

Frage. Definieren diese Metriken dieselbe Topologie auf M?
Das heisst U C M offen beziiglich dy < U offen beztiglich d?
Aquivalent: A C M abgeschlossen beziiglich dy < A abgeschlossen beziiglich d?

Aquivalent: Sei p; € M Folge und py € M. lim;_.o. |p;

Antwort. Ja.

Lemma 2.2. Fir jedes pg € M gilt: lim,, 4., -
offen so, dass po € U und Vp,q e M NU :

(1—e)lp—ql <dlp,q) < (1+¢)|lp—ql.

Beweis. O.B.d.A py=0¢€R"
M = {(z,

(

Waihle U so, dass UN M = {(z, f(x)) | |z| < d}.

p,q €U = p= (g, f(
v(t) == (w0 + t(z1 — w0),
Y(t) = (z1 — o, df (x(t)) (21 — x0))

o)), |To| < 6 und g = (z1, f(=
f(xo +t(z1 — 20))) = 7(0)

—po| =0 < lim; o d(p;, do) = 07

=1d.h Vpy € M,Ve > 03U C R"”

=R™ x R*"™, ToM = R™ x {0}.
f(2)) |z € R™}, [ R™ — RP™ glatt, £(0) = 0, df(0) =
Waihle § > 0 so, dass |z| < § = |df(z)| < €.

) || <0
=p,7(1) = ¢, [z(B)] <6, |df (2(1))| < e

YO < far = ol + |df (x(t)) |21 — o] < (1 +¢&)[zr —wo| < (L+2)lp— gl (da|df(2(t))] <e)

= L(v) < (1+¢)lp—q| = d(p,q) <

Frage. Konnen wir die Parametrisierung ) so wihlen, dass L(voc) =

(I+e)lp—ql

O

L(c), Ye:[0,1] = V?

Notation. z = (z!,....,2™) € V C R™; ¢(z) = (¥ (z), ...

oo /
:/01
:/01
:/01

|— t))|dt =

\ Z (%W(c(ﬂ)fdt .

\z<

M ()); et

\ZZ



Definition.
n 877/)1’

oxt
1

@02 @) = (32 (0), 22 ()

9ij(w) ==

v=

heisst 1ste Fundamentalform von M.

r €V = g(x) = dip(z)Tdyp(x) symmetrisch positiv definit

Lioc) = /0 POPHCLIOEON ()
L(poc) = L(c), Ve <= gi(v) =0y <= dy(x)Tdyp(z) =1, Yz €V (5)

= 1) erhalt Winkel und Flédcheninhalt.

Beispiel. Sei M = S2.

(:52 Y bildet gerade Linien auf Grosskreissegmente ab.

= Ay R? — 82, die die Winkel und der Flicheninhalt erhihlt.

(daa+B+~v=mauf R> und a+ B3+~ =m+ A auf S?, A = Flicheninhalt des Dreiecks
ABC mit Winkel o, 3, ).

Frage. Gibt es v € Q,, so, dass L(y) = d(p, q)? Ist dieses v eindeutig?

D.h. wir untersuchen Minima der Lénge L : €, , — R. Die gleiche Frage kann man fiir die
Energie stellen. E: Q,, — R, E(y) = 3 [} [7(t)|%dt.
Vorteil: F hingt “glatt” von v ab. L hiéngt “glatt” von v ab nur dort wo 4(t) # 0 Vt.

2.2 Orthogonale Projektion auf Tangentialraum

p € M, T,M C R" ist ein linearer Unterraum. II(p) € R™™ ist die orthogonale Projektion
auf T, M (nicht zu verwechseln mit 7 : TM — M mit 7(p,v) := p).

Erinnerung

i) II(p)? =1I(p); “II Projektion”

i) [I(p)T =(p); “II orthogonal”

iii) v € T,M < Il(p)v = v;

(1),ii),iii) bestimmen II(p) eindeutig)
iv) IT: M — R™" ist glatt (Satz 1.26).

Beispiel (Orthogonale Projektionen).

1. M™ C R™ Hyperfliche (n=m+1). Es gibt fiir jedes p € M einen Einheitsnormalen-
vektor v(p) € R™L dasheisst :
v(p) LT,M, |v(p)| =1
(p)v = v = (v, v(p))v(p)
(p) = 1 —v(p)v(p)" € RImFIxtmtl),
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1—p? —pip2 —pips
2. S2CRu(p)=p=T(p)=L—pp" = —pop1 1—p3 —pap3
—psp1 —p3p2 1 —p3

8. M = f~1(0); 0 regulirer Wert von f: R™ — R"=™ T M = ker df (p)
= I(p) = 1 — df ()" (df (p)df (p)") " df (p)-

4. Fiir eine Karte ¢ : V - MNU; VCR™ U CR"
TywyM = im dy(z); (¥ (x)) = di(z)(d(z)" di(x)) " ()"

2.3 Kovariante Ableitung (entlang Kurven)

v: I — M glatt; I C R Intervall.

Definition. Ein Vektorfeld entlang ~ ist eine glatte Abbildung
X : I —=R" so, dass X(t) € TyyM Vt € 1.

Notation. Vect(y) = {X : I — R™ | X Vektorfeld entlang ~}.

Fiir X € Vect(y) ist im Allgemeinen X (t) ¢ Ty M, X(t) = T(y(t) X () + (1 =TI ((t))) X (t)

mit T(7(£)) X (£) € T, M und (1~ T(y(t)))X (1) € (T, M)*.

Definition. Der Vektor VX (t) = I(y(t)) X (t) € TyuyM heisst kovariante Ableitung von
X an der Stelle t.

Bemerkung.

1. X € Vect(y) = VX € Vect(v);

2. VX =0 X(t) L TyyM ¥t € T “X parallel entlang v”;
3. 4(t) € Vect(y);
4. VA(t) = (v (8)5(t); Vi =0 5(t) LT,y MVt € I;
5. X,Y € Vect(y). Dann folgt:
%<X(t>,Y(t)> =(X(2),Y(1)) + (X (1), Y (1)) =
=y ()X (0), Y (1)) + (X (1), (1) Y (1)) =
=(VX(t),Y(t)) + (X(t), VY (t)).
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2.4 ,, als unendlichdimensionale Mannigfaltigkeit

Eine Kurve in ,, ist ein glatte Abbildung v : R — €, ,; s — 75, d.h. die dazugehdrige
Abbildung: v : R x [0,1] — M; (s,t) — v,(t) ist glatt.

Definition. Der Tangentialraum von 2,4 an der Stelle v € ), , ist die Menge aller
Ableitungen von Kurven in €, , mit o = 7:

TWQP#] = {%}5:0% ‘ v R — Qp,q; S Vs glatt} Yo = fy}

Bemerkung Sei X = 2| _ Vs € Th8 4, dann ist
Z) X( ) ds s= 0’75( ) < T"/(t)M
ii) X(0) = ds . 0%(0):0, X(1)=0.

Ubung. 7.9,, = {X € Vect(y) | X(0) =0, X(1) = 0}.
Zu zeigen: VX € Vect(y) mit X(0) =0 = X (1) gibt es eine glatte Kurve von Kurven
R — Q,4; s — 75 so, dass 79 = 7, %’szo% = X.

2.5 Kritische Punkte von Energie und Linge

dE(v) : T,€,, — R linear ist definiert durch:

dE(7)X =4 o E(7s) fiir X = % _ s Genauso dL(v)X :

s=0
\/OI'SiCht: dL( y) ist nur WOhldeﬁnlert WeInI ’}/(1) 7£ 0Vt S [0 ]

Definition. I C R Intervall; v : I — M glatt heisst Geoddte wenn V4(t) =0, Vt € I.

Satz 2.3. Sei v € Q,,. Dann sind dquivalent:
1. v ist ein kritischer Punkt von E, d.h. dE(7)X =0VX € T,8, ,;

2. Entweder ist y(t) = p = q Vt oder |¥(t)| = konst # 0 und vy ist ein kritischer Punkt
von L, d.h. dL(7)X =0, VX € T,Q, ,;

3. Vy=0.
Beweis. Gegeben sei X = 7-| _ 75 € T8}, mit v : R — € ;5 s — 5, 70 = 7. Dann gilt:
)X = 4| B =1 1/1< O30t = [ (2] 050001 =
g - dsls—o Vs d 502 Vs v Vs - 0 s szoﬁ)/s » Y0 -

:/0 %%Lovs(t),%(t))dt:/o (%X(t),%(t»dt:/o (X (1), 4(1))dt =
= [ . Gxanar = [ LG xwna - [ o, xma =0

— G, X[} - / (VA(t), X(t))dt = / (VA (E), X (1))t (+)
mit X (t) € Ty M und V4(t) € II(y(t))(t).
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1. 3.
dE()X =0 VX € T,Q,, < A(t) L TooM Vt € [0, 1]
“<”" in (x) einsetzen
“=” Angenommen 3o € [0,1] : ¥(to) & (Tyue)M)™
Wir suchen ein X € 7,9, , so, dass dE(y)X # 0.

Nach Annahme Jvy € Ty M : 0 < (§(to), vo) = (¥(to), I(7(t0))vo)
=3e>0:Vtelto—e, to+e|N[0,1]: (§(t), I(v(¢))vo) > 0 (wegen Stetigkeit).
O.B.d.A. ty € (0,1), (to — e,to + ) C [0,1]. Wahle 5 : [0,1] — [0,1] so, dass (3
glatt,
Blto) = 1, (1) = 0 fiir [t — to] > . X(£) := BOTI(4(8)) o
Nun ist X € 7,9, und dE(7)X = — [,*"F B)(IL(y(t))vo, 5 (t))dt < 0.

1.2

Auch unter Annahme von 1. gilt: |¥(t)| = konst. Beweis:
1) = dt\'y( )2 = 2(5(t),%(t)) = 0. Denn wire (Y(to),¥(to)) # 0, fiir ein ¢y € [0, 1], so
gabe 6111 ﬁ (wie i 1m Bewels “l. = 3.7) so, dass fiir X (¢) := G(t)5(t):
t +5 .
= . B ,y(t))dt # 0. (Widerspruch zu 1.)
Fall 1: |¥(¢)] = 0: 1) gilt, 2) gilt trivial.
Fall 2: [4(t)] = ¢ > 0. Sei X = £| _ v, € T, 4

d v
/ |Vs(t>|dt -
s=0 0

ds

LG,
‘/o Fol

—+ [ . gx@a -

dL(7)X =

Cc

1
= —dE(7)X
&

d.h. fiir |4| = ¢ haben E und L die gleichen kritischen Punkte.

2.6 Geoditen in lokalen Koordinaten

Sei M C R" glatte m-Mannigfaltigkeit, ¢/ : V' — U lokale Parametrisierung,

V CR™ U C M offen, v : I — U glatte Kurve in M, c¢: [ — V glatt so, dass y = oc.
Wir wollen die Geodéten-Bedingung V4 = 0 in eine Bedingung an ¢ iibersetzen.

Fiir X € Vect(y) wollen wir VX in lokalen Koordinaten berechnen.

X(t) € TypyM = imdip(c(t)), also gibt es eine (eindeutige) Abbildung & : I — R™ so, dass
X () = dip(c(t)E(t) = X0, S5 (c(t)E(t).

Wie kénnen wir VX (t) = II(y(¢)) X (¢) in lokalen Koordinaten ausdriicken?
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X(1) = Xl g () (L) + Ly G (e()E'®);
(¢ (2)) g2 (2) = 55 () € TyyM = im dip(x).
Wir definieren die Christoffel-Symbole I'}; durch II(¢)(x)) O’v (x) = >0, Ff‘](x)%(x)

Oxt0xd
mit T (z) € R.
Berechnung: T'};(z) = T'%(z).

Damit haben wir bewiesen:

=&k 4+ Z Thee. (6)

1,7=1
Korollar 2.5. Sei c: I — V glatt. Dann gilt die Geoddten-Gleichung:

v =1 oc Geodite <:>c+ZF VEd =0k =1,.

2,7=1
Beweis. Lemma 2.4 mit X =4 = dy(x)E.
Vi=0eVE=0&Ve=0 &+  Th(e)dd =0 VE=1,.,m. O
Erinnerung.
Iste Fundamentalform g;;(z) = (gfi (), %(l‘)) mit (g;;(2))ij=1...m = AT (z)dy(z) € R™*™,
Bemerkung.

1. det(gij) # 0, denn: dip(x)"dip(2)€ = 0 = 0 = (£, dp"dy€) = |dy(x)¢|?
= dp(z)§=0 = E£=0;

2. Wir bezeichnen (gi;(x))~" mit (g"(x)), d-h. 377", gij(x)g? (x) = 6;;
3. gij = 951, " = g™

4. XY € Vect(7): X(1) = 321, g (c(t)€(t) und Y () = 37, g5 (c()p (1)
= (X(1),Y()) = Zugm( c(£)€' ) () = (€(t), 1(t)) getw)s
Notation. (£, n)g( Z” L gig ()€’
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5. G(X(6),Y(8) = (VX(),Y(8) + (X (1), VY (1))
S € Mgt = (VE Myt + (6 Vndyto) mit (VE)* wie in (6).

Beweis
d 0 i U _
XYy =SS (O(VE), Y o (o) + axl (c)¢", Z B

= Z 9 () (VE)’ 0+ Z gij(c V??)

= <Vé’ M) + (& V77>g<c)‘ (7)

Lemma 2.6.

o Die Christoffel-Symbole Ffj .V — R sind eindeutig bestimmt durch (7) und Fk = F;“Z,

o I'yji=>, glkaj. Dann gilt Ffj =3, ¢"Ty; und Ty = %(g{fc[} + 6“23 — ag]) Ly

Bewezs.
d
= (& mate) = (V€M) gre) = (& Vi)go) =

—Zdtgm &) ng f’“+ZF é”n—Zgzk 0+ Thiendd) =
75l

Wi (gt~ Z%Jwem—zw e =
1,9, 1,7,k,l 2,5,k,l
0gi;
—Z(aim S i (OTh() = 3 gl <>)5nc
k k

i,y

Also (2., 3. gelten durch Vertauschen von Indizes):

9gij
1. (%lj = sz’l + Fijl

2. % =Ty + Diy = Tiju + Ty

9
3. 54 = Dy + Tuji = Dy + Ty

g1 g1 9gij
2.4+43.—-1. = 2Plij = ail] 6955 — Bxl] . O

Lemma 2.7. Seip € M, v € T,M. Dann ezistiert eine (eindeutige) Geodite
v:(—e,e) = M mit e >0 so, dass y(0) = p, 7(0) = v.
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Beweis. ¢ : V. C R™ — U C M lokale Parametrisierung nahe p. ¢(x) = p; dip(z)§ = v.
Gesucht: Losung ¢ : (—¢,¢) — V von:

& +Th(e)ded =0 Vk=1,..,m

c(0) =z

¢(0) =¢
Das Lemma folgt mit v = 1) o ¢ aus der Existenz und Eindeutigkeit fiir gewohnliche
Differentialgleichungen. O

Alternative Berechnung der Ffj
Energie in lokale Koordinaten c: [O 1] - V.
c) = fol S gi(c)etdddt = fo (¢, ¢)dt;
cerfiillt Vé =0 <= ¢ oc = v Geodite
<= ~y kritischer Punkt von E <= c kritischer Punkt von F
& c erfiillt Euler-Lagrange Gleichung;:

d OF ) OF )
LS e(t), 6(t) = = (e(), (1), (®)

Vergleich von (8) und (6) = 0 gibt Formel fiir I'};.

Beispiel (Geodéten).
I. M={zeR"| |z|<1},p=0,veToM =R", |v|=1,y(t) =tv, -1 <t < 1.

2. M=8S"1CR"M={zeR"| |z| =1}, pe S" ', veT,M, |v| =1. (p,v) =0,
y(t) =pcost +vsint, t e R. 4 = —y L Ty M.

2.7 Geodéitisch vollstindige Mannigfaltigkeiten

Definition. Fine Mannigfaltigkeit M C R™ heisst geoddtisch vollstdindig, wenn es fir
jeden Punkt p € M und jeden Tangentialvektor v € T,M eine Geoddite v : R — M gibt so,

dass v(0) = p, 7(0) = v.

Definition. Sei M eine geoddtisch vollstindige Mannigfaltigkeit Sei p € M.
Die Exzponentialabbildung von M im Punkt p ist die Abbildung exp, : T,M — M die
durch exp,(v) := (1) definiert ist, wobei v : R — M die Geodite mit v(0) = p, ¥(0) = v.

Lemma 2.8. M geoditisch vollstindig, p € M, v € T,M, v: R — M Geodite mit
7(0) = p und (0) = v = 7(t) = exp,(tv).

Beweis. Fiir A € R definiert man ~,(t) := v(\f)

S ialt) = MOM); alt) = M5(0)

= V() = T (6)a(t) = PTIH(EA)FOM) = X2V5(M) = 0

7 i R — M eine Geodéte, v,(0) = p, 71(0) = Av

= 7(A) = (1) = exp,(Av). O
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Korollar 2.9. dexp,(0) =id : T,M — T,M.
Beweis. dexp,(0)v = %}tzo exp,,(tv) = 4(0) = v. O

Korollar 2.10. M geoddtisch vollstindig, p € M, B,(p) = {v € T,M | |v| < r}.

U, = exp,(B,(p)) C M.

== 3r > 0 (hinreichend klein) so, dass U, offen ist und exp, : B,(p) — U, ein Diffeomor-
phismus st.

Satz 2.11. Sev M geoddtisch vollstindig. Sei p € M und r > 0 wie im Korollar 2.10.
Seiv € T,M so, dass [v| <. Sei q := exp,(v). Es gilt:

1. d(p,q) = |v|;
2. Falls~y : [0,1] — M eine glatte Kurve ist so, dass v(0) = p, (1) = q, so gilt L(7y) > |v].

Falls L(y) = [v| so gilt y(t) = exp,(B(t)v), wobei 3 : [0,1] — [0, 1] eine glatte Abbildung
ist s0, dass 3(0) =0, B(1) =1, B(t) > 0 V.

Lemma 2.12 (Gauss Lemma). Sei w(t) € T,M, |w(t)| =
Sei a(s,t) = exp,(sw(t)) € M. Dann gilt <8s’ %t) = 0.

Beweis.

1. s =0, a(0,t) = exp,(0) = p; 22(0,¢) =0 = (22(0,t), 22(0,¢)) = 0;

2. s — a(s,t) ist eine Geodiite (Lemma 2.8)
= die Abbildung s — |22(s,t)| = [w(t)| = ¢ ist konstant = |92(s,t)| =& Vs, 1;

3. da V,22 =0 (s — a(s, t) Geodite):

0 Oa Oa Oa Oa Oa Oa
£<£7 E> = <Vs£, §> + <£7v85> =

O O« oo O«
_<8_a 2(304) 10‘80[‘ B

- \9s’ Ot s 20t'0s

N~
e
—~
o
~
SE
VS

DX
Q
\/O
~
N~—

W =
4
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4

Il

Q
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Beweis von Satz 2.11. q = exp,(v), [v| =¢ <7, v:[0,1] = M, v(0) = p, v(1) = q.

Fall 1: y(t) € exp,(B:(p)) Vt € [0,1].
O.B.dA. v(t) #p Vt>0.Dann:
V(t) = exp, (B(t)w(t)), BH)w(t) € Be(p), w(t) € T,M, |w(t)| =e.

B(t) € [0,1].
= 0(0) =0, 5(1) = 1, w(1) = v. afs,t) := exp,(sw(t)) = ~(t) = a(B(t),1)
= A1) = B2 (B(1).1) + 2(B(1), 1)

12 . ’2

/[7 \dt>5/ 13(t ]dt>s/ﬁ (B(1) — B(0)) = .

Wir nehmen nun an, dass L(v) = |v|
Dann gilt 5(t) > 0 V¢, und 9a(B(1), ) =0
=>B(t)20undw()—0 V.

= 7(t) = exp,(B()v).

Fall 2: 3t so, dass 7(t) & exp,(B:(p)).
Dann gilt fiir die Lange: L(y) > e. O

M c R™ Mannigfaltigkeit, d(p, q) = inf,cq, , L(7).

Definition. FEine Teilmenge A C M heisst beschrdnkt, wenn es einen Punkt pg € M gibt
50, dass sup,¢ 4 d(po, p) < 0. ()

Bemerkung. Wenn (x) fiir ein pg € M gilt, dann gilt es fiir jedes py € M.

Bemerkung. Sei M eine nicht zusammenhdingende Mannigfaltigkeit; p,q in verschiedenen
Zusammenhangskomponenten. Dann gilt 2, , = 0 und d(p,q) = oo.

Beispiel (Beschriinkte Teilmenge). M = {(z,y) € R? |z > 0,y =sin1},
B :={(z,y) | 2> + y*> < 1}. A:= M N B nicht beschrinkt!

Beispiel (Beschrinkte Teilmenge). M = (0,1) C R, d(p,q) = |p —q| < 1 fir alle p,q € M.
A = M beschrinkt, abgeschlossen (rel. M), nicht kompakt.

Ubung. Sei (M, d) metrischer Raum. Jede abgeschlossene, beschrinkte Teilmenge von M
ist kompakt <= Jede beschrankte Folge in M besitzt eine konvergente Teilfolge. ()
(pr € M beschréinkt <= {p;, | k£ € N} beschrénkt).

Frage. Fiir welche Mannigfaltigkeiten M C R™ gilt (x)?
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Satz 2.13. Set M C R" eine zusammenhdingende Mannigfaltigkeit. Dann sind dquivalent:
1. M ist geoddtisch vollstindig;

2. (M,d) ist ein vollstandiger metrischer Raum;

3. Jede abgeschlossene beschrinkte Teilmenge von (M,d) ist kompakt.

Beweis. 3. = 2.:

Sei pr, € M eine Cauchy-Folge beziiglich d, d.h. Ve > 03ky € N Vk,l > ko, d(pg,p1) < €
e=1: FkoVk,1> ko d(pr,p) < 1.

Sei ¢ := maxj<p<k, d(p1,pr) + 1.

Dann d(py,px) <c¢ VkeN:

.k’fko \/

o k>ko: d(pi,pr) < d(p1,pry) + d(Prespe) <c—1+1<c /.

= pi beschréankt 2 3 eine konvergente Teilfolge px, — p
= pr — p € M (da pr Cauchy-Folge).

Fiir den Rest des Beweises von Satz 2.13 brauchen wir folgendes Lemma. O

Lemma 2.14. Sei X € Vect(M). Seiy: (0,T) — M eine Integralkurve von X. Sei py € M
: t=0

s0, dass limy_q ¢~0(t) = po. Sei Yo(t ]; t < foT

= 7 ist differenzierbar in t =0 und ’yO(O

Bemerkung. D.h. 7 ist eine Losung des Anfangswert Problems 7o(t) = X (7o(t))

(t>0), %(0) = po
= 3 Integralkurve 5 : (—e,T) — M wvon X so, dass B(t) = ~v(t) Vt>0.

Beweis von Lemma 2.14.

Sei € > 0 gegeben: wihle p > 0 so, dass [p — polpem < p = |X(p) — X(po)| < ¢
und wihle § >0Vt € (0,7): 0 <t <d = |y(t) — po| < p-

Behauptung. 0 <t <0 = ’%(t)%po - X(po)’ <e.

Beweis der Behauptung. Sei 0 < s <t < 6.

() =) = (= )Xol = | [ 301 == )X)| = | [ (X6 = X)) | <
/}X X (po ’drﬁ/adr:(t—s)egta
=2 y(t) — po — tX (p)] < et. O

Das Lemma folgt aus der Behauptung und der Definition von Differenzierbarkeit.
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2te Fundamentalform

Sei p € M, II(p) € R™™ orthogonale Projektion auf 7, M.
9 — v Ywel,M

D.h. H(p) - H(p) =11 ) H(p)v - 0 Yoe TpMi

IT: M — R™"™ ist glatt, dll(p) : T,M — R™™.

dIl(p)v = %}tzoﬂ(v(t)) e R veT,M;~v:R— M, ~(0)=p, ¥(0) =v.

Lemma 2.15. Sei p € M, v,w € T,M = (dll(p)v)w = (dl(p)w)v € T,M=* d.h. wir

erhalten eine Bilinearform: hy : T,M x T,M — T,M=*. h, heisst 2te Fundamentalform

von M an der Stelle p.
hy (v, w) == (dIl(p)v)w

Bemerkung. Die erste Fundamentalform von M an der Stelle p ist das innere Produkt (des
R™ eingeschrankt auf T,M)

T,M xT,M — R
{ (v,w) = (v, w)

Beweis des Lemmas. Seien p € M, v,w € T,M.

Wihle v : R — M glatt, v(0) = p, ¥(0) = .

Wahle X € Vect(y) so, dass X (0) = w. (z.B. X(t) :=II(7(t))w € Ty M)
= X(1) = H(y(1) X (¢)

() = X() =Ty ()X (t) + (v (1)) X () = VX + hy (4, X),

hy(,X) = (L = ()X € TyyM*, t = 0;
hy(v,w) € T,M* “Gauss-Weingarten Formel”.

Sei 4 : R? — M glatt mit 5(0,0) = p, 21(0,0) = v und 2(0,0) = w.
X(s,t) = Q(s,t) € TyenM, Y(s,t) := Zi(s,1).

85 85 85 oy
(as at) s (83 Y)= 2(11 1)) 55 s
—(-nE) S = @) %
05 05 05
- h&(E,X) - h&(g>%)
= hy(v, w) = hy(w,v) O

Beispiel (2te Fundamentalform). Sei v : R — M, X = 4. Gauss-Weingarten:
Y =Vy+hy(3.9) (9)

v Geodite <= Vi=0 <& 5=h(%4). (10)
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Was ist TTM? Was ist, fir (p,v) € TM, T, yTM C R* x R*?

Kurve in TM ist ein Paar (v,X), v: R — M, X € Vect(y), (v(t), X(t)) € TM,

Ty TM = {(wo, w1 + hy(wo,v) | wo, wy € T,M};  dim T{y, ,)TM = 2dim M.

Beispiel eines Vektorfeldes auf TM, Y € Vect(T' M)

Y (p,v) € TipyTM.
Yi(p,v) == (v, hp(v,v)).
)

Integralkurven von Y : t — (y(t),~(t Geodite nach (10).

: ); v
(%, X) =Y (v, X), 5 =h(7,9), X = 7.

Satz 2.16 (Hopf-Rinow). Sei M zusammenhdingend, geodditisch vollstindig
— Vp,q € M 3 Geoddte v : [0,1] — M so, dass v(0) = p, v(1) = q, L(v) = d(p, q).

Beweis von Satz 2.13 (Fortsetzung).

2.=1.:
Sei po € M, vy € T,,, M.
Sei v :[0,7) — M eine Geodate mit v(0) = po, ¥(0) = vg, T' < o0.
Widerspruchsannahme: [0,7") ist das maximale Existenzintervall (in R™).
|9(t)| = konst = |vy| Vt € [0,T).
Sei 0 < s<t<T, es folgt:

d4(5),7(0) < L(xl) = / 5 dr = (t — 8)|udl

= lim d(y(s),v(t)) = 0.

t,s—T; s<T

Fiir jede Folge t, — T, t;, < T ist y(t;) eine Cauchy-Folge in M.
Aus 2. folgt: fiir jede Folge t,, /T existiert der Limes limy_, o, y(tx).
= lim; »p y(t) =: p1 € M existiert.

Da M eine Mannigfaltigkeit ist, besitzt p; eine kompakte Umgebung in M, d.h. 3¢ >0
so, dass die Menge B.(p1) :={p € M [ d(p, p1) < e} kompak® ist.
Sei 6 := = = (t) € Be(p) VEe[T—0,T).

v ist eine Geodéte:
F(t) = Ry (7(1), 7(2))-
Da B.(p;) kompakt ist, gibt es eine Konstante ¢ > 0 so, dass:
(d(p)v)v = |hy(v,0)| < clv]*  Vp € Be(pr), YveT,M

= Vit € [T —4,T) gilt: |5(8)] < c3(1)[2 = cluo?
= [(t) = 4(s)| < cluolt—s|  Vs,te [T —6.T)
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= Der Limes vy := lim; »7§(t) existiert in R™.

Da 4(t) € T,uM Vt folgt, dass vy € T, M; d.h. Limes lim; ~r(y(),%(t)) = (p1,v1)
existiert in T'M.

Nun ist ¢ — (7(t),%(t)) eine Integralkurve des Vektorfeldes Y € Vect(T'M) das durch
Y (p,v) = (v, hy(v,v)) definiert ist.

Aus Lemma 2.14 folgt, dass die Integralkurve (v,7) sich auf ein grosseres Intervall

0,7 + ¢) fortsetzen lésst, d.h. [0,T") ist nicht das maximale Existenzintervall von ~.
(Widerspruch)

1.=3.:
Sei K C M abgeschlossen und beschrénkt (beziiglich d). exp, : T,M — M glatt. Aus
Satz von Hopf-Rinow folgt:
Vg € K3v € T,M so, dass exp,(v) = q, [v| = d(p, q)
(Die Geodéte von p nach ¢ hat die Form (t) = exp,(tv))
K beschrénkt = 7 := sup,.x d(p, q) < o0
B,:={veT,M||v|<r} = K Cexp,(B,)
Sei K :={ve B, | exp,(v) € K} CT,M
K=D8,n exp, ' (K) beschrénkt und abgeschlossen
= K kompakt
= K= expp(fi') kompakt.

U
Lemma 2.17. X.(p) :={v € T,M | |v| =€}, S:(p) :={p' € M | d(p,p) = ¢}
Wir nehmen an, dass € so klein ist, dass exp, : X.(p) — Sc(p) ein Diffeomorphismus ist.
Seien v,w € T,M, so dass |v| = |w| = ¢, d(exp,(v);exp,(w)) = 2¢. Dann gilt: w = —v.
Beweis. 5 5
Behauptung. Yv,w € T,M : limgs_q dlexpy U)(S’eXpP( w) v —w.
Beweis der Behauptung.
iy Hexpy(00), expy(0w)) . d(exp,(0v), exp,(dw)) | exp,(9v) — expy(dw)| _
§—0 ) -0 | exp,,(dv) — exp, (dw)| )
m |expp(5v) — expp(éw)| _
6—0 1
— lim }expp((h)) -Pp + pb— epr(5w> ’ _
6—0 0 )
= |dexp,(0)v + dexp,(0)(—w)| =
= |v—w|.
U
Sei nun v, w € T,M, so dass |v| = |w| =1 und v # —w.
Dann gilt |[v — w| < 2, weil:
v —w|? = |[v|* + |w]* — 2(v,w) < 4, da (v,w) > —1.
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d(exp,, (0v),exp,, (dw))

Aus der Behauptung folgt: lims_, 5 < 2.
30 > 0: d(exp,(6v), exp,(dw)) < 24, 6 < ¢
d(exp,(ev), exp,(dv)) =ec—4
= d(exp,(ev), exp,(cw)) < ¢ +d(exp,(dv), exp,(dw)) <26 < 2e. O

+d(exp,(0w), exp,(cw)) =¢e—0
Ubung. M C R kompakte Mannigfaltigkeit = M vollsténdig.

Beweis von Satz von Hopf-Rinow. M zusammenhéngend, geodétisch vollstandig. p, ¢ € M,
r = d(p,q). Nach Korollar 2.10 gilt:
Y1(p) — Se(p), v = exp,(ev) ist ein Diffeomorphismus fiir ¢ hinreichend klein.

Schritt 1: d(S-(p),q) = r — € fur € klein.

Beweis. Sei d >0

= 37:[0,1] = M, 4(0) = p, 7(1) = ¢, L(7) <7 +.

Sei y(ty) der letzte Punkt von 7([0, 1]) auf S.(p)

= dly(to).q) < L3 ) = LO) — L3 ) <70 -

= d(S:(p),q) <r+d—e Vi>0

= d(S:(p),g) <7 —¢

= d(S:(p),q) =r —e. 0O

Schritt 2 : Nach Schritt 1 existiert ein v € X1(p) so, dass d(exp,(ev),q) =1 — €.
Sei v : [0,7] — M definiert durch v(t) := exp,(tv)
S doy(a) =r—t Ve (dhA(r) =g L) =),
(Schritt 2 = Satz von Hopf-Rinow)

Beweis. I :={t € [0,r]|d(y(t),q) =r —t}

1. I1#0,daeel;
2. I abgeschlossen (trivial);
3.tel = [0,t]C1.Sei0<s<t
N { d(v(s),q) <d(y(s),7(t)) +d(y(t),q) =t —s+r—t=r—s
d(7(s),q) = d(p,q) = d(p,¥(s)) =7 =5
= d(y(s),q) =7 — s

4. I offen:
tel= dy(t),q =r—t
Aus Schritt 1 folgt, dass d(S:(7(t)),q) = r — e — t mit € klein.
Wihle w € T,y M, |w| =1 so, dass d(exp,(cw),q) =r — e —t.

Behauptung: exp. ) (sw) = y(t + s).
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Beweis. Wir zeigen zuerst d(y(t — ¢), exP. () (ew)) = 2e.
r—t+e=d({t—-e),q) <dy(t—e),

eXP(p) (Ew)) + d(exp, ) (ew (vt — &), expy(ew)) + 7 —t —¢
= d(y(t —€), exp,y (sw))
= d(y(t — ¢), exp, ) (ew))

)

v s

q)=d
2e
2¢.

Yt =) = exp,y(ev), v = —(1), [v'[ =1
d(exp.,;(ev'), exp, o (w)) = 2.

Aus Lemma 2.17 folgt, dass v/ = —w

= expw(t)(—aw) =(t—¢)

= exp, ) (sw) = y(t + s).

= d(y(t+¢€),q) = d(exp,(ew), q) =r—t —¢
= t+eel = [0,t+¢] CI alsoist I offen.

Aus 1., 2., 3. und 4. folgt I = [0,r], v(r) = gq.
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3 Der Levi-Civita Zusammenhang

3.1 Kovariante Ableitung

X € Vect(M);

X:M—R" X(p) €T,M;

dX(p) : T,M — R"™ im Allgemeinen dX (p)v ¢ T,M;
II(p) € R™™ die orthogonale Projektion auf 7),M.

Definition. Der Tangentialvektor
VX (p) :=(p)dX (p)v € T,M

heisst kovariante Ableitung von X an der Stelle p in Richtung v € T,M.

Bemerkung. v: R — M, X € Vect(M) = X o € Vect(y)
und V(X 0 79)(t) = T(y(t)) (X 0 7)(t) = I(y(£))dX (v()(t) = Vs X (v(1)).

Bemerkung. Seien X,Y € Vect(M).
Dann ist Vy X € Vect(M) das Vektorfeld Vy X (p) = Vy X (p).

Lemma 3.1. Es gilt:
i) Lx(Y,Z) =(VxY,Z)+(Y,VxZ) (V Riemannsch);
i) VyX = VxY =[X,Y] (V torsionsfrei).

Bewes.

i) f(p) == (Y(p), Z(p))

i) [X,Y] =dXY —dY X =(dXY —dY X) = VyX — VxY.
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Gauss-Weingarten Formel

II: M — R™™ hy(v) :== dl(p)v € R™™, dll(p) : T,M — R™",
hy (v, w) == hy(v)w € R™, veT,M,weR"
Wir hatten gezeigt v,w € T,M = h,(v,w) = h,(w,v) € T,M*.

Lemma 3.2 (Gauss-Weingarten). X,Y € Vect(M). Dann gilt:
dX(p)Y (p) = Vy X(p) + hp(X(p), Y (p)).

Beweis. Durch ableiten von X (p) = II(p) X (p) erhelten wir:
dX (p)Y (p) = (dI(p)Y (p)) X (p) + I(p)dX (p)Y (p) = hp(Y (p), X (p)) + VX (p).

Bemerkung. 2te Fundamentalform h,(v) : T,M — TpMi'
Was ist hy(v)* : T,M*+ — T,M?

1
Antwort: hy(v)*w = (dIl(p)v)w, w € T, M+, d(p)v : { IM = T,M '

T,M* — T,M

Beispiel.
i) MCR* dim M =n-—1.
veC(MR"Y),  |v(p)=1  vip) LT,M.

= Ny (v, w) = np(v,w)v(p) € T,M* =v(p)R,

wobei n, : T,M x T,M — R symmetrische Bilinearform.
Es gilt n,(v,w) = —(dv(p)v,w) , da
(p) = 1 —v(p)v(p)"

— dll(p)v = (dV( Jv)v(p)" —v(p)
— (dI(p)v)w = —(dv(p)v, w)v(p) =

ii) M = {(x, f(x)) | = € R", f € C=(R", R™™), £(0) = df(0) = 0}, R"=R" x R*™.
= 0 M mit TyM =R™ x {0} und TyM*+ = {0} x R*—™.
2te Fundamentalform hy : R™ x R™ — R"™™.

(dv(p)v)"
hy(v, w).

Behauptung. ho(v,w) = d*f(0)(v,w) = >_1" 0L (0)viwd.

1,7=1 dx?OxI

Beweis. v: R — M, ~(0)=(0,0), 4(0)=(v,0), das heisst

(t) = (x(t), f(2(t))) mit 2(0) = 0 und &(0) = v;

Z € Vect(v), Z(t) = (X(1),Y(1)), Y(t) = df (z(1)) X (t), Z(0) = (w,0), X(0) = w.
Es gilt Z =17 + h(%,Z

t=0
—

ho((v,0), (w, 0) =(1 = I1(0)) Z(0) = Y(0) =

)X (1) =
= (0)(, X(0) = F(0) v, ).
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Lokale Koordinaten

Y:R*" DOV - MCR", z=(z'...,2™)— ¢(z) = p lokale Parametrisierung.
v =di(2)§, w=dp(z)n € T,M, dann (v,w) = Y 21"_, gij(x)En’

wobei g;;(x) = (2% (x), 2% (x)).

§ne C(V.R™), X((z)) =di(x)é(x), Y(¢(x)) =dy(z)ny, XY € Vect(M).
Frage: Was ist Vy X (¢(x)) ?
Wir wissen Vy X (¢(z)) = dip(z)((z) = > -, axk C*(x). Was ist ¢ ?

Lemma 3.3.

k m
"= ag T+ ThEy

7j=1 2,7=1
it TF =3 gMT bei Ty = 1(%% 4 90y _ %)
mi I= L 9" Tuij, wobei Tyjj = 2\00s T Bzt T Bal /-

Beweis. TI(y )%Zaﬂ Sy T )8—7’b Definition benutzen.
Siehe auch Serie 8, Aufgabe 3

3.2 Paralleltransport

M C R™ m-Mannigfaltigkeit, v : I — M, I C R Intervall.
Vect(y) = {X : I — R” glatt | X(t) € Ty M}.

Definition. X € Vect(y) heisst parallel wenn

VX(t)=0, Vtel.

Beispiel (Parallel). m =n, M CR" offen. X parallel <= X =0 «= X = const.
Allgemein: X parallel <= X (t) L T,yM, Vt<= X(t) = hy ) (7(t), X(t)), Vt.

Satz 3.4. v € C®(I, M), to € I, vy € Tyy)M. Dann

3l X € Vect(y) so, dass VX =0, X(ty) = vy.

Beweis. Sei A: I — R™*" definiert durch A(t) := dIl(vy(t))¥(t) € R™*",
Sei X : I — R" die eindeutige Losung des Anfangwertsproblems

{ X(t)=At)X(t), tel
X (ty) = vo.

Zu zeigen ist X (t) € Ty M, Vt.

(Wenn dies gezeigt ist, dann gilt:

X(8) = (@I(O)H0)X () = oo (3(0), X(1)) € Ty M* = VX =0)
Sei J 1= {t € I| X(t) € T,y M}. Es gilt:
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OtoeJ:>J7é®.

e J abgeschlossen als Teilmenge von I: (t,),.y € J, t, =t € I = X(t,) € Tyu, )M =
X(t) € TyyM =t e J.

o J offen.
Sei t; € J, wéhle Vektorfelder X, ..., X,, € Vect(y) so, dass Xi(t1),..., Xmm(t1) eine
Basis von T’,,)M bilden.
(Wahle z.B. Basis e, ..., e, von T,,)M und definiere X, (¢ ) H(v( ))eq ).
= de >0, Vt € (t; —e,t1+¢)N I sind die Vektoren X;(t), ..., X,,,(¢) linear unabhéngig
= Xi(t), ..., X;n,(t) bilden eine Basis von Ty M Vt € (t1 — ¢, t1 +e)=1
= 3BF: I, — R so, dass

t) = i BF(t)X(t), Vt € 1. (11)

X(t) =20, Xt ET()M te = gX(1) =37 E0Xi(t) +€(1)Xi(1)
= VX =37 €K, +§ZVX Zk 1(€k+zl | BF¢H Xy, das heisst

VX =0&+> B =0,k (12)
=1

X(t) = X7 7 Xilt) € Ty M. -

Die Differentialgleichung (12) auf /; mit Anfangsbedindung &'(¢;) = 1" hat eine ein-
deutige Losung

= 3IX(t) =", E(OX(t) € TyyM, t € I s0, dass VX =0, X(t1) = X(t,)

= LX(t) = A(t)X(t) = X(t) = X(t) Vt € I; = J offen (in I).

Aus obigem Punkte und da I zusammenhéngend folgt J = I. U

Definition. Sei v € C*(I, M). Firty, t € I definieren wir eine Abbildung
Dy, t,t9) = Oy (t, to) : Ty) M — TyiyM durch ®.,(t, to)vo == X (t)

, wobei X € Vect(y) die eindeutige Losung der Gleichung VX =0, X (ty) = vo ist.
Diese Abbildung heisst Paralleltransport entlang .

Notation: v*T'M = {(t,v) |t € I, v e TyyM} CR xR"
Satz 3.5. v € C®(I,M). Es gilt:
i) Die Abbildung I x v*TM — v*TM, (t,(s,v)) — (t, ®,(t, s)v) ist glatt;
i) ©.(t,s) ist linear Vt, s € I;
iii) O (t,s) o Dy (s,u) = D, (¢, u), o, (t,t) =id : TyyM — Ty M;
) O (t,s) = Dy (s,t)"";
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v) @7(15,8)* = @y(s,t);
vi) B € C®(I,1) = D05(t,5) = D, (B(t), B(s));
vii) ¥ X € Vect(y) gilt L] & (to,t)X(t) = VX(to).
N’

dt 1t=tg
€T M

Beweis.
i) trivial (VX =0, VY =0= V(X +Y) =0).
ii1) Eindeutigkeit in Satz 3.4.
iv) Folgt aus iii) mit u = t.

X (t) = O (t, to)v VX =0

Yy = o (ttoyw | { vy —o @
= (X(t),Y(t) = (v,w), WVt

(D (t, o), By (£ to)w) = (v,w) = B (1) D (¢, 0) = id : Toey — Theo

= D (tty)" = D, (t, 1) = D, (to, 1)

(X(1),Y (1) = (VX,Y) + (X,VY) =0

vi) ¥:=y0B:1—M )
=Xo — R", X € Vect(¥)
= X(1) = B(1) X (B(t)) = VX (1) = B)VX(B(1));
0,  X(B(to)) =v=X(to)
) = X(B(t) = 2,(B(1), B(to))v-
i) Sei ey, ..., e, eine orthonormale Basis von T’ ) M;
seien X1, ..., X, € Vect(M) die eindeutigen Losungen von VX; =0, X;(ty) = ¢;

i (Xi, X;j) = const = §;; = Xq(t), ..., X;n(t) orthonormale Basis von T M, Vt es
folgt

m

O, (t s =Y (Xi(s),0)Xi(t). (13)

i=1
= Die Abbildung (¢, s,v) — @, (¢, s)v ist glatt.

vii) Xi,...X,, wie im Beweis von ).
X(t) = 2L, §(0) X (1)

= =
Aus (13) folgt @, (tp, 1) X (t) = Z;’;l
= ], Ot )X (1) = S0, €(t0) Xi(to) = VX (to).

3.3 Abwicklung

Definition. Seien M, M’ C R"™ glatte Mannigfaltigkeiten derselben Dimension m.

Fine Abwicklung (von M entlang M') auf einem Intervall I C R ist ein Tripel (¥, ~,v'),
wobei v € C®(I, M), v € C®(,M') und ¥ eine Abbildung ist, die jedem t € I einen
Isomorphismus V(t) : Ty M — TyyM' zuordnet so, dass folgendes gilt:
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1) Die Abbildung v*TM — ~*TM' : (t,v) — (t,V(t)v) ist glatt;
2) W) W(t) = id;

3) W(t)y(t) =+'(t)  (*no sliding”);
4) W(t)od,(t,s) =D,(ts)oW¥(s) (“no twisting”).

Lemma 3.6. V(t) : T,(yM — T,y M’ erfille 1) von Definition 3.3. Aquivalent sind:
i) U erfiillt 4) von Definition 3.3;
ii) X € Vect(y), VX =0= V'(VX) =0;
iii) X € Vect(y) = V(VX) = UVX.

Beweis.

i) = 1) :
trivial.

i1) = 1) : H
X(t) =2 ( to)vg, X'(t) == U()X () = VX =02
= X/(t) = oy (. o) X' (to) = Doy (£, £0) W (Lo)vo.

VX' =0

i) = iii) :
X € Vect(), X' :=UX

= O, (to, ) X'() = B, (to, )W (£)X (1) 2 W(to)®, (b, £) X (1)
Es folgt
, Satz 3.5 (vii) d ’ . d -
VX'(t) = @} O’ (to, 1) X'(t) = E\t:toxlf(to)eh(to,t)X(t) =

Satz 3.5 (vit)

= V() VX(to).
U

Gegeben V reeller Vektorraum, dim V' = m, und eq,...,¢e,, Basis von V, dann entspricht
jede Basis ey, ..., e, einem Isomorphismus e : R™ — V, & = (&},...,8™) — Y., &le; =
e€). (%)

Umgekehrt: falls ein Isomorphismus e : R™ — V' gegeben ist, definieren wir eine Basis durch
e; = ¢e(0,...,1,0,...0) ( “1” steht offenbar an der i-ten Stelle). Dann ist e durch (%) gegeben.
Notation: Liso(R™,V) := {e: R™ — V| e ist linear iiber R und bijektiv}.

Bemerkung. Die Gruppe Gl(m) operiert auf Liso(R™, V') durch:
GIl(m) x Liso(R™, V) — Liso(R™,V); (a,e) — eoa.

1 1
a a
1 m
Notation: a*e :=eoa, a € R™™ a = (aj)m.:1 = oo , (ate); =210 dle;.
m m
ay Ay
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Bemerkung.

1. “Rechte” oder “kontravariante” Gruppenaktion,
d.h. (ab)*e = b*a*e, I*e = e (eoab= (eoa)ob).

2. Die Gruppenaktion ist “frei”,
d.h. Ya € Gl(m), Ve € Ligo(R™, V) :a*e=e=a=1.

3. Die Gruppenaktion ist “transitiv”,

d.h. Ve, € Liso(R, V), Ja € Gl(m) so, dass ¢ = a*e.

Bemerkung (Allgemein). Sei M eine Mannigfaltigkeit und G eine Liegruppe.
FEine (kontravariante) Gruppenaktion von G auf M ist eine glatte Abbildung
G x M — M, (9,p) — g°p, mit (gh)’p = h*g*p, I'p=p, Vpe M, Yg,h€G.

M C R™ m-Mannigfaltigkeit, T, M C R™ m-dimensionaler Vektorraum,
L[S()(Rm, TpM) C Rxm,

Definition. Das Basenbiindel von M ist die Menge
F(M) :={(p,e)|pe M, e€ Liso(R™, T,M)} CR" x R™™.

Definiere die Projektion m : F(M) — M durch w(p,e) := p.
Definiere die kontravariante Gruppenaktion

Gl(m) x F(M) — F(M), (a,(p,e)) — a*(p,e) := (p,a*e).
Die Faser von F(M) iber p ist

f(M)p = {6 e R™™ ’ (p, 6) S f(M)} = Ljso(Rm,TpM).

Bemerkung.

1. Die Gruppenaktion von Gl(m) auf F(M) erhdlt die Fasern,
das heisst w(a*(p,e)) = w(p,e).

2. Die Gruppenaktion ist frei.
3. Die Gruppenaktion ist transitiv auf jeder Faser.

4. Wir kénnen die Faser Liso(R™,T,M) mit der Gruppe Gl(m) identifizieren.
Diese Identifikation ist nicht kanonisch: wenn e € Ligo(R™,T,M) gegeben ist,
so ist GI(m) — Liso(R™,T,M), a +— a*e eine Bijektion.

Lemma 3.7.
i) F(M) ist eine Mannigfaltigkeit;

i) m: F(M) — M ist eine Submersion.
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Beweis.

i) Sei pg € M. Wihle eine Parametrisierung ¥ : V. — U N M, V C R™ offen, U C R"
offen, py € U. O.B.d.A. Fp € C®(U, V) so, dass ¢|yny = ¥ 1.
Definiere ¥ : V x Gl(m) — F(M) N (U x R™™) durch

U(z,a) == (V(z),d¥(z) o a), d¥(z)oa € Liso(R™ T,M). ¥ ist bijektiv und glatt.

Ut glatt! U7 (p, ) = (p(p), dip(p) 0 €).

it) Sei (po, o) € F(M). Sei vy € Ty, M. Zu zeigen ist vy € dm(po, €o)-
Sei v € C*(R, M) so, dass v(0) = po, ¥(0) = vy.
Definiere e(t) := ®,(¢,0) o eg € Liso(R™, Ty M).
Danm st (1(t),e(t)) € F(M), 7(x(t),e(t)) = (¢)
= vy = %‘tzow(v(t), e(t)) = dm(po, €o)(vo, €(0)) € im(dm(po, €p))
= dr(po, €o) ist surjektiv V (po, eq) € F (M)
= 7 ist eine Submersion.

Bemerkung. F (M) ist ein Beispiel eines “Hauptfaserbindels” (“principal bundle”).

F(M) C R™ x R™™ Mannigfaltigkeit, dim F (M) = m + m?*. Was ist T(p, o) F (M) ?

Tipg,eo)F (M) ={(7(0),€(0)) |7 : R — M, e : R — R,
€ t) € LISO(RmuT'y(t)M)a 7(0) = Po, €(O> = 60}

1. Fall : v(t) = po, e(t) € Liso(R™, Ty, M), e(0) = ey = ¢(0) € L(R™, T, M).

Definiere den vertikalen Tangentialraum
V(po,eo) - = {O} X L(Rm>TpoM) =
= {(0,€(0)) |e: R — R™™, e(t) € Liso(R™, Ty, M), €(0) =ep} =
= {(O7é) ’é € L<Rm’TpoM)} - T(Po,eo)F(M)'

2.Fall: v:R — M, v(0) = po, ¥(0) =wo, e(t) := D,(t,0) o ey horizontaler Lift von .
Was ist €(0) ?
Sei £ € R™ und definiere X (t) := e(t){ = ®,(t,0)ee€ € TyyM, X € Vect(y).
Nach Definition von X und ., (Paralleltransport) gilt
VX =0 (X parallel), X(0) = eof = X (t) = h 4 (7(t)) X (¢) (Gauss Weingarten)
= X(0) = hyo(vo)ent, X(0) = (0)€ = €(0) = hyy (v0) © e,

NG N VLI A Ve

Definiere den horizontalen Tangentialraum

H(Po@o) L= {(UO’ hpo(vo) © 60) ‘ Vo € TPOM} - T(po,eo):F(M)'

Lemma 3.8.

T(Po,eo)]:(M) - H(Po,eo) @ V(Po,eo) = {(U’ e+ hpo(v>€0) ‘ v E TP0M7 €€ L(Rmv TPOM>}
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Beweis.
“D” Gerade gezeigt.

“C7 dim Tipgeq) F (M) =m + m?, dim H ey = m, dim Vi o) = m2,
H(po,eo) N V(poyeo) = {0}

O(M) :={(p,e) |e: R™ — T,M ist ein orthogonaler Isomorphismus e’e = 1, }
orthogonales Basenbiindel.

Ubung. (s. Serie 9 Aufgabe 2)
i) O(M) ist eine Mannigfaltigkeit;
ii) m: O(M) — M ist eine Submersion;

iii) Was ist T{, o O(M)?

E€R™, Be: F(M) — TF(M), Be(p,e) = (e§, hp(ef)e) € T, oy F (M), Be Basisvektorfeld
Be ist horizontal, Be(p, e) € H, ) } . . . . .

’ diese Bedingungen bestimmen B, eindeutig.

dr(p,e)Be(p, e) = e sung ¢ &

Lemma 3.9. Aquivalent sind:
i) M ist (geoditisch) vollstindig;
i) Be € Vect(F(M)) ist vollstindig VE € R™;

iii) Y glatte Funktion R — R™, t — £(t), Vitg € R und ¥ (po, €9) € F (M)
3 eine Losung R — F(M), t+— (v(t),e(t)) der Differentialgleichung

((2), (1)) = Bewy(v(t), e(t)), v(to) = po, e(to) = eo. (*)

Bewezs.

iii) = i) :
trivial, folgt aus Definition mit £(¢) = const.

iM) = 1)
Sei pg € M, vy € TpOM‘
Wiihle € € R™, ey € Liso(R™,T,,M) so, dass ep§ = v
4 3 cine Abbildung R — F(M), t +— (y(t),e(t)) so dass
(4,€) = Be(v,e), 7(0) = po, e(0) =eg = ¥(t) = e(t)§, é(t) = hy(e(t)E)e(t)
= €(t)E = hywy(e(t)§)e(t)E = hqyw (V(1), 7)) = 5 = hy (¥, 9)
= v Geodéte, 7(0) = pg, ¥(0) = e(0)§ = o€ = vp.
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i) = iii)
Wir setzen voraus dass M vollsténdig ist.
Gegeben seien R — R™, t+— £(t), to =0, po € M, eg € Liso(R™, T, M).
Nimm an die Losung von (k) existiert nur fiir 0 <t <7, T < oc.

v :[0,T) — M, e(t) € Liso(R™, TyoyM) () { Z((:)) : zifg)iﬁf()t))e(t) Z(((()))) :5(?

€TyimM €M
m d1 2 :
L. & eR™: Sole(t)éo]” = (e(t)o, é(t)éo) =0 = |e(t)&o| = const
= |le(®)|| = |leo|| Matrix Norm;
2. ()] = le@E@)] < lleollE@)] < lleoll maxo<i<r [€(F)] =: Cr;
3. d(v(s),7(t) < LOYjsy) = [L |A(r)|dr < [ Crdr < Cp(t—s) Vs, t0<s<t<T
M velstgndis limy;r y(t) = p € M existiert;

4. Nach 3. 3C > 0 so, dass ||hy ) (v)]| < Clv|, Vtel[0,T)
(da {~(t), 0 <t < T} U{p} kompakt ist);

nach 1. und

5. ([ = [[hyy(FE)e@I < Ay () le@)]l < ) Clly@ Hleoll Wﬁh .
CCrleoll;

6. fle(s) = e < CCrlleollft = s;

emma 2.14

7. limyre(t) = e existiert Femma 4 ssung existiert auf [0,T + ). Widerspruch!

Satz 3.10. M, M' m-Mannigfaltigkeiten, po € M,p, € M', Vo : T,, M — Ty M’
orthogonaler Isomorphismus, v' : R — M', ~/'(ty) = py. Dann gilt:

i) 3 Abwicklung (V,~,") auf einem offenen Intervall I C R so, dass
to € I und y(to) = po, ¥(to) = Yo,

ii) Je zwei solche Abbildungen (auf Intervallen I,J) stimmen auf I N J dberein;

iii) M wollstindig = die Abwicklung ezistiert auf ganz R.

Bewers. Wihle einen orthogonalen Isomorphismus ey : R™ — T, M.
Definiere £(t) € R™ durch

A'(t) = @' (v, t, t0) Yool (t). (14)

Sei vy : I — M so, dass y(to) = po.
Definiere W(t) : Ty M — T\ M’ durch

U(t) =D (v ¢, t0)VoP(7, to, t) (15)

= V()" W(t) =id, D' (v,t,8)V(s) = V(t)P(,t,s).

U(t)y(t) =+'(t)?
Definiere

e(t) := ®(y,t,to)eo. (16)
Behauptung. (¥,~,~") Abwicklung <= (7, €) = Be(7, €), £(t) wie in (14).
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Beweis der Behauptung. (V,~,~") Abwicklung < W5 =4/ Vt eI
B (1, t0) (5, 10, 3(8) = (1) 2 V(3. t0) Woeo§ (1)

& D(v, 10, 1)¥(t) = eol(t)

& (1) = (7,1, to)eod(t)

(16) . . .

15(2) = ef)€(6) und é(6) = b (1 (0))e(t)

< (7, €) = Be(7,€).

Aus der Behauptung folgen ), i) und i), insbesondere #ii) aus Lemma 3.9.
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4 Der Riemannsche Kriimmungstensor

Sei M C R" eine glatte Mannigfaltigkeit.
Die Lénge einer glatten Kurve v auf M ist gegeben durch: L(vy fo |9 dt.

Wir betrachten wieder die glatten Kurven zwischen p,q € M:

Qg ={y:10,1] = M [y glatt, 7(0) = p, ¥(1) = ¢}
Nach Lemma 2.1 definiert d : M x M — [0, 00| mit d(p, q) := il{l)f L(7) eine Metrik.
V€ p,q
Ausserdem wissen wir nach Lemma 2.2, dass die von d induzierte Topologie mit der kanoni-

schen Topologie von R” iibereinstimmt.

Wir wollen in diesem Kapitel Isometrien zwischen zwei glatten Mannigfaltigkeiten M, M’
betrachten, auf denen Metriken d bzw. d’ definiert sind.

4.1 Isometrien

Satz 4.1. Seien M C Rk, M' ¢ RY Mannigfaltigkeiten und f : M — M’ eine bijektive
Abbildung. Aquivalent sind:

1. f st ein Diffeomorphismus und df (p) : T,M — Ty, M' ist ein orthogonaler Isomor-
phismus fiir jeden Punkt p € M;

2. f ist ein Diffeomorphismus und L(f o) = L(v) fir jede glatte Kurve ~ : [0,1] — M;

3. d'(f(p), f(q)) =d(p,q) Vp,q€ M.

Definition. Finen Diffeomorphismus f : M — M’, der diese dquivalenten Bedingungen
erfillt, nennen wir eine Isometrie.

Lemma 4.2.
Vpe M, 3e >0, Yo,w € T,M mit 0 < |w| < |v|] <e, d(exp,(w),exp,(v)) = [v| — |w]

:>w:mv.

o]

Beweis von Satz 4.1.

1.= 2.

) = Jo @) dt = Jg ldf ()31 dt =[5 15(D)] dt = L(7).

2.= 3. :
Direkt aus der Definition.

3.= 1. :
Wiéhle € > 0 so, dass:
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® exp, : B:(p) — U.(p) ist ein Diffeomorphismus;
® expy, : Bo(f(p)) — U-(f(p)) ist ein Diffeomorphismus;
e Die Behauptung von Lemma 4.2 fir p’ = f(p) ist erfiillt.

Wir definieren @, : B.(p) C T,M — B.(f(p)) C Typ M’ so, dass das folgende Dia-
gramm kommutiert, ®, = exp;é]) of oexp,.

Bp)  — -2 B
exp, | Diffeo expyrp) | Diffeo
U.;) -2l U

Behauptung 1. Es gilt:

i) expp,)(®p(v)) = flexp,(v)) Vv eT,M, |v] <g;
i) [®,(v)] = |v] Yo e T,M, |v| <e;
iii) @,(tv) =tP,(v), 0<t <1 Yo e T,M, |v| <e.

Beweis.

i) v

.. Satz 2.11

it) |P,(v)] e d/(f(p>’eXPf(p)(q)p

Voraussetzung

) L a(f(p), flexp,(v))
= p, exp, (v |

s

v

Qi) t=0: ®,00)=0=0-d,(v). v
=1: Vv

—

0 <t <1: d(expyy ®p(tv), expyy, ,(v) 2 d'(f(exp,(t0)). f(exp,(v)))
2 d(exp,(tv), exp, (v)) “E1 (1~ 1) o] = Jo] — [to]
D 1D, (0)] — @, (t0)]

Lemma 4.2 ‘ (I)p(tv) | (#9)
= T (tv) = LD (v) = tP,(v). V
y(t) = el 0) & sy 0 .

Wir definieren nun eine erweiterte Abbildung: ®,, : T,M — Ty, M" durch

1
D, (v) = gép(év), wobei 0 > 0 so klein gew#hlt ist, dass J |v| < e. (17)

Wegen iii) hingt die rechte Seite von Gleichung (17) nicht von § ab.
Ausserdem folgt sofort aus dieser Definition, dass:

|, (v)| = |v| YveTl,M
P, (tv) = td,(v) YveT,M, Vt>0

Behauptung 2. ®, ist linear.
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Beweis. Wir wissen, dass:

. d(exp,(tv), exp,(tw)) . d(exp,(tv), exp,(tw)) . |exp, (tv) — exp,,(tw)| .
t—0 tlv —wl =0 |exp,,(tv) — exp, (tw)| tlv —wl
1 (Le;ma 2.2) —1 (Bew. vo;LrLemma 2.17)
S —w| = lim d(expy(tv), expy(tw)) 5.\ d'(f(exp,(tv)), f(exp,(tw)))
t—0 t t—0 t
D& (i d' (ex td,(v)), ex td,w
1 1
(w,w) = 5 (o] + Jwl* = o = w*) = 5 (1Bp0]" + [Bpw] = [Bpv = Bpul*) = (B (v), By(w))

= (Dp(v1) + Pp(v2), Pp(w)) = (Pp(v1), Pp(w)) + (Pp(v2), p(w)) = (v1,w) + (v2, w)
= (01 + v, w) = (Pp(v1 + v2), Pp(w)) , Yw € T,M

Da ®, bijektiv = ®,(v; + v3) = ®,(v1) + @, (v2) “=" ©,(—v) = -, (v)
= O, (tv) = tD,(v) vVt € R.
Behauptung 3. f glatt, df (p) = ©,.
Beweis.

fexp,(v) = expj) (Pp(v)) = f(q) = expj(, 0P, 0 exp, ' (q), Vq € U(p) glatt

IS8

DL oy (1B (1) = B, (0).

df(p)v= —|  flexp,(tv)) il .

t=0

Beweis von Lemma 4.2. Definiere
B.(p) ={veT,M | jv| <e}

Uc(p) :={qe M | d(p,q) < e}

Wiihle € > 0 so klein, dass die Abbildung exp,, : B.(p') — U.(p') ein Diffeomorphismus ist
Vp' € M mit d(p,p’) < e (Kor. 2.10, Satz 2.11).

p1 = exp,(w)

o) = ) =l dlp) = ol dlprpe) = bl = ] <

p2 € Us(p1) = 3v1 € Bo(pr) s0, dass |vi| = d(p1, p2) = |[v] — [w|, exp,, (v1) = pa.
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Definiere 7 : [0,2] — M durch:

() = exp,(tw), 0 <t <1,
’ exp,, ((t=1)vy), 1<t <2

= 7(0) = p, v(1) = p1, ¥(2) = p2, L(V|p,1)) = [w|, L(¥|p) = Jv| - !w_!
= L(y) = [v] = d(p, p2) "Z3" (1) = exp,(B(t)v), mit 0 < B(t) < 1, B(1) >0
= exp, () = p1 = (1) = exp,(B(1)v) = w = B1)o, [w] = B(1) o] = w = Ho.

€B:(p) €B:(p)

Bemerkung.

1. ¢ : R" = R" eine Isometrie )
= o(p)=®-p+b ®ecO(n), becR"” (Ubung).

2. ¢ :R" — R" eine Isometrie
M, M' C R™ m-Mannigfaltigkeiten, o(M) = M’
= |y M — M’ ist eine Isometrie.

3. M, M" C R™ m-Mannigfaltigkeiten, f : M — M’ eine Isometrie,
dann gibt es nicht immer eine Isometrie p : R™ — R™ so, dass f = |-

4.2 Riemannsche Kriimmungstensor und Gauss-Kriimmung

Erinnerung (2te Fundamentalform):
hy : TyM — L (T, M, T,M")
hy(v)w = (dll(p)o)w, w € T,M
hy(v)* € L (T,M*,T,M)
hy,(v)*w = (dIl(p )v)w, w e T,M*+
(dI(p)v) : T,M & T,M+ —>TML@TM

Erinnerung (Gauss-Weingarten):

Seien: v : R?* — M, X : R? - R", X € Vect(y), X(s,t) € Ty M, dann:

0s X = VX + h,(057) X
M~ ———
€eTpM eT,M+
Vsat"}/ == Vtas"}/.
Es kann aber fiir Z € Vect(y) gelten:

V,V.Z — VN, Z #0.
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Definition. Der Riemannsche Kriimmungstensor ordnet jedem p € M eine bilineare,
schiefsymmetrische Abbildung R, : T,M x T,M — L(T,M,T,M) zu, die durch folgende

Gleichung bestimmt ist:
R,(u,v)w = (V;V:Z =V, V2) (0).
Hier sind v : R* — M und Z € Vect(y) so gewdhlt, dass:
7(0,0) =
957(0,0) =

atrY(O: O) -
Z(0,0) =

Satz 4.3.

i) Der Riemannsche Kriimmungstensor ist wohldefiniert.

ii) Gauss-Codazzi Formel:

u,v,w, € T,M = Ry(u,v)w = hy(uw) hy(v)w — hy(v) hy(u)w.

Beweis. Wéhle v, Z so, dass (21) erfiillt ist.

18
vz ¥ 8,7 — h(07)Z = 0,7 — (d(1)0)Z = 8, Z — (911 0 ) Z.
II: M — R™™, v:R? — M, (s,t) € R?, Mo~y :R*>— R™"

OV Z = 0,07 — (050,(I1 o)) Z — (0,(TT1 0 7)) 0s Z
= 0;0,Z — (050,10 7)) Z — (dU(7)9)(VsZ + h(057)Z)
S—~— N——
eryM ETWMJ-

= 0,ViZ — O,V Z = —(dI1(7)0yy)h(0s7) Z + (dIL(7)0sy) he (0yy) Z — (dIL(7)Oyy)
H(dI(Y)9s7)ViZ = hy(957) " h(017) Z — hy(0ry) Dy (057) Z
+ 7y (0:9)ViZ — 0y (0)V 2

~
€Ty M+

= VSVtZ — VtVsZ = hv(as”y)*hv(at’y)Z — hv(at”y)*h,y(as”y)z

M C R3 sei eine 2-Mannigfaltigkeit.
Wihle Abbildung:

VM SE =1 vp) LM
dv(p) : T,M — T,4)S?
v:M — S? . V(z‘ol)l
M
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Definition. K(p) := det(dv(p) : T,M — T,M) heisst Gauss-Kriimmung von M im
Punkt p.

Beispiel.

(i) M? C R?
A: “Flacheninhalt mit Vorzeichen”

Us:={€€ 5" ||v(p) — €] <o}

lim A(Ué)

T P=TAVERE

(i) M=5* = v=id = K(p) =1

Lemma 4.4. M? C R® eine Mannigfaltigkeit und u,v € T,M linear unabhingig. Dann:

K(p) — (ol 0v.)

ol = (o)

Beweis.

I(p) =1 -vipvp) =  dipv=—vp)(dvipv)" —(dvp)v)vip)"

-~

—hy(0) —hyv)"
(Ry(u,v)v,u) = (hy(u)*hy(v)v — hy(v) hy(w)v, u) = (dv(p)v, v) (dv(p)u, u) — (dv(p)u, v>2

R3LR3LR3A—T>R3

v(p)
A:( u ) = A"=(vlp) u v), Bg;:{dy(p)gv ¢ Lv(p)

£, £ € Ru(p)

det(ATBA) = (R, (u,v)v,u)
det(B) - det(A)? = K (p) (v(p), u x v)? = K(p) |u x v = K(p)([uf[o]? — (u,0)?). .

Ubung. Zeige: R,(u,v)w = —K(p) (v(p),u x v) v(p) x w.

Bemerkung.
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Lemma 4.5.

X,Y,Z EVeCt(M) — R(X,Y)ZZVXVYZ—Vvaz—FV[X,y}Z.
Beweis. O.B.d.A.: X,Y vollstéindig. ©*: Fluss von X, ©': Fluss von Y.
Definiere: v(s,t) := ¢ o ¢'(p).

= 0sy(s,t) = X oy, Oy(s,t) = (¢3Y) o
= 9s7(0,0) = X(p), 0yv(0,0) =Y(p)
= Vi(Zov)=Vo,Z(7) =VxZ(y), ViZov)=VuyZ(y)

stt(Z o 7) = VBSWV¢iYZ(7) + v%cijZ(ﬁ)/»

d
VVi(Zoy)mimo = VxVyZ(p) + Vixy1Z(p),  da | Y= [X,Y]

o

R,(X(p),Y(p)Z(p) = VsVi(Z o y)|_ieo — ViVs(Z 0v)| i
= vayz(p> + V[X,y}Z(p) - VYVXZ(p).

Bemerkung.

1. Vx : Vect(M) — Vect(M)
Vx,Vy|] =VxVy —VyVy
[VX, VY] + V[Xy] = R(X, Y),‘

2. Lx : F(M) - F(M)={f: M —R| f glatt}
Lxf=df oX =0xf
[ﬁx,ﬁy] + E[X,y} = 0.
Definition. (VxR)(Y, Z)W € Vect(M) ist so definiert:

(VxR)(Y, Z)W = Vx(R(Y, Z)W) — R(VxY, Z)W — R(Y,VxZ)W — R(Y, Z)VxW.

Satz 4.6. W, XY, Z € Vect(M). Dann gilt es:
I R(X,Y)" = —R(X,Y) = R(Y, X);
2. RX,Y)Z+ R(Y,Z2)X + R(Z,X)Y =0 (1. Bianchi-Identitit);
3. (R(X,Y)Z,W) = (R(Z, W)X, Y);

4. (VxR)(Y,Z)+ (VyR)(Z,X)+ (VzR)(X,Y)=0 (2. Bianchi-Identitdt).

Bewezis.

1. Gauss-Codazzi.
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2. R(X,Y)Z+R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =
=VxVyZ —VyVxZ +Vixy)Z +VyVzX —VzVy X +
+ VX 4 VVxY — VxVY + Vi, yY =
= Vx(VyZ — VZY) + V[y,z]X + ...

= VX — Vx|V, Z]+... = [X,]Y, Z]] + zyklische Vertauschungen ... "< 0.
3. (R(X,Y)Z,W)—(R(Z,W)X,Y) = — (R(Y, Z)X, WY—(R(Z, X)Y,W)—(R(Z,W)X,Y)
= (R(Y, Z)W, X) + (R(Z, X)W,Y) + (R(W, Z)X,Y)
= (R(Y,Z)W, X

= (R(X,Y)Z,W

G <> (ROGWZY) Y (R(Y, 2 >v>v, X) — (R(W, X)Y, Z)
= (R(Z,W)X,Y

R(Z,W)X,Y) = (R(Y, Z)W. (RW, X)Y, Z)
) — (R(X,Y)Z,W) = 0.

4.3 Teorema Egregium

“Geoditen, Kovariante Ableitung, Parallel-Transport, Riemannscher Kriimmungstensor sind
intrinsisch”.

¢ : M" — M Diffeomorphismus.
Wir kénnen Objekte auf M mittels ¢ auf M’ zuriickzichen (pullback).

1. Kuvey: R —- M = o*vy:=¢p toy:R — M
2. Funktion f: M - R = ¢*f:=fop: M — R;
3. X € Vect(M) = ¢*X € Vect(M')
(" X) (') = do(p') ' X (p(0');
4. v: 1 — M, X € Vect(y) = ¢"X € Vect(p™y); " X (t) = dp(ep™ (7(1)) ' X (2);
. 'R € (M, L(TM')), (¢"R)py (v',w') = dp(p') ™' Ry (dp(p')', dio(p')w)dip(p').

(Kriimmungstensor)

Bemerkung. (Satz4.1) ¢ : M' — M bijektiv, d(o(p'), v(¢')) = d'(p',q'), fir allep',q" € M'.
= ¢ Diffeomorphismus und ¥p' € M', Vo', w': (dp(p')v', dp(p")w') = (v, w'y € T,y M'.

— 9=y

Iste Fundamentalform von M: g, : T,M x T,M — R, g,(v,w) := (v, w)

= Satz 4.1 sagt: “Die 1ste Fundamentalform ist intrinsisch”.

Bemerkung. Die 2te Fundamentalform ist nicht intrinsisch.

Satz 4.7. Die kovariante Ableitung ist intrinsisch:
o : M — M Isometrie. Dann gilt:
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1. X,Y € Vect(M), Vi.xp*Y = ¢*(VxY);

2. v:1— M CR" glatte Kurve X € Vect(7)
= V(' X)(t) ="(VX)(t) Vtel.

Lemma 4.8. Die lineare Abbildung Vect(M) — L(Vect(M)) : X +— Vx ist charakterisiert
durch die Bedingungen
VyX — ViV = [X,Y],

Ox(Y, Z) =(VxY,Z) + (Y,VxZ).

Vect(M) —  L(Vect(M))
X — D X
ein weiterer linearer Operator, der diese beiden Bedingungen erfiillt. Es folgt:

Beweis. Sei

ox(Y,Z) = (DxY, Z) + (Y, Dx Z) (23)
Oy (7, X) = (Dy 2, X) + (Z, Dy X) (24)
0z(X,Y) = (DzX)Y) + (X, DzY) (25)

(23)+(24)—(25

\0x (Y, Z) + 0y (Z, X) — 0(X,Y) =
=Y, DxZ — DzX) +(X,DyZ — DzY) 4+ (Z, Dy X — DxY) + 2(Z, DY) =
=2(Z,DxY)+(Y,[Z, X]) + (X,[Z,Y]) + (Z,[X,Y])

= (Z,DxY) = (Z,VxY)  VX,Y,Z € Vect(M)
= (Z,DxY —VxY)=0  VX,Y,Z € Vect(M)

= DxY —VxY =0 VX,Y € Vect(M). O
Beweis von Satz 4.7. ¢ : M' — M Isometrie. X,Y € Vect(M). Definiere
DxY 1= 0.(Vi,.x¢"Y) (26)

Behauptung. DxY — Dy X = [Y, X] und 0x(Y, Z) = (DxY,Z) + (Y, DxZ).

Beh, Lemma 4.8 % " %
- QO*(VZD*XQO Y):ny:VXY = (VXY):V;*ch Y.

Beweis der Behauptung.

P (X,Y) = (¢" X, ¢"Y) (27)
P [X, Y] = [p" X, Y] (28)
Opex™ [ = ¢ Ox f (29)

28
= o [X, Y] E [0 X, V] = VL " X — V.. x0"Y = ¢*(Dy X — DxY)
= [X,Y] = DyX — DxY.

* (29) * (27) * *
2 (8X<Y7 Z>) = al,o*XQO <Y7 Z> = at,o*X«p Y?QO Z> =
= (Vox@Y, 0" Z) + (¢Y,V,.x " Z) =
26 * * * *
D (0" DxY, 4" Z) + ('Y, " Dx Z) =

= ¢"((DxY, Z) + (Y, Dx Z))
= Ox(Y,Z) = (DxY, Z) + (Y, Dx 2). O
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Satz 4.9. Geoddten sind intrinsisch:
w: M — M Isometrie, v: I — M Geoddte
— p*y=p ltoy: I — M Geodite.

Beweis. 7 € Vect(y), V4 =

V(1) =9 1 (y(1) = " (1)
(1) = ds@( ") () = 9™ (1)

= V(7)) = V() () = (V) () = 0
=" I — M’ ist eine Geodiite.

Bemerkung (Alternativer Beweis von Satz 4.9).

* b * 2 ,, Satz4.1l (b, .
v lab] = M, E(e™y) = [ [ge™ @) dt =" [713()dt = E(7)
= Satz 4.9 (Benutze Satz 2.3).

Satz 4.10. Paralleltransport ist intrinsisch:
o : M — M Isometrie, v : R — M glatt
= ., (t1,t0) = dp(0™ (7(£1))) 7104 (t1, t0)deo (0™ (7(t0))) t Trnto) M — Tipeaery M

Beweis. v := o*y: R — M'.
Sei vy € Tyeg)M', dp(0™ (7(t 0))) : Toyao) M" = T e9) M.
Definiere X (t) := @ (¢, to)do(¢ ' (v(t0)))vy € Ty M und

X(t) 1= ol ((t))) X (1)
= VX =0, X' =¢*X, X'(ty) =

S'atz47 V' X — C,O*VX -0
= X/(tl) = q),y/ (tl, to)'l)é

Satz 4.11. Der Riemannsche Krimmungstensor ist intrinsisch:
¢ : M — M Isometrie = R' = ¢*R.

Beweis. 7' : R* — M, (s,t) — +'(s,t); Z' € Vect(v'), Z'(s,t) € TysyM'.
Definiere v := povy : R?* = M, Z := dp(v')Z" € Vect(y).

R0, , 02 :=V'N,Z' —V, V.7 =
=V,\Vi(¢'Z) = V,Vi(¢"Z) =
Wﬁ7%vvﬂ—mvzp:
= dp(y) "' R(8s, 0ry) Z =
= do(") ' R(dp(v)0s, do(y) 0 )dp(v) Z' =
= ((¢*R)(0s7,07)) 2 vy :R? — M und VZ' € Vect(')

= R = ¢*R.
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Lemma 4.12 (Gauss Teorema Egregium). Die Gauss-Krimmunyg ist intrinsisch:

Seien M, M' C R3 2-Mannigfaltigkeiten mit Gauss-Kriimmungen K, K', ¢ : M’ — M Iso-
metrie

— K'=Kog.

Beweis. Lemma 4.4: u,v € T,M, |u| = |v| =1, (u,v) = 0= K(p) = (Ry(u, v)v,u).

P = 9071(]9) Satz4.1
Seien { w/ = do(p) ! |uf| = | = 1, (u!,v') = 0.
Vo= dp(p)

= K'(p) = (R,(u/,v")v', ') =
= (de(p') " Ry(dep(p" ), de(p')v") de(p')v',u')y =
—— —_—— —— —

dp(p')* u v v

Lokale Koordinaten

pi=y(at, ... a™);

Ei(x) = gw()Gwa)M i1=1,....m, E; : V — R™
g9ij(z) = (Ei(z), Ej(2));

u=dy(z)§ = lelfl Ei(z) € T,M = imdy(z);
v=>" n"Ei(x) € T,M;

(u,0) = 37551 9 (@)

u = Z:il flEia U= Z;nzl n]Eju w = Z;gnzl kaka

R(u,v)w = 37" & CR(E;, Ej)Ey,  R(E;, Ej)Ey = 3" Ry (v)Ey(x), R :V —R

R(u, U>w_Zz 1(Z”k 1 zgk( )SWC’g)Ez( )-

Ubung. Kovariante Ableitung in lokale Koordinaten ausschreiben, dann im Kriimmungstensor
einsetzen.

zgk =0, F — ;T + Z Fiurljjk ng/r;jk)

(man soll die Definition des Kriimmungstensors benutzen).

Wir wissen T = 377", ¢MT; Ty = (5% + 34 — 24)
= Die I'?. sind eindeutig bestimmt durch die g;j = Satz4.7
= Die R;;;. sind eindeutig bestimmt durch die g;; = Satz4.11.
Sei o : M'— M, 'V — M :=¢poi.

Bi(w) = g0 /(x) = dp(v'(2)) 5 = dip(y/(2) Ei (=)

S%.l gij(l’) = <Ez(x)7EJ(x)> = <Ez/( )7E;(I>> - gl/ﬂ(x>
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Beispiel. Gauss-Krimmung von S* € R3
Stereographische Projektion v : R* — S?\ N = (0,0,1)

g(z,y) = dv(z,y) dy(x,y) = m ( (1) ? )

Allgemeine Form von g im 2-dimensionaler Fall:

i E(X7Y> F(X7y) : 2
g(z,y) = ( Flxy) Glxy) mit £ >0, G >0, EG— F* > 0.

Gausskriimmung K = 1. Dies kann man mit zwei Methoden beweisen:
(a) Mit Gauss-Codazzi ist dies leicht zu sehen.

(b) In lokalen Koordinaten ist es hingegen sehr aufwendig.

4.4 Globale Version des Satzes von Cartan-Ambrose-Hicks

Frage. Gegeben seien 2 Mannigfaltigkeiten M, M’ derselben Dimension. Unter welche Be-
dingungen gibt es eine Isometrie von M nach M'?
Antwort. Satz von Cartan-Ambrose-Hicks.

Lemma 4.13. M, M’ zusammenhdngende Mannigfaltigkeiten.
0o, o1 : M — M’ Isometrien.

po € M, ©o(po) = ©1(po), dpo(po) = dp1(po) = ¢o = 1.

Beweis. A:={p e M | vo(p) = p1(p), dpo(p) = de1(p)}

A#0 (po € A)
A abgeschlossen, da ¢, dp stetig =A=M = ¢y = ;.

A offen (dies folgt aus Satz 4.1 oder aus Satz 4.9)

p € A, |v| <4, 0 klein, = po(exp,(v)) = exp, ;) (dpo(p)v) = w1(exp,(v))
= 90|y = Pilpy UO) = {a | dp,q) < 6}
= U(J) C A. 0

Definition. FEine (glatte) Homotopie (von Abbildungen von I = [a,b] nach M) ist eine
glatte Abbildung v : [0,1] x I — M. Wir schreiben yx(t) := v(\, t), va : L — M. Wir nennen
v eine Homotopie von o nach v,. v heisst Homotopie mit festen Endpunkten wenn
ya(a) = vo(a) und yx(b) = vo(b) fiir jedes X € [0, 1].

Bemerkung. v, 71 glatt, vo(a) = y1(a), v0(b) = y1(b). Dann ezistiert eine glatte Homotopie
von Yo nach y1 mit festen Endpunkten (m.f.E.) <= FEs existiert eine stetige Homotopie.
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Definition. Eine Mannigfaltigkeit M C R™ heisst einfach zusammenhdngend, wenn es
fir je zwei glatte Kurven vo,v1 : I — M mit vyo(a) = v1(a) und vo(b) = v1(b) eine Homotopie
mit festen Endpunkten von o nach ~; gibt.

Bemerkung. Q,, = {7 : [a,b] — M | v(a) = p, v(b) = ¢} zusammenhingend <= M
einfach zusammenhdngend.

Erinnerung.

Eine Abwicklung von M entlang M’ besteht aus zwei Wegen v : [ — M, v' : [ — M’ und
orthogonalen Isomorphismen ®(t) : Ty M — Ty M';

(t)(t) = 7'(t), @)Dy (t,5) = DL, (L, 5) 0 D(s).

Wir betrachten alle Abwicklungen (v,~', ®) auf I = [0, 1], die die Anfangsbedingungen

Satz 4.14 (Cartan-Ambrose-Hicks, globale Version). Seien M, M' C R" zusammenhdingende,
einfach zusammenhdngende, vollstindige m-Mannigfaltigkeiten.

Seien py € M, py, € M', & : T,, M — Tp6M/ orthogonaler Isomorphismus gegeben.
Aquivalent sind:

i) 3 Isometrie o : M — M’ so, dass p(po) = py und dp(pe) = Po;
ii) ¥ Abwicklung (7,7, ®), die (x) erfillt, gilt: v(1) = po = 7' (1) = py und ®(1) = Py;

0.1, die (x) erfillen, gilt:

1=

Y0(1) =n(1) = (1) =%
i) ¥ Abwicklung (y,~', ®), die (x) erfillt, gilt (ID(t)*R;,(t) = R,u.

)

)
iii) ¥ zwei Abwicklungen (i, i, ®;),
);
)

Beispiel. M = {z € R? | |x| =7 > 0}, Gauss-Kriimmung K = 1/r?
M ={z e R?| |z| =" > 0}, Gauss-Krimmung K' = 1/r"?;
r # 1’ = 3 Abwicklung (v,7', ®) die (x) und v(1) = po, 7' (1) # pf, erfillt.

Lemma 4.15. ¢ : M — M’ Isometrie, p(po) = py, dp(po) = Py =V Abwicklung (v,7', )
die (x) erfilllt gilt p(4(t)) = (1), dp(4(t)) = B(1), VL.

Beweis. Sei (7,7, ®) eine Abwicklung die (x) erfiillt.

Definiere 7/(t) := @(7(t)), ®(t) = dp(y(t)). Dann gilt:

F(t) = (t)(t) (Kettenregel);

O(t) : ToiyM — TsyM' orthonormaler Isomorphismus (Definition von Isometrie);
&D(t)fbv(t,:s) = ®/,(t, s)®(s) (Satz 4.10, Paralleltransport ist intrinsisch);

= (7,7, ®) ist eine Abwicklung die (x) erfiillt.

Wegen der Eindeutigkeit im Satz 3.10 folgt 3/(t) = 7/(t), ®(t) = ®(t), Vt.

=7 () = p(v(1), ®(t) = dp(y(1), V. N
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Beweis von Satz 4.14. i) = ii) = iii) = i) = v) = iii).

Schritt 1: i) = ii), iv): Annahme: ¢ Isometrie, p(po) = pjy, de(po) = Po.
Sei (7,7, @) eine Abwicklung die (x) erfiillt Lemma 15
(1) =po = 7'(1) = ¢(v(1)) = w(po) = pp, 21 ) = dip(7(1)) = dip(po
(1) Ry = B(1) " Ry (2(1)e, (1)) 0() = ("R, ~" = Ry,

)Z‘I’o;

Y(t) = 90(7(25))(, (t) = do(y(t));

Schritt 2: ii) = iii): Seien (v;,7;, ®i);_y, Abwicklungen die (x) und 7o(1) = 71(1) erfiillen.

o _ [ ), 0<t<1/2
Definiere v : [0, 1] — M durch () := { 72 -2t), 1/2<t<1 -

7 ist stiickweise glatt und stetig an der Stelle ¢t = 1/2.

21 3 Abwicklung (7,7, @) die (x) erfiillt

L da (1) = po ist, gilt v'(1) = pp, D(1) = Dy

— die Abwicklung ¢ — (y(1 —1),7'(1 —t), (1 — t)) erfiillt ebenfalls (x)

Eind. in 310 ,_, , (76(2t), (2t)), 0<t<1/2
= <”@@“”:{m«;am®@—mx1mStg1

= 0(1) =7'(1/2) = 7(1).

Schritt 3: iii) = i): Gegeben sei g € M.
Definiere ¢(q) := +/(1), wobei v : [0, 1] — M irgendeine glatte Kurve so, dass v(0)
und (1) = ¢, und (~,/, ®) die Abwicklung ist die () erfiillt (Satz 3.10).
Nach #i7) ist der Endpunkt +/(1) unabhéngig von der Wahl von +.
Also ist ¢ wohldefiniert.

a) (7,7, ®) Abwicklung die (x) erfiillt, dann gilt p(y(t)) =+/(t), Vt € [0,1],
also gilt auch dp(v(t))¥(t) = A'(t) = ®(t)¥(t) = ¢ ist glatt
(yeC®(I,M)= poye C=(,M))und |do(q)v| = |v|], YveT,M.

b) ¢ ist surjektiv: Sei ¢’ € M’ = wihle 7/ so, dass 7/(0) = pp, ¥ (1) = ¢
= 3 Abwicklung (v,~', ®) die (x) erfiillt 4 e(v(1) =+'(1) =¢.
¢) ¢ injektiv: Annahme: ¢(q0) = ©(q1) = ¢, (1) = qo, (1) = ¢1.

= Do

Da M’ einfach zusammenhéingend, existiert eine Homotopie mit festen Endpunkte

{VS‘}OS)\Sl von 76 IlaCh ’y{

= 3 Abwicklung (fy,\,%\, d))

= p(n(1) = %(1) = ¢ = dp(1 (1)) 220 — g = 220 — g
= qo = (1) =n(l) = a.

Schritt 4: iv) = iii): M einfach zusammenhéngend, (v;,7;, ®i);_,, gegeben, (1) = 71(1)

= 3 Homotopie {7x}¢<,<, mit festen Endpunkten von 7, nach 7.
VA € [0, 1] gilt 71(0) = po, (1) = (D).

Sei (Y, VA Q))\) die Abwicklung von M’ entlang M mit (x) v4(0) = pp, PA(0) = Do.

Zu zeigen ist a/\'y/\(l) =0.

Behauptung 1. Vt ist X — (ya(t),7A(t), PA(t)) eine Abwicklung.

Da 0yy1(1) = 0, folgt aus Behauptung 1, dass d\74(1) = ®5(1)0\y1(1) =0
= (1) = (1)
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Beweis der Behauptung 1. Wéhle Basis Fiq, ... Ey,g von Ty, M.

Wiihle Basen E;(\, t) so, dass F;(X,0) = Ey, Vi E; = 0.

Definiere EZ/(/\, t) = (I))\(t)Ei(/\, t) € T«/’A(t)M/‘

Wihle £'(\,t) € R so, dass 0yy = Y i, §'E;. Dann gilt auch 9y = " | E'EL.

Betrachte X'(\,t) := O\yA(¢), Y/(\ t) := VAE/(\ ).

Dann gilt es: V, X' = V,0\74 = VA(OA) = >oie, ((O\E)E] + E'VAEY) ;

VY =V,V\E! — VA\V.E] = R(0n,0\Y)E. = R (0, X')El;
——

=0, kann addiert werden

X'(A\,0)=0,Y/(\0)=0.
Damit haben wir gezeigt, dass die Vektorfelder X', Y/ die gew. Differentialgleichung

VX' = YT (W) EL+ EY), X'(A,0)
V.Y = R(0n, X)E,  Y/(\0)

0
0

erfiillen.

Behauptung 2. Die Vektorfelder X'(\,t) := ®(X, £)dxya(t), Y/ (A, 1) := B\, t)VAE;(\, 1)
erfiillen ebenfalls die Differentialgleichung

V.Y! = R0y, X" E;, Y/(A\,0)=0

1

{ ViX' =3 (&) E] +€Y)), X'(A,0) =0
Aus Behauptung 2 folgt ®(\,t)0\ya = O\y4 und ®(\, )V E; = VA E!
=Vt ist A +— (7a(t),74(t), PA(t)) eine Abwicklung, d.h. Behauptung 1. O

Beweis von Behauptung 2.

> EE; m
N Py , ,
VQX’ = Vé(@)ﬁ,\%) = %Vﬁm = q),\VA( at”)/)\ ) = q),\(Z((aAfZ)Ei + fZV,\Ei) =
i=1
=Y (DB + Y EDVLE = Y (DEEL + YY),
i=1 i=1 i=1

und

V|V = V(DVL\E,) = BV, VA E; = R(Dyy, o) B &
= R/(®0yy, PO\y) PF; = R' (0, X')E..
(PO, PONY) (0, X" E;

oy’ X/ E;
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4.5 Lokale Version des Satzes von Cartan-Ambrose-Hicks

Ur(p, M) ={q € M | d(p,q) <r}

exp,, : {veT, M| v <r}— Ul(p, M) (1)

expyy {v' € Ty M’ | [v'| < r} — U.(ph, M) (2)
Annahme: (1),(2) Diffeomorphismen (gilt fiir kleine r),
®q : TpyM — T, M" orthogonaler Isomorphismus.

Satz 4.16 (Cartan-Ambrose-Hicks, lokale Version). Unter obigen Voraussetzungen sind fol-
gende Aussagen dquivalent:

i) 3 Isometrie ¢ : U (po, M) — U, (py, M') so, dass ¢(po) = ppy, dp(po) = Po;

ii) ¥ Abwicklung (7,7, ®) so, dass
7(0) = po,7'(0) = pp, P(0) = o, V(t) € Ur(po, M), 7' () € Ur(pp, M') ¥t (%)
gilt v(1) = po = +'(1) = pg, D(1) = Py;

ii) Fiir je zwei Abwicklungen (i, i, ®:);_o, die (xx) erfillen gilt
Y0(1) =71(1) = (1) =11);

w) Yv e T,y M mit [v| <r gilt:
seien y(t) 1= exp,, (tv) und '(t) 1= exp,, (t®ov), 0t <1
weiter sei ®(t) := @, (t,0)PoP,(0,1).
Dann gilt CID(t)*R;,(t) = Ryp.

Ausserdem: wenn (i) gilt so ist p(exp,, (v)) = expy (Pov) Vi € T,M, |v| <r.

Lemma 4.17. Seien v,w € T,M, |v] <7, 7(t) := exp,(tv), 7x = exp,(t(v + Iw)),

X(t) = %}A:OVA(Q S T,y(t)M
= VX = R(¥, X)7 (Jacobi Gleichung), X (0) =0, V,X(0) = w.

Beweis. v,(0) =p= X(0)=0
VtX(O) = Vta)\’}/(()) = an{y(O) = V)\|>\:0(U + /\UJ) = w.
=0
2 € )
ViX =V, VX =V, V0\y = VtVA(aﬂ) = V\V:0ry +R(at% a/\V)aﬂ
= V22X = R(¥, X)7. ]

Beweis von Satz 4.16. i) = ii) = iii) = i) = iv) genau wie bei Satz 4.14.
Zu zeigen ist iv) = 1).

exp,,

{veTpM || <r} — Ulpo, M)
1 @ Lo

exp,,

{veTyM [ |<r} — Ulpo, M)

@ 1= exp,y oPg o exp,.t d.h. p(exp,, (v) = expy (Pov), Vo € Tp M, |v| <.
Zu zeigen: ¢ ist eine Isometrie.

Behauptung. |dp(q)u| = |u|, VYq € U.(po, M), Yu € T, M.

Nach Behauptung ist ¢ : U,.(po, M) — U,.(py, M') eine Isometrie, so ist Satz 4.16 bewiesen.
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Beweis der Behauptung. Wéhle v € T,,, M so, dass |[v] <, exp, (v) = q.
Wihle w € T,, M so, dass dexp, (v)w = u.

Definiere y,(t) := exp,, (t(v + Aw)), X (t) := %}Azoy,\(t), X € Vect(y)
A=0: y(t) :=(t) = exp,, (tv), ¥(1) = ¢, X(1) = u.
Nach Lemma 4.17 gilt

VX = R(%, X)), X(0) =0, VX(0) = w. (30)

(1) = expy (E(Pov + APow)) = @(7a(1))-

A=0:9(t) ==~ = exppé(tq)ov), X'(t) == %}Azofyf\(t).
Wieder nach Lemma 4.17 gilt

VX' = R'(Y,X")5, X'(0) =0, V' X'(0) = ®yw. (31)

(I)(t) = bey,(t, 0)(130(1)7(0,15) : T'y(t)M — T'y/(t)M/‘
Nach Voraussetzung iv) gilt CD(t)*R;/(t) = R,). Ausserdem:

®(t) orthogonaler Isomorphismus
V(X)) =d(VX) Dann folgt
O(t)¥(t) = 7'()
v2(@0X) = 3(V2X) D oR(4, X)7 L R(94, X))y = R(Y, 3X)Y
= ®X € Vect(y') ist Losung von (31) nd xr = 9 X.

Somit dp(q)u = dp(v(1))X (1) = gx|,_2(m(1) = gx |, A (D) = X'(1) = @(1)u.
Da ®(1) ein orthogonaler Isomorphismus ist, gilt

|deo(p)ul = [®(1)u] = |ul,

fir alle ¢ € U, (po, M) und alle u € T, M.

0

4.6 Flache Mannigfaltigkeiten

Definition. M C R" heisst flach, wenn der Riemannsche Krimmungstensor auf M wver-
schwindet, d.h. R = 0.

Satz 4.18. M m-Mannigfaltigkeit. M ist flach <= ¥V p € M g¢ibt es eine offene Umgebung
UcCM, peU, sodass U isometrisch zu einer offenen Teilmenge des R™.

Bewezis.

< Satz 4.11 (Der Riemannsche Kriimmungstensor ist intrinsisch).

= Satz 4.16. Insbesondere wéhle py € M, p;, =0 € R™ = M.
® : TpyM — R™ = T}y M" orthogonaler Isomorphismus,
Bedingung iv) von Satz 4.16 ist erfiillt
= 3 Isometrie ¢ : U,(pg, M) — {z € R™ | |z| < r}.
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Bemerkung. V C R™, U C M, ¢ € C(V,U) Parametrisierung.
gi5(7) = (g (), g (@), z eV

gij(x) = i <= d@D(mFd@/)(x) = 1 < v Isometrie.

Satz 4.19. Set M eine zusammenhdingende, einfach zusammenhdngende, vollstindige
m-Mannigfaltigkeit. Dann gilt: M flach <= 3 Isometrie ¢ : M — R™.

Beweis.
< Satz 4.11;

= Satz 4.14.

Ubung. Jede 1-Mannigfaltigkeit ist flach.

I"Jbung. M, My flach = M, x M, flach.

Beispiel. T2 = S x S? = {(z1,29) € C x C | |21] = |22| = 1} € C* 2 R* flach.
Kein Widerspruch zu Satz 4.19, da T? nicht einfach zusammenhdngend!

Beispiel (Regelflachen). Seien v,u: R — R" glatte Kurven.

Annahme: |u(t)| = 1 Vt, u(t) # 0 Vt, (¥(t),u(t)) =0 Vi.

E(t) :=u(t)" CR", L(t) == u(t)" Nna(t)" c R™. L(t) = lim,_, E(t) N E(s)
dmE({t)=n—1=m, dmL(t)=n—-2=m—1 (dau(t) L u(t)).
Annahme: ((t),u(t)) #0 Vt, d.h. Y(t) & L(t).

Seitg € R, € >0 klein, Iy := (to —&,t0 + €).

L(t), = {0 € L) | o] < =}, My = Urenn(1(8) + L(2),).

Ubung.
i) My ist m-Mannigfaltigkeit fiir € klein genug;
T,My=E(t) Vpe~y(t)+ L(t);

i)

iii) M, ist flach;

iv) Seien " € C(ly, R™), ®(t) : E(t) = Ty Mo — R™ so, dass (7,7, @) eine Abwicklung
von M, entlang R™.

Sei ¢ : My — R™ definiert durch p(y(t) + v) := +/(t) + ®(¢)v.
Zeige M/ = p(My) C R™ offen und ¢ : My — M Isometrie.

Hinweise.

i) Sei ey,...e,,—1 orthonormale Basis von L(tg). Seien ¢t — X;(t) € R" ¢ = 1,...,m — 1
definiert durch X; + %u =0, X;(0) =e;.
Behauptung: X (%), ...X,,—1(t) orthonormale Basis von L(t).
Definiere W : R x R™™' — R durch W(t, 2!, ..., 2™ 1) == y(t) + 77" 2 Xi(t).
Behauptung 2: d¥(t,0) ist injektiv.
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iii) v: My — S™ ! normales Vektorfeld.
Behauptung: Vp € ~(t) + L(t), Vv € E(t) gilt dv(p)v € Ru(t)
(benutze Gauss-Codazzi).

Definition. Fine Mannigfaltigkeit My dieser Form heisst Regelflédche.

Ubung. Folgende Mannigfaltigkeiten sind Regelfliichen im R3:

i) Kegel iiber I' C R? x {0}, T 1-Mannigfaltigkeit, p € R?\ (R? x {0});
M={tp+(1-1)q|t>0, geT'}

ii) Zylinder iiber T, M ={q+tv|t€R, ¢, v€R*x{0}};

iii) Tangentialfliche M = {~(t) + s¥(t) | |t —to] <&, 0 < s < e},
4 (to) und 4(to) linear unabhéngig;

iv) Normalfliche |§(t)| =1, 5(¢t) #0, M = {y(t) + s3(t) | |t — to| < e, |s]| < &}.

4.7 Symmetrische Mannigfaltigkeiten

Bemerkung. (v,7',®) Abwicklung = ®(t) = ®.,(¢,0)®(0)®,(0,t) : TopyM — Ty M'.
Nehmen wir an v(0) = po, 7'(0) = pf, ®(0) = Pg, D,(t,0)" Ry) = Ry,

Y (1,0)" Ry = Ry, B Rl = Ry,

Dann folgt ®(t)" K.,y = Ry)-

Satz 4.20. M € R" m-Mannigfaltigkeit. Aquivalent sind:

i) Der Riemannsche Kriimmungstensor ist invariant unter Paralleltransport,
das heisst Vy e C°(R, M) Vs,t €R D,(t,s) Ry = Rys);

i) VR =0;

iii) Ype M 3r>0 F¢:U(p,M)— U.(p, M) Isometrie
so, dass ¢(p) = p, de(p) =—1:T,M — T,M.

Beweis.
i) = i) :
Satz 4.16 (C.A.H. lokal) M' = M, py = p, = p, P9 = —1.

~y(t) = expp(tv), veT,M. ~(t) = expp(—tv).
O(t) = —D.(t,0)0,(0,t) i O(t) Ry = Ry SR 4i5),
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i) = 1) :
(7(0) = p, ¥(0) = u, X(0) =v, Y(0) =w, Z(0) = 2)
Nach Satz 4.11 p*R = R, nach Satz 4.7 ¢*V =V = ¢*(VR) = VR
Es gilt

(VR)p(u)(v,w)z =V{(Ryp(X,Y)Z) = Ry (Ve X, Y)Z — R,y (X, VY) Z—
- R’y(t) (X, Y)VtZ

und
L(T,M) > (VR),(u) (v, w) =(¢"VR)p(u)(v,w) =

:dw(p)ﬂVRvﬁ(p) (dp(p)u)(dp(p)v, dp(p)w)de(p) (1)
== (VR)p(u)(v, w)

= (VR), = —(VR), = (VR), =0, Vp.

i) = ) :
Sei v € C*(R, M), v(0) =p, u,v,w € T,M.
Definiere X (t) := ®,(¢,0)u, Y (t) := ©,(¢,0)v und Z(¢t) := &.(¢,0)w.

Es folgt

(B(£,0)" Ry (11, 0w =B (£,0) ™ Ry ) (@ (£, 0)u, D, (1, 0)0) s (£, 0)o =
=0, (0. 1) Ry (X (). Y (1) Z(0).

Durch ableiten erhalten wir
d d

S ®(1,0)" Ry, o) = 0 (0, Ry (X (1), V() Z(8) 2
=®,(0, 1) Ve( Ry (X (2), Y (1)) 2 (1)) =
=0,(0,0)(( B )y (YO)(X (D), Y (1) Z(t) + By (VX (1), Y (1)) Z () +
=0 nach (i) =0
Ry (X (0, 9Y (1) Z(1) + Ry (X (0. Y (1) VZ(1) = 0.
=0 -0
= (I)W(tv O)*Rv(t) = R, U

Definition. Fine Mannigfaltigkeit M, die die Bedingungen von Satz 4.20 erfiillt, heisst lokal
symmetrisch. Die Isometrie ¢ in (iii) heisst lokal geoddtische Spiegelung.

Definition. Fine Mannigfaltigkeit M heisst symmetrisch, wenn ¥Yp € M 3 Isometrie ¢ :
M — M so, dass p(p) = p, dp(p) = —1.

Ubung. M symmetrisch = M vollstindig.

Korollar 4.21. M lokal symmetrisch, vollstindig, einfach zusammenhdngend
= M symmetrisch.
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Beweis. O.B.d.A. M zusammenhéngend.

Wir benutzen Satz 4.14 (C.A.H. global).

Po =Py =p, ¢po = —id : T,M — T,M.

Bedingung iv) von Satz 4.14 ist erfiillt (folgt aus Satz 4.20).

= Jdp: M — M Isometrie p(p) = p, dp(p) = —id. O

Korollar 4.22. M, M" lokal symmetrisch pg € M,py € M', ®q : Ty, M — T,y M" orthogona-
ler Isomorphismus, @f]R;Jé =R,
— 3 lokale Isometrie ¢ : U.(po, M) — U,.(py, M), ©(po) = py, dp(po) = Po.

Beweis. Satz 4.16 und 4.20. O

Korollar 4.23. Seien M, M' symmetrische, zusammenhdngend, einfach zusammenhdngende
Mannigfaltigkeiten.

po € M,py € M, ®q : Ty, M — Ty M orthogonaler Isomorphismus so, dass @E‘)R]’% =R,
— 3 Isometrie p : M — M’ so, dass p(po) = ph, de(po) = Po.

Beweis. Satz 4.14 und 4.20. O

Korollar 4.24. Jede zusammenhdngende, einfach zusammenhdngende, symmetrische Man-
nigfaltigkeit ist homogen, d.h. Vp,q € M 3 eine Isometrie ¢ : M — M so, dass ¢(p) = q.

Beweis. Korollar 4.23, M’ = M, py = p, py = q. Wéhle ~ : [0,1] — M so, dass
7(0) = p, ¥(1) = q, D := ®,(1,0) : T,M — T, M. .

Bemerkung. Korollar 4.24 gilt auch wenn M nicht einfach zusammenhdngend ist. (ohne
Beweis)

Beispiel. M flach (R =0) = M lokal symmetrisch (VR =0).
Beispiel. M, My lokal symmetrisch = M, x My lokal symmetrisch.

Beispiel (Flache Tori).
Mupe = {(u,v,w) € C*| |u| = a, |v] = b, w = cuv} a>0,06>0,¢>0
Mop.c flach, kompakt (daher vollstindig), symmetrisch, nicht einfach zusammenhdngend.

Beispiel. M = 8" = {z € R""! | |z| = 1} symmetrisch.
p=(1,0,...,0), (x) = (xg, —21, ..., —x,) geoddtische Spiegelung.
{Isometrien von S™} = O(n+1).
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Beispiel. M? Cc R*: “kein Torus”. “Geschlecht” g = 2, M kompakt

K(p) = %, Gauss-Krimmung; u,v Basis von T,M.

Annahme: K (p) = konst.

= M nicht flach, lokal symmetrisch, (Satz 4.20) vollstindig und nicht symmetrisch.

{Isometrien von M} = endliche Gruppe = nicht homogen.

Beispiel. M = G C O(n) kompakte Lie Gruppe = M symmetrisch.
Fir ¢, &, n € Lie(G) gilt:

Ry(€9,m9)¢9 = —1ll¢,m),Clg

(Ry(E9,n9)n9,€9) = 511 n)|?

(€9,ng) = Spur(&™n).

4.8 Konstante Kriimmung

Definition. Sei E C T,M ein 2-dimensionaler linearer Unterraum. Die Schnittkriimmung
von M an der Stelle (p,E) ist definiert durch

K(p,E) := (Rp(u,v)v,u)

 ulPo? = {u,v)?

wobei u, v eine Basis von E bilden.
Wir sagen, M hat konstante Krimmung k € R, wenn K(p,E) = k,Vp € M, VE C T,M
mit dim F = 2.

Ubung. Die Zahl K(p, E) hiingt nicht von der Wahl der Basis u, v ab.

Satz 4.25. M™ C R™ m-Mannigfaltigkeit, k € R. Aquivalent sind:
1. M hat konstante Krimmung k;

2. Vp € M Vv, va, v3, v4 € T,M gilt:
(Ry(v1,v2)vs,v4) = k((v1, va)(Va, v3) — (v1, V3)(Va, V4)).

Beweis.
2.=> 1. :
v=v=uve=v3=0v, K(p;E)=k Vp, E.
1.= 2. :
Definiere
Q(v1,v2,v3,v4) = (Ry(v1,v2)v3,v4) — k(v1,v4) (U2, v3) + k(v1, U3) (U2, Vs).
Es folgt:

Q(U1,U2703,U4) = Q(U3,U4701702) (32)
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Q(/UlanaU?)avll) - —Q(U27U17U3,U4) (33)
Q(v1, v2, U3, v4) + Q(v2, U3, V1, V) + Q(vs, V1, V2, v4) =0 (34)
Q(u,v,u,v) =0 (35)

=0 (i) Q(U,Ul + V2, U, V1 + U?) - Q(U,’Ul,u,’Ug) + Q(U,’UQ,U,’Ul) (2) 2@(“»”17U7U2)

= 0= Q(uy + ug, v, Uy + uz, v2) = Q(u1,v1, uz, v2) + Q(ua, v1, u1, va)

(33) (34)
= Q(v1,v2,v3,v4) = —Q(v3,v2,v1,v4) = Q(v2,v3,v1,14) =
= —Q(01702>U3>U4) - Q(U:s,vl,vz,w;)
(33)
= Q(017U2,U3,U4) = —% (U3,U1,U2,U4) = %Q(U17U37U27v4) = iQ(U17U2,U3,U4)

= Q=0.

Bemerkung. M, M' m-Mannigfaltigkeiten mit konstanter Krimmung k

g jeder orthogonale Isomorphismus ® : T,M — Ty M’ erfillt *R,, = R,,.

Korollar 4.26. M, M' m-Mannigfaltigkeiten mit konstanter Krimmung k, p € M, p' € M’
= fiir r > 0 hinreichend klein 3 eine Isometrie ¢ : U.(p, M) — U,.(p', M").

Beweis. Satz 4.16 (C.A.H. lokal). O

Korollar 4.27. M, M’ zusammenhdngende, einfach zusammenhdngende, vollstindige
m-Mannigfaltigkeiten mit konstanter Krimmung k = 3 eine Isometrie ¢ : M — M’.

Korollar 4.28. M zusammenhdingend, einfach zusammenhdngend, vollstindig. Dann sind
dquivalent:

1. M hat konstante Kriimmung;

2. Vp,qe M,V :T,M — T,M orthogonaler Isomorphismus, existiert eine Isometrie
©: M — M so, dass p(p) = q, de(p) = ®.

Beweis.

1.= 2. :
Satz 4.14.

2.=>1.:
po,p1 € M, Ey CT,,M, By C T, M.
Wihle einen orthogonalen Isomorphismus ®¢ : 7, M — T, M, so dass ®oEy = F;
2 J Tsometrie ©: M — M so, dass p(po) = p1, dp(po) = Po
= QR = Ry,
= K(po, Ev) = K(p1, PoEy) = K(p1, ).
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Beispiel.
k=0 M flach R™
k=1 m>2 S™ Bis auf Isometrie sind (R™, S™,H™) die einzigen vollstindigen,
Ek=—-1 m>2 H™
zusammenhdngenden, einfach zusammenhdngenden m-Mannigfaltigkeiten mit konstanter
Kriimmung k = (0,1, —1).

Isometrien:

R™: p(z)=Az+b AecO(m);

S™: p(r) = Ax AeO(m+1).
Geoditen:

R™: ~(t) =p+to;

S™: A(t) =pcost+wusint veT,5™, |v]=1.

Bemerkung. M™ vollstindige, zusammenhdngende m-Mannigfaltigkeit mit konstanter Krimmung
k=1= M kompakt.

1

Beispiel. M = {z € R™"! | |z| = r} hat konstante Krimmung k = 2.

Beispiel. M = S™ x S™ symmetrisch, nicht konstante Krimmunyg.

4.9 Der hyperbolische Raum H™

Modell 1: D" ={y €e R™ | |y| < 1}
Metrik: £, n € R™ =T, D™ :

(€am)y = TEDEL = 3, gi(y)Ein

452']'
9i5\Y) = 7 123 36
_ 20l
Iy = =
Modell 2: © = (x1,...,z,,) € M =R™:  [¢f2 = |¢f2 — {28
T;T;
9 =0 — —=7 37
9i5(2) 7T 1A 2 (37)
Modell 3: Q : R™"" x R™M - R Q(z,y) :== —xoyo + 2141 + - + Ti¥Ym
H™ .= {p e R™ | Q(p,p) = —1, zo > 0} p=(T0,71,..., %) = (70, 7)
peEH" — —al+2P=-1 < 22=[2>+1 = 2¢9=/1+ |2]?
H™ — R™, (zg,x) — z Diffeomorphismus.
Metrik auf H™ :
gp(v,w) = Qv,w)  Yv,w e T,H™. (38)
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Ubung. Die Abbildung ¢ : R™ — D™, ¢(x) := 7”11;‘;‘2_195 ist eine Isometrie beziiglich (36)
und (37).

Bemerkung.
1. gy(v,v) >0, YveT,H™ v#0;

2. Die Projektion H™ — R™ ist eine Isometrie beziiglich (37) und (38).

Bemerkung. {Isometrien von H™} = O(m, 1) =
= {A € RUDx(m+D) | O(Av, Aw) = Q(v,w), vy >0 = (Av)y > 0}.

Bemerkung. Geoddten: y(t) = pcosht +vsinht, peH™ ve T,H™.
Q(p,v) =0, Q(v,v) = 1.

={p = (0, 2) = (xo, %1, ..., ) E R | —af + 2% + -+ 22, = —1, 9 >0}
pH™ ={v = (£,¢) = (50,51,.. £m)\—xo£o+x1§1+--~+xm£mZQ(pM=0}

2 _ g2 2 4 _ 2 _ =8 @b
’U\ 1§17+ & = 1€1* + 1+\$\2’xo L+ |z, —x—o—m

[l = Qv,v) = [¢]2 — [&? = [¢]? — & = |¢]2

Die Projektion H™ — R™, (xg,2) — x ist eine Isometrie beziiglich der obigen Metrik

(Q(v,w)).

Bemerkung. H™ ist zusammenhdingend und einfach zusammenhdngend.

Satz 4.29.
1. H™ ist vollstindig;

2. H™ hat konstante Krimmung k = —1.

Bewezis.

1. T,H™ = {v € R™" | Q(p,v) = 0}.
Sei I1(p) € RM+Vx(m+1) die Q-orthogonale Projektion auf 7,H™.
II(p)? = II(p), im I1(p) = T,H™, ker II(p) Lg imII(p), d.h. ker I1(p) = Rp.
I(p)w = w+ Q(w, p)p.

Kovariante Ableitung: v : R — H™, X () € T, H™.
VX(t) = H(y(£) X (t) = X (1) + QX (1), y(1)(1)-

Geoditen: VY <— 4+ Q(¥,7)y =0,
d.h. 4 = ay, wobei @ := —Q(%,7), a : R — R.
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Bemerkung: v : R — H™ = Q(v,v) = —1.

Ableiten: 0 = % (7,7) = 2Q(v,%)
0= 4Q(7%) = Q(1:9) + Q(1,4) = Q(%,%) + Q(%,7) = Q(3,%) — a.

= Q(%,%) o
v =20Q(%,9) T =" 2Q(av, %) = 2aQ(7,7) = 0.

7(0) =p € H™, 4(0) = v € T,H™, v Geodéite
= Q(Y,%) = const = Q(v,v) = §=Q(v,v).

Annahme: Q(v,v) =1 v = /Q(v,v)
= v(t) = pcosht + vsinht
= H™ vollstindig

exp, (v) = peosh(|v]g) + v

vl
Ubung. exp, : T,H™ — H™ ist ein Diffeomorphismus Vp € H™ (gilt nicht fiir Sm).

2. hy(v) : T,H™ — (T,H™)*e
hy(v)w = (dll(p)v)w = Q(w,v)p + Q(w,p)v = Q(w,v)p
mit Q(w,v)p € (T,H™) 2, Q(w,p)v € T,H™.
v)*: (T,H™)*e — T,H™, (T,H™)*e negatives inneres Produkt
Yw = Q(w,p)v, w Lo T,H™
hy(w)*hy(v) — hy(v)*hy(w) (Gauss-Codazzi)
> = Q<u7 U)Z - Q(uv U)Q(U, U)

~—
[SfeS |
S

4.10 Konjugierte Punkte

Definition. Sei v : R — M eine Geoddte. T > 0 heisst konjugierter Punkt von v, wenn
es ein Vektorfeld X € Vect(vy) gibt, so dass

V32X = R(5, X))y, X(0) =0, X(T) =0, X Z0.

Beispiel. (1) = exp,(tv), 7s(t) = exp,(t(v + sw)), v(s) := v + sw.
X = 2,| _, = X Jacobi-Vektorfeld X (0) = 0, VX(0) = w.

s=0

Bemerkung. Wenn es eine Kurve von Vektoren v(s) € T,M gibt, so dass

v(0) = vo, exp,(v(s)) = ¢ = exp,(vo) Vs, ©(0) # 0.
Dann: T = 1 ist konjugierter Punkt auf der Geoddten (t) = exp,(tvo).
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Lemma 4.30. Annahme: K(p, E) <0 Vp VE
= B konjugierte Punkte auf Geoditen.

Beweis. Sei X per Widerspruch wie in Definition 4.10. Dann VZX + R(X,%)y =0

T
= 0= / (V2X + R(X,4)5, X)dt =
0

- /0 (i<VX’ X) = [VXP + (R(X,9)y, X))dt =

dt
T
— / (—IVXP + (R(XA)4, X))t
0 <0

= VX =0, (R(X,%)7,X) =0 = X =0 = Widerspruch.

Satz 4.31. Seienp € M, v: R — M Geodite, ¥(t) = exp,(tv) € T,M, |v| =1,
M wvollstindig.

T :=inf{t >0|d(p,v(t) <t} >0

T = L(PY}[()’T})

T kein konjugierter Punkt

= Jw € T,M, w # Tv so, dass exp,(w) = exp,(Tv) =: q.

Beweis.

1. Wir zeigen dexp,(Tv) : T,M — T,M ist bijektiv.
Annahme: sei d exp,(T) nicht injektiv.

= Jw #0: dexp,(Tv)w =0

X(t):=Z o0 XD, (H(v + sw))

= Jacobi Feld: X (0) =0, VX(0) =w, X(T) =0
= T ist konjugierter Punkt. Widerspruch.
2. Wahle t; | T so, dass d(p,y(tx)) < t.

) exp,(wg) = ¥(tr) = exp,(trv)
Wihle wy, € T,M so, dass p P ;
Wk Sy jwi| = d(p,¥(tr)) <t = |txv]
oB.dA. w, = weT,M.

= exp,(w) = limg_.o exp,(wy) = limy_.o Y(tx) = ¥(T) = ¢ = exp(Tv).

Behauptung w # Twv.

Beweis. (Indirekt) Annahme: w = T.

wy — Tv  exp,(wy)

, =

tev — Tv  exp,(tyv)

Aber dexp,(Tv) bijektiv nach 1.
= Widerspruch zum Satz iiber Inverse Funktionen (Satz 1.10).
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