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0 Einleitung

Literatur:
e Walter Rudin, Reelle und Komplexe Analysis, Oldenbourg

e Urs Lang, Mafl und Integral, Vorlesungsnotizen vom Sommersemester
2005

Weitere Empfehlungen sowie der Link zum Script finden sich auf der Website
der Vorlesung.
Riemannintegrierbarkeit ist aus der Analysisvorlesung bekannt:

sup S(f, P) = inf S(f, P)
P P

Dieser Integralbegriff hat folgende Schwéchen:
Es gibt ganz einfache, nicht riemannintegrierbare Funktionen, z.B.

0] =R f@) ;:{ é ii%,l]m@

Dann ist
S(f,P)=0 aber 5(f,P)=1

also ist f nicht riemannintegrierbar; ein intuitiver Wert dieses Integrals wire 1,
da die Funktion nur an abzéhlbar vielen Stellen nicht 1 ist, und das Lebesguein-
tegral von f ist in der Tat 1.

Limites riemannintegrierbarer Funktionen sind nicht notwendigerweise riemann-
integrierbar:

@ﬂ [0, 1] = {q1,q27...}

e 07 T =dq1,q92,---4n
fn(2) '_{ 1, sonst

T f (@) = f(2) Va
Sei f € R(I) und I =10,1].

Ifll= ) 1f ()] de
/

R(I) ist ein Vektorraum. Ist die Abbildung R(I) — R, f +— ||f|| eine Norm?
Alle Normaxiome sind erfiillt, bis auf positive Definitheit: Denn die Norm einer
Funktion, die nur an einer Stelle nicht 0 ist, ist auch 0; die Norm ist also nur
semidefinit. Dieses Problem tritt allerdings auch bei anderen Integralbegriffen
auf, jedenfalls beim Lebesgueintegral.

RO
=TT =0y

ist ein normierter Vektorraum. X ist aber nicht vollstdndig, weil es ,nicht genug®
riemannintegrierbare Integrale gibt. Fiir das Lebesgueintegral ist X vollsténdig,
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da es ,hinreichend viele“ lebesgueintegrierbare Funktionen gibt. Die Beziehun-
gen

{Riemannintegrierbare Funktionen} < {Lebesgueintegrierbare Funktionen}

Q<R

sind also dhnlich.
Um das Lebesgueintegral einzufiihren, benotigen wir Hilfsmittel aus der Maf}-
theorie.
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1 Messbarkeit

1.1 o-Algebren

Notation: Sei X eine Menge. 2% = Menge der Teilmengen = {4 | A C X}
ist die Potenzmenge von X. Fiir A C X ist A® = X \ A das Komplement von
X.

Definition: Sei X eine Menge. Ein System A C 2% von Teilmengen von X
heifit o-Algebra wenn gilt:

i) Xed
i) AeA = A®eA
111) Al,AQ,Ag,,...E.A = U;)il eA

Das o deutet an, dass in (iii) nur abzihlbare Vereinigungen erlaubt sind.

Bemerkung: Sei A C 2% eine o-Algebra.

1. 0 c A da = XC.

2. A1, A, e A = UL, e€A(wihle A1 =0,A4,40=0,...)
3A €A i=1,23,... = N AcAdaNZ, A= (U2, 49"
4. ABeA = A\B=ANBcA

Damit sind alle konstruierbaren Mengen in A.
Definition: Wir nennen die Elemente von A messbare Teilmengen von X.

Definition: Ein messbarer Raum ist ein Paar (X,.4) wobei X eine Menge ist
und A C 2% eine o-Algebra.

Beispiel: Sei X irgendeine Menge und A = {(}, X} oder A = 2X.
Gibt es irgendein anderes interessantes Beispiel einer o-Algebra?

Bemerkung: Jeder Durchschnitt von o-Algebren ist wieder eine o-Algebra.
A; C 2% sei eine o-Algebra Vi € I = A=), A ={AcX|Ac
A; Vi € I} ist eine o-Algebra.

Bemerkung: Sei & C 2%. Sei S(X) die Menge aller o-Algebren auf X,
S(X) = {AC 2% | Aist eine o-Algebra}.
Sei

A= ﬂ A’

A'eS(X)
ECA

it Bemegng (1.1.7) A ist die kleinste o-Algebra auf X die £ enthiilt.

Beispiel: Sei X = R und B := die kleinste o-Algebra auf R, die alle offenen
Mengen enthélt. B heiit Borel-o-Algebra. Elemente von B heiflen die Borel-
Mengen.
R
BS2

was nicht so einfach zu zeigen ist.
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1.2 Topologische Riume

Definition: Ein topologischer Raum ist ein Paar (X,U), wobei X eine Menge
ist und U C 2% folgende Axiome erfiillt:

i) 0, X el
i) Uy,...U,ed = N, Uel
ii) Uy eU,icl = Uy Uicel

Die Elemente von U heiflen offene Teilmengen von X. F C X heifit abgeschlossen
wenn FC offen ist.

Beispiel: Sei (X, d) ein metrischer Raum; zur Erinnerung:
d: X x X — R sodass Vz,y,z € X:

i) d(z,y) >0,d(z,y) =0 < z=y
i) d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2z)

Eine solche Funktion d heifit Metrik.
U € X offen wenn Vx € UJe > 0 sodass B.(z) ={y € X | d(z,y) <e} CU.
Jeder metrische Raum (X, d) ist ein topologischer Raum.

Definition: X, Y topologische Rdume. f: X — Y heifit stetig, wenn gilt:
VCcYoffen = [fYV)={zrecX|f(x)eV}offenin X

Definition: Sei (X,U) ein topologischer Raum und B C 2% die kleinste o-
Algebra mit der Eigenschaft dass U C B, d.h. die kleinste o-Algebra, die alle
offenen Mengen enthiéilt. B heifit Borel o-Algebra. Die Elemente von B heiflen
Borel-messbar.

Bemerkung: Sei (X,U) ein topologischer Raum.

1. Jede abgeschlossene Teilmenge F' C X ist als Komplement einer offenen
Menge Borel-messbar.

2. Fy,F5,... C X abgeschlossen = U;ﬁl F; ist Borel-messbar (die so-
genannten F,-Mengen); z.B. ist Q Borel-messbar und allgemein sind in ei-
nem topologischen Raum, in dem Punkte abgeschlossen sind, alle abz&hlbaren
Mengen Borel-messbar.

3. U,Us,... C X offen = ﬂfil U; ist Borel-messbar (die sogenannten
Gs-Mengen).

Beispiel von topologischen Riumen:
1. X = R mit der iiblichen Metrik d(z,y) = |z — y|

2. R:=RU{~0o0,+00} = [~00, +0]
UcCRoffen :& U ist eine (abzéhlbarem) Vereinigung von Teilmengen
der Form
o (a,b)={reR|a<z<b}firabeR
e [—00,b) = (—00,b) U {—00}
e (a,+o0] = (a,+00) U {+oo}

IEs ist zu beweisen, dass jede Vereinigung offener Mengen als abzihlbare Vereinigung
geschrieben werden kann.
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1.3 Messbare Abbildungen

(1.3.1) Definition: Sei (X,.A) ein messbarer Raum und Y ein topologischer Raum,
die wichtigsten Beispiele sind Y =R und Y = R.
Eine Abbildung f : X — Y heiflt messbar wenn gilt

VCYoffen = f}V)C X messbar

(1.3.2) Bemerkung:
1. X topologischer Raum. f: X — Y ist Borel-messbar wenn gilt

V CYoffen = f (V) C X Borel-messbar

2. X topologischer Raum. f stetig = f Borel-messbar.

3. Sei A C X und definiere die charakteristische Funktion von A, x4 : X — R

durch
1, z€A

xa(@) = { 0, x¢A
Dann ist x4 genau dann messbar wenn A messbar ist.

4. 'Y, Z toplogische Rdume, X messbarer Raum, f : X — Y messbar und
g:Y — Z stetig = gof:X — Z messbar. Beweis durch scharfes
Hinsehen.

(1.3.3) Satz: Sei (X, .A) ein messbarer und (Y, ) ein topologischer Raum, f: X — Y.
i) Die Menge f.A:={B CY | f~}(B) € A} C2Y ist eine o-Algebra.
ii) fist messbar & U C f.A

)
iii) f messbar, B C Y Borelmenge = f~!(B) messbar (da B € f..A)
iv)

f + X — Y messbar, Z topologischer Raum, g : Y — Z Borel-messbar
= go f messbar.

v) f: X - Rmessbar <  f~!((a,o0]) C X messbar Va € R.

Beweis:
)Befd = (FUB) =f(BYcA = Bcf.A
YU, B)=U; fY(B:)) = U,;B;e€ f.Afalls B; € f. AVi.
ii) {offene Mengen in Y} C f. A
iii) B C 2¥ Borel o-Algebra, ii) und f messbar = B C f.A
d.h. falls B C Y eine Borelmenge = f~!(B) messbar.

ymessbar — ytopologisch —  gtopologisch
f messbar g stetig

Wenn g stetig und f Borel-messbar ist, wissen wir, dass g o f messbar ist.

iv)

v) Betrachten wir zuerst f~!([—o0,b)). Sei b; /' b. Dann ist

fH([=o0,0)) = £71 (U[O@M) = Uf’l([*oo,bi]) = JENS T (biy o))

7 7

f(a,b)) = f~((a,00]) N f~([~00, b)) messbar.

= Jede offene Teilmenge B von R ist eine abzihlbare Vereinigung von
Mengen der Form [—o0,b), (a, 0], (a,b).

O
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Satz: Seien X ein messbarer Raum und zwei Funktionen u,v : X — R ge-
geben. Definiere f : X — R? durch f(z) := (u(z),v(x)), wobei R? mit der
Standardtopologie versehen ist. Dann sind dquivalent:

i) w,v sind messbar.
ii) f ist messbar.
Beweis: (i) = (i) trivial.
(i) = (ii):
Seien I,J C R offene Intervalle = fl1(IxJ)={zxeX|f(z)elxJ}=

u™t(I) N v~Y(J) messbar. Jede offene Teilmenge von R? ist eine abzihlbare
Vereinigung von offenen Rechtecken der Form R = I x J (Ubung). O

Dies kann auf n Komponenten verallgemeinert werden (Ubungsblatt).
Korollar: Seien u,v : X — R messbar und ¢ : R?> — R stetig, dann ist
h:=p(u,v) : X — R messbar.
Beispiel:

e p(s,t)=s+t = puv)=utv:X->NR

e (s, t)=st = uv)=uw:X—->~R

Satz: Sei X ein messbarer Raum.

i) f,g: X — R messbar
= f4+g,  fg, |fl,  max{f,g},  min{f g}

sind messbar.

ii) Sei fx : X — R eine Folge messbarer Funktionen. Auf R existieren das
Infimum und Supremum jeder Teilmenge.

= inf fg, sup fx, liminf fj, lim sup fx
k K k—o0 k—o0

sind messbar.

Beweis: (i) Sei g(z) := sup, fe(z) = ¢ '((a,x]) = {zr € X | g(z) >
a} =Up{z € X | fr(z) > a} = U, fi ' ((a, 00]) messbar. Also ist g nach[(1.3.3)

auch messbar.
h(z) := infy, fi(z). Gleiche Argumentation mit h=!([—o0,b)) (messbar).

hkrglgf fi = sup (;gﬁ fj)

k>0
limsup fi = inf | sup f;
k— 00 k>0 >k

Da sup und inf messbar sind, ist es auch ihre Verkettung.
(1) Fiir Summe und Produkt schon bewiesen.
max{ f, g}, min{f, g} sind wegen (ii) messbar.

fl=F"+1
wobei fT := max{f,0} und f~ := max{—f,0}. O

Bemerkung: Seien fi : X — R messbar. Falls der Limes
f(z) = lim fi(z)
k—o0

fiir jedes x € X existiert (punktweise Konvergenz ist hinreichend), so ist f :
X — R wieder messbar.
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1.4 Treppenfunktionen und Mafle

Definition: Eine Funktion S : X — R heifit Treppenfunktion falls sie nur
endlich viele Werte annimmt, d.h.

S(X)=Aa1,...an} CR

Seien
Ai=S ) ={reX|Sx)=a;} = S= ZaiXAi
i=1

S messbar < A; messbar Vi.

Satz: Sei X ein messbarer Raum und f : X — [0, co] messbar.
Dann existiert eine Folge messbarer Treppenfunktionen s,, : X — [0, 00) sodass

i) 0<si(z) <sgo(z) <...< f(x)

i) lim s,(x) = f(z)

n—oo

Beweis: Definiere ¢, : [0,00] — R durch

ko ok<t<BEH E=0,1,...2"n—1
@n(t):: n

on on on
n, t>

Dann ist

1. ¢, Borel-messbar, da das Urbild jeder beliebigen Menge eine Vereinigung
von Intervallen ist.

2. t— 5 <pu(t) <tfir0<t <n.
3. 0§Lp1<t)§(p2(t)§...§t

4. lim ¢,(t) =tVt € [0,00] da bei n — oo fiir jedes ¢ irgendwann 2. eintritt.

n—oo

Also ist s, := @, 0 f eine messbare Treppenfunktion und die Folge erfiillt i) und
ii). O
Um alle messbaren Funktionen integrieren zu kénnen, wollen wir erst nur Trep-

penfunktionen integrieren, mit der Formel Grundfliche - Hohe. Dazu miissen
wir definieren, was die ,,Grundfliche“ sein soll:

Definition: Sei (X,.A) ein messbarer Raum. Ein Maf auf (X, A) ist eine
Funktion p : A — [0, 00] mit folgenden Eigenschaften:

i) 34 € A mit p(A) < oo (um triviale MaBe auszuschliefien).

ii) p ist o-additiv, d.h.
Ae A i=1,2,3,... S .
ANA;=0Yi#j } = ”(H&)—;“(Al)

(X, A, 1) heiit Mafiraum.
Ein reelles Maf auf (X, A) ist eine o-additive Funktion A : 4 — R.

Notation: f<g :< f(z)<g(z)Vz
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(1.4.5) Satz: Sei (X, A, ) ein Mafiraum. Dann gilt
i) p(®) =0
ii)
A,...A, e A ]
AiﬁAj:@Vi#j ( ) p(Aq)

iii) Seien A, Be Aund ACB = pu(A

iv)

A€ A i=1,2,3,... o0
Ay C Ay C ... (LJ1A1>—11LI£1O,U(A)
v)
AieA’i:172737'- oo
A1 DAy D ... <ﬂ Ai> = lim pu(4;)
:u’(Az) < oo Vi i=1 1—00
Beweis:

i) Seien A € A mit u(4) <oound A; = Aund A; =0 fir i =2,3,...
= uA) =p (U Az-) =Y wA) = p®=0
i=1 i=1

i) ;i =0ftiri=n+1,n+2,...

i) B\A€A B=AUB\A) “%  u(B) = u(A) + u(B\ 4) > u(A)
iv) Seien By := Ay und B; := A, \ A, firi>2 = A, =, Bi. Sei

G G o-addi dditiv

u(A) = (B —nler;oZu = lim p(A,)

; n—oo
i=1

v) Seien A =12, A; und Ay D Ay D A3 D ...
CTL::AI\ATL = ®:O1C02C03C...
1(Cn) = p(Ar) —p(Ay), weil Ay = A,UC,, A,NC, =10 1, w(Ay) =

() + u(Cr)  "EST T p(AL) = p(AL) — (G-

p(Ar) —pu(A) = p(Ar\ A)

- (U

= lim u(Cy)

n—oo

= nlgr;()(,u(Aﬂ — 1u(An))
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(1.4.6) Beispiel:
1. Zihlmaf: u(A) = #A = ,Anzahl der Elemente von A
2. Dirac-Maf8 (65): Sei x € X.
1, z€A
n(4) '—{ 0, z¢€A

3. Seien X = Nund 4,, = {n,n+1,...}. Dann ist u(A;) = co aber (| 4; = 0.
Also ist in v) die Annahme p(A;) < oo Vi notwendig.

(1.4.7) Bemerkung: (Rechnen in [0, c0])

a—+ 00 =00

o _J oo, a>0
“0F1 0, a=0

Nicht definiert sind 00
00— 00, —
00

(1.4.8) Bemerkung: 0<a; <ax<..und0<b <by<...=>
lim (an, +b,) = lim a, + lim b, und
lim (apby,) = (lim a,)( lim by,)

1.5 Das Lebesgueintegral

(1.5.1) Definition: Sei (X, A, 1) ein Mafiraum.

i) Seis: X — [0,00) eine messbare Treppenfunktion.
5= ZaiXAw a; €0,00), A; €A
i=1

Wir definieren das Integral von s tiber E € A durch
/sdu = Z%‘M(Ai NE)
E i=1

Das Integral einer Funktion, die auf einem Gebiet 0 ist, dessen Mafl oo
ist, ist also 0, was der Intuition entspricht (deshalb haben wir 0- 0o = 0
definiert).

ii) Sei f: X — [0,00] messbar. Das Lebesgue-Integral von f iber E € A ist

definiert durch:
/fdu = sup/sdu
E "B

sup gehe iiber alle messbaren Treppenfunktionen s : X — [0, 00) sodass
0<s(z) < f(z) Vo € X.

(1.5.2) Bemerkung: Falls f: E — [0, 00] kénnen wir mit
A ={Ac A|ACE}

und dem Mafraum (F, Ag, pt| 4, ) arbeiten.
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(1.5.3) Satz: Seien f,g: X — [0, 0] messbare Funktionen und A, B, E € A. Dann

gilt:

) f<g = [Jfdp<[gdu
E E
i) AcB = [fdu<[fdu
A B
iii) ce[0,00) = [efdp=c/ fdu
E B
iv) flz)=0VzeE = [fdu=0
E
v) wW(E)=0 = gfd,u:()
) [fdu=[f xpdu
E X

(1.5.4) Lemma: Seien s,t: X — [0,00) messbare Treppenfunktionen.

i) Die Abbildung ¢ : A — [0,00], p(E) := [ sdu ist wieder ein Maf.
B

/(s+t)du:/sdu+/tdu

E E E

ii)

Beweis:

s=Y aixa, = @(B)=)Y au(ANE)
=1

i=1

1. (@) =0

o0
2. E = U E), disjunkt
k=1

= pE) = Zal

t= Zﬁz XB,- Sei Ejj := ENA; N B;, dann ist E = U . E;; disjunkt.
j=1

/(3+t)du = Z(Oéi-f—ﬂj)M(Eij)

E
/sdu—i—/tdu
E E

Hier benutzen wir das Distributivgesetz, das auch dann gilt, wenn einer
der Terme unendlich ist, wie auch Kommutativgesetz und Assoziativgesetz

und Vertauschung der Summen.

10
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(1.5.5) Satz: (Lebesgue Monotone Konvergenz)
Sei f, : X — [0,00] eine Folge messbarer Funktionen (n = 1,2,3,...) sodass

fi(z) < foe) < fa(z) <
flx) = nh_}n;o fa(x) = f ist messbar und

lim [ fudu= /NN

n—oo

im radikalen Unterschied zum RlemannlntegraL bei dem man gleichméfige Kon-
vergenz annehmen miisste.

Beweis:

!hws/nﬂw

b'e
= der Limes

a:= lim | f,du

X
existiert.

/nws/wamN S aS/Nu
X X X

Zu zeigen: a > [ fdp.
X
Sei s : X — [0, 00) eine messbare Treppenfunktion mit 0 < s < f. Sei0 < ¢ < 1.

E, ={zxe X |cs(x) < fulx)}

EiCEy,C..., X:GE"

cp(Ey, )—C/Sdu</fndu</fndu

En En

= c/sd,u:cgp(X):cap (UE”>

X

1.4.5
( = ) lim cp(E,) < lim /fnd,uzaVce (0,1)
n—oo
X

n—00

= /sduﬁaVs,OSsSf = /fduga
X

(1.5.6) Satz: Sei (X, A, p) ein Mafiraum.
i) Seien f,g: X — [0, 00] messbar

= X/(f+g)du—X/fdu+/gdu

X

ii) Sei fy, : X — [0, 00] eine Folge messbarer Funktionen und

Dann ist f messbar und

/fdu Z/fndu

an
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1 Messbarkeit 19.04.2006

Beweis:

i) Seien sy, t, : X — [0, co] messbare Treppenfunktionen sodass s,, /* f und

tn /g
= Spttn f+yg
= /ergd;L 29 fim [ (s + ta) du
X

X
154 lim (!snd,u—i-/tndu
n—oo
X

1.5.5)
(EX /fdu+/gdu
X

X
i) Sei
gn = Z fk =  gn / f
k=1

Satz|(1.5.5 i n s
atz[(1.5.5)) /fdu—nlgrgo/gnduﬂggrxgoszkdu—Z/fndu
X X k=1% n=1%
O

(1.5.7) Lemma von Fatou: Sei (X, A, p) ein Mafiraum.
Sei f,, : X — [0, 00] eine Folge messbarer Funktionen fir n =1,2,3,...

n—oo n—

= /lim inf f, dp < lim inf/fn du
X X

Beweis: Sei gi(z) := u>1£ fi(z)
= gr(@) < gpgai(x) Vo gi messbar

lim gy (2) = liminf f,(2) == /(2)

gr(z) < fi(z) Vi > k

Satz[(1.5.5
az155) /fdu:klggo/gkdu (*)
X X

und auflerdem

Jocans [ anvizn
X X

also
<1 ;
/gkdu_llg/fzdu
X X

Wenn man dies in (*) einsetzt, so erhiilt man

— 00

li dp < liminf d
Jm g “—klr?ol,?zk/ﬂ p
X X

12



1 Messbarkeit 19.04.2006

(1.5.8) Beispiel: Sei £ C X messbar und u(E) >0, u(X \ E) >0
| xe(X), n gerade
fo(®) = { 1—xg(X), n ungerade

Hier ist
liminf f,(x) =0

da die Funktion an jeder Stelle abwechselnd die Werte 0 und 1 annimmt. Aber

n—oo

timinf [ fdp = min{u(E),p(X \ E)}
X

>0 = /hminffnd,u
X

Also ist die Ungleichung scharf.

(1.5.9) Satz: Sei (X, A, ) ein Mafiraum und f : X — [0, c0] messbar.
Definiere ¢ : A — [0, 00] durch
o) = [
B

Dann folgt:
i) ¢ : A —[0,00] ist ein Ma8.

ii) /gdgp = /gf dp fiir alle messbaren g : X — [0, oo].

X X
(1.5.10) Notation: ,dy = fdu®
Beweis:
i) ¢(0) =0

oo
E= U FE;, E; € A paarweise disjunkt.
i=1

= xef= ZXEif

i=1

X =lx
Die linke Seite ist gleich

JZfdu = ¢(E)

Die rechte Seite ist gleich
> w(E)
i=1
ii) Sei g = xg

ef des In Def von
= /gdw=/xEd<pD =M p(m) T E g”/J”cw:/x]zfdlu
X X X

E
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(1.6.1)

(1.6.2)

(1.6.3)

(1.6.4)

(1.6.5)

1 Messbarkeit 19.04.2006

(1.5.6)
— /gdw = /gfdu

X X

n

fiir alle messbare Treppenfunktionen g = Z QX E; -
i=1

Sei g : X — [0, 00] eine beliebige messbare Funktion.

3 messbare Treppenfunktionen s, " g,

@ /gdcp = lim [ s,dyp
X

n—oo

X

n—oo

= lim snfd,u:/fgdu
X X

1.6 Lebesgueintegrierbarkeit

Definition: Sei (X, A, u) ein Mafiraum.
Eine Funktion f : X — R heif3t lebesqueintegrierbar wenn f messbar ist und

)[lfdu<oo

Notation: L!'(u):= LY(X,A,u) = {f: X — R | f ist lebesgueintegrierbar}

Definition: Das Lebesgueintegral einer Funktion f € L*(p) ist definiert durch
[ranw=[ran- [ an
X X X

fT = max{f,0} f7 = max{—f,0}

wobei

Bemerkung: |f|, /T und f~ sind messbar.

0<rE<|f = /fidus/|f|du<oo
X X

Satz: Sei (X, A, p) ein Mafiraum.
i) L'(u) ist ein Vektorraum und die Abbildung

L'(uw) =R, f [ fdu
/

ist linear, d.h. dass fiir alle f,g € L'(u) und ¢ € R

f+g.ef € L' (pn)

/(f+g)du=/fdu+/gdu, /cfdu:c/fd,u
X X X X X

14



1 Messbarkeit 19.04.2006

[ rau s!|fdu

X

Beweis:
i) Seien f,g € L' und c € R gegeben. Dann gilt
1. f+ge L' (n),da|f+ gl <|f|]+|g| also nach Satz (1.5.6)

/|f+g|du§/\f|+lg|du<oo
X X

cf € L'(p) da |cf| = |c[|f].
2. Fallunterscheidung;:

e ¢ = 0 ist trivial.
ec>0 = (cf)f =cf*

- X/cfdu - !d*du—x/ddu

ec=-1:(cf/)t =f und (¢f)” = T

= /Cfdu=/f‘du—/f+du=—/fdu=0/fdu
X X X X X

e ¢ < 0 ldsst sich durch ¢/ := (=1)-cauf ¢ > 0 und ¢ = —1
zuriickfiihren.
3. h=f+g.
= ht—h" = fT—f +gt—9g
= ht+f +g = h +frT+g"

Satz@ /h++/f‘+/g‘ = /h‘+/f++/g+
= /hz/f+/g

i) f<g = [fT<gtund fm>g"

= Jefrefrefefo= ]

i) —|f(z)] < f(z) < +[f(2)|

= finsfr< [ = 1 [s1<[1n

Nach diesem Satz konnen wir also aufatmen, da wir wissen, dass das Lebes-
gueintegral die ,, Grundregeln® erfiillt.

d
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(1.6.6)

(1.7.1)

1 Messbarkeit 21.04.2006

Satz: (Lebesgue beschrinkte Konvergenz)

Sei (X, A, 1) ein Mafiraum und f,, : X — R eine Folge messbarer Funktionen.

Sei g € L' (u), |fn(z)| < g(z) VaVn und f(z) = lim f,(z) Vo € X. Dann sind
n—oo

fn, f € LY (p) Yn € N und

i [ fodp= [ ap tm [1f, - fldn=o0
X X X

Beweis: f ist messbar, |[f|<g = f€L(u).

‘fn_f|§|fn|+|f|§29

Daraus folgt mit dem Lemma von Fatou

/2gdu = /(2g—nli_{go\fn—f\) dp

X X
= /liminf(29—|fn—f|)d
X

IN

liminf/(?g—|fn —f]) dp

G65) hmlnf(x/2gdu /|fn fldu

[ 2o timsup [ 17~ fldu

n— oo
X

IN
o

= timsup [ If, — fldu

n—oo

IN
o

= lim/|fn—f|du
X

OSX/fnduX/fdu

IN

Yot
X/fn fldu—0
:nlgngo)[|fn—f|du - 0

lim. [ rau
X

= lim [ f,du
X

1.7 Nullmengen

Definition: Sei (X, A, 1) ein Mafiraum.
N € A heiit Nullmenge wenn pu(N) = 0.
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(1.7.2)

(1.7.3)

(1.7.4)

(1.7.5)

(1.7.6)

1 Messbarkeit 21.04.2006

Definition: Sei P = ,Eigenschaft eines Punktes z € X*“.
Wenn z.B. f: X — R, kénnte P = | f(z) = 0“ sein. Wenn f,, : X - R, so P =
»fn(x) konvergiert*.
Wir sagen, dass P fast iiberall gilt, wenn es eine Nullmenge N € A gibt, sodass
P fiir jedes x € X \ N gilt.
Bei vielen Eigenschaften reicht es, dass sie fast iiberall gelten.
Beispiel: Seien f,g: X — R zwei messbare Funktionen. Definiere
f~g & f=gfti. (fast iiberall)
Dies ist eine Aquivalenzrelation.

f~99~h = f~h

weil jede Vereinigung abzéhlbar vieler Nullmengen wieder eine Nullmenge ist.

Bemerkung: Seien f,g : X — R messbare Funktionen und f € L'(u) und

f ~ g. Daraus folgt, dass g € L*(u) und /gdu = /fdu.
E E
Beweis: Seip:=g—f = ¢=0fi = [|eldp=0
X

= /\QIdué/(IflJrIwI) du=/\f|du<oo
X X

X
= /gdu:/fdwr/@du
X X X
——

=0

Definition: FEin Mafiraum (X, A, 1) heifle vollstindig wenn gilt:

NeA
uw(N)=0 = FecA
ECN

Satz: Sei (X, A, p) ein Mafiraum.
A ={FcX|3ABeAmit ACE C Bund u(B\ A) =0}
Dann:
i) A* ist eine o-Algebra.
i) 3! MaB p* : A* — [0, 00] sodass p*|4 = p
iii) A* ist vollsténdig.
Beweis:

1. Definition von p*: Seien £ € A* und A,B € Amit A C F C B,
u(B\ A) = 0. Dann definieren wir p*(E) = u(A).
Wohldefiniertheit: Seien A’, B’ € Amit A’ C EC B’, u(B'\A')=0

= A\A' cE\A cCcB\A
= u(A\A)=0
p(A) = p(An A) =2 (A

17



1 Messbarkeit 26.04.2006

2. A* ist eine o-Algebra

(a) X € A*,da A C A*.
(b EcA* = ZFABcAmitACECB,u(B\A) =0
= BCCECCA® u(A°\B°)=0 = E‘€A*.
(c) Sei F; € A* fiir i =1,2,3,...
= JA;,B; € Asodass A; C E; C By, u(B; \ 4;) = 0. Sei
A::UAZ-, B::UBiGA, E::UEi

= ACFECBund

B\A:U(Bi\A)C U(Bi\Ai)

= wB\A)=0 = EecA

3. u* ist ein eindeutig bestimmtes Maf3 pu*()) = u(0) = 0. Seien E =
U; Ei, E; € A* disjunkt. Wéhle A; € A wie in (¢) = p*(E) =
n(U; Ai) = 22, m(Ai) = 32, 1™ (Es)

4. A* ist vollstindig Sei N € A* eine Nullmenge. Sei F¥ C N

= 3JABecAmit ACN C B mit u(B\ A) = 0. Nach der Definition
ist u(A) = p*(N) =0 = uB)=puA)+u(B\A) =0.0C E C
M~ N—

=0 =0
B = FEecA.
O
(1.7.7) Bemerkung: A* heifit die Vervollstindigung von A, und eine o-Algebra ist
vollstdndig genau dann, wenn A = A* gilt.
(1.7.8) Ubung: Sei (X, A, 1) ein vollstindiger Mafiraum. Sei E € A mit u(E°) = 0.
Sei F eine beliebige Fortsetzung von f : E — R auf ganz X, f ist also f.4.

definiert. -
f heiBe messbar wenn VV € Roffen = f~1(V)=FY(V)NnE € A
Dann ist die Fortsetzung F' messbar.

(1.7.9) Satz: Sei (X, A, p) ein Mafiraum.
i) Sei f: X — [0, 0] messbar und /fdu <oo = f(z)<oofil
X

ii) Sei f: X — [0, 00] messbar und /fdu =0 = f(z)=0"i.
X

iii) Sei f € L'(u) und/fdu:OVEEA = f=0fi.
E

iv) Sei f € L'(u) und /fd,u :/|f|du = f=|f| fi.oder f = —|f]
e

X
fi..

18



(1.7.10)

(1.7.11)

1 Messbarkeit 26.04.2006

Beweis:

i) Sei N:=={ze€ X | f(z) =0} € A.

m@ < f@)vee X = [owdes [fdu<oso = uv) <
X X

——
=np(N)

1
E/fdanEN = u(N)=0
X

ii) Sei A, == {z € X | flz) > 1} = LIy, < [fdp=0 =

w(A,) =0Vn eN = Die Menge {r € X | f(z) >0} = —
eine Nullmenge.

iii) Sei £ := {z € X | f(x) >0} = f*(z) = f(z) Ve € E =
frdu= [ fxedu= [ fdu=0 2 -0t
[ [pen=]

Genauso f~ =0 f.i.
iv) Nach Voraussetzung gilt [ fdp = + [ |f|dp. Fallunterscheidung: Falls
X X

(1.6.5)

[Fdu=[iflde S5 [s-pau=0 B |- s=ota.
X X S——

X >0

Genauso [ fdu=—[|fldp = f=—|f| Li.
X X

Satz: Sei (X, A, 1) ein Mafiraum und f,, : X — R eine Folge messbarer Funk-
tionen sodass

Die Reihe

konvergiert absolut fast iiberall, f € L!

—

1) und es gilt

/fdu=2/fndu

X n=ly

Bemerkung: Die Funktion f ist durch (**) fast iiberall definiert. Die Aussage
f € L*(p) soll heifien:

Wenn wir f auf ganz X messbar fortsetzen, so ist diese Fortsetzung integrierbar.
Weder die Integrierbarkeit noch das Integral von f héngen von der Wahl der
Fortsetzung ab ((1.7.4) bzw. |(1.7.8)).

Beweis: Definiere ¢ : X — [0, 00] durch

pla) = Y Ifa@)]  (messbar) “E7 [odu= 3" [1lan< o0
n=1

X n=1l%

L9 .o {z € X | p(x) = oo} ist eine Nullmenge.
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1 Messbarkeit 26.04.2006

Die Reihe (**) konvergiert fast iiberall (fiir jedes € N¢). Man sehe f als
Funktion f: X \ N — R, dann

ga(@) =) fu(z) = |g(@)| <D (@) < p(@), @€ L(u)
k=1 k=1
gn(z) — f(x) Vo € X\ N
(1'656) fdp = lim [ g,du
}Z "L-’OOX/\
(gn, f auf N gleich Null setzen)

= Jin > [ fedu=Y" [ fan
k:lX k:lX
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(2.1.1)

(2.1.2)

(2.1.3)

(2.1.4)

(2.2.1)

(2.2.2)

(2.2.3)

(2.2.4)

2 Das Lebesguemafl 26.04.2006

2 Das Lebesguemaf

2.1 Das translationsinvariante Maf} p

Sei X = R"™ und B die o-Algebra der Borel messbaren Teilmengen von R™.

Bemerkung: Wenn B € B und z € R" so gilt:
B+z={b+zlbeB}eB

Definition: Ein Ma$ p: B — [0, 00] heifit translationsinvariant wenn
w(B+x) =u(B) VB € BVz € R".

Satz: Es gibt genau ein translationsinvariantes Mafl u : B — [0, 00] sodass
u([0,1)") = 1.

Definition: Seip : B — [0, 00] wie in|(2.1.3) und (R", A, m) die Vervollsténdigung
von (R™, B, i) (siehe |(1.7.6)), d.h.
A= {ACR“ ‘ EIBo,Bl € B mit Bo - ACBl,,u(Bl\Bo) :O}

m(A) := sup u(B) = nf. u(B)
BER ACB

Die Elemente von A heifilen lebesguemessbar und m : A — [0, 00] heifit Lebes-
guemaf.

2.2 AuBlere Mafle

Definition: Sei X eine Menge. Eine Abbildung v : 2% — [0, co] heifit duferes
Maj$ wenn gilt:

i) v(0)=0
i) AcBCcX = v(4) <v(B)
iii) Statt der o-Additivitéit gilt Sub-o-Additivitdt: Fir A; € X,i=1,2,3, ...

i=1 i=1

Definition: Sei v : 2X — [0,00] ein duBeres Mafl. Eine Teilmenge A C X
heifit v-messbar wenn

v(D)=v(DNA)+v(D\A) V¥DcCX

Ubung: Sei (X, A, 1) ein MaBraum. Definiere v : 2% — [0, 00] durch v(B) :=

inf p(A). Dann ist v ein dufleres MaB. Jedes A € A ist v-messbar.

AcA
BCA

Satz: (Caratheodory)
Sei v : 2% — [0, 0] ein duBeres MaB und A := {A C X | A ist v-messbar} und
w:=v|a: A— [0,00] Dann gilt:

i) A ist eine o-Algebra.
i) p:A—[0,00] ist ein Maf
iii) (X, A, u) ist vollstindig (siehe|(1.7.5)).
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2 Das Lebesguemafl 26.04.2006

Beweis:

1. XeA
DNX=D,D\X=0 = vD)=v(DNX)+v(D\X)

2. Ac A = ACecA

Wir wissen v(D) =v(DNA)+v(D\ A) =v(D\ A®) + v(D n A°).
3. ABeA = AUBeA

A BeA = VDCXgit:

v(D) = v(DNA)+v(D\A)
(DNA)+v((D\A)NB)+v((D\ A)\ B)
( )+

(

= vV

v

14

DN(AUB))+v(D\ (AU B))
v(D\ (AUB))+v(DN(AUB)) VD C X

4

=

5
I

= AUBcA

4. Seien Aq, As, As, ... € A paarweise disjunkt
= B:=|JAieA ud v(B)=> v(4)
i=1 =1

Sei B, ==\, 4; € Anach 3. = VD C X gilt

V(DﬂBk) = V(DﬂBkﬂAk)'i‘V((DﬁBk)\Ak)
(D

v(DNAg)+v(DNBg_1)

Indlgtion Z I/(D N Az)

<.
=

Da By, v-messbar ist, ist

v(D) =

N
—

DN By) +v(D\ B)

Il

s
I
-

Z/(D n Al) + V(D \ Bk) Vk

M=

v(DNA;)+v(D\ B)

-
Il

NE

= v(D) > v(DNA;)+v(D\ B)

1

.
Il

Wegen DN B = J;2,(D N A;) gilt

v(IDNB) < v(DNA;)

i

<
—~

D) —v(D\ B)
B)+v(D\ B)
B)+v(D\ B)

4
=
5
I
s s
O T
O D

V(D n Az)

=
S
)

=
|

@,
Il
-



iii)

(2.2.5)

2 Das Lebesguemafl 28.04.2006

Aus 1.-4. folgt, dass A eine o-Algebra und p := v|4 : A — [0,00] ein Ma$ ist,
denn aus nichtdisjunkten Vereinigungen lédsst sich immer eine disjunkte erzeu-
gen:

4.
By, By,...€ A, Ap:=By\(BiU...UBw1) = |JBi=AcEA

5. v(A)=0 = VD C X gilt

v(D) < v(IDNA)+v(D\ A)
< v(A) +v(D\ A)
= v(D\ A)
< v(D)
= v(D) = v(DNA)+v(D\ AVD
=AcA

Somit ist (X,.A, u) vollstandig.

Satz: (Caratheodory-Kriterium) Sei (X, d) ein metrischer Raum und v : 2% —
[0, 00] ein duBeres MaB. Sei A(v) := {A C X | A v-messbar} und B C 2% die
o-Algebra der Borelmengen.

Aquivalent sind:

i) BC A(v)
ii) Wenn A, B C X und d(4,B) = EfqngeBd(a, b) > 0, so gilt v(AU B) =
v(A) 4+ v(B).

Beweis: i) = ii)“
Seien A, B C X, ¢ := d(A, B) > 0. Definiere

U:= LJABE(U):{JUGXHaeAzd(x,a)<s}

Dann ist U als Vereinigung offener Mengen offen, A C U und UN B = (). Daraus
folgt mit i), dass U v-messbar ist2 , also

V(AUB) = v((AUB)NU) + v((AUB)\ U) = v(A) + v(B)

Hi) = 1)
Zu zeigen ist, dass jede abgeschlossene Teilmenge A C X v-messbar ist, d.h.

A C X abgeschlossen
DcX = v(D)>v(DNA)+v(D\ A)
v(D) < 00

d(z,A) :=inf,ca d(z,a).

A abgeschlossen } e A

d(z,A) =0

Also gilt

pay 1
A={zeX |dx,A)=0}= (U Uy = {w € X | d(x,4) < .}
k=1

2zur Erinnerung: VD C X gilt v(D) = v(DNU) +v(D\U)
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Uy, offen

D

reDNA
>

x| =

Also gilt

1 ii)
==

d(DNA, D\Uy) > — (D) > v((DNAYU(D\Uy)) = v(DNA)+(D\Uy,)

Behauptung 1: klim v(D\Ug) =v(D\ A) (aus dieser Behauptung folgt i)).

A=Ux = Uk\A:G(Ui\UiH)

k>1 i=k
= D\A=(D\Uy)U(Dn U\ A)=(D\Ux)U | JDnN Ui\ Uis1))
i=k

Sei E; :=DnN (Ul \ Ui+1).
Behauptung 2: >, v(E;) < co, Behauptung 2 = Behauptung 1.
Sei e, :=Y oo, V(E;) — 0.

v(D\U) < wv(D\A)

v(D\ Uy U | Ei)

i=k

< v(D\Up)+ Y v(E)
i=k
= v(D\Ug) +e¢g

Daraus folgt Behauptung 1. Dieser Beweis ist Magie.
Behauptung 3: j >i+2 = d(E;,E;) >0, Behauptung3 = Behaup-
tung 2.

Somit ist

l
Zu(El) <2v(D) < o0

Beweis von Behauptung 3: Sei j > i + 2. Wir behaupten, dass

1

ABSE) > s
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(2.3.2)

(2.3.3)

(2.3.4)

(2.4.1)

(2.4.2)

2 Das Lebesguemafl 03.05.2006

Sei x € E; und y € X mit d(z,y) < m

= T € Ui+1
1
Ti+1
= Va € A gilt d(a,y) > d(a,x) —d(z,y) >

= Va e A gilt d(a,z)

1 1 1

i+1 (+1)(+2) i+2

= y¢Uy = yck

2.3 Nullmengen
Definition: FEin abgeschlossener Quader in R™ ist eine Teilmenge der Form
Q = [ahbﬂ X ... X [an,bn]

mit a; < b; fiir i = 1,2,...n. Das Volumen von @ ist definiert durch

n

Vol(Q) := [ [(bi — a)

=1

Definition: Eine Teilmenge A C R"™ heifit Jordansche Nullmenge wenn gilt
Ve > 03 abgeschlossene Quader Q1,Qs, ... QN sodass

N N
Ac|JQi, D Vol(@:)<e
=1 =1

Definition: Eine Teilmenge A C R™ heifit Lebesguesche Nullmenge wenn gilt:
Ve > 03 abgeschlossene Quader @1, Q2, . .. sodass

AcC fj Q:, iVol(Qi) <e
=1 1=1

Ubung:
1. Die Kantormenge K C R ist eine Jordan-Nullmenge.

2. A =QnJ0,1] ist als abzdhlbare Menge eine Lebesgue-Nullmenge, aber
keine Jordanmenge.

2.4 Das Lebesguesche duflere Maf v

Definition: Das Lebesguesche duflere Mafl auf dem R"™ ist definiert durch

v(A) := inf { Z Vol(Q;)

Q; abgeschlossene Quader, A C U Qi}
i=1

fiir A C R™.

Bemerkung: A C R" ist eine Lebesguenullmenge genau dann wenn v(A4) = 0.
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(2.4.3) Satz: Seiv: 28" — [0, 00] das Lebesguesche dufere Maf aus Definition|(2.4.1)
Dann gilt:

i) v ist ein duferes Maf.

ii) v ist translationsinvariant, d.h.

v(A+z)=v(A) VACR"zeR"
iii) Fiir jeden abgeschlossenen Quader @ C R™ gilt:
v(Q) =v(Q°) = Vol(Q)
iv) VA, BCR":d(A,B) >0 = v(AUB)=v(A)+v(B).

Beweis:

i) v(0) = 0 da jeder Quader die leere Menge enthiilt.

AcCB = v(A) <v(B) da jeder Quader der B iiberdeckt auch A
itberdeckt.

A; C R*firi=1,2,3,... = V<UAZ»> < ZV(AZ»). Sei £ > 0
i=1 i=1
gegeben = Vi3 Folge abgeschlossener Quader Q;1,Q;2, . .. sodass
o0 o0 €
4; < | Qi Zﬁw@ﬂ<mm+§
j=1 j=1

oo

= UA’ C UQij, ZVOI(QZ'J') < ZIV(AZ) +e€
i i,j ij i=

i) Vol(Q+z) = Vol(Q) fiir alle abgeschlossenen Quader Q und z € R* =
ii).

iv) A;BCR"d(A,B) >0. Wiahlee >0 = 3Q1,Q2,Qs,... abgeschlos-
sene Quader sodass

AUBC|JQi Y Vol(@Q)<v(AUB)+e

i=1 i=1
0.B.d.A. nehmen wir an, dass

d(A, B)

diam(Q;) < 5

Dann gilt V2 € N:
QZQA¢® = QiﬂB:QJ

Sei
I:{Z€N|QzﬂA§£®} J:{Z€N|QlﬂB7&®}

Dannist N=J7UJund INJ = 0.

AclJe, Bcle@

el ieJ

26



2 Das Lebesguemafl 03.05.2006

= Y Vol(Q) > v(A) und Y Vol(Q:) > v(B)

il ieJ
= vA)+v(B) < iVol(Qi) <v(AUB)+e¢
= vA)+v(B) < ;_(AUB)+€ Ve >0
= v(A)+v(B) < v(AUB)
L y(A)+v(B) = v(AUB)

iii) Sei I =[a,b) C Rund |I| =b—a.

I -1<#(NZ) < I +1

Dann ist
NII|-1<#(NINZ)<N|I|+1
bzw. ) . ) .
< = — < —
1| N_N#(IHNZ> _|I|+N

Fiir jeden abgeschlossenen Quader Q = I; X ... I, gilt
=1 =1 N—oo N N

1 1,
:&TMW#(Q”NZ)

Behauptung: @ C U Q;, Q; abgeschlossene Quader

i=1

= Y Vol(Q:) > Vol(Q)

i=1

Wihle € > 0 und fiir jedes 7 einen offenen Quader U; D (); sodass

v(U;) < Vol(Q:) +

k
Jk € B sodass Q C U U;

i=1

Q kompakt

D volQ) = Jim %# (Q N %Z”)

k

. 1 Lo
i 3 o (v 2)

=1

IN

IN

k 1 1
5 o s s

IN

k 1 1
>t et (0 5)
k
£
; (Vol(@) + )

> Vol(Qi) + ¢
i=1

IN

IN
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Also gilt

Vol(Q) < ) " Vol(Qi) + £ Ve >0
i=1
= v(Q°) <v(Q) = Vol(Q)
Ve > 03P abgeschlossener Quader

sodass P C Q°, Vol(P) > Vol(Q) — ¢

= v(P)=Vol(P) > Vol(Q) — ¢
= v(Q°) = v(P) =2 Vol(Q) —¢
= v(Q°) = v(Q)
O
2.5 Das Lebesguemafli m
(2.5.1) Definition: Sei v : 28" — [0, 00] das Lebesgue duBiere Maf. Eine Teilmenge

A C R™ heiit Lebesguemessbar, wenn sie v-messbar ist, d.h. (zur Erinnerung)
v(D) = (DN A)+v(D\ A) ¥D C R"
A= A(v) .= {A CR" | A ist Lebesguemessbar}
vja=m:A—[0,00]

heiit Lebesguemaf auf R™.
Die Aquivalenz dieser Definitionen zu‘(2.1.4) wird in‘(2.5.5)‘ gezeigt.

(2.5.2) Korollar:

i) A ist eine o-Algebra und m : A — [0, 00] ist ein Mafl und (R", A, m) ein
vollstdndiger Mafraum.

ii) Jede Borelmenge ist Lebesguemessbar, d.h. B C A.

iii) (A, m) ist translationsinvariant, d.h.

Ac A

xER"} = A+4+z€ Aund m(A+z) =m(A)

iv) Sei @ ein abgeschlossener Quader

= @Q,Q° € Aund m(Q) =m(Q°) = Vol(Q).

N~— E/ S~—" SN~—"
®
N
&
=
o
jm}
[oW
)
[¢]
jmp)
5.
=
o
jm}
@
=

(2.5.3) Bemerkung: Q:=[0,1]" = Q°Cl0,1)CQ
= [0,1)" € Aund m([0,1)") = m(Q) = Vol(Q) =
B — [0, 00] die Bedingungen von (2.1.3).

1. Also erfiillt p := m|g :
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(2.5.4) Satz:
i) Fiir jede Teilmenge A C R" gilt
v(A) =inf{v(U) | U C R" offen und A C U}
ii) Falls A C R™ lebesguesmessbar ist, so gilt:
v(A) = sup{v(K) | K C R" kompakt und K C A}

Beweis:

i) Wihle £ > 0 und abgeschlossene Quader Q1,Qs, ... sodass

AcC [j Qi, iVol(Qi) <v(A)+e

i=1 i=1
Wiihle offene Quader U; D Q; mit Vol(U;) < Vol(Q;) + 5.
Sei U =2, U;

= v(U)

INA
N
s
S

= i VO](UZ‘)
i=1

< > Vol(@i) +¢
=1
< v(A)+ 2

ii) Sei A beschriinkt und lebesguemessbar. Dann ist A C Br wobei Bg =
{lz] < R}.Seie >0 = 3JU CR"mit B\ ACU.

v(U) < v(Br\A)+e
= v(Bgr)—v(A) +e¢

= K:=Brp\UcCA

v(K) v(Bg) —v(U)

2
> v(A)—¢

= ii) im beschrinkten Fall. Der allgemeine Fall ist eine Ubung.

(2.5.5) Satz: Sei v : 28" — [0,00] das Lebesgue duflere MaB, A(v) = A C 28" die
Lebesgue o-Algebra und B die Borel o-Algebra.

m:=vlg:A—[0,0] wi=v|p

Dann ist (R™, A, m) ist die Vervollstéindigung (siehe |(1.7.6)) von (R™, B, u).

Beweis: Zu zeigen ist A = B* und m = p*.

1.
AeA & yD)=v(DNA) +v(D\A) VD cCR"
AeB* % 3By, B, € Bsodass By C AC By, u(By \ By) =0
©(A) = w(Bo)
= v(Bo)
= Z/(A) —I/(A\B())
= m(4)

Also A=8B* = m=yu"
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2. B*CA
AeB" = 4By, By € B sodass BOCACBl, ,u(Bl\Bo):O
= Z/(A \ Bo) < I/(Bl \Bo) =0
= A\ By € A (Beweis von Satz (2.2.4))
= A:BoLJ(A\Bo)GA
3. ACB*
Sei A € A.

1. Fall: v(A) <
Nach Satz 3K; C R™ kompakt 3U; C R™ offen sodass K; C A C U; und

v(U;) <v(A)+ % v(K;) > v(A) — %
Sei - -
B() = U Ki7 Bl = m Ul
= Bo,]éleB B()CA_CBl
v(Bg) > v(K;) > v(A) — %, v(By) <v(U;) <v(A)+ =
‘=" w(A) <v(By) <v(B1) <v(A)
= v(A) =v(By) = v(By)

2. Fall: v(A) = 0o

Sei
Ay, = {zeAllz|| <k}
4, = ANByeAalso A € B
=A = [Ja4eB
k
O
(2.5.6) Beweis von Satz (2.1.3)] Existenz ist ein Korollar von Satz|(2.4.3)
Eindeutigkeit: Sei
B —0,00]

ein translationsinvariantes Mafl mit
' ([0,1)") =1
Behauptung: i/ = p. Dies zeigen wir in fiinf Schritten.

1. Sei Q(z, k) := z +[0,27%)". Dann gilt ' (Q(z, k)) = 27+
W(QUr, k) = 1+ QUO0,K)) = 1 (Q(0, ) =

0<y;<2k—1

S =g = Y Q) =27,
s ~~
a?i,:2—,;, Ck
0<5;<2F—1
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2. 4/ (U) = u(U) fiir jede offene Teilmenge U C R

Behauptung: Jede offene Menge U C R"™ ist eine abzdhlbare disjunkte
Vereinigung U = U;f Q; von Mengen der Form Q(x, k). Daher gilt wegen
o-Additivitit

LGEDWICHED WICHEIICY

T -
|
} t t }
| | |
I A N
| | | !
| | | |
] 1 |
| 1 1
T T -

! ! I I \’\
T ]
Formal: Sei
My = {Q(gjv 1) | T e Zn7Q(1‘7 1) C U}
My, = {Q(x,2)|ze€ %Z”,Q(%Q) CUQx,2) £ QVQ € My}
My = QK)o € 5" Qak) CU,Q k) ¢ Q¥Q € MyU... UM 1)
M = U M;, abziihlbar

k=1
v=J e
QeM
3. K C R™ kompakt = p/(K) = p(K)
Es gilt K C Br = {x € R" | || < R} fiir ein hinreichend grofles R.
= ' (K) #'(Br) — p'(Br \ K)
w(Br) — p(Br \ K)
= p(K)

2.

4. /(B) < u(B)VB e B
w'(B) < inf{y/(U)| B CU offen}
=  inf{w0)]...}
G2 B)

5. u(B) < p/'(B)VBeB

u(B) @54 sup{u(K) | K C B K kompakt}
= sup{y/(K) | K C B K kompakt}
< W(B)
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2.6 Jordanmaf} ;7 und Lebesguemaf3

Zur Erinnerung aus der Analysis II:
1. B C R"” heifit Jordan-messbar wenn 0B eine Jordan-Nullmenge ist.

2. VB C R" gilt: B ist genau dann Jordan-messbar, wenn x p riemanninte-
grierbar ist.

3. Das Jordan-Maf§ einer Jordan-messbaren Teilmenge B C R" ist definiert
durch

W(B)i= [ xule)da
R"L
wobei [ das Riemannintegral sein soll; das Jordan-,MaB“ ist kein MaB
in unserem Sinne, da die Menge der unter ihm messbaren Mengen keine
o-Algebra bildet.
(2.6.1) Satz:

i) B ¢ R™ Jordan-messbar = B ist Lebesgue-messbar und m(B) =
p’ (B) wobei m das Lebesguemaf ist.

ii) Sei f : R® — R beschriankt, {x € R™ | f(x) # 0} beschrdnkt und f
Riemannintegrierbar. Dann ist f auch Lebesgueintegrierbar und

Digfdm:DiZf(x)dx

Beweis:

ii) Sei R(f) das Riemannintegral und Q(j,k) := j + [0,27%)" wobei j €
( ! Z) " wie in der letzten Stunde. Man erhilt folgende Partition des R”:

n={ean e (z2) |

Definiere &7ﬁ :R™ — R durch

Je(x) == _inf f, z€Q(j k)
QGR

und .
fe(z) := sup f, x€Q(jk)
Q(4,k)

[fudm = 3 it _f-VolQULR)
J 0GR ———

—=92—nk

= s(f,Px) = R(f)

/ Fodm = 5(f.Py) — R(f)

R

siehe Analysis II, Kapitel XV, Satz 1. AuBlerdem
fu(@) < fror1(z) < f(2), fe(z) = fropa(z) = f(2)

Sei B o
f() = i fie), T(@) = lim Ti(a)
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= () < () < Fla) Vo € R7
f und f sind Lebesgue-messbar (nach|(1.5.5) oder|(1.6.6)) und

s(f.Pr)
—
/idm = klim frdm
Rn R
= R(f)
= klim frdm
R’V‘L
= /7dm
R’n
=f-f =0
/?—idm =0
R’VL
UL r = T
=f = [ffi

= f ist Lebesgueintegrierbar

und
/fdm:/idm:R(f)
R R
i) Sei B C R™ Jordan-messbar und B beschrinkt, dann ist x g ist Riemann-

integrierbar g x B ist Lebesguesintegrierbar und

m(b) = [ xpdm = R(xp) = n’(B)
R[

Korollar: Sei B := [-T,T]" und fj : B — R stetig, sup,cp |fr(z)| < ¢ Vk €
N und limy o fi(z) =0 V2 € B

= klim /fk(x)dm:O
B

Beweis: Mit |(2.6.1)| und (1.6.6). O

Bemerkung: B C R" beschrinkt und Jordan-messbar < Ve > 03 Qua-
dergebiude By, By C R™ sodass By C B C By, u’(B1) — p’(Byp) < €. Dies kann
man verwenden um Satz |(2.6.1), (i) direkt zu beweisen.

2.7 Lineare Operatoren

Satz: Sei (R™, A, m) der Lebesgue Mafi-Raum und A € A, & € R"*"
= PA={Pzx|zcAlcA

und

m(®A) = | det(®)] - m(A)
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Beweis: 1. Fall det(®) = 0.

= im® = {®x | x € R"} ist ein linearer Unterraum von R™ der Dimension
dim(im®) < n = m(im®) = 0 (Ubung) = m(®PA) =0 = |det ®| -
m(A) VA € A

2. Fall det(®) # 0.

a. Sei A C R™ beschrankt und Jordan-messbar =  ®A ist Jordan-messbar
und p? (@A) = | det ®|u’ (A) wie wir aus Analysis II, Kapitel XV, Lemma
8 vom 22.6.2005 wissen.

b. Sei U offen = 3 disjunkte halboffene Quader @1, @2, Qs, ... sodass

v o= (Jo;
i=1
= mU) = Zm(Qj)

= m(®U) = Zm(@Qj)

e

> [ det @|m(Q;)
=1

= |det®|-m(U)
c. Ac A
Satl@5A i (A) = inf{m(U) | U C R” offen, A € U}
= v(®A) = inf{m(V) |V offen,®A C V}

wobei v das Lebesgue duflere Maf ist.

inf{m(®U) | U offen, A C U}
b)

| det @|inf{m(U) | U offen, A C U}
= |det ®|-m(A)
Warum ist ®A Lebesgue-messbar?
Ae A = 3By, B; € B Borelmengen, mitBy C A C By, m(B;\By) =0
= (da ® ein Homdomorphismus ist)

®B,, B, € B

OB, C A C B,

2.8 Zusammenfassung und nicht lebesguemesssbare Men-
ge
(2.8.1) Zusammenfassung v : 28" — [0,00] ist das Lebesgue duBere Maf
1. Jlp : B — [0, 00] translationsinvariant u([0,1)™) = 1.

2. p=vlg
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3. A := Vervollstandigung von B beziiglich u. A € A < A ist v-messbar.
4. VA € A gilt

m(A)

inf{p(U) | U offen, A C U}
sup{u(K) | K kompakt, K C A}

5. Falls A C R" Jordan-messbar ist, so A € A,m(A) = u’(A)

6. A C R™ Lebesgue-messbar und ¢ € R"*" = & ist Lebesguemessbar
und m(®A) = |det ®| - m(A).

Satz: Sei A C R sodass jede Teilmenge von A Lebesguemessbar ist. Dann ist
m(A) = 0.

Beweis: Fiir 2,y € R definieren wir die Aquivalenzrelation
r~ysr—yeQ

Dann gibt es iiberabziihlbare viele Aquivalenzklassen, da jede von ihnen abzéhlbar
ist. Nach dem Auswahlaxiom IE C R sodass E aus jeder Aquivalenzklasse genau
ein Element enthélt, d.h.

)zyeBar#ty = z-ygQ
i) Vo € R3g € Q sodass v+ g € E.

Also ist R ist die disjunkte Vereinigung der Mengen F + ¢ wobei ¢ € Q und
somit

A=J A, Aj:=An(E+q)

q€Q

Behauptung: A, messhar = m(A,) =0.
(Jede Teilmenge von A ist messbar = AjistmessbarVge Q = m(a) =
D geqM(Ag) = 0)
Beweis der Behauptung:
Annahme: A, sei messbar. Dann ist K,, := [-n,n| N A, messbar Yn € N. Um
richtig durcheinander zu kommen, wéhlen wir jetzt

H, = U (Knp+71)

reQ,0<r<1 CE+q+r

Lebesgue-messbar Vn € Nund H,, C [-n,n+1] =

2n+1 > m(H,)
= Z m(K, + 1)

reQ,0<r<1
Q0=rs =m(Kn)

da die Mengen K,, +r und K, + ' disjunkt sind fiir 7 # 7/ und r,7’ € Q. Also
ist m(K,) =0Vn e Nund m(4,) =0da A; = U, cn Kn- O
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3 Radonmafle und der Satz von Riesz

3.1 Grundlagen

Definition: Sei X ein topologischer Raum.

i) Sei z € X. Eine Umgebung von z ist eine Teilmenge U C X sodass es eine
offene Teilmenge V' C X gibt sodass x € V C U.

ii) X heiBBt Hausdor(f-Raum wenn es fir alle z,y € X mit z # y Umgebungen
U,V € X gibt mit
xelUyeV,UNV =10

Jede kompakte Menge eines Hausdorff-Raumes ist abgeschlossen.

iii) X heiit lokalkompakt falls jeder Punkt x € X eine kompakte Umgebung
besitzt (siche Topologie, Serie 6).

iv) X heile o-kompakt wenn es eine Folge kompakter Teilmengen K1 C Ky C
K3 C...C X gibt sodass X =, K.

Beispiel: X = R" erfiillt alle diese Eigenschaften.

Definition: Sei X ein lokalkompakter Hausdorfl-Raum und A C 2% eine o-
Algebra und p : A — [0, 00] ein MaB. Ein solches Maf heifit Radonmaf wenn
es folgende Eigenschaften hat:

i) Sei B C 2% die Borel-o-Algebra. Dann gilt B C A.

ii) Jede kompakte Teilmenge K C X hat endliches Mafl u(K) < oo.

(Wire X zusétzlich noch o-kompakt, so konnte man X mit Mengen end-
lichen Mafles tiberdecken.)

iii) Fiir jede messbare Teilmenge A € A gilt:

w(A) =inf{u(U) |U C X offen, A C U}

iv) Fiir jede offene Teilmenge U € A gilt:

w(U) =sup{p(K) | K C X kompakt, K C U}
Beispiel: p = Lebesguemafl auf R™.

Vorschau Jedes Radonmafl o definiert ein stetiges (im Sinne von |(3.3.3)
lineares Funktional A : C.(X) — R durch

Af = fd/h fEe CC(X)
/

wobei C. der Raum der stetigen Funktionen f : X — R mit kompaktem Trager

supp(f) = {z € X [ f(z) # 0}

ist.

Lemma: Sei y : A — [0,00] ein RadonmaB. Dann gilt fiir jede messbare
Menge A € A mit pu(A) < oo

u(A) =sup{p(K) | K C X kompakt, K C A}
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Beweis: Seie > 0.

1. Nach iii) 3U C X offen sodass A C U,u(U) < p(A) + §. Dann gilt
w(U\ A) < 5, da p(A) < oo.

2. Nach iii) 3V C X offen sodass U\ A C V,u(V) < 5.

3. Nach iv) 3K C U kompakt sodass u(K) > pu(U) — § Definiere C' :=
K\V = (ist abgeschlossene Teilmenge von K =  C'ist kompakt,

CcU\VCA.
A\NC C (A\K)UV
c (U\K)UV
nA\C) < u(U\K)+u(V)
= () = nE)+ (V)
f e
= uC) = uA)—u(A\0)
> p(A)—e

Wir haben beim Subtrahieren mehrmals benutzt, dass die Mafie endlich
sind.

Lemma: Sei X ein lokalkompakter und o-kompakter Hausdorff-Raum. Dann
gilt (*) fiir alle A € A.

Beweis: Seien K1 € Ky C ... C X, K, kompakt und X = U:o:1 K,,. Sei
Aec A

1. Fall: u(4) < o0
= (*) gilt nach Lemma|(3.1.6)
2. Fall: u(A) =0
Sei Ay, :=ANK, = u(4,) <p(K,) < oco. Nach|(1.4.5) ist

oo = p(A) = lim u(An)

n—oo

= Nach Lemma (3.1.6) gibt es fiir jedes n eine kompakte Menge C,, C
Ap mit p(Cp) > u(An) -1 = C, C A, u(Cp) — oco.

Bemerkung: Sei X lokalkompakt und hausdorffsch und p : A — [0, 00] ein
Radonmaf}, wobei B C A. Sei f : X — R stetig und habe kompakten Tréiger.

J fdp héingt nur von p|z ab.
X

Lemma: Sei X ein lokalkompakter Hausdorffraum.

i) Ist p : B — [0,00] ein Radonmafl und (X, B*,u*) die Vervollstéindigung
von (X, B, ), dann ist p* ebenfalls ein Radonmaf.

ii) Ist X o-kompakt, p: A — [0, o0] ein beliebiges Radonmaf} und (X, B*, u*)
die Vervollsténdigung von (X, B, p|g), dann ist B C A C B* und p = p*| 4.
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Beweis:
iy eBCB*
¢ K C X kompakt = p*(K)=p(K) < .
o 1*(U) =sup{u*(K) | K C U, K kompakt}
fiir offene U C X, denn p*(U) = p(U) und p*(K) = p(K).
e AcB* & (A =inf{p*(U)| ACUC X,U offen}
Nach Definition von B* 3B € B mit A C B und u(B) = p*(A4).

S W) = B
= inf{u(U)|U C X offen, BC U}
inf{u(U) | U C X offen,A C U}

1 (A)

I v v

ii) Sei A e A
1. Fall: p(A) < o0
Dann Vi € N 3K; C X kompakt und 3U; C X offen sodass

1 1
KicACU;, pK;)=p(A) - 7 und n(Us) < p(A) + A

Sei - -
BO::UKi7 BllzﬂUiEB
i=1 i=1

= DByCACDB

u(Bo) > p(K)) = p(4) == Vi
p(B) < p(U:) < p(A)+ Vi
B (A) < u(Bo) < u(By) < p(A) < oo
= w(Bi1\By) = wu(B1)— u(Bo)
= 0
= AeB,p(4) = wuBo)=p(Bi)
= u(4)

2. Fall: p(A) = o0
Es gibt K1 € Ko C K3 C ... C X, K,, kompakt und X = |JK,.
A, =ANK, € Aund p(4,) < p(K,) < 0

S Ane B (A = p(4n)

= A=|JA,eB, p(A)= lim p*(A,) = p(A)
n=1

O

Aus all diesem folgt, dass es nur wichtig ist, das Radonmaf auf den Borelmengen
zu kennen.

3.2 Konstruktion aus dufleren Maflen

(3.2.1) Satz: Sei X ein lokalkompakter Hausdorffraum und v : 2% — [0,00] ein
dufleres Mafl mit folgenden Eigenschaften:

i) ¥(K) < oo YK C X kompakt.
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i) v(KoUK;) =v(Ko)+ v(K1) VKo, K1 € X kompakt und Ko N K7 = 0.
ili) v(A) =inf{v(U) |U C X offen,AC U} VA C X.
iv) v(U) = sup{v(K) | K C X kompakt, K C U} YU C X offen.

Dann ist v|g ein Radonmaf.

Beweis: Definiere
Ae :={F C X | sup{v(K) | K C E, K kompakt} < oo}

A={ACX | ANnK € A, VK C X kompakt }

wobei das . in A, fiir endlich steht.
Wir zeigen, dass p := v|4 : A — [0,00] ein vollsténdiges Radonmaf ist — in
sieben Schritten.

1. Schritt: E,Fy, E3... € A, und E; ﬂEj =0 Vi 7&]

i=1
——
=F

und ¥(F) <o = Ee€A..
Beweis (mit Fallunterscheidung):
1. Fall: v(F) = 0.
Dann ist

2. Fall: v(E) < o0
Wegen E; € A VidK; C E;, K; kompakt sodass v(K;) > v(E;) — 5.
Dann gilt K; N K; =0 Vi # j

= v(E) > v(KiU...UK,)
= v(Ky)+...v(K,)
> v(Ey)+...v(E,) —¢
s %) %) c
= ZV(El) < v(E)+eVe>0 dace 5

=1 =1

IN

Z v(E;) wegen Sub-o-Additivitét

= Jn sodass Z v(E;)) < e
1=n-+1
= v(KiU...UK,) > Y v(E)—¢
i=1
= uBE)- Y v(E)-c>v(E) -2
i=n+1
= FeA
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2. Schritt: E,Fe A, = FE\F,EUF,ENFcA,
Beweis:

Sei € > 0. Wihle kompakte K, K’ und offene U, U’ sodass

KCEcCU und K cE cU

und
v(K) > v(E)—c¢
v(U) < v(E)+e
V(K'Y > v(F)—¢
v(U) < v(F)+e

DaU\K € A. und K € A.:

Schritt 1

VE\K)<v(U\K)"= v{U) —v(K)<2

Ahnlich
v(U\F)<v(U\K')=vU") -v(K') <2

Sei C':= K \ U’ kompakt, C C E'\ F. Dann ist

E\F C (E\K)U(K\U)U{U' \F)
———

=C
= v(E\F) < v(E\K)+v(C)+v(U \F)
< v(C)+4e
Da ¢ beliebig ist, folgt damit
E\F e A,
EUF = FU(E\F)e€A
ENnF = E\(E\F)eA.

3. Schritt: A ist eine o-Algebra
Beweis:

e X c Ada K € A, VK C X kompakt.

Ae A = ANnKe A, VK C X kompakt
= A°NK =K\ (KNA)e A.Vk (Schritt 2)
= A°cA
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e Seien A; € A fiir i = 1,2,3,... und K C X kompakt. Sei A :=
Ufil A

= B, =A;,NK e A,

S 2 B B\ (BiU...UB;_1) € A

o0
Schritt 1
= UEiG-Ae

o

=1
DEi:UBi:AﬂK
i=1 )

3 =1
Also ANK € A, VK C X kompakt = A€ A

4. Schritt: B C A.
Beweis: Sei A C X abgeschlossen

= AN K kompakt VK C X kompakt
= ANKe A, VK
= AcA

5. Schritt: VAC X gilt: Ac A, & AeAundv(A4) <oc.
Beweis: ,=“ Ist A € A, somit Schritt 2 ANK € A, VK C X kompakt
Ac A

2= Sei Ae Aund v(A4) < o0

iii)

= 3 offene Teilmenge U C X mit A C U, v(U) < o0

N 3K U, K kompakt sodass v(K) > v(U) — e
1. Schritt

= "v(U\K)=v{U)—-v(K)<e.

Auflerdem ANK € A,daAe A =  dkompakte Teilmenge H C ANK
sodass v(H) < v(ANK) —¢

= v(H) > v(A)—-v(A\K)-—¢
(dav(A) <v(ANnK)+4+v(A\K))
> v(A)-v(U\K) -«
> v(A) -2

Also A € A, da (Ve > 03H C A kompakt mit v(H) > v(A) — 2e).

6. Schritt: u:= |4 ist ein Radonmas.
Beweis: v(()) =0 (duBeres MaB).

Seien A = J;2, Ai, A; € A paarweise disjunkt.
1 Fall: v(A;) < 0o Vi

= A; € A, Vi mit Schritt 5 = v(A) = 221 v(A;) mit
Schritt 1.

2 Fall: 3i mit v(4;) = o0

= v(A) > v(4;) = oo, das heifit v|4 ist ein Maf. Radon nach
Schritt 4.

7. Schritt: Vollstindigkeit. Ubung (Hinweis: v(A) =0 = A€ A.).

3.3 Darstellungssatz von Riesz, Eindeutigkeit

Sei X ein lokalkompakter Hausdorffraum.

C.(X):={f: X - R f stetig, supp(f) C X kompakt}
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3 RadonmaBe und der Satz von Riesz 19.05.2006

(3.3.1) Definition: Ein lineares Funktional A : C.(X) — R heifit positiv wenn

fe€C(X) und f>0 = Af>0

(3.3.2) Bemerkung: A ist nicht notwendigerweise beziiglich der Supremumsnorm
If1l = sup |f(z)|
zeX
beschrinkt (beschriinkt im Sinne von S.56).

(3.3.3) Lemma: A : C.(X) — R sei ein positives lineares Funktional. Dann ist A
stetig in folgendem Sinn:

fn € Ce(X), f€Cu(X)
K C X kompakt, supp(f,) C KVn = Af, = Af
fn — fgleichméBig

(3.34) Lemma von Urysohn: X lokal kompakter Haudorffraum.
Sei K C X kompakt, U C X offen, K C U. Dann Jp € C.(X) mit

supp(y) C U, k=1 0<p<1

Beweis: siehe Rudin, Satz 2.12 oder Topologievorlesung, Lemma 10.3. a

Beweis von (3.3.3): Nach Urysohn Jp € C.(X) sodass ¢(z) =1Vz € K.

en = ||fn — fll = sup | fu(x) — f(2)]
rzeX

= —enp(@) < fulz) — f(2) < enple) Vo
A pg;itiv

*5nA§0 S Afn - Af S 5nA90
= |Afn—Af|<epAp—0

O
(3.3.5) Beispiel: Ist B C 2% die Borel-o-Algebra und p : B — [0, 00] ein Radonmas,
so ist
Af = / fdu
X
ein Beispiel eines Funktionals, das die Voraussetzungen von (3.3.3) erfiillt.
(3.3.6) Darstellungssatz von Riesz: Fiir jedes positive lineare Funktional A : C.(X) —

R gibt es genau ein Radonmaf p : B — [0, co] sodass

Af= [ £ viec)
X
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(3.4.2)

3 RadonmaBe und der Satz von Riesz 24.05.2006

Beweis der Eindeutigkeit: Behauptung: Sei i ein solches Radonmaf} und
A ein positives lineares Funktional. Dann ist

w(U) =sup{Af | feCu(X), 0< f<1, suppf CU} VU C X offen
Die Eindeutigkeit von p folgt dann aus der Regularitiitseigenschaft
w(B) =inf{u(U) | BCU C X, U offen}

fiir alle Borelmengen B.
Beweis der Behauptung:

LO<f<lundsupp(f)CU = Af=[fdpu< [xvdp=p).
X X

2. Unter der Voraussetzung pu(U) < oo:

e>0 = 3K C U kompakt sodass u(K) > p(U) —¢
= 3feCX), 0<f<1, supp(f)cU

und

f@)=1V¥se K = Afz/deu=u(K)2u(U)—€
X

3. w(U) =00
= VneN3IK, CcU, K,, kompakt, sodass p(K},) > n und, mit Urysohn

anCC(X)v Supp(fn)CUa ngngl
sodass Af > u(K,)>n = Af=oc.

3.4 Zerlegung der Eins

Lemma: Sei X ein lokalkompakter hausdorffraum, K C X kompakt und y ¢
K. Dann 3V C X offen sodass K C V, V kompakt, y & V.

Beweis: X hausdorffsch = Vo € K gibt es offene Teilmengen V,, W, C X
sodass x € V,, y € W, V., N W, = (. O.B.d.A seien V,, und W, kompakt. Da
K kompakt ist 3x4,...x, € K sodass

Kc|JVe, =V = ye¢V=V,
=1

i=1

Lemma: Sei X ein lokalkompakter Hausdorffraum und K € U C X mit K
kompakt und U offen. Dann gibt es eine offene Menge V' C X sodass K C V C
V Cc U, V kompakt.

Beweis: Sei 0B.dA. U & X. C := X \ U ist abgeschlossen und nicht leer.
KNC ={. Nach|(3.4.1)|Vy € C3V,, C X offen sodass K C V,;,V, kompakt und
yEvy o
= [J(V,nC)=0
yeC SN——
kompakt

Aus der Topologievorlesunfolgt, dass Jy1,...yn € C sodass
cnvV,Nn...0V,, =0

3Folgt es daraus nicht, ist es eine Ubung.

43



(3.4.3)
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Sei V=V, Nn...0V, = Vistoffen, K CV,K CV und V ist kompakt.

Vv ¢ Vy,nV,n...n...V,, Cc U

Lemma: (Zerlegung der Eins) Sei X ein lokalkompakter Hausdorffraum und
Ui,...U, C X offen. Sei K C UyU...U, kompakt. Dann J¢1, ... ¢, € C.(X),0 <
; < 1 sodass supp(y;) C U; und

n

ngi(x):lwel{ und Zn:%§1

=1 i=1

Beweis: z € K = 3Ji(z) € {1,...n} sodass x € Uj(,. Nach |(3.4.2)
existiert eine offene Menge V, C X sodass

reVeCVaClUny = Kc|JV
zeK

K = 3dzi,...xz, € K sodass
Kc|JWw,
j=1

Wir wissen: B
Va, C Uiy

Fiir i € {1,...n} definieren wir

Nach dem Lemma von Urysohn,|(3.3.4), Vi Ji); € C.(X) sodass
0<4¢; <1, supp(¢y) C Ui, i(z)=1Vz €D,
Definiere

1 = P

ez = (1—=91)(1—2)i3

$n = (1—1#1)(1—1/)2)(1—1%71)1/%

n

=1-Y @ = JJa-w)
=1 =1
= 0<> i<l ©>0
supp(gi) C supp(v;) C U

ceKc| D = J[0-vi)=0 = Z%(m):1

i=1 i=1
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3.5 Darstellungssatz von Riesz, Existenz

Beweis der Existenz des Radonmafles beim Satz von Riesz, [(3.3.6):
Sei A : C.(X) — R ein positives lineares Funktional.

w(U) :=sup{Af | f € Ce(X),0< f <1,supp(f) C U ftir U C X offen }

v(A) :=inf{u(U) |U C X offen ,ACU} VAC X

Schritt 1: v :2% — [0,00] ist ein duBeres Maf.

° U((Z)) =0.
e ECFCX = v(E)<vu(F)
e E=UZ, B = v(BE)<Z v(E)

— Seien Uy, Us offen = p(Uy UUz2) < p(Uy) + p(Us).
Sei f € Co(X) mit 0 < f <1 und K :=supp(f) C Uy UU,. Daraus
folgt mit (3.4.3) Jp1, 2 € Co(X) mit supp(p) C U:
0<p1 <1,0< 91 +92 <1und p1(x) +p2(z) =1Ve € K.
= f=of+ef
= Af = A1 f) + Alp2f) < p(Uh) + p(Uz)
Detxon k w(Ur UUz2) < p(Uy) + p(Uz).
— u(E;) = oo fir ein .
Da E; C E gilt

V(E)=o00=Y v(E)
i=1
- v(E;) < oo Vi
Wéhle e > 0 = 3U; C X offen sodass E; C U; und u(U;) <
v(E;) + 5
Wihle f € Co(X), 0< f <1, supp(f) CcU :=U;2, U
Da supp(f) kompakt ist Ik sodass supp(f) C Ule U;

(U

= Af

IA IA
=
S

IN
(-
—
~
5
+
v
~—

IN
M
X
=
_|_
m

= u(U)

INA
M
x|
E
+
m

das heifit Ve > 03U offen sodass |JE; C U.

wU) < (Z V(El)> +e = v <UE’> < ZV(EZ)
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Schritt 2: VU C X offen gilt u(U) = sup{v(K) | K C U, K kompakt}
Sei f € Ce(X) mit 0 < f <1 und

K :=supp(f) CcU
= VV C X offen mit K C V gilt Af < u(V)

=Af < inf{u(V)|V offen, K C V}
= v(K)
= uU) = sup{Af|fe€C(X),0< f<1,supp(f) CU}
< sup{v(K) | K C U, K kompakt}
< w(U) = pv)
é ” “

Schritt 3: VK C X, K kompakt gilt
V(K)=inf{Af | feCu(X),0< f<1,f(x)=1Ve € K} < >
weil es mindestens eine solche Funktion gibt — Lemma von Urysohn.

1. feC(X),0<f<L,flIx=1 = v(K)<Af
Sei 0 < o < 1 und

Uy :={z € X | f(z) > a} offen
=

e K CU,

e Vg € Co(X) mit 0 < g < 1 und supp(g) C U, gilt ag(z) < a <
flz) Ve e U,

= ag(a) < flz) Vo€ X
= Ag < éAf
"I (V) < SAS

KSP (k)

= v(K) <

IN

Af
f

>0

inf Af<v(K
PRI [ <v(K)
0<f<1
flKEI

Seie >0 = 3JUCX offen mit K C U,u(U) <v(K)+e

UrySOhnﬂfEC( )mitf|K51,supp(f)CU0§f§1
= Af <pU) <v(K)+e.

Schritt 4: K;, Ko C X kompakt und disjunkt = v(K;UK>) =v(Ky)+
Z/(Kg)

Mit Urysohn 3f € C.(X),0 < f <1 mit f(z) = 1Va € K1, f(z) = 0Vx € Ko.
Wihle € > 0 = mit Schritt 3 3g € C.(X),0 < g < 1, g|lk,uk, = 1,Ag <
v(K1 UKs) +e.

=>Z/(K1 UK2)+E > Ag
=  AMA-Ng+A fg )
—— —~—
=1 auf K> =1 auf K;

Schritt 3
>

I/(Kl) + I/(KQ)
“20 (K U KS) > u(Ky) +v(Ky)
SChmt ! Schritt 4
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Schritte 1-4 und (3.2.1) = Die Restriktion

w=vlg: B —[0,]

ist ein Radonmaf.

Schritt 5: Af = [ fdu fiir alle f € Co(X).
X

Wir zeigen

Af < /fdu v € Cu(X)

Dann gilt auch —Af = A(— f = — [ fdp also auch Af = [ fdu.
X X

Beweis von (*):

K :=supp(f),b:=sup,cx f(z),a :=infrex f(x).

Seie >0.Wihleyy =a<y1 <yo<...<yp,=bmit y; —y;_1 <e.
Ei={r e K|yi1 < f(z) <y}

= Ei:Kﬁ{f>yi_1}ﬂ{f§yi} = EiGBEiﬁEj:Q)fﬁri#j.

n

K=|JE
=1

= 3JU; C X offen mit E; C U; und f(z) <y; + e Vo € U; und
1(Us) < p(E;) +

S i=1...n
n
(3.4.3)3160( X),0 < igl,OﬁZ%‘Sl

supp(i;) C Ui,zwi(x) =1lVzekK

i=1

= f =31, ¢f und nach Schritt 3:

1=1 =1
und ; f < (y; +€)p;

= Af = D Aepif)
i=1

S A((w: +©)es)

i=1

IA

= ) (i +o)Ay
=1

- Ap; — A
D i+lal+e) Ay lal Y A

i=1 >0 <N(U) i=1

> (i + lal + &) IMZM%

i=1

>+ lal + &) (B + =) ~ lalu(K)

i=1

= > (i —uE:) + 2ep(K +§: (i +lal +¢)

i=1

/mef@MK}Hd+b+@

IN

IN
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(4.1.1)

(4.1.2)

(4.1.3)

(4.1.4)

(4.1.5)

(**)

4 LP-Raume 31.05.2006

4 [P-Raume

4.1 Holder- und Minkowskiungleichung

Definition: 1 < p,q < oo heiflen konjugiert falls

1 1
4+ =1
p g

Definition: Sei (X, A, ) ein Mafiraum, 1 < p < co und f : X — R messbar.
Die LP-Norm von f ist definiert durch

1= | [ 1617 an

Fiir p = oo siehe|(4.2.7).

Satz: Seien f,g : X — [0,00] p-messbar, [ fdu < oo, [gdp < co und 1 <
P, q < oo konjugiert. Dann gelten die

i) Holder-Ungleichung

X/fgdué /f”du ngdu

£l < [1f1lpllgllq
ii) und die Minkowski-Ungleichung

/(f+g)”du ES /f”du ;-I-(X/gpdu 5

1f +gllp < [f1lp + llglly
Falls in der Minkowski-Ungleichung ,,=* gilt, und [ f?dp > 0, dann 3\ >
X
0 sodass g = A\ f f.i.

bzw.

bzw.

Beispiel: X = {1,...n}, p = ZdhlmaB, Funkt(X,R) = R™ (Funkt(A4, B) ist
die Menge der Funktionen von A nach B), x = (z1,...2,) € R", f: X — R,

z(i)=x; >0 1
([r+) ()

Bemerkung: Seia,b> 0 und % + % = 1. Dann gilt
1 1
ab < —aP + =b9
p q
1 1
ab= —adaP + —bisaP = b?
p q
Das ist Aufgabe 1 von Serie 9.
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Beweis von [(4.1.3), (i):

= [Ifll»

Bi= (X/ e du) = llgll,

1. Fall: A =0 (oder B =0)

b
[
/—\
S
&h
i
(e
=
v
3=

2. Fall: A=00,B>0 (oder B=0c0,A>0) = AB=c =
3. Fal: 0< A, B <

[ fgdu
X = /i-gd,u
AB A B
X
*) 1/F\" 1/g\¢
< I (2
- /(p(A) +q(B)>du
X
e Jetdu
= =X + X
p Ap q B¢
1 1
p g
(4.1.6) Bemerkung:
fg _L(FN\P Llrgye .
— AB J9 2 (L) L2 (2t
/fgd“ >0 = gp=,\a +q(B> u
X

@ (L) (5

& af? = pg? fii. wobei o, 8 >0

Beweis von (4.1.3), (ii):

a = (X/fpdﬂ> = Hf”p
b= (!g”du> = |lgllp

1

c:= ()[(f—i—g)de) =f+4llp
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zu zeigen: ¢ < a + b.
Schritt 1: a, 0 <00 = c<x

fS(fp—ng)% undgg(fp+gi’)%

= f4g < 20fP+g")r
é/(f+g)”du < 2p/(f”+gp)du
X X

= < 2P(aP 4+ bP)

Schritt 2: Seien a,b < co und ¢ zu p konjugiert.

= [(f+g)lPdu

/

= /f(f +g)P dp + /g(f +g)P " du
X X

< (a+b) /(f +g)P D dp

= (a+ b)cp_1

Wegen ¢ < oo folgt
c<a+b

Wirhaben%—i—%:l = %:1— =E= = ¢(p—1)=p verwendet.

Im Fall ¢ = a + b gilt

Q=

/f(f+9)”‘1du=a /(f+g)(p‘”"du
X

/9(f +9) " dp=b /(f +g) P dy

X

= Ja:aff=(f+g9)P =p¢"tu. = g:(%)gff.ii.

Falls ,=* gilt: 0 < [ fP < co und [ g¥ < oc.
Also gibt es ein A > 0 mit g = A f f.1. O

4.2 Die [P-Banachriume

(4.2.1) Definition: f heiflt p-fach integrierbar (oder LP-Funktion) falls

1£llp < oo

(4.2.2) Bezeichnung;:

LP(p) :={f: X = R| f ist A-messbar und || f||, < oo}
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(4.2.3) Bemerkung:

1. LP ist ein Vektorraum.
frgelf(p) = |f+gllp <|fllp+lgll, = [f+geLlP(n)
felf(u),AeR = |[Afllp=fllp <o = Af€LP(u)

2. Eigenschaften der Funktion
LP(p) = R fe | fllp

@) If+9lp < fllp + llgllp V.9 € £7(1)
(B) [IAfllp = IMIf1lp Y € £7 ()

(©) [Ifllp = 0.

@ Ifl,=0 = f=0~%i.

(€ f=gti = |fllp=lgly

3. Wir betrachten die Aquivalenzrelation

f~g & f=gfis|f-gl,=0

Dann ist der Quotientenraum

LP(p) »= LP(u)/ ~
ein normierter Vektorraum.

Die Elemente von LP(u) sind Aquivalenzklassen p-fach integrierbarer Fun-
tionen auf X. Trotzdem schreiben wir z.B. f € LP(u) fiir eine Funktion
f, was bedeuten soll, dass f ein Reprisentant der Aquivalenzklasse [f] ist
und [f] € LP(u). Das ist moglich wenn es nicht darauf ankommt, welcher
Reprisentant f ist, also alle Aussagen iiber f nur fiir f.ii. gemacht werden.

(4.2.4) Lemma: 1 <p<oo,f,g€ LP(p). Sei|fl,#0und |[f+glp =1, + gl
dann 3\ > 0 sodass g = A\ f f.ii..

Beweis:

1 1
D

[lr+aran) < (X/<|f|+|g|>p )
/\fl”du E+ /Iyl”du F

IAN>0: g = Af| Li. und |f + g| = |f| + |g| £
= f(z),g(z) haben f.i. das gleiche Vorzeichen
= g=Mffi

(4.1.3)

(4.2.5) Definition: Sei (X, A, p) ein Mafiraum und f : X — [0,00] messbar. Das
essentielle Supremum von f ist definiert durch

esssupf := inf{c € [0,00], f < ¢ f.ii.}
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(4.2.7)

(4.2.8)

(4.2.9)

(4.2.10)

4 LP-Raume 31.05.2006

Bemerkung:

1. Falls ¢ < esssupf ist, so gilt

p{z e X | f(z) >c}) >0

A:={r e X[ f(x) > esssup(f)}

ist eine p-Nullmenge, d.h. es gilt

f <esssup(f) f.i.

denn

A, ={z € X | f(z) > esssup(f) + %}

= A, Nullmenge = A=_J,—; A, Nullmenge.

Definition: Sei (X, A, ) ein Mafiraum und f : X — R messbar. Die L*°-
Norm von f ist definiert durch

[1fllo == esssup] f|
L) :={f: X — R | f messbar und || f]|cc < o0}
L% () := L (n)/ ~

Fiir p # oo siehe (4.1.2).
Bemerkung: (L%(p),] - |leo) ist ein normierter Vektorraum.

Lemma: Sei (X, A, u) ein Mafraum und 1 < p,¢ < oo und 1 + % = 1.
felr(n),geLi(n) = fgeLl(n).

P

gl < 11w - llgllq

Beweis: Falls 1 < p,q < oo gilt, wende die Holderungleichung an, fiir |f], |g|

(4.1.3)

Falls p =1, ¢ = o0, so gilt

Satz:

[fgl = 1f1- 19l < |f] - esssuplg| = |- [[glloo L.

1l = / \fgldu < / 11 lglloo die = [1£11 - lglloc
X X

Sei (X, A, u) Massraum, 1 < p < oo.

= (LP(w), |l - |lp) ist ein Banachraum.
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Beweis:

Vollsténdigkeit fiir p = oo Sei f, eine Cauchyfolge in L ().
Amn ={z € X [ |fn(z) = fm (@) < [[fn = fmlloc}

= X\ A, ist eine Nullmenge.
A= ﬂ Amon

= X \ A ist eine Nullmenge und (f,(A))nen ist eine Cauchyfolge in R fiir
jedes x € A.
| limy oo fu(z), z€ A
J(@):= { 0, xd A

Fa@) = @) = T [fa(@) ~ funl)]

< :;;I:an(fﬂ)—fm(xﬂ
< s fulle =0

= esssup|f, — f] < :LUIZan fmlloo =0
= |fo = flls =0

Vollstindigkeit von LP(u) fiir 1 < p < oo Sei f, € LP(u) eine Cauchyfolge.
Wihle eine Teilfolge n1 < no < n3 < ... sodass

1 .
ani+1 - f’MHP < 5 Vi

Definiere
k
gk ‘= Z ‘fniJrl - fnl X = [0,00)
i=1
Z [frier = foil 2 X = [0, 00]
=1
Dann ist ¢ < gb < g% . < gP.
g, — 9"

k 12
<2(3) =
i=1

Woraus mit |(1.5.5)| (monotone Konvergenz) folgt:

hm / / gP du

= lglly = lim lgxll, <1

k
HngP < Z ani+1 = fni P
i=1

Mit (1.7.9) folgt g < oo f.ii.,, d.h. 3£ C X Nullmenge sodass g(z) < oo Vaz €
X\ E.
Also konvergiert die Reihe

fn1 +Z f’ﬂ1+1 fn ( )) = f((E)

i=1

fir jedes z € X \ E.
Definiere f(z) := 0 fiir jedes € E. Dann ist f A-messbar.
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Behauptung: lim, . || f» — f|l, = 0, und insbesondere gilt f € L?(u).
Beweis: Sei € > 0. Dann

dng € NVn,m > ng : ||fn - fm“P <e
k—1
=1

= fal) = f@P =l [fu(e) = fu @) 0 ¢ B
= Hinf [ () = fo, (2)”

Fa:tﬁ’u/\fn—fl”du < lifﬁﬁf/'f"_f“'pd”
X X

—_—
<er
< &P Vn>ng
= fa=fll, < € Vn>ng

4.3 Dichte Unterraume

Satz: Sei (X, A, p) ein Mairaum und 1 < p < oco. Seien f,, f € LP(u) und
lim,, o0 || fn — fll, = 0. Dann existiert eine Teilfolge nq < ne < n3 < ... sodass

f(x) = lim f,,(2)
fast iiberall.

Beweis: Wihle n; wie im Beweis von |(4.2.10)| O

Definition: Sei Y ein topologischer Raum. S C Y heile dicht falls S =Y.

Bemerkung: Sei (Y,d) ein metrischer Raum. S ist genau dann dicht in YV
wenn Vy € YVe > 03s € S sodass d(y, s) < e.

Satz: Sei (X, A, ) ein Maffiraum und 1 < p < oo.
S:={s: X — R s ist eine messbare Treppenfunktion und p({z € X | s(z) # 0}) < 0o}
Dann ist S dicht in LP(u).

Beweis:

1. § C LP(w)
Sei s =3 cixa, Sei A; € Asodass A;NA; =0,i# jund ¢; € R\ {0}

m
[1sPdu= Y ety < oc
X =1

Sei
:= Abschluss von S in LP(u)

(1]

Ein abgeschlossener Unterraum von LP(u).
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2. felP(u),f>0 = =xz€kE

Nach (1.4.2) existiert eine Folge 0 < s; < s9 < ... < f messbarer
Treppenfunktionen sodass s;(z) — f(z) Vo € X. Also ist s; € S da

Isills < I fllp < o0

|f = silP < fP
|f(z) —si(x)|P - 0Vz e X
Daraus folgt mit|(1.6.6)
lim [ |f—s;|Pdu=0
b'e
= lim ||f—si],=0 = fe€E
3. felLP(u)

Daraus folgt mit 2., dass f*,f~€=E2 = f=ft—-f" €ZdaZein
linearer Unterraum von LP () ist.

Satz: Sei X ein lokalkompakter Hausdorffraum und p : X — [0, 00| ein Ra-
donma$. Sei 1 < p < oo. Dann ist C.(X) dicht in LP(u).

Beweis: Sei E der Abschluss von C.(X) in LP(u).
E={feLP(u)]| o, € Ccz) sodass lim [|f — p,ll, =0}
n—oo

1. Z ist ein abgeschlossener linearer Unterraum von LP(u).

2. Sei B € B eine Borelmenge. Dann pu(B) < 0o = xp € E.

Sei € > 0, dann folgt aus (3.1.6) die Existenz eines K C B C U, sodass K
kompakt und U offen ist und p(U \ K) < P.

Mit Urysohn Jp € C.(x) sodass K C suppy C U und p(z) =1 Ve € K
und 0 < < 1.
= e —ol” < Ixonkl?

= Ils = ¢l < Ixonily = U\ K)F <&
3. SCE.
Weil jedes S 2 s =Y1" | ¢;ixp, und pu(B;) < oc.
4. E=LP(p)
da S dicht in LP(y) ist, nach Satz (4.3.4).
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5 Dualrdume und der Satz von Radon-Nikodym

5.1 Hilbertraumtheorie

Sei H ein Vektorraum.

1. Ein inneres Produkt ist eine bilineare, symmetrische, positiv definite Ab-
bildung
HxH—R

(z,y) = (z,y)

2. Ein inneres Produkt bestimmt eine Norm H — R : z — ||z|| durch
]l :== (2, )

3. Eigenschaften des inneren Produkts aus Analysis I, Kapitel 3:

(a)

(@, ] < [l - llyll
Beweis durch ||z|| = ||y|| = 1 und

0< ”y - <x7y>x||2 =1- (x,y)2

lz+yl* = (@+yz+y)
| +2 (z,y) +lyl®
~——
<zl
2
(Ul + Tyl

4. Ein Hilbertraum ist ein Vektorraum H mit einem inneren Produkt, dessen
zugehoriger normierter Vektorraum vollsténdig ist.

IN

(5.1.1) Beispiel: Sei (X, A, 1) ein Mafiraum und H := L?(p).

(fr9):= [ fgdu
/

17112 = / 2 dp

X
Vollsténdigkeit wurde in |(4.2.10) bewiesen.

5. Sei (V,]|-]|) ein beliebiger normierter Vektorraum. Eine lineare Abbildung
AV — R heifit beschrinkt, falls es eine Konstante ¢ > 0 gibt, sodass

|[Az| < c||z|| Ve € V

Die kleinste solche Konstante c¢ ist die Norm von A:

Ax
JA] = sup ‘A2l
S0 el

z#0

6. Der Dualraum von V ist der Raum der beschriankten linearen Funktionale
AV — R und wird mit V* bezeichnet. V* ist ein normierter Vektorraum.
V* ist vollstédndig (Analysis II).

7. Eine lineare Abbildung A : V — R ist genau dann beschrinkt wenn sie
stetig ist (Analysis II).
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Beispiel: V = H fiir einen Hilbertraum. Sei y € H. Definiere A : H — R

durch

Az = (y,z)

Cauchy-Schwarz:

Az <yl - =]l

Es gilt [|[A[] = [ly]|-

Satz:

Sei H ein Hilbertraum, dann ist H* = H, d.h. fiir jedes beschréinkte,

lineare Funktional A : H — R gibt es genau ein y € H sodass

Satz:
Dann

Ax = (y,x) Vx € H

Sei H ein Hilbertraum und £ C H abgeschlossen, konvex und nicht leer.
existiert genau ein xy € E sodass

[zoll < [l]| vz € E

Beweis von [(5.1.4) = |(5.1.3)

1.

2.

Fall: A = 0: Wihle y = 0.

Fall: A #0.
E:={zeH|Az=1}

Dann ist E abgeschlossen, da A stetig ist. E ist konvex, da A linear ist
und E # () da A # 0:

e Hmit AE#0 = x::AigeE
Also gibt es mit (5.1.4) genau ein zg € F mit
[zoll <[]l Vo € E

und es gilt g # 0 da Axg = 1.

Behauptung: Az =0 = 2ol
Azo+tz) =Azg =1Vt €R

= zo+treEVt
= ol < llwo + t||? Vt

lwo + taol|* = flzo||* + 2t{wo, x) + *]l®

= 0= — llzo + tz||* = 2(xo, )
dt|,_o

Seiz € Hund )\ := Ax

= Azx—Azg) = Az—-2=0
B (xg,z —Axg) = 0

(w0, ) — Allzo]|?
= &,x = Az
[[zol[?
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Beweis der Eindeutigkeit:
Az = (y,z) = (z,2) V&

=(y-—zz)=0 = 0=@y—-zy-—2) =y—2|°

= Y=z O
(5.1.6) Beweis von [(5.1.4) Wir verwenden die Parallelogrammidentitdt:

lz = yl* + Il + yl* = 2(ll=[* + ylI*)

Sei
§:=inf{||z]| |z € E} >0
Eindeutigkeit:
[zoll = le1ll =6 0,21 € E
ZTo + 1
eFE
2
o + 1 > 6

= llzo — 21> = 2llzol® + 2l|a1]* - [Jzo + 2]
= 45— ||.’L‘0 + .’1?1”2
= 0

= Tog =T

Existenz Wihle eine Folge x; € E sodass ||z;]| i

Behauptung: z; ist eine Cauchyfolge. Dann konvergiert x;, da H ein

Hilbertraum ist, also z¢ := lim z; € E (da E abgeschlossen ist) und ||zo|| = 6.
1— 00

Gegeben sei € > 0.

52

= Jdig € NVi > i : ||1'1H2 < 52+ Z

= Vi,7 > 19 gilt

i — 25?2 = 2llal® + 20|25 = |2 + 2]
< 46% + & — |lmy + x4
>462
< &

= |z — x4 <e Vi, j >

(5.1.7) Korollar: Sei (X, A, ) ein Mafiraum und A : L?(u) — R eine beschrinkte
lineare Abbildung. Dann existiert genau ein g € L?(u) sodass

Af = /fgdu v e L3 ()
X

und [[A[l = {|gll2, d.h.
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Beweis: [(5.1.3) und[(4.2.10). O

(5.1.8) Ziel des Kapitels ist es, zu zeigen dass
LP(p)* = L ()

wofern%+%:1und1§p<oo.

5.2 Der Satz von Radon-Nikodym

(5.2.1) Erinnerung an (1.5.9): Sei (X,A,u) ein Maffiraum und g : X — [0, 0]
messbar. Definiere A : A — [0, 00| durch

A(E) = Z gdp

e )\ ist ein MafB.
o [fdN= [ fgduvf
X X

(5.2.2) Bemerkung: VE € A folgt
wWE)=0 = ME)=0

(5.2.3) Definition: Seien A C 2% eine o-Algebra und A, 1 : A — [0, o0] MaSBe.
i) A heiit absolut stetig beziiglich p wenn VE € A gilt
wWE)y=0 = MNE)=0
Notation: A < pu.
ii) A, pu heiflen zueinander singuldr wenn es eine Menge A € A gibt sodass
AA)=0 w(X\A)=0
Notation: A L p.

(5.2.4) Lemma: Sei A C 2% eine o-Algebra und ju, A\, A1, A2 : A — [0, 00] Mafe.
1) )\1J_[IJ,)\2J_‘LL = )\1+)\2J_p,
i) <<, <<y = M+l

)
i) My << p, o L = A Lo
)

v) A<y, ALy = A=0.
Beweis:
1) E|A1,A2 € A sodass Al(Al) =0, )\Q(AQ) =0, /,L(X \ Al) = /.L(X \ Ag) =0.
A=A NA,

S AM(A) = e(4) =0, X\ A= (X\A)U(X\ A)
(A1 +A2)(4) =0, p(X\A4)=0

= M+ Llpu
i) W(B)=0 = ME)=XE)=0 = (A +X)(E)=0.
i) Ao Ly = 34 € Asodass

Xa(A) =0, p(X\ 4)=0

= MX\A)=0

iv) Nach iii) mit Ay = A gilt A LA = A(X)=0.
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Definition: Sei A C 2% eine o-Algebra. Ein Ma8l p : A — [0,00] heifit o-
endlich wenn es eine Teilmenge X1 C X5 C X3 C ... C X gibt sodass

e}

i=1

Satz: (Lebesgue) Seien A C 2% eine o-Algebra und A\, : A — [0,00] o-
endlich. Dann 3!\, A, : A — [0, 00] sodass

A=de+ Ay Aa<py A Lp

Der Satz von Radon-Nikodym Seien A C 2% eine o-Algebra und A,y :
A — [0, 00] o-endliche Mafle sodass A < p. Dann

i) gibt es eine messbare Abbildung g : X — [0, 00) sodass

AME) = /gdu

E

ii) g ist p-fast iberall eindeutig durch A\ bestimmt.

iii)
MX)<oo & geLl(p

Bemerkung: Sei (X, A, p) ein Mafiraum und p o-endlich und ¢ : X — [0, c0)
messbar. Sei A : A — [0, 00] durch (*) gegeben. Dann ist A o-endlich; sei

XicXpC...CX, X,€A puX,) < oo, X:UXn
n=1
Ay, ={ze X, |g(x) <n}
= AMA,) < oo

Beweis von [(5.2.7) = (5.2.6) Seien A C 2% eine o-Algebra und A, :
A — [0,00] o-endliche Mafle. Dann 3!\, A; : A — [0,00) sodass A = A, + As
und A\, € A\, Ay L p.

Eindeutigkeit Sei A = A\, + A, = X, + X} sodass A, A, < pund g, N, L p.
Also JA, A’ € A sodass A\s(A) =0, w(X \A) =0, A.(A) =0, u(X\A") =0.
Zu zeigen: Sei E € A, dann ist A\, (E) = A, (E) und A\(E) = X, (E).

1. Fal EC X\ (ANA")=(X\A)U (X \A'). Daraus folgt

= u(E)=0

= A(E) =X (E)=0

= A(E) = X (E) = \E)
2. Fal. EC AnA'.

= A(BE)=N(B) =

= a(E) = N,(E) = ME)

3. Fall: E € A.
MNAE) =M (E\(ANAN))+ N (ENANA)
= Ao(F) nach dem 1. und 2. Fall.
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Existenz Definiere v : A — [0, 0o] durch
v(E) = u(E) + A(E)
e v ist ein Ma$.

e v ist g-endlich. 34, € Ay C ... C X und By € By C ... C X und
AMA,) < oo, u(By) < oo sodass X = |JA4, =JBn. Sei X, := A, N B,
dann gilt A\(X,,), u(X,) < co und X = [J52 | X,.

e A Cvund p K.

Aus diesen drei Eigenschaften folgt mit |(5.2.7) 3f,¢g : X — [0,00) messbar
sodass

ME)= [ fdv, wE)= [gdv VEe€ A
Jro =]

Definiere:
A={ze X|g(xz)>0}

Definiere A, (E) := AM(E N A®) und \,(E) := A(EN A).
1. A=A, + As — Klar.

2.0 L
p(A®) = /gdv:O
AC
Ao(A) = A(AN A%) = \(0) = 0
3. A < .

Sei E € A mit p(E) = 0. Dann ist

Oz/ngZ/XEgdu
<~

E X >0

Nach|(1.7.9) ist xgg = 0 v-fast iiberall = xaXE9 = Xanrg = 0 v-fast

iitberall.
=  xane = 0 v-fast tiberall
= v(ANE)=0
= MANE)=0=\,(F)
O
(5.2.10) Beweis von [(5.2.7) A<pu =

i) 3g: X — [0, 00) sodass A\(E) = [ gdu
B

ii) g fast iiberall eindeutig.
iii) AM(X) < oo g€ LY (p).

(iii) ist klar.
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(ii) — Eindeutigkeit f,g: X — [0,00)

/fd,u:/gd,uVEeA

E E
(X, A, N) ist o-endlich. Dann gibt es eine Folge X7 C Xy C ... C X sodass

X, € A, AN(Xp) <oound X =2 X

A, ={Fe€A|ECX,}

und gy, := pla, und A, := A| 4, . Daraus folgt mit (iii)

fn = len7gn = g|Xn S Ll(Mn)
=)= \EB) - AE) 0¥ € A,
E

Mit (1.7.9) fn — gn = 0 pp-fast iiberall. Ju-Nullenge A,, C X,
flz) =g(x) Vx € X, \ A,

A= [_jl A,

= wA)=0 fx)=gx)Vzee X\ A = [ =g fast iiberall.

(i) — Existenz einer solchen messbaren Funktion g : X — [0, 00) sodass

NE) = [ gdn

E

1. Fall: AM(X) < oo, u(X) < 0.
Dann ist A+ p: A — [0,00) ein endliches Maf. Sei

H:=L*A+p) C L'\ +p)

Sei f: X —R:

(/umu+u> u/vwlax+m
X X

IN

X

und

/1d(>\+u) = AX) + u(X) < 00
X

Sei ¢ := \/A(z) + p(X).

£l < ellfll2 < oo

= fiir alle f € L?(A + ) gilt f € L*(A + ) und

!fcu < )Z|f|dA

/umu+m
X

IN

A

> C||fHL2(,\+u)
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Also ist das lineare Funktional

A:L*N+p) =R Af::/fdA
X

beschrankt.
Ae H"
G 5 € 220 + p)
sodass
o [rax=as=[rgansn) vreron
X X

- /f(l—g)dmm /fd(AHL)—/fgd(Aﬂt)

X X X
¢ _
C )[fd(A+u) )[fdA
= )[fdu
) X/f(lg)d(/\+u)x/fdu

Behauptung: 0 < g < 1 (A + p)-fast iiberall. Dann 3N C X sodass
AN)=pu(N)=0und 0<g(zx) <1VreX\N. Sei

E:={reX|gx)>1}

und
f=xpel’(A+p)

IN

Also p(E) =0 und A(E) =0 da A < p. Fiir alle A € A gilt

/gd<A+u> = /XAngw)

A X

@ /xAdA

))i(A)
0

v

Sei
F:={ze X |g(x) <0}

Og/gd()\—i-/A)SO
F
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= \(F) + u(F) =0

Sei N:=FENF = Behauptung.
Annahme: (0.B.d.A.): 0 < g(z) <1 Vz e X.

Definiere h : X — [0, 00) durch

Dann ist h A-messbar.

/hdp =

2. Fall: A(X) = oo, u(X) = 0ol

= dA,CcAyC...CcX
dBi1C By C...CX

sodass

X={JA.=JBn AnB.€A  AA,),u(Bn) <o

Also -
X = U X, Xn:=A,NB,, MXp),uX,) <oo

Aus dem 1. Fall folgt, dass 3h,, : X, — [0, 00) messbar sodass

E):/hndu VE e A EC X,

woraus mit (ii) folgt, dass
hnt1lx, = hn p-fast iiberall auf X,
Definiere h : X — [0, 00) durch
h(z) := hy(a) fir ¢ € X, \ Xp—1
hlx, = hyp — Lil.

(a) h ist messbar.

U X\ Xuo1) MR ([0, ¢])) Ve > 0

messbar

4Die weiteren Fille (A\(X) < oo, u(X) = oo usw.) funktionieren gleich.
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(by Fe A

Sei B, :=EN(X,\ Xn-1) C X, \ X,—1. Dann gilt

E= UEn,A<En)=/hndu=/hdu=/xmdu
n=1

= AE)

5.3 Reelle Mafle

En En

= Z A(En)
n=1

= lim Zn: ANEy)

k=1

= Y s

k:lX

X

= lim (ZxEk> dhp
X k=1

n—oo

X

= lim XUQ:1 Ey hd/l
—

—XE

/
X

= /hdu

E

xeh dyp mit monotoner Konvergenz

Definition: Sei X eine Menge, A C 2% eine o-Algebra. Eine Abbildung X :
A — R heifit reelles Maf§ bzw. Ladung wenn X\ o-additiv ist, d.h.

Ee A E=U;2 E;
E,cAi=123,...
EimEj:@,i#j

= A(E)

2N

Ei)

= lim

k—o00 4

Bemerkung: Die Reihe Y 2, A(E;) konvergiert absolut, d.h.

D IAME)| < o0
=1

k
D OAE)

Bemerkung: A(0) = 0. Denn wiithle F; = () fiir alle i = 1,2,3,.. ..

Frage: Gibt es ein Maf} p: A — [0, 00], sodass gilt

Wenn ja, dann gilt:

AE)| < W(E)VE € A

E = U E;, E; € A paarweise disjunkt = Z (A(E;)| < w(E)

i=1
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(5.3.5) Definition: Sei A:.A — R ein reelles Ma$. Definiere |A| : A — [0, 00) durch

|)\‘(E) = sup { Z |)\(EZ)‘ E;c A E; N Ej = (Wi %4, FE= UEz}
=1 %

(5.3.6) Satz: |)| ist ein Mafl und |[A|(X) < oo.

Beweis:

1. |A] ist ein Maf.

EcCF = |A(E)<|MF) und |A|(0) = 0 folgt beides sofort aus der
Definition.

o-Additivitit von || Sei E = J;2, E;, E; € Aund E;NE; = 0Vi # j.
Wir zeigen:

(a) 2521 [AI(E:) < N(E)
(b) [AI(E) < 3272 [M(E:)
Zu (a): Sei t; < |A|(E;). Dann existiert eine disjunkte Zerlegung

FE;, = [j Aij,Aij eA

j=1
sodass -
Z IA(Aij)| > ¢
j=1
= E=|J Ay AynAuy =0fir (i,5) # (.5
ij=1
= B = D IMAy)]
‘7]‘
>t;
o0 oo
= D) IMA)
i=1j=1
> Zti
1=1
> > (B -«
=1
Zu (b):

Seien E =72, Aj, A;j € A paarweise disjunkt.

(Bi N A;j), A; = G(Ez‘ NA;)

1 i=1

= F, =

T

J
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= > AN = DD oAENA)
j=1 i li=1
< i 3 IN(E; N Aj)
j=11i=1
= > | Do IENnA))
i=1 \j=1
<IM(E:)
< D INE)
i=1
= (b)

2. N(X) < o0
Behauptung: [A\|(X) =00 = 3JA € A sodass

AA)][ > 1 [A(X\ A) =
Falls |A|(X) = oo, so gibt es eine Folge A,, € A sodass
INAn)| >1, A,NA,=0VYm #n (Induktion)

= die Reihe Y7 | [A(A,)| divergiert. Widerspruch.

Beweis der Behauptung unter der Annahme, dass |A\(X) = o
Sei ¢ := 2(14|A(X)|). Dann gibt es eine disjunkte Zerlegung X = (J;2, E;,
sodass

Z INE;)| >t
Sei

= J{E: | \(E:) > 0}

A™ = (B | ME:) < 0}
Esist AT, A= € A

AtUA= =X, AtNA- =0

oo

AT = ST NE)+ ST A = D) >

A(E;)>0 A(E;)<0 =1

Daraus folgt dass entweder [A\(A7)| > & oder [A(AT)| > 5. Sei 0.B.d.A.
IMAT)] > 5

= [AA7)] IAX) = A(AT)]

IAMAT)] = [AX)]
t

= A

> 1

Vv

\

Daraus folgt, dass [A\(AF)| > 1. Da |A|(X) = oo gilt entweder [A|(AT) =
oder |\|(A7) = oo, woraus sofort die Behauptung folgt.
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(5.3.7) Bemerkung: Sei A C 2% eine o-Algebra und A : A — R ein reelles MaB. In

(5.3.5)|wurde |A\|(E) als

() = sup { S IME)

E= UE“ E; € A, paarweise disjunkt}

definiert. Dann gilt
IAE)] < |AI(E)

und
A=AT -\~

wobei

1 _ 1

— die sogenannte Jordanzerlegung.

At A - [0, 00)
sind Mafe.
(5.3.8) Definition: Seien A, A1, A2 : A — R reelle Mafie und
p:A— [0, 00]
ein Ma$.

i) X heiit auf A € A konzentriert wenn

ME)=AENA)VE € A

i) A1, A2 heiflen zueinander singuldr (A L A2) wenn es Mengen A1, As € A
gibt, sodass X = A1 U Ay, A1 N Ay = () und \; auf A; konzentriert ist fiir
i=1,2.

A und g heiflen zueinander singulér, falls es eine Menge A gibt, sodass A
auf A konzentriert ist und u(A) = 0.

ili) X\ heifit absolut stetig beziiglich 1 (A < p) wenn fiir alle E € A folgendes

gilt:
wE)y=0 = MNE)=0

(5.3.9) Lemma:
DAy & [Ny
11) ML & |)\1‘ 1 |)\2|
(5.3.10) Ubung: Sei A€ Aund \: A — R ein reelles MaB. Dann
A ist auf A konzentriert <

ME\A)=0VE€A <
AI(X\A4) =0
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Beweis von [(5.3.9):

ii) A1 L A2 genau dann wenn es eine messbare Zerlegung X = A; U Ay gibt,
sodass \; auf A; konzentriert ist U‘i:“»“g

JA, Ag  M|(X\ A1) =0, A (X\A2) =0 < |Ar] L[|

) , <= A< < p.
ju

w(E)=0 wF)=0VFe A FCE

=
= MNF)=0VFCE

TR E) =0

Der letzte Schritt folgt aus der Ubung mit A = X \ E.

(5.3.11) Satz von Lebesgue-Radon-Nikodym Sei (X, A, u) ein o-endlicher Maf-
raum und A : 4 — R ein reelles Maf}. Dann gilt:

i) 3! reelle Mafle Ay, As : A — R sodass

A= Dot Aes A <py As Lp
ii) 3!f € L' () sodass \o(E) = [ fdu
B
3! bedeutet hier Eindeutigkeit fast iiberall.
(5.3.12) Beweis der Existenz A =\* — X7 ((5.2.6), (5.2.7)| fiir A®.

(5.3.13) Beweis der Eindeutigkeit
i) Sei A = Ay + As = AL + X\, sodass Ag, AL, < pund A, AL L p.

=AM <

Ao—Xs L

G2V - N <

L

O‘a_)‘:ﬂ =
=X = A,

©S T T T E

(52

ii) Folgt aus|(1.7.9). Diesen Satz immer anwenden, wenn man im Zweifel ist.
Er beantwortet jede zweite Frage.

i

5.4 Der Satz von Hahn

(5.4.1) Satz: Ein reelles Mafl A : A — R ist absolut stetig beziiglich eines Mafles
A —[0,00] genau dann wenn gilt:

(*) Ve>030 >O0VE e A: u(E) <o = |ANEB)|<e
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Beweis: ,,<* trivial: u(F) = 0,e > 0 Q) IAM(E)| < e. Daraus folgt A(E) =

0.
»,= Annahme: (*) gilt nicht.
Dann Je > 0Vn =1,2,3,...3F, € A sodass

1
En < an )
#En) < 5

Sei A, :=U;2, Ei,A:=(,_, Ap. Dannist A; D Ay D A3 D ... D A.

A(En)| > €

= 1
(A <3 (B < 5o

[A[(An) = [A[(En) = [MER)| > €

Also p(A) = lim p(A4,) =0, aber
[A[(A) = lim [A[(An) > e

n—oo

Widerspruch. O

Satz von Hahn Sei A: A — R ein reelles Maf.
i) 3h: X — {£1}, h messbar, sodass

AE) = /hd|/\|

E

ii) 3P,N € A,PUN = X, PN N = () sodass
MENP)>0, MENN)<0 VEcA

Korollar:
A(E)=XENP), N (E)=-AENN))

AT L A~ ist die (eindeutige) Jordanzerlegung.

Beweis des Satzes von Hahn: Sei A: A — R ein reelles Mafl und
wi=|A:A—[0,00)
Dann gilt mit |(5.3.11), dass 3h € L*(u) sodass

ME) = /hdu

A = {zeX|lh(z) <r}
= U E; disjunkte Zerlegung E; € A

=D ME) = Z/hdu

%

< Y [inan
< Y ulE) = ru(A,)
=u(4,) = Ofallsr<1
=1|hl > 1fi.
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O.B.d.A. sei |h(z)] > 1 Ve € X. Sei
P:={zxe X |h(z)>1}
N:={zeX|h(z) <-1}

= X=PUN, PNN=90

AuBlerdem gilt

u(P) < [ hdp=\P) < u(P)

!

p(N) < = [ i = =A() < (V)
N

N M(P):/hdu, )\(N):—/hdu

P

:>/(h—1)du:0 = h=1fi.inD
P
O.B.d.A. ist h(z) = 1Vz € P, genauso h(z) = —1Vxz € N. O

5.5 Dualrdume

(5.5.1) Satz: Sei (X, A, u) ein o-endlicher Maffiraum und 1 < p < oo und % + é =1.
Dann ist

LP ()" = L% (p)
Das heifit, dass fiir jedes beschrinktes lineares Funktional A : LP(u) — R

dlge L) : Af = /fgdu
X

AuBlerdem [|A]| = ||gl|4-

Beweis: Sei g € L9(u) gegeben. Definiere A : LP () — R durch
Af = / fodu
X

Dies ist moglich, da fg nach der Holderungleichung L' ist.
1. A ist linear.

2. A ist beschrénkt und ||A]| = ||g]l4.
N Nach Holder gilt:

Af] < / 1 1ol < 1L Ll
X

Af
S A= sup |'|f|'<||g||q
FELP () P
f#0
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3.p>1 = Al =gl
f = lg|9" ! sgn g wobei

1, g(z)>0
sgng(x) := 0, g(x)=0
-1, g(z)=-1

= gsgng=lg| = fg=|gl?=|f|P da|f|=|g|T".
pg—p=gq

Afzjjgzmw

|mp=(/mﬁp=|mgl
1 q

g1

p q

Al
Ifl, ~ "

4. p=1 = |A]| =]gllq- Da X o-endlich ist, gilt

(o]
X=[JXn Xn€A pu(X,)<oo

n=1
XiCcXoCX3C...CX
¢ := ||glloc = esssuplg]

(a) Fall: c=0
= g(z)=0{fi.

N M=/M¢F0W€UM
X

= Al =0=llglle

(b) Fall: ¢ >0
Wahle ¢ > 0.
A={zeX||g(x)|>c—¢}

A ist nach der Definition von esssup keine Nullmenge, p(A4) > 0. Sei
A, = ANX,.

= A:UA,L, Al CAsCAs5C...CA

n=1

Daraus folgt mit einem Satz auf Kapitel I, dass

u(A) = lim p(An)

n—oo

=3dneN:oo>pu(4,) >0

Definiere (@) N
L sgng(r), x € Ay
oy { g e
Dann ist
fg=lglxa, € L*(n)
und

Af = [ lgldn = (= uln)
A
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1]l = / Ldp = p(Ay)

An
Af]
L e gl —c
7
Af
S A= swp A
feL (w) ”f”l
f#0

woraus die Gleichheit folgt.

5. Eindeutigkeit:
Seien g, h € L9(p) mit

fgdu = /fhdu vferr
X

Fflg—h)du=0VYf e LP

= |lg—nhly=0
= g(z) = h(z) fast iiberall

Sehen wir g und h als Elemente von L?(x), dem Raum von Aquivalenzklassen,
so gilt g = h.

Bisher haben wir, bis auf die Hélderungleichung, ohne jede Technologie gear-
beitet. Das dndert sich beim Beweis der

Existenz Sei A gegeben, wie finden wir g? Die Idee ist, A : A — R durch
A(E) == Axe)

zu definieren.
Sei also A : LP(u) — R linear, beschrinkt und gegeben.

1. Fall: 1 < p < o0, u(X) < 0.
Definiere A : A — R durch

ME):=A(xg), EeA

Insbesondere ist

ME) < (Al - [Ixelly
= A~ u(E)>
< o0

A ist o-additiv Sei E = J;2,, disjunkte Vereinigung, E; € A.

=1 i=m+1

= AE) = Alxe)
= A(xa,, +x8B.)

= A (Z Xz, + XB,,,L>
=1

= Z A(xe,) + Mxs,,)

=1
= > AEi)+\(Bm)
i—1 \“,O_/
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Sei

Also ist A : A — R ein reelles Mafl und
1
IMNE)| < cu(E)»
Also A < p. Mit |(5.3.11) gilt 3g € L*(p) mit

)\(E):/gduVEEA

E

= fiir jede messbare Treppenfunktion s: X — R gilt

/sgd,u = As

X

das=3Y " a;xp, mit a; € R, E; € A und damit

As = > aiM(xg,)

= Zaz/gdu /sgdu
E;

Behauptung: g € L(u)

Wenn dies gezeigt ist, so gibt es fiir jedes f € LP(u) eine Folge messbarer
Treppenfunktionen s,,, sodass lim,,_,« || f — sn|p = 0 und damit

Af = lim Xsn

n— o0

= lim [ s,gdp

n—oo

X

et / fgdu
X

Damit wére der erste Fall abgehakt.

Beweis der Behauptung Wihle eine Folge A-messbarer Treppen-
funktionen 0 < 51 < 59 < ... <|g|? sodass

lim s;(z) = |g(x)]9 Ve € X

1
Definiere ¢; := s/ sgn g, das sind messbare Treppenfunktionen.

N /@mM:A%S¢%M:¢&H

Andererseits

1 1 1
/%mMz/#MMZ/fthwwh
X

X X

74



5 Dualrdume und der Satz von Radon-Nikodym 21.06.2006

1
wobel wir |g| > s/ verwenden.

1
S sl < / pigdp < cllgill, = cllsill?
X

(a) s, =0fii. Vi = ¢g=0fi. = gelLt
(b) s; nicht fast tiberall gleich 0, d.h. [|s;||q #0 = H81||1_5 < cund
1—1 1
Isilly ™ = llsall{"-
= lsifh < ¢

(1g5)/|g|qdu:iglgo/sidugcq < oo
X X

woraus g € L? folgt.

2. Fall: p=1, p(X) < 0.
Wie im ersten Fall 3g € L!(11) sodass

As = /syd,u

X
fiir alle messbaren Treppenfunktionen s : X — R.
Zu zeigen ist, dass g € L (u).

Annahme: esssup|g| = oo
Ap = A{z € X | |g(x)| = n}

= u(4,) >0, s:=xa,sgn(g)

= As:/sgdu = /XAnlg\du

X X
> np(An)
——
=llslly
= nllslh
= ||A]] > n Vn € N. Widerspruch.
3. Fall: 1 <p < o0, u(X) = o0.
X = UXn, wX,) <oco, X;CcXpCXsC..., X,€A
n=1

daraus folgt mit erstem und zweitem Fall, dass
gk € LY (@n, pin)
sodass

Af = fon d/‘
X’Vl
VfeLP(u): flx\x, =0
mit Eindeutigkeit
gn+1|X" = dn fu

O.B.d.A. sei gny1(z) = gn(z)Vx € X,,. Definiere g(z) := g, () fiir x € X,,.
Dann ist g messbar und

lgllq = lim  [lgallq
— ——

S lgladu
Xn
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lgally < 1Al
Af = Tim A(fxx,)

= lim fadu

Xn
= /fg dp
X
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6 Produktmafle und der Satz von Fubini

6.1 Der Produktraum

XxY ={(z,y) |z e X,yeY}

Definition: Seien (X,.A) und (Y, B) messbare Rdume. Die Produkt o-Algebra
A x B ist definiert als die kleinste o-Algebra auf X x Y, die alle Teilmengen der
Form A x B mit A € A, B € B enthélt.

Notation: Fir EC X xY und z € X, y € Y definieren wir
E,={yeY|(z,y) eE}CY
EVY:={zeX|(z,y) eE}CX
Fir f: X x Y — R definieren wir f, : Y — R durch
fe(y) = f(x,y)

und fY: X — R durch
fy(x) = flz,y)

Lemma: Ist F € A x B, so

E,eBVreX EYe AVyeY

Beweis: Sei
Q:={FCXXxY|E,eBVreX}

Behauptung: 2 ist eine o-Algebra und A x B € Q VA € A, B € B. Hieraus folgt
AxBcCQ.
Beweis der Behauptung:

1. AxBeQVAe A BeB. Sei E=AXB

Exz{B’ rEGA}EBWGX = FEFecQ

0, z&A
2. FeQ
= FE,eBVrelX
= (Ec)m:(Em)C
=EcQ
3.8l E; e Qfiri=1,2,3,... = E: =2, E €Qdenn
E,=|J(E). eBVzeX
i=1
Analog fiir E,,. O

Lemma: Sei f: X xY — R (A x B)-messbar.
Dann ist f, : Y — R fiir alle z € X B-messbar und f¥ : X — R fiiralley € Y
A-messbar.
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Beweis: Sei V C R offen
= fY(V)ecAxB

CL9 =11y, e By e X

und

Also gilt fiir jedes x € X:
4 (V) € BYV C R offen

= f, messbar.
Genauso fY messbar Vy € Y. O

6.2 Monotone Klassen

Definition: Ist X eine Menge, so heit M C 2% monotone Klasse, wenn gilt:
) AycAyC...CX, Vi:A,eM = U, AieM
ii) B1>ByD..., Vi:B;eM = 2, B eM.

Jede o-Algebra ist eine monotone Klasse; die Menge aller Produktmengen ist
ein Beispiel fiir eine monotone Klasse, die keine o-Algebra ist.

Definition: Seien (X, .A), (Y, B) messbare Rdume. Eine Teilmenge Q C X xY
heifit elementar wenn sie eine endliche Vereinigung paarweise disjunkter Teil-
mengen der Form A x B mit A € A und B € B ist.

Bemerkung: A x B ist eine monotone Klasse und £ C A x B, wobei

E:={Q C X xY | Q ist elementar}

Lemma: A x B ist die kleinste monotone Klasse in X x Y, die £ enthélt.

Beweis: M := kleinste monotone Klasse in X x Y, die £ enthilt, dann ist
MCAxB.

Zu zeigen: M ist eine o-Algebra.

Fiir P C X x Y definieren wir

QP)={QCc X xY|P\Q,Q\P,PUQ e M}
1. Q(P) ist eine monotone Klasse.
2.QeQP) & PeQQ)
3. P,Qeé = PNQ,P\Q,Q\Pcé&

zu 3:

(A1 x B1) N (Ag x By) = (A1 N Ag) x (B1 N By)
(A1 X B1)\ (A2 X By) = (A1 \ A2) x BiU (A1 NAs) x (B1\ B2) €&
disjunkt.
1. Q(P) ist cine monotone Klasse.
2.QeQP) & PeQQ)
3. LPQeél = PNQ,P\Q,PUQEe’
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4. Pe& = McCQP)
Nach 3. gilt Q\ P,P\Q,PUQ € EVQ € &

= £cQP) & McQP)
5 Pe M = MCQP)

PeM PeQ@Q)VvVQeé&
QeQP)VQe&
E CQP)

M C Q(P)

VR

6. LQeEM = P\QPUQeM
PQeM = QeqP)

7. M ist eine o-Algebra.

TaXxYe&EcCcM
ThPeM % PC=(XxY)\PeM
7.c P:U;.ilf)i, PZ‘EM

= Qn:=|JPeMVneN

1=1
= GQn:PeM

n=1

Aus 7. folgt A x B C M. m]

6.3 Das Produktmafl

(6.3.1) Satz: Seien (X, A, u) und (Y, B,v) o-endliche Mafiriume. Sei Q € A x B und
definiere ¢ : X — [0,00] und ¢ : Y — [0, oo] durch

o(x) :=v(Qz), Y(y) = pn(Q")

Dann ist ¢ A-messbar, v ist B-messbar und

*) ~ [ pa
)[mw Y/wd
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(6.3.2) Bemerkung:
¢(r) = / XQ, dv = / XQ(a.y) A (y)

Y Y
Dies ist so zu verstehen, dass wir x (.., als Funktion {iber y auffassen.

P(y) = / Xqv dp = / XQ(zy) AV (2)

X X

Dann lésst sich (*) formulieren als

//XQIde ) du(z ://XQIydu ) dv(y)
Y X

Beweis von |(6.3.1):

Q:={Q € A x B | Die Behauptung von (6.3.1) gilt fiir Q}
Behauptung 1: Ac A, BeB = AxBeQ
| B, z€A | A yeB
@={§ 5h- @={V 1z
= o) =v(Qz) = v(B)xalz), ¥(y)=pu(A)xs(y)

= /¢du A /wdu

Behauptung 2: Q;,Q2:€2,Q:NQ2=0 = Q:=Q:UQ3eN
¢i(x) =v((Qi)z) ¥ily) ==p((@:)Y) i=1,2

o(z) = v(Qz) P(y) = p(Q")
= d=¢1+ P2, Y=v1+1Y

= ¢ messbar, 1 messbar

)[d)du - !¢1dﬂ+x/¢2dﬂ
Y/zpldu+y/w2du
/z/Jdu

Y

Behauptung 3: Q1 C Q2 C...CXXxY,Q; €Q

= Q::GQz‘EQ

i=1
Giy Vi, ¢, wie im Beweis von Behauptung 2.

oo o0

Q=@ eBVreX, Q' ={J@Q) cAweY

i=1 =1

(1.4.5)

V(Qa) = 0lx) = lim y(x) = v((Q)) Yo € X
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dly) = lim ¢i(y) Vy €Y

= ¢, messbar.

1 <¢2<...<¢
1 <t <. <
woraus mit ’m‘ folgt:
/qbdu:ilggo/@du:gg/widu:/wdu
X b'e Y Y
also Q € Q.

Behauptung 4: A€ A B € B, u(A) < oo,v(B) < o0
AXxBDQ12Q:DQ3D...,Q€Q = Q:=[|QeQ
i=1

Beweis wie in Behauptung 3.

¢i(x) 1= v((Qi)2) < v(B)xa(z)

———
cB
Yi(y) = p((Qi)") < w(A)xs(y)
daraus folgt mit (1.6.6):
¢dp = lim [ ¢;du
[onmim]
/wdu = ‘liﬂm ; dv
Y Ty
= Qe

Behauptung 5: @ = Ax B Da (X, A, u) und (Y, B,v) o-endlich sind, gilt:

X1 CXpC...CX, XpeA pX,) <o, X=|JX,

n=1

M CYaC...CY, Y,eB, v(Yy)<oo, Y=|]JV,

n=1
M:={QeAxB|QN (X, xA,) €Q}
Also
1. M ist eine monotone Klasse (Behauptung 3 & 4).
2. £ C M (Behauptung 1 & 2).
3. £ C A x B nach Definition Q@ = J;—,(Q N (X,, x ¥3,)).

Also M = A x B nach dem Lemma.
= QN(X,xY,)eQvQeAxB
= VQ e AxBgilt

0= J@n(Xux V) cQ = AxBcQ

n=1
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Definition: Seien (X, A, 1) und (Y, B, v) o-endliche Mafirdume. Das Produkt-
maff pxv: AxB—[0,00] ist definiert durch

(1 x 1)(Q) = / V(Qu) du(z) = / 1(@QY) du(y)

X Y

fiir @ € A x B.

Bemerkung:

1. p x v ist o-additiv.

Seien Q = U, @i, Qi € Ax B,Q;NQ; = 0 fiir i # j. Also 1(Q,) =
Yoo v((Qi)z), woraus mit (1.5.6) folgt:

oo

(3 1)(Q) = [ v1Qu) duta Z/ (Q0)2) dulz) = 3 (1 x )(@1)

=15 i=1
2. (pxv)(Ax B)=p(A)v(B) VA€ A, B € B, siche Beweis von |(6.3.1)
3. p X v ist ein o-endliches Maf.

XxY:DanYn

n=1
(W xv)(X, xY,) <o
Beispiel: Sei X =Y = [0,1], u das Lebesguemaf, v das Zihlmafl und Q =
A=A{(z,z) |z €[0,1]}.
={z} CY, QyZ{y}CX
p(x) =v(Qz) =1, = n(Qy) =0

/d)du—l /¢du_0

Der Satz von Fubini gilt nicht, weil Y nicht o-endlich ist.
Beispiel: X =Y =[0,1] und g = v = Lebesguema$. Es gibt eine geordnete
Menge (W, <) sodass

1. Jede Teilmenge von W hat ein Minimum.

2. W ist iiberabzéhlbar.

3. Yw € W ist die Menge {v € W | v < w} abzéhlbar.

4. 3 Bijektion ¢ : [0,1] — W. Hier benétigt man das Auswahlaxiom.
Siehe Serie 8, Aufgabe 4. Sei

Q = {(z,y) € [0,1]* | t(z) < u(y)}
Eine mysteriose Ordnungsrelation.
= Q. ={y|uz) <uy)},[0,1]\ Q. abzihlbar

QY = {z | ¢¥(x) < (y)} abzihlbar
= ¢( ) = V(QI) =1
(y) = o(QY) =0

¢/¢duf1/¢dufo

Das liegt daran, dss @ nicht mebsbar ist.
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(6.3.7) Beispiel: . .
¢n(x) >0, Supp¢n C [1 - 2n7—1’ 1- 27]
und es soll [ ¢, =1 sein.
f(x,y) = Z(d)n(x) - (z)n-l-l (x))¢n(y)
n=1

O/f(x,y)dx:(), //fdxdyz()
O/f(fv,y)dyaﬁl(a:), //fdydx:l

6.4 Satz von Fubini

(6.4.1) Satz von Fubini Seien (X, A, ) und (Y, B,v) o-endliche Mafirdume und f :
X XY —[0,00] (A x B)-messbar. Dann

e Die Abbildung X — [0,00],2 — [ f(x,y)dv(y) ist A-messbar.
Y

e Die Abbildung Y — [0,00],y — [ f(x,y) du(z) ist B-messbar.
X

[ sdwxn = /(/f@wmwm)dww
XXY X \v
—-/(!ﬂammm)wm
Y
(6.4.2) Bemerkung: Sei @Q € Ax B und f = xq, in diesem Fall folgt [(6.4.1)| aus

(6.3.1)
Beweis: f.(y) := f(x,y) =: f¥(x) und

meJhw,MMF/ﬂw

X

1. Fall: f =xq
o) =v(Qz), ¥(y) = Q")

Siche |(6.3.1)

2. f = s, wobei s eine messbare Treppenfunktion ist.

Dann s = Y1 | ¢;ixg, mit ¢; > 0 und Vi : Q; € A x B. Behauptungen
folgen aus dem 1. Fall.

3. f beliebig.
Aus irgendeinem Satz aus Kapitel T folgt, dass es eine Folge messbarer
Treppenfunktionen s, : X x Y — [0, 00| gibt, sodass s1(z,y) < s2(z,y) <
. < fz,y) und f(z,y) = lim s(z,y) fiir alle x,y. Definiere

%w:/%mww@ W@:/%mwww

Y X
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Nach dem 2. Fall sind ¢,, und v,, messbar und

*) — ynav= [ s d(uxv
!}%du S/wnd [ st

XxY

Nach |(1.5.5) (monotone Konvergenz) fiir (s,,), : Y — [0, 00] gilt

(**) /fm dv = h_)m ($n)edv = lim on(z)
(e w@=/ﬂw=ﬁg/WVw=g&%@
X X
Also ist

/wdu— lim /sandu

/’l/)dl/— lim wn dv

n—oo

/ fd(pxv)= lim Snd(p x v)

n—oo

XxY XxY
Daraus folgt mit (*) die Behauptung, da nach (**) und (***) ¢ und ¢
messbar sind.

O

(6.4.3) Bemerkung: Sei f: X xY — R messbar. Nach |(6.4.1)

[ dwxn = [ [irela ) )

XxY
/QWWWWQM@
Y

J(!ﬂ%ﬂ@@)®®<w S fell(uxw)
genauso/x/y|f|.

(6.4.4) Satz von Fubini, 2. Version Sei f € L'(u x v) und definiere f, : ¥ — R
und f¥: X — R durch f,(y) := f(z,y) =: f¥(x). Dann gilt

1. f. € LY(v) fiir p-fast alle € X. Definiere

Das heifit

0 andernfalls

[ fedv falls f, € L*(v)
plr) =49 ¥

2. f¥ € LY(p) fiir v-fast alle y € Y. Definiere

d fall !
wm:{iﬂ“ alls /2 € L)

0 andernfalls

84



6 Produktmafle und der Satz von Fubini 05.07.2006

3. ¢ € LY(u),v € L*(v) und

/ fd(uXV)=/s0du=/¢dv
Y

XxY X

Beweis: [ (y) i= max{+/(z,y),0} = [*(z,y).
[T X xY — [0,00) sind (A x B)-messbar. Nach (6.1.4) ist ff : Y — [0, 00)
B-messbar fiir alle z. Definiere ®* : X — [0, 0o] durch

dF(z):= [ fFdv
/
Nach [(6.4.1)|ist ®* A-messbar und
Jorau= [ Fauxn < [ Indpxn) <o

X XxXY XxXY

Nach|(1.7.9)]ist die Menge
E:={re X |®"(z) = oo oder & (z) = o0}

ist A-messbar und p(E) = 0 und

reFE & /fjdl/:oooder /f;dl/:oo
Y

Yy
= /|fm|duzoo
Yy

Alsox e E & f. &L (v).
Definiere p* : X — [0, 00) durch

Also p* € L'(u)

ist integierbar und

XxXY
O
6.5 Vervollstindigung der Produkt-o-Algebra
(6.5.1) Bemerkung: Sei (X, A, 1) vollsténdig, (Y, B,v) vollstandig. Ist (X x Y, A x

B, 1 x v) vollstindig?

(6.5.2) Beispiel: Nein!
SeiAde A, w(A)=0,A#0,BCY,B¢B
= AXB¢AXBAXBCAXxY e AxB
(1 % V) (A X Y) = p(A) - o(Y) = 0.
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(6.5.3) Satz: n=k+1(, k,leN.
my : Ax — [0, 0] Lebesguemass auf R”.
= (R", A,,,m,,) ist die Vervollstindigung von (R¥ x R!, Ay x A;, my x my)

Beweis: Sei B,, = Borel-o-Algebra auf R”, C,, := {Teilmengen von R" der Form [aq,b1)X
X an, bn)}

=C,CB,CA,
B, ist die kleinste o-Algebra, die C,, enthélt.
Behauptung 1: B, C A; x A;, m,(B) = (my x my)(B) VB € B
Beweis von Behauptung 1:
1. Fall: B=FE €_(C,
FE = [al,bl) X ... X [an,bn)
——
=I,

E=0Lx...xI,eC, C A

E' =Ty X...x I, €C x A

(mi x my)(E) = my(E') - my(E") = TIi, (b — a;) = ma(E)

2. Fall: B = U offen.
= JE1, Es, ..., € C, paarweise disjunkt, U = (J;2, E;

RN € Ay, x Ay und (g x ) (U) = 3252, (mi x my)(E;)

mn(U) = 3, mn(Ei)
3. Fall: B = K kompakt.
= JU C R" offen, beschrankt, s.d. K C U

=V :=U\ K offen.

I K =U\V e A x A

(mk X ml)(K) = (mk X ml)(U) — (mk X ml)(V)
mp (K) = mp(U) = mp (V)

4. Fall: B beliebig
B, C A, x A; nach dem 2. Fall.
My (B) = Inf v otten My (U) = Inf v otten (Mg X my)(U) > (M, x my)(B)
BCU BCU

my(B) = SUP K kpke mp (K) = supgcpg(me x my)(K) < (my x my)(B)

Behauptung 2: A, x A, C A,
Beweis: E € A
= JA,B € By, sodass AC EC B,mi(B\ A) =0
2 A xRICExR Cc_B xR
<~ <~
€B, €B,
mu(B xRN\ AxRY) =0
=ExR ecA,
Genauso: R® x F € A,VF € A;
= Ex F=(ExR)N(R* x F)VE € AVF € A
= Behauptung 2.
Beweis von “!”:
BeB,=BxReB,
Definiere 7 : R” — R* durch

(X1, ey Tp) = (T1,. .., Tk)

7 ist stetig.
= VB e B, gilt 7 (B)=B xR € B,
mn((B x RY\ (A x RY) =m,((B\ A) x R
—— ~~
A, €A,

) =mp(B\ Aymy(R') =0
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Zusammenfassung:
B, C A x Ay C An, (my, x my)|s, = mnls,
Zu zeigen: A, = (A x A;)* (Vervollstandigung), (my x m;)* = m,,
a) .An C (.Ak X Al)*, (mk X ml)*|An = My.
A€ A, = 3By, By € B, sodass By C A C By,m,(B1 \ Byp) =0

B By, By € Ap x Au, (mi x my)(By \ Bo) =0

= Ae (.Ak X .Ag) .
(i, x ma)*(A) = (mi x m)(Bo) "E " mn(Bo) = ma(A)
b) A, = (Ar x A))*

Beh. 2
.Ak X .Al C An C (Ak X .Al)*, (mk X ml)*\A" =My

Kgl A, = (Ak: % Al)*7 da A, vollstindig ist.

Lemma: (X, A, ) Massraum, (X, A*, 1*) Vervollstindigung, f: X — R A*-
messbar ~
= Jg: X — R, A-messbar, 3N € A sodass u(N) =0, f(z) = g(x)vVx € N¢

Beweis: Nach Kapitel I 3 Folge A*-messbarer Treppenfunktionen s, : X — R
sodass s,(x) — f(z)Vx € X.

Moy,

Sp = § An iXEn,,;
=1

E,,€ A*=3A,,;,B,; € A* sodass A,,; C E,,; C By, i, (tf(Bp,; \ An;) =0
N 7”BM\AM)GA w(N)=0

), x€ N°¢
seN
sn(x), x € N€ N
(x) 0" ), seN = S Un,iXA, \N, A-messbar.
)

tn(a:) glx)Vx € X = g(z)A-messbar. 0

Lemma: (X, A, ), (Y,B,v) o-endlich.

h:X xY — R (A x B)*-messbar

h =0 (u x v)*-fast-tiberall.

= Fiir p-fast-jedes x gilt: h, = 0 v-fast-iiberall

Beweis: P :={(z,y) € X xY | h(x,
=3dQ e AxBmit PCQ, (uxv)Q)
= [ v(Qz)du(z) =0

1.7.9
( >E ={z € X |v(Q,) =0} € Aerfiillt u(E)=0
Vo€ X\ E gilt hy = 0 auf Y \ Q, 0

y) =0}

0

Korollar: f:X xY — R sei (A x B)*-messbar
= fz : Y — R ist A-messbar fiir fast jedes x.

Beweis: ¢ wie in Lemma/|(6.5.4), dazu Lemma/(6.5.5) auf h := f—g anwenden.
O

Korollar: Die beiden Satze von Fubini (Satz|(6.4.1)| und Satz|(6.4.4)) gelten
auch fiir (A x B)*-messbare Funktionen f : X x Y — R (modulo Korollar
(6.5.6)).
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6.6 Die Faltung

(6.6.1) Satz: f,g € L'(m;) wobei m; das Lebesguemaf auf R ist.
= 3 Lebesgue-Nullmenge E C R sodass

1.
|15 —ngtlay < v € £

— 00

Definiere & : R — R durch h(z) == [*_ f(z—y)g(y)dy fiir « € E¢, h(z) :=
Wr ek

2. he LY(R) und [[A]ly < [[flhllgll
(6.6.2) Definition: h =: f * g heisst Faltung von f und g.
(6.6.3) Bemerkung: L!(R) ist eine Banach-Algebra.

Beweis: OBdA nehmen wir an, f,g: R — R siene Borel-messbar.
Definiere F : R? — R durch

F(z,y) == f(z —y)g(y)

F ist Borel-messbar:
Definiere ¢, : R? — R durch

olr,y) =z —y, Y,y =y
=F=( fop )( gov )V

—

Borel-messbar Borel-messbar

[ ([ reoias)av= [~ | [ 15 —ulas | lowids = ilols <

[l £111

Nach Fubini und Korollar |(6.5.7) ist die linke Seite gleich

/ (/ |F(x,y)dy> dr = / |F|dmy = F € L!
—o0 —o0 R2

= F, € L'(R) fiir fast alle z € R
E={zecR|F, ¢ L'

10l = J25 W)l < [, (125 £~ 9)ow)ldy) do = feo < [ flllglh <

=hel! O

(6.6.4) Bemerkung: fecLl',ge P = fxgcLP

1 * gllp < Il fllllgllp
Nach Young, schwierig zu beweisen.
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