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b)

Musterlosung zur Ubung 4

n i n—x
PX; =] = (m)px’(l —p)
= <n) gmilo8(Zp)+nlos(1-p) (exponentielle Familie)
Z;
PXi=z,.... X, =2,] = P[X; =z

.
_ 625:1 i log(%)—knr log(1-p) H n
Z;

i=1

Also ist S = Y X suffizient. Da S nichts anderes darstellt als die Anzahl defekter
Stiicke in einer Stichprobe des Umfangs n - r, ist S ~ Bin(nr, p).

T = E[T|S=s|=E[x,<y|S =s] = P[X; <1|S = 4]
PX;<1NS =34
P[S = 5]
PXy=0]- PRI, Xi = s]+ P[Xy = 1]- P35, Xi = s — 1]
P[S =]

(L—p)" - (") p (1 = p)"D= p(1 = p)nt e (M) pr (L — )l

(7;7’)1)8(1 _ p)nr—s
(") + ()
T = I;x, <1y ist erwartungstreu fiir P[X; < 1], da E[1] = E[I;x,<1;] = P[X; < 1].
Geméss Satz 3.2 ist S vollstindig, da c(p) = log(%) eine offene “Kugel” in R
enthélt.

Aus Korollar 3.1 (Lehmann-Scheffé) folgt, dass 7' = E[T'|S] UMVU fiir P[X; < 1]
ist.

Durch Ableiten und Nullsetzen des Ausdrucks (Y — X3)T(Y — X3) erhiilt man
(—=2)XT(Y — Xf3) = 0 beziechungsweise die p Normalgleichungen

X'XB=X"Y.

Die Behauptung folgt, da die p x p-Matrix X " X regulir ist.
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b) Das Modell y; = >7_, 2;;8; + &, & iid. ~ N(0,0?) bedeutet nichts anderes
als Y ~ N, (X3,¥) mit Kovarianzmatrix ¥ = diag(c?,...,0?). Die Dichte des
Beobachtungsvektors ist also (nach Definition A.1)

palY) = (2m) 3(det ) dexp (— (¥ — X5)TH Y — X))

Mit der Bezeichnung % = (8%1 ai) folgt
O logps(Y) = XTETY - X5)
B
und
1(9) = By [g5l08ms(Y) (55 O togp(V) ]

= Es[XTEH(Y - XB) (XY — X8))7]
— By XS (Y —XB) (Y - XB) S 1X]
= X'ETES[(Y - XB) (Y - Xp)T]¥TIX

by

= Y'XTX.
c) B ist erwartungstreu wegen
Es[6] = Bs[(XTX) X TY] = (XTX) X T Ey[y] = (XTX)7'XTXG = 5.
Ausserdem erreicht, ,@ die mehrdimensionale Cramér-Rao-Schranke:
Varg(f) = Varg((X'X)7'XTY) = (XTX)7'X T Varg(V)(X X)X )T
= (XTX)IXTS((XTX)' X)) T =(XTX) ' XTX(XTX)'®
= (X' X)7E=1(8)"
Wegen Varg(a™3) = a” Varg(3) a = a" I(8) 'a und der Schranke aus Korollar 3.2

folgt daraus sofort, dass fiir alle @ = (a1,...,qa,) der Schétzer A’ = Z§:1 ajﬁj
UMVU ist fiir a8 = > 1B

3. a) Wir zeigen zuerst f.s.-Konvergenz und Beschranktheit der betrachteten Folge,
dann, dass daraus Konvergenz in Lo(F) folgt.
i)
Sei ein Py fiz. Fiir alle x # 6 ist pg(z) nach 0 differenzierbar, d. h. die Folge

Loca@®po(®) yonvergiert fiir A — 0 gegen Zpe(z). Folglich konvergiert die Folge
Pota(®)—po(r) _ 1 p0+A(93) —po(x)
Apy(z) " po(z) sesen

%po(ﬁﬁ)_gl (z) = 1 fallsz >0
po(z) 00 BPI) = 21 fallsz <6
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Da {z|z = 0} beziiglich Py eine Nullmenge ist, konvergiert also 22=a8=ro(@) p_f o

Apg(x

fiir A — 0. e
i)
Beh.: Fiir jedes A mit |A| < Ag ist |p0+AA(;3$0(I)| < 6“2"_1 < eAAoO—1 =:c
Bew.: Sei zuerst A > 0. Wir unterscheiden drei Fille:

e <O+ A< ua:

‘p9+A(:r) —pg(:r)‘ B ‘e_(x_(eJrA)) - e_(x_9)| B |6A - 1| o leAl—1p elAl -1
App(x) B Ae~(@=0) AT AL A
e <<+ A:
}p0+A(73) — po(z) | e 0Ha—w) _ emle=h) ‘ _ e*rm0ma 1}
Apg(x) Ae—(#=0) A
€]l—-AA]

Al

Fiir y € [0,Alist |[¢ — 1] =¥ — 1 < e® — 1, da e’ — 1 monoton wichst. Fiir
y €] — A, 0] ist |e¥ — 1| ebenfalls < e® — 1, denn e¥ bewegt sich in positiver
Richtung schneller von der 1 weg als in negativer. Also gilt oben weiter

20—20—A __ 1| e\A| -1

|p9+A($)-—lw(x)‘::\€

Apy () A AY
o r < <O+ A:
‘p9+A(3’5> —pg(a:)‘ _ ‘6_(0+Am) - 67(9%)‘ _ |€_A — 1| _le? -1 < et —1
Apy(z) N Ae—(0—2) N A a |A| A

Fiir A < 0 erhilt man die Aussage durch analoge Uberlegungen in den Fillen
r<O0+A<O,0+A<zr<fundl+A<b<z. O
i)
Sei fa(z) := %)(;’;M. Die Ly(Py)-Konvergenz folgt dann aus dem folgenden
Lemma.
Lemma: fa — f Pp—fs., sup,|fa(z)| <cPy—fs.VA

= fa — fin L,(5)(Vp > 1).
Bew.: Sei § > 0.
Bllf@)] > e+ < Pollf(@)] > [fa@)| + 0] < Pollfa(@) = f(@)] > 3] = 0, demn
f.s.-Konvergenz impliziert Konvergenz in Wahrscheinlichkeit.
Es folgt Py[|f(x)] > ¢+ 0] = 0 bzw. |[f(z)| < ¢+ 6 Py —f.s.. Da dies fiir alle ¢ gilt,
folgt | f(x)| < ¢ Py — f.s.. Daraus folgt |fa — f| < |fal + |f] < 2¢ Py — f.s. oder
ga = |fa — [P < (2¢)? Py — f.s.. Zusammen mit ga = |fa — f|P — 0 Py — fs.
sind somit die Voraussetzungen fiir den Satz von der majorisierten Konvergenz
(H. Lebesgue) fiir die Folge g erfiillt. Also

lim E[|f5 — fI’] = E[Jim [ 5 — /'] = 0.
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b)

]
Bemerkungen: Der Nachweis von |f| < ¢ f.s. im Beweis des Lemmas wire hier
nicht notig gewesen, da in unserem Fall sowieso |f| <1 f.s. gilt. Die Aussage des
Lemmas gilt auch unter den schwécheren Voraussetzungen ,, Konvergenz in Wahr-
scheinlichkeit® und einer zufalligen L,-integrierbaren Schranke. Fiir Beziehungen
zwischen den verschiedenen Konvergenzbegriffen siehe z. B. Serfling, R. J. (1980),
Approzimation Theorems of Mathematical Statistics, Wiley, New York.

Aus I1(0) = Eg[(& logps(z))?] = Eg[(sign(z — 6))?] = 1 folgt die Cramér-Rao-
Schranke ) )
g0° g7 1

L,0)  nl(0) n’

1 1 1 1
Vary (- Z Xi) = —Vary(Xy) = — Varg(X,) = — Eo[X7]

1 [ .1 1 [ 2 [
= —/ 22l dy = —/ 2edr = —/ ze *dx
nJ o 2 n Jy n Jo

2 [ 2 o 2
= —/ e_xd:c:——e_$|0 = —
n Jo n n

Varg(+ 3" | X;) liegt also um = iiber der Cramér-Rao-Schranke.

Wir geben zuerst eine heuristische Herleitung, weshalb der Hinweis korrekt ist.
(Eine saubere Herleitung wiire, zuerst die Verteilungsfunktion von X3y herzuleiten
und dann diese abzuleiten.) OEA sei § = 0. Das Ereignis = < X @) < T+ dx tritt
genau dann auf, wenn 2 Beobachtungen kleiner als x sind, eine im Intervall [z, x+
dzx] liegt und 2 Beobachtungen grosser als = sind. Ein Anordnung dieser Art hat
Wahrscheinlichkeit po(z)Py(2)?(1 — Py(2))? und es gibt 5% solcher Anordnungen,
womit der Hinweis bewiesen ist.

Nun zur Berechnung von Varg(X(s)):

15 [
V&I‘G(X(S)) = E[(X(3) _ 9)2] — 1_6/ x26—3|$|(2 _ €_|I|)2d$
15 [~
= 2.-— $26_3$(4 —4e7 " + e_QI)d;p
16 J,

Unter Verwendung von [ z%e¢ *dz = % fiir k € N (via partielle Integration)
ergibt sich 20 8 q )

Fiir n = 5 ist die Varianz des Maximum Likelihood Schétzer X(3) also ungefdhr
0.15 von der Cramér-Rao-Schranke entfernt. Dies ist besser als das arithmetische
Mittel, dessen Varianz 0.2 von der Cramér-Rao-Schranke entfernt ist.

Ausblick: Tn Kapitel 6 wird gezeigt, dass asymptotisch (d.h. fir n — oo) gilt
med(X;) ~ N (6, n%(@) = N(0,1) und X ~ N (0, 2). Asymptotisch erreicht also
der Median die Cramér-Rao-Schranke. Dies gilt allgemein fiir den Maximum Li-
kelihood Schétzer (siehe Abschnitt 6.3.1), aber (wie dieses Beispiel zeigt) nicht

fiir Momentenschétzer.
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Wir begniigen uns hier mit einer Grafik, die die Varianzen von med(X;) und X,
sowie die Cramér-Rao-Schranke fiir n zwischen 10 und 100 zeigt. Weil sich die
Varianzen von med(X;) nicht ohne weiteres exakt berechnen lassen, wurden sie
durch Simulation bestimmt.
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