Prof. F.R. Hampel Mathematische Statistik WS 01/02

Musterlosung zur Ubung 5

1. a) Aquivarianz soll hier bedeuten, dass
T(Ul +Cl, ceey Un+Cl, ‘/i+02, ceey Vm+62) = T(Ul, ceey Un7 Vl, ceay Vm)+(01 —CQ) .

b) Analog zur Argumentation im Lokationsmodell gilt

RO.T) = Eg[L0.T(U,,....Up Vi, ... V)]
= Eo[L(O, T(p+e1,...;0+cn,V+m1,. ., V4 0m))]
= Eo[L(0,T(e1,....€n,m, - s0m) + (0 — V)]
Eg[(T(e1, -, 8n M1y -5 1) + (1 — ) — g(0))?]
= E[(T(c1,...,n, 005 1m))"]

1
= R((0,0),T) unabhiingig von 6.

c) Beh.: T ist #quivariant genau dann, wenn Jv : R"™™~2 — R mit T = (u, — v,,) +
V(T oy T 1, YLy - - -5 Y1), WODEl z; = u; — u,, und y; = v — Uy,
Bew.: ,,«<=* ist klar. Fiir ,,=“ benutzt man, dass

T(Up, .oy UpyV1ye ey Upy)

=T(ug —Upy ooy Upg — Uy, 0,07 — Vpyy oo U1 — Uiy, 0) + (1, — 0) -
Also setzt man einfach

V(1o Ty Yty ey Y1) = L@y, oo 01, 0,91, -+ o Y1, 0)

d) Der UMRE-Schétzer i fiir p hat die Form
fi= Uy +01(X).
mit X = (U; = U,,...,U,—1 —U,) und
vi(X) = argmﬂin Eo[L(U, 4+ v)| X = (21, ...,2,)] = = EolUp| X = (21,...,2-1)] -
Fiir den UMRE-Schétzer © von v gilt analog
U="Vo+v(Y)=Vy—Eo[Va|Y = (y1,. .., Ym—1)]

mit Y = (Vi = Vi, -, Vi1 — Vin).
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Daraus folgt unter Verwendung der Unabhéingigkeit der beiden Stichproben

T =

= Un - EO[Un|X - (xh sy xn—lﬂ - (‘/m - EO[‘/m|Y - (yh s 7ym—1)])
- (Un - Vm) - (EO[Un|X - (mlv v 7xn—l)] - EO[Vm|Y = (ylv cee 7ym—1)])
- (Un - ‘/;n) - (EO[Un|X - (Ila cee 7'ITL—1)7 Y = (yh ) ym—l)]

—Eo[Vin| X = (z1,. .+ 201), Y = (Y15 -+ Ym—1)])
= (Un = Vi) = EolUn = Viu| (X, Y) = (21, Bt Y15 - Yo )]
- (Un - VM)
+argrnvin EooL(Un =V +0)[(X)Y) = (21, o, Zpe1, Y1, - -+, Y1) -

Derartiges punktweises Minimieren ergibt aber gerade den UMRE-Schétzer!

2. a) R(0,T) =Ey[(X—0)?] = Eg[(X—Ey[0])?] = 1. Nun nehmen wir an, es existiere ein
Schétzer mit kleinerem maximalem Risiko als T', also T" mit supyso R(60,7") = 1—¢
fiir ein € > 0. Einerseits

R(O,T') = Eo[(T" = 0)°] = Eg[(T" — Bo[1"] + Eo[T"] — 0)°]
= Varg(T') +2-0+ (Eo[T"] — 0)?
= Varg(T") + b(6)*,

andererseits ( ; (b(0) 9))2
2(bh(0) + 1
; Tl > db — b/ 9 1 2
V&I“e( ) - [(9) 1(9)( ( ) + ) )
also 1
T/ o 2 > / 1 2
R(0,T") —b(0)" > ) (0'(0) + 1)
beziehungsweise
1
o Y 2
l—e—b(0)*> 700) (') +1)
fir alle @ > 0. Die Fisherinformation ist
d? 1 x-0? d
—Eg[dmlog(—me P )]:—Eg[@(X—H)}zl

Aus

erhalt man

und
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fiir 0 > 0. Fiir ein festes 6y > 0 gilt

L_ 1 OL,N_ 1 H_b,(é) N
w>uw+éfmﬂwwwf@(b@ﬁw

b(00) +%(9—90)—>oo (0 — 00).

Es folgt b(6) — 0 (6 — oo). Da b(0) streng monoton fallend (¥'(0) < —3b(0)* < 0)
gegen 0 konvergiert, muss auch o'(0) — 0 ( — o). Der Grenziibergang 6 — oo
in Gleichung (1) fithrt zum Widerspruch

1—e>1.

Also kann kein Schétzer mit kleinerem maximalem Risiko als 7" = X existieren.
b) Sei T" = 1[x>¢X der Kandidat fiir einen besseren Schitzer als T'= X. Es gilt

o0

RO, T") = Ep[(0 — lix>0X)*] = / (0 — 1>0z)’d(x — 0) dz

—0o0

0

_ 2 - > o 2 o
_ /_Oo B e 9)dx+/0 (0 — 2)26(x — 0) dx
<(0+|z[)2=(0—x)?

< / (0—x)2¢(x—9)dx+/ooo(9—a:)2¢(x—H)dx

—00

= /OO (0 —z)*¢(x — 0)dr = R(,T)

o0

fiir alle 8 > 0. Also ist T unzuléssig.

3. a) Die folgenden Ungleichungen sind selbsterklarend:
sup R(a,d) > R(5,d)V 3,d
¥ ) > inf R(3.d) V4
) > s%p iI(}f R(B,d) = sup i%f R(a,d)

= infsup R(a,
d o

QX

= i%f sup R(«,

b) Die Behauptung ergibt sich sofort aus a) und der folgenden Kette von Unglei-
chungen.

sup ir;f R(a,d) > iréf R(a”,d) > R(a*,d") > sup R(a,d”) > ir;f sup R(a, d)

Bemerkungen: Sattelpunkte sind eine Art Pattsituationen. In der Spieltheorie
heissen sie auch ,Nash-Gleichgewichte“. Wenn der Statistiker auf seiner Wahl d*
beharrt, dann maximiert die Natur wegen R(a,d*) < R(a*, d*) mit der Strategie
a* ihren Gewinn. (Wenn der Statistiker aber vom gewihlten d* abweicht, kann
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c)

d)

e)

die Natur ihren Gewinn wegen R(a*,d*) < R(a*,d) unter Umstédnden noch ver-
grossern.) Genauso verhilt es sich fiir den Statistiker. Solange die Natur an ihrer
Wahl o* festhilt, lohnt es sich nicht, die Strategie zu wechseln.

Man kann sich die Situation anhand einer Abbildung veranschaulichen:

R(alpha,d)

R(alpha*,d*)

Wegen R(0,T*) konstant gilt R(a,T*) = R(a*,T*) und wegen 1™ Bayes zur a
priori Verteilung o* gilt R(a*,7*) < R(a*,T), also sind die Voraussetzungen von
b) erfiillt und (7™, o) ist ein Sattelpunkt.

o heisst ungiinstigste Verteilung, weil der erwartete Verlust des (vorsichtigen, sich
an die Minimax-Strategie haltenden) Statistikers bei dieser Verteilung maximal
ist. Bei der Bezeichnung wird davcon ausgegangen, dass R(6,T,) fiir die Bayes-
Schétzer T,, anderer a priori-Verteilungen « nicht konstant ist.

Die untenstehende Auszahlungsmatrix zeigt den Verlust von Sara:

1 2| max
S 1(-2 3 3

213 4 3
min | -2 -4

Durch Zeigen von dy = 1 Fingern erreicht Nina also ihren Minimax-"Gewinn”
von -2. Sara’s maximaler Verlust ist 3 unabhéngig von dg, der Anzahl Finger, die
sie zeigt. Also gilt:

infsup R(ds,dy) =3 > —2 = supinf R(dg,dn)
ds dy dy ds
Es gibt also keine Pattsituation.

Sara’s erwarteter Verlust lautet:

R = —2pyps —4(1 —pn)(1 —ps) + 3(pn(1 —ps) + (1 — pw)ps)
—4 +Tpn + Tps — 12pnps
= —4+Tpy +ps-(7T—12py) = =4+ Tps + pn - (7T — 12pg)
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f)

Aus obiger Gleichung ersehen wir, dass fiir py = % resp. pg = 1—72 der erwartete
Verlust unabhéngig ist von der Strategie der Gegnerin, das Risiko also konstant
ist.

Die Voraussetzungen von b) sind erfiillt, da R(py, 5) = R(55.15) = R(15.ps)-
Also handelt es sich beim Strategiepaar (py = 1—72, Ps = %) um einen Sattelpunkt.
Nebenbemerkung: Aus der Warte der ersten Teilaufgaben betrachtet entspricht

dieses Beispiel der Statistikerin Sara, die den Bayes-Schétzer

J 1 mit Wahrscheinlichkeit pg = 5
] 2 mit Wahrscheinlichkeit Ps = >
wahlt zur ungiinstigsten a priori Verteilung der Natur “Nina”:

1 mit Wahrscheinlichkeit py = &
o =
2 mit Wahrscheinlichkeit py = %

Eingesetzt ergibt der Sattelpunkt ein Risiko R = % Es ist also sinnvoll, an Stelle
von Nina zu spielen. Das ist auf den ersten Blick ein erstaunliches Resultat!



