Prof. F. Hampel Mathematische Statistik WS 01/02

Musterlosung zur Ubung 6

1. X;,...X, iid. ~ Uniform(0,0), 7T, =max(Xi,...,X,), U,="22T,

Vorbereitung:

PT, <z] = (%)n “Lia>0 A w<0) T Lia>6)
flz) = d};ia:) = en_nan “Liz>0 A 2<0)
a) T, ist MLE:
Ly 0 (0) = (%)n - 16> max; 2:} < max —> é\MLE = max(xy,...,Ty,)

U, ist erwartungstreu:

1 0
E[U7J = E[n il ﬂz] - ntl / wﬁx”_ldg; =0
n n J, 6"

Nach Korollar 3.1 (Lehmann-Scheffe) ist U,, also UMVU, da er nur von der suffi-
zienten und vollstédndigen Statistik 7;, abhéngt.

b) 12
n+1N2 (7 on 2 _ 1 2
(n)/oxe—na: dx—@—MQ
n n? n 2

Beide Varianzen gehen also mit n=2 gegen 0. Ublicherweise gehen aber die Vari-
anzen von Schitzern hochstens mit n=! gegen 0. (Vgl. Cramer-Rao Ungleichung,
deren Voraussetzungen hier allerdings nicht erfiillt sind.)

P[|T,—-0|<¢e] = P[T,<0+¢|-PT,<0—¢|=1-PX1<0—¢,....X, <0—¢
—_——
1
= l—P[Xi§0—5]”:1—(9;6)nn:>°°1, also T, — 0

Konsistenz von U,, analog, oder mittels Slutsky (und zusétzlichem Theorem, dass
Konvergenz in Verteilung dquivalent zu Konvergenz in Wahrscheinlichkeit ist,
sofern Z,, gegen eine Konstante konvergiert):

n+1 n+1

U, = T,, — 1
n n

Slutsky
—

T, 2.0 U -9 — U,0

?
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¢ Pln(0-T,)<z] = P[I,=20-

n(0 —T,,) ist also Exp(—z)-verteilt.

1
0

e)

]

)0> ’ 1{:1:279 A z<nf} — 1{$<70}

T n x

P — < = 1-PU,<0—-—-]=1-PlT, < —
(@ = Un) <] [Un <9 n] [n_n+1 n+1
n x

- 1- _
<n+1 (n+1

n—-—oo —
— 1—61-6

T Laz—) — Lip<—o}

Die beiden Schétzer haben also nicht die gleiche asymptotische Verteilung.

2. a) Wir haben Y = (X —m)/s. Damit
nT Y (X = X)P/s?
(n7 S (X = X2/s2)
b) Der multivariate ZGS kann angewandt werden auf die Zufallsvektoren 7; =
(Vi, Y2 —1,Y3 = N7, i € N, da offenbar EY? = pu3/0® = \. Wegen ug < oo

existiert V = E[Z;Z]] und \/nZ, L Z mit Z ~ N3(0, V). Berechnung von V/
(Bezeichnung Y = Y7):

L(Ya,....Y,) = = 1L( X1, .., X).

Vii=EY?=1, Vip=E[Y(Y?—1)]=EY3=),
Vis = E[Y(Y3 = \)] = EY* = /o, Vap = E[(Y2 = 1)2] = pyJo* — 1,
Vas = E[(Y2=1)(Y3 = \)] = EY® — EY3 — AEY2+ A = pi5/0° — ),
Vas = E[(Y3 = A2 = EY® — 2AEY3 + A2 = p15/0% — A2,

Vn(Y,Y2Y3) (Vektoren werden im Folgenden “pragmatisch” als Zeilen oder
Spalten dargestellt) ist also asymptotisch verteilt geméiss

0 1 A paf ot
N 1], A pafot =1 ps/o® — X
A pa/ot ps/o® =X pg/o® — N2
c) n n
_ 1 _ _ _ _ _ _
1N (X - X)P = - D (XP—BXPX +3X,(X)? — (X)) = X3 - 3X2X +2(X)°.
i=1 =1
n B 1 n B B B B
LSV = X)? = = ST(X2 = 2X,X + (X)) = X3 — (X)2,
n
i=1 =1
Daher
¢ — 3ab + 2a®

(X1, X)) = R(X, X2, X3) mit h(a,b,c) = o= a2
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Mit den Bezeichnungen von Satz 6.5 geniigt es wegen a), [,(Y1,...,Y,) und also
U, = (Y,Y2,Y3) sowie u = (0,1,)) zu betrachten, wobei offenbar h(u) = .
Weiterhin
(b—a?)3/2(6a%—3b)—3av/b—a2(c—3ab+2a3)
@(a b c) — —(b—a2)3/23(1—(;\7%(6—3ab+2a3)/2
ou 0 = -7

v = %(u) = (=3,-3)/2,1)".
Damit konvergiert /n(l,(X1,...,X,) —A) = v/n(l,,(Y1,...,Y,) —A) nach Vertei-
lung gegen N (0, v V).
d) Fiir die Normalverteilung gilt wegen Symmetrie A = pus = 0, also

10 3
V=02 0 | =v"Vv=6.
3 0 15

e) Zunichst ist fiir symmetrische ZV ps3 = 0, und damit auch . “Schiefe” bedeutet
anschaulich, dass auf der einen Seite von £ X mehr Masse liegt, aber dafiir ndher
an £ X, auf der anderen weniger, aber dafiir weiter gestreut bzw. weit aussen. (X —
EX)? wird stark positiv, wenn die Abweichungen auf positiver Seite verglichen
mit der negativen Seite weit weg von EX sind. Dafiir muss auf der positiven Seite
weniger Masse liegen, denn die weiten positiven Abweichungen von FX miissen
durch mehr Masse auf negativer Seite “ausgeglichen” sein (sonst ldge £X nicht
dazwischen). Teilung durch ¢ ist notwendig, um die Skaleninvarianz zu erreichen.
|| alleine kann, falls # 0, durch Erhohung von o2 hochgetrieben werden, ohne
die optische Schiefe der Verteilungsdichte zu dndern.

3. a) Aus der definierenden Gleichung

n o n sign(x; — 1) B
i:zldj(xut) B Z (s1gn(m _ (I)l(%))> =0

=1 t2
erhélt man ) sign(z; —t;) =0 <= ¢; = median(xy,...,z,) und
. (|zi —median(zy, ..., z,)| 13\
ngn( 0 - (Z)) =0
: 1,3
= #{xi |z; — median(xq, ..., 2z,)| > ta® (Z)}
= #{xi |z; — median(zy, . .., z,)| < ta® (2)}
— = median(|z; — median(xy, . .. ,xfl)|,3 oy |zp — median(zq, ..., x,)|)
& (3)
1

G
Das ergibt die explizite Form

dian(X1,..., X,
TnzTn(Xl,...,Xn):< median(X, ..., Xy) )

—L_MAD(X;,....X,)

317

MAD(z1,...,2,) = konsistenter Schitzer fiir o unter N (p, o)
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b) Wir zeigen zuerst, dass die Bedingung in ihrer ersten Komponente erfiillt ist. Es
bezeichnen ¢, , und @, , die Dichte bzw. die Verteilungsfunktion von Xj;.

> " > 11
/ sign(z — p)p,q(r) doe = / (—D)puo(x) dx+/ lppo(x)de = —3 + 3= 0
—o0 —00 ”w
Fiir die zweite Komponente betrachten wir folgende Abbildung.
|X;H/|_ cp1(3/4)
-1
son( G- o (am)
(X\; AN . /az 1 X
=p- od @) . i | =ptodi(34)
5

/Z sgn (L= 071 (3)) )

By (1) — (B () — By () + (1= By (a2))
3 3 3 3
= a(- (3 - @) - a(- 0 (3 + (- v(e ()
1 3 1 3

g —_ — _ — — 1 - = -
-G rmg =0
Die Berechnung der Einflussfunktion 7F(X;,0) = —M(0)~'9(X;, g(0)) geht vor-
teilhaft iiber die Gleichung (6.13)

M) = = [ 4 0)n()"

Setze ¢ = ®1(2) und beachte

¢(z) = —ap(a), ¢"(2) = (@° = De(2), 7,0u0(2) = —¥),,(2),

r— 2
%@u,a(f) = <% - %) @u,a(x)-

Damit
M(0) = _/00 Sign(fv—miso (z)
11 . ou™"
— / sign(x — p) ), , () dx
_ / sign(y)g . (v) dy

- 2 /0 0.0 (1Y) dy = —200,,(0) = —§<P(0)-

—0o0
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M(9)12 -
M(9)21 =

0,

R x — 0
—/ Slgn<| U'M| —q) @gplm(x)d:c
00 ‘ T — )
/ mgn(' U”' —q) Pruo(T) dz

/oo sign(|y| — Q)%SO/(?J) dy

% (/: ¢'(y) dy + /qq ¥'(y) dy + /qoo #'(y) dy>

Lp(-a) — ol-0) + (@) — ol0) = 0

s () 2w

() (2522

[ sl - 0 et

—% (/_:(?f — D(y) dy — /_Z(?f — De(y) dy + /:O(y2 — Le(y) dy>
526 (~0) ~ 26/(@) = ~ p(a)

Die Einflussfunktion ist

o - (50 )( o
0 w sign (2 — g)

( ) sign(X; — ) )
- a? | Xi—u] '
4q¢(q )Slgn( o - q)

Es bleibt noch die asymptotische Kovarianzmatrix V (0) = Eg[I[ F(X;, 0)[ F(X;, 0)T]
zu berechnen:

= Tpp DXl =
— V(9)21 W Ey [agn(X p) Slgn(@ _ (])]

st L [ [

-~

=0
(siehe Abbildung vorne)

0_4

16¢%¢(q)?
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)

d)

Wir erhalten (endlich ...)

_o® 0
V() = < e i ) .
6@ (@ (D)2

Der Median hat offensichtlich Bruchpunkt %: Wenn weniger als die Hélfte der
Beobachtungen gegen oo geht, dann gibt es mindestens je einen endlichen Wert,
der grosser und einen der kleiner ist als der Median, also ist der Median < oo.
Geht aber die Hélfte der Punkte gegen +o0o, dann geht auch der Median gegen
+00.

Dieselbe Uberlegung gilt fiir den MAD. (Zusétzlich gilt es noch zu beriicksichtigen,
dass man bei einem Skalenschétzer auch von einem Zusammenbruch des Schétzers
spricht, wenn er 0 wird.)

Der Interquartile-Range Schétzer bricht offensichtlich zusammen, sobald eines der
beiden Quartile gegen +00 geht. Dazu miissen genau ein Viertel der Beobachtugen
gegen —oo gehen (resp. gegen +00).



