Prof. F. Hampel Mathematische Statistik WS 01/02

1.

Musterlosung zur Ubung 7

a) Die Sensitivitatskurve wurde (abgesehen vom Faktor n+1) in Aufgabe 1a) bereits
berechnet und skizziert. Fiir eine um 6 symmetrische Verteilung F' gilt:
limy, oo (o = F7Ha), limy, oo 1, = 0 und lim, oo Z(n—jnoj+1y = F7H(1 — )
(die Limites sind als stochastische Konvergenzen zu verstehen).
Weiter ist der Limes der Steigung lim,, ., —2tk L

Somit ergibt sich: nti—2[na] ~ 1-2a°
(F Y (a)=0)/(1 —2a) fir z < F~(a)
lim SCn(x) = q (z—0)/(1 - 20a) fir F'(a) <z < F-'(1 - a)
00 (F'(1—a)=0)/(1-2a) firz>F'(1-a)

b) Sei G. = (1 — €)F + eA,. Betrachte z # F(a) und ¢ < |a — F(x)|, d.h.
G(G ' (a)) = a. Damit G (Q.(G.)) = a und

€

0
5:GAQu(G)| =0,

Also N
0 = lim GE(Qa(Ge)) - GO(Q&(GO))
o (L= OF(Qu(G) + eAa(G) = F(Qu(Go))
= lli% (F(Qa(Ge)) +i_ F(Qa(Go)) +AL(G) — F(Qa(Ge)))

= Qo) 5Qu(G)]  +AQu()

(Letzte Gleichung wg. Kettenregel der Differenziation.) Es gilt IF(x,Q,, F) =
%QQ(GE) o also

— lyp— a)>x
1700, F) - izt

c) Wir setzen G. = (1 —e)F +eA, = F —e(A, — F). Wenn G_t — F(u) fiir
u=caund u =1 — a, dann gilt:

Grl(1-a) Fl(1-a)
(1-200@QG)-QF) = [ aFn- [ R

Gt (@) F=(a)

F~(1-a)
+e /Fl(a) (A, (dz) — F(dx)) + o(e)

G (@) G:'(1-a)
= —/ zF(dz) + / xF(dx)

F~1(a) F-1(1-a)

Fi(1-a)
+e /Fl(a) (A, (dz) — F(dz)) + o(e)
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d)

Wir wollen zuerst das erste Integral in der letzten Summe umformen: Aus der
Definition der Einflussfunktion ergibt sich zunéchst

Gl (@) = F7 (@) = Qa(G:) = QulF) = eIF(y,Qa, F) + o(¢)
— m(a — 1{y<F*1(a)}) + 0(6).

und daraus

Ge (a) e
— / vf(z)der = —F7Ya)f(Fa))- (@ = Lyyer-1(a)y) + 0(€)
F1(a) f(F~(a))

— —EFil( )(a — 1{y<F 1(a)}) + 0( )

Vollig analog ergibt sich fiir das zweite Integral

G l(1-a)

/ aF(dr) =eF ™' (1 — ) (lysr1(1-a) — @) + 0().

F-1(1-a)

Schliesslich lasst sich das dritte Integral wie folgt umformen:
F~(1-a)
/F_l( ) z(Ay(dz) — F(dz)) =y - Liyelp1(a).r1a—a)y — (1 — 20)Q(F).

Nun erhalten wir die Einflussfunktion einfach:

(1—2a)-IF(y,Q,F) = (1—2a)-lim Q(Ge) — Q(F)

e—0 €
= —FHa)(e = lyerr@py) + F (1= )y r1-ay — a)
+y - ]-yE[F—l(a),F—l(l—a)] - (]- - QQ)Q(F)

Es ergibt sich dieselbe Funktion wie in Teil a). Das gilt unter bestimmten Regu-
laritdtsbedingungen allgemein (siehe jedoch d).

Sei k := [na| = [(n + 1)al.

Eine dhnliche Rechnung wie im Fall des a-gestutztes Mittels ergibt SC,,(j1,) = 0
und

1 fir z < zp,
(k+ 1Dz +cp  fiir zgy <z < 241
SCy(z) = T+ c3 fir xgpp1) < < 230 p)
(k+ 1Dz +cy fir zpmp <2 < Tpokg)
Cs fir x > T (n—k+1)
wobei ¢y, ..., c5 nur von x4, ..., x, abhidngen. Fiir n — oo macht die Sensitivitéats-

kurve des a-Winsorisierten Mittels einen Sprung bei limy, o0 Z(jna)) = iMy—0c Z(fnaj+1) =
F~'(a) und bei F7'(1 — a). Dies ist auch das qualitative Verhalten der Ein-
flussfunktion. Will man jedoch die Sprunghdhen der Einflussfunktion durch den
Ubergang n — oo berechnen, kommt man nicht auf die richtigen Resultate (die
Regularitdtsbedingungen sind nicht erfiillt; gleiches Problem wie beim Median,
Beispiel S. 74f. im Skript). Die Einflussfunktion 14sst sich mit Funktionalen d&hnlich
wie in Teil ¢) korrekt berechnen. Als korrekte Sprunghshen ergeben sich W
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2. a)

b)

(bei F'7!(a)) und 57—y (bei F7'(1 — ). Der Unterschied zu a) besteht im
Sprung an der Stelle F~!(a). Im a-gestutzten Mittel haben also extremere Beob-
achtungen denselben Einfluss wie F'~!(a), wihrend sie beim Winsorisierten Mittel
- wo sie nicht gestutzt, sondern genau auf den (asymptotischen) Wert F~!(a) ge-

setzt werden, einen grosseren Einfluss haben. Das ist intuitiv erstaunlich.

Steigung= k+1 —

Steigung = n+l
WNg= ok s
Steigung=1 —_
*k : Xk Xkt
; X ~ X
ﬁn Xn-k+1 Hn Xnk Xnk+l

(N1, No, N3)T' ist multinomialverteilt mit Parametern py, ps , p3. Betrachte

lix,—
Z; = < [X’_H> e N2,
=2
Alle Z; sind unabhéingig mit E[Z;] = (i ;) Fiir die Kovarianzmatrix Cov(Z;) von
Z; brauchen wir
Var(lpx=i) = Ellx=n’] - E[lp=n* =p1 —pi = pi(1 = p1)
COV(l[Xz:l]’ 1[X1'=2]) = E[l[XiZHI[Xi:Q]] - E[l[Xi=1ﬂ E[l[xizz]] =0—pip2

und erhalten

N pl(l_pl) —P1P2
COV(ZZ) - [ —DP1D2 p2(1 —p2) } '

Alle Z; sind unabhéngig, also Cov((Ny/n, No/n)") = Cov(+ 3" | Z;) = £ Cov(Z;).
Mit dem zentralen Grenzwertsatz folgt nun

() - ()= (355 () = 7 7 (i) o)

(n — 00), oder in anderen Worten

1 Nl as D1 1
() =2 ((2) 20

wobei V' = Cov(Z;) die asymptotische Kovarianzmatrix ist.

Aus dem Gesetz der grossen Zahlen, der Stetigkeit der Wurzelfunktion und der
Tatsache, dass Konvergenz in Wahrscheinlichkeit unter fast sicher stetigen Trans-
formationen erhalten bleibt (siehe z. B. Serfling, Theorem in Abschnitt 1.7), folgt
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Das beweist die Konsistenz von T;". Ausserdem ist nach a) und dem Satz von
Cramér-Wold (6.3) auch die erste Komponente von (N;/n, No/n)! asymptotisch
normal, also

N1 as 1— 0?(1 — 6?
g (ph]u) :N(92,¥) .
n n
Aus Satz 6.5 folgt mit h(-) = /-
_ 2
Tr(Ll): & %N<\/9_2,% 9(1 Q)dh )
n 02 n
o @ RO )
B N(@, 2 n 2 )
1—6?
- N (o, - ).

Als nichstes bestimmen wir den Maximum Likelihood Schéitzer:

n

P[Xlzl'l,...,Xn:.Tn} = HP[XZZI'J

i=1

(62)1056=11(20(1 — ) Mxi=2((1 — 0)%) xi=s

|
3, s

= ( )M (20(1 - 0)™((1 - 0)%)™ = L(0)

d 2N; N N. 2N:.
@logL(G) R

Unter Beriicksichtigung von Ny + Ny + N3 = n findet man

. N, Ny, 1 1
2 1 2
) = O, = W + on n ;:1: (1[Xz-=1] + 51[)(,:2]) :

Konsistenz von T3> folgt aus dem Gesetz der grossen Zahlen
@ P 1 2, 1
T? = E [1jx,1 + 51[)(1.:2}] =07+ 520(1-0) =0 (n—o0).

T st erwartungstreu, und mit Teil a) hat man

1 1 1
Var(TT(f)) — ﬁ [Var(l[x 1]) +2 COV(l[Xi:H, 51[)(1.:2]) + Var (il[xlzg})}
1 1
= - [0%(1 — 6%) — 26°0(1 — 0) + 59(1 —0)(1—20(1—0))]
6(1 - 9)

2n

Schliesslich folgt mit dem zentralen Grenzwertsatz

0(1—0)
5—) (n—o0),

V(TP —0) % 72, 7~ N(0,
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b)

also
0(1—0)

2n ) '
Der Maximum Likelihood Schétzer ist vorzuziehen, denn fiir alle 0 < 1 gilt

T X N (0,

01—0) 16> (1+0)(1—0)
> 1 1 '

< 140

Letzteres ergibt sich aus 148 und dieses wiederum aus £ < 1 (6 < 1).

Die asymptotische Varianz von T,, ist V(\) = Var(y/nT,) = Var(X;) = A. Also
1
V(AN 2 =

muss fiir eine varianzstabilisierende Transformation h gelten h'(\)
1/v/X. Die Transformation

h(N) = 2V/X
erfiillt diese Bedingung. Natiirlich ist auch h(\) = v/ varianzstabilisierend.
Gemiiss Hinweis gilt V(p) = (1 — p?)% Aus W (p) = 1//(1 —p?)2 = 1/(1 — p?)

folgt eine varianzstabilisierende Transformation
h(p) = artanh(p) .
(1) Aus dem ZGS, der Konsistenz von 7;, und dem Satz von Slutsky folgt

Tn_p o \/ﬁ(Tn_p) iZNN(Ol)

— T 1 — 772
V(p) "

3=

Das liefert das approximative 95%-Konfidenzintervall

1— 172

vn

(ii) Dank Delta-Technik und der Tatsache, dass artanh(-) varianzstabilisierend
ist, folgt

[Tn Lo (1 - %)

} ~ [0.206, 0.794] .

Vn(artanh(7,,) — artanh(p)) -5 Z ~ N(0,1) .

Das approximative 95%-Konfidenzintervall ist

(1 -9)7
T] ~ [0.156,0.736] .

Mittels varianzstabilisierender Transformation erhalten wir also ein Konfidenzenz-
intervall, das nicht mehr symmetrisch um 7,, = 0.5 ist. Dies macht Sinn, da p nur
Werte im Intervall [—1, 1] annehmen kann.

tanh |artanh(7,,) +



