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Ubung 4

1. Verbesserung einer Schétzung durch Suffizienz: Ein Beispiel aus der Qualitétskontrolle.
Aus r Sendungen wird je eine Stichprobe des Umfangs n entnommen. In der i-ten
Stichprobe befinden sich X; defekte Stiicke. Der erwartete Anteil defekter Stiicke p
(0 < p <1) sei in jeder Sendung gleich, aber unbekannt. Bei der Stichprobenerhebung
wird ein ausgewéhltes Stiick jeweils zuriickgelegt, bevor man das néchste herausgreift.

a) Finde eine suffiziente Statistik S fiir die Verteilung von (Xi,..., X, ). Bestimme
die Verteilung von S.

b) Man méchte P,[X; < 1] schétzen. Betrachte die Schitzung T'(X1,...,X,) =
It x,<1y und bestimme die verbesserte Schitzung 7' = E[T|S].

c) Zeige, dass T UMVU ist.

2. Wir betrachten das allgemeine lineare Modell
P
yi=Y wiBi+e (i=1,...,n; p<n),
j=1

d. h. die n Beobachtungen y; hiéngen — bis auf einen Fehler ¢; — linear von den p
erklarenden Grossen (z;1,...,Zp) ab. Die ;; sind bekannt und fest, die y; sind beob-
achtbar, und man méchte daraus § = (f1,. .., ﬁp)T schitzen. Wir nehmen an, dass die
g; iid. ~ N(0,0?) sind.

a) Seien X = (z;;) € R"”Pund Y = (y;) € R™!, und wir nehmen an, dass die Matrix
X maximalen Rang p besitzt. Zeige, dass dann die Kleinste-Quadrate-Schéitzer

. " P 2
8= argmﬁinz (yl — injﬂj) = argmﬁin Y -XB)T (Y — XB)
i=1 j=1

geschrieben werden konnen als
f=(X"X)"'XTy.
b) Berechne die Fisher-Informationsmatrix fiir die Parameter (51, ..., 03p).

c) Zeige, dass B erwartungstreu ist fiir 8 und die mehrdimensionale Cramér-Rao-
Schranke erreicht, d. h. fiir beliebiges (a;) € RPist >20_, a;3; UMVU fiir 3°_, a;0;.

3. Seien X1,..., X, i.id. ~ py(z)dr mit pg(z) = Le~l==0L.

a) Zeige fir n = 1, dass der Limes von fa(z) = %W fiir A — 0 existiert in

Lo(Pp), d.h. dass f existiert mit lima_o E[|fa — f|*] = 0.

b) Berechne die Cramér-Rao-Schranke fiir die Schétzgrosse g(f) = 6 und berechne,
wie weit Varg(L 3" X;) von dieser Schranke entfernt ist.

c) Berechne fiir n = 5, wie weit Varg(X(3)) von der Cramér-Rao-Schranke entfernt
ist.
Hinweis: %po(:c)Po(x)Q(l — Py(z))? = %e‘3|$|(2 — e~ 1#1)2 liefert die Dichte von
X3y — 0, wobei Py(z) die Verteilungsfunktion sei.
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