Dr. M. Muller W 2001 /02

Multiple lineare Regression

Das Modell
yi = Po+ Bz + Porio + ...+ Bprip+e&  i=1,...,n

y; : Zielvariable

Zil,- .., Tip : erkldrende Variablen, fest.

Bo, - - -, Bp : unbekannte Parameter, Regressionskoeffizienten.

¢; : zufélliger Rest oder Fehler. E(e;) = 0, Var(e;) = 0 und Cov(e;, €;) = 0 fiir i # j.

Fiir €; normalverteilt gilt y; ~ N (8o + Bizi + ... + BpZip, o2) und Cov(y;, y;) =0 fiir i # j.

in Matrixschreibweise:
y=XB+¢€

y : Zielvariablenvektor der Lénge n.

X : Designmatrix der Dimension n x (p + 1).
3 : Parametervektor der Lange p + 1.

€ : Fehlervektor, F(e) = 0 und Cov(e) = oL
Fiir ¢; normalverteilt gilt y ~ N (X3, o2I).

Methode der AkleiAnsten Quadrate
Gesucht sind By, B1, ..., 3 so, dass

Q=" 17r2=3"1(yi — (Bo+ 1w + ... + Bpxip))? minimal wird.

Normalgleichungen:

a n

% = 23 Wi~ Bo+ .+ Byrip) = 0 .
0 i=1 Xt(Y*X:@) =0

Q & Vg =

o 2 Zzzl(yz (Bo+ ..+ Bpzip))zin = 0 oder
L X'Xp =Xy

0Q -

= = =2 (Wi~ (Bo+ .-+ Bpmip))Tip =0

90y i=1

Least-Squares-Schatzungen:

B =(XX)"'X'y

E(B) = B8 und Cov(B) = o2(X!X)"1
mit Normalverteilung: B~ N(B,0%(X!X)™1)

Geschatzte Werte und Residuen:

y=XB=XX'X)"'Xty=Hy r=y—-y=(I—-H)y H heisst Hat-Matrix



Tests und Vertrauensintervalle

ANOVA-Tabelle:

Source  Sum of df Mean
squares square F*
Regres SSR=> (9 —9)°® » MSR  MSR/MSE

Resid SSE=Y(yi—4:)> n—-1-p MSE
Total  SST =Y (y; —%)* n-—1

Globaler F-Test:
Hy:B1=02=...=03,=0 gegen Hj,: mindestens ein 3; # 0

Testgrosse F* = MSR/MSE hat unter Hy eine F-Verteilung mit p und n—p—1 Freiheitsgra-
den. Verwerfe Hy, wenn F™* > Fosor 0 1.

Bestimmtheitsmass:
5 SSR 1 SSE

T 95T T T SST

ade2:1_( n—1 )SSE

n—p—1/ SST

Tests von individuellen Parametern:
Ho:B;j=0 gegen Ha:B;#0

Teststatistik
o Bi Bj

se(B))  6/(X1X);;}!

hat unter Hy eine ¢-Verteilung mit n—p-1 Freiheitsgraden. Verwerfe Ho, wenn [t*| > tg7 59 —p—1-

95%- Vertrauensintervall fir 3; : Bj * tor 5% n—p-1-0 (XtX)]le

95%-Vertrauensintervall fiir E(yo) : Yo £ to7 5% n—p—1 - 01/ Xp(XtX)"1xg  wobei

X6 = (13301.1302 T Z‘op)t

95%-Prognoseintervall fiir eine zukiinftige Beobachtung: onit97.5%7n,p,1-&\/ 1+ x4(XtX) 1%

Multicollinearitat:

Sind z; und x5 korreliert, dann &ndern sich die geschitzten Koeffizienten, je nachdem welche
Variablen im Modell sind. Es ist moglich, dass der globale F-Test signifikant ist und alle
einzelnen t-Tests sind nicht signifikant.

Partielle F-Tests:
Effekt von p — ¢ Variablen gemeinsam testen. Partitioniere Parametervektor und Designma-

trix :
Bo
b1
8= B = ﬁ und X:{Xl Xz}
/32 5(1 ’
q+1
B



Modell: y = X8+ € = X106, + X208, + €
Teste auf Hy: 35, =0 gegen Hj:[35#0
Testgrosse

SSRy, — SSRu,)/(p - q)

.
= SSEm,/(n—p—1)

hat unter Hy eine F-Verteilung. Verwerfe Ho, wenn F* > Foso g n_p1-

Modelldiagnostik

Residuenplot:

Normalplot der Residuen r;

Residuen r; gegen geschitzte y-Werte y;

Residuen r; gegen eine erkldrende Variable x; des Modells
Residuen r; gegen eine neue Variable z, die nicht im Modell ist
Residuen r; gegen den Index ¢

Ausreisser und einflussreiche Beobachtungen:

Ausreisser: Beobachtung mit grossem Residuum

einflussreiche Beobachtung: Beobachtung mit grossem Einfluss auf Parameterschitzungen
Hebelpunkt: Beobachtung mit extremen x-Werten

Leverages: Diagonalelemente h;; der Hat-Matrix H. Messen, wie extrem Beobachtungen
beziiglich der z-Variablen sind. Es gilt 0 < h;; < 1. Hebelpunkte: h;; > 2(p + 1)/n.
Gefihrlich, wenn r; und h;; gross. Betrachte Plot r; gegen h;; .

Cook’s Distanz:

o S (05 — vi)? _ha ri?
’ (p+1)52 1—hi p+1

r
rf=e heisst studentisiertes Residuum
v 1 — hy;

Punkte mit D; > 1 sollten genauer untersucht werden.



