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Die Vogel singen nicht egal;

Der singet laut, der andere leise,

Kauz nicht wie ich, ich nicht wie Nachtigall,
Ein jeder hat so seine Weise.

Matthias Claudius

Einleitung

Der vorliegende Text beschéftigt sich mit dem Zusammenspiel zwischen der Cohomologie
und der modularen Darstellungstheorie endlicher Gruppen. Es ist eine endliche Gruppe
G gegeben und ein Korper k der Charakteristik p, wo p die Gruppenordnung |G| teilt.
Wir betrachten die Gruppenalgebra kG und die endlich-dimensionalen Moduln iiber kG.
Diese entsprechen den modularen Darstellungen von G iiber k.

Die homologische Algebra hat im Laufe ihrer Entwicklung viele niitzliche Techniken ent-
wickelt, um Modulkategorien zu untersuchen. Es liegt auf der Hand, dass diese Techniken
auch einen Beitrag zur modularen Darstellungstheorie liefern konnen. Interessanterweise
zeigt die Entwicklungsgeschichte, dass die Beziehung zwischen diesen beiden Gebieten hi-
storisch erst spét fruchtbar gemacht worden ist: Es dauerte bis in die 70er Jahre, bis in
der modularen Darstellungstheorie explizit die Begriffswelt und die Techniken der homo-
logischen Algebra benutzt worden sind.

Der vorliegende Text stellt einige der Resultate aus den 70er und 80er Jahre zusam-
menhéngend dar und verfolgt einzelne der damals aufgenommenen Faden bis in die letz-
ten Jahre. Die angesprochenen Themen kreisen um Gedanken, die sich wie folgt skizzieren
lassen.

Die Darstellungstheorie beschiftigt sich mit dem Problem, eine Ubersicht iiber alle Dar-
stellungen einer Gruppe G zu gewinnen. Der erste Schritt wird dabei immer in einer
Aufzéhlung der irreduziblen Darstellungen, also der einfachen Moduln bestehen. Im Fal-
le der klassischen Darstellungstheorie endlicher Gruppen iiber C ist damit das Problem
im wesentlichen gelost, denn in diesem Fall ist jeder (endlich-dimensionale) Modul eine
direkte Summe von einfachen. In der modularen Darstellungstheorie ist dies bekanntlich
anders: hier gibt es neben der Bildung der direkten Summe weitere Arten, um Modu-
lerweiterungen zu bilden. Es schliesst sich hier an den ersten Schritt ein zweiter an, der
darin besteht, die verschiedenen Modulerweiterungen zu studieren. Der vorliegende Text
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beschéftigt sich nur mit diesem zweiten Schritt. In der homologischen Algebra werden die
Erweiterungen bekannlich mit Hilfe der Funktoren Ext}.(—, —) beschrieben, welche in
dem Fall, den wir im Auge haben, immer mit Hilfe der Cohmologiegruppe H*(G, —) aus-
gedriickt werden konnen. Damit werden — und dies ist das Thema des vorliegenden Textes
— in natiirlicher Weise Eigenschaften der Cohomologie der Gruppe mit Eigenschaften der
modularen Darstellungen verkniipft.

Wir geben im Folgenden einen kurzen Uberblick iiber den Inhalt. Im einleitenden er-
sten Abschnitt stellen wir die wesentlichsten Grundlagen der Cohomologietheorie der
Gruppen zusammen. Im zweiten Abschnitt definieren wir den in der Darstellungstheorie
zentralen Begriff des Blocks einer Gruppenalgebra ganz im Rahmen der homologischen
Algebra. Im dritten Abschnitt geben wir eine cohomologische Charakterisierung der p-
auflosbaren Gruppen an; die eine Richtung ergibt sich dabei aus dem wohlbekannten Satz
von Gaschiitz, der besagt, dass iiber einer p-auflésbaren Gruppe die treuen einfachen Mo-
duln triviale Cohomologie besitzen. Anschliessend kommen wir im vierten und fiinften
Abschnitt auf Fragen zuriick, die sich aus unserer Definition des Begriffes des Blocks er-
geben: Aussagen iiber die Kompositionsfaktoren der ersten beiden Loewyschichten der
projektiven unzerlegbaren Moduln werden erhalten und die Zentralisatoren dieser Kom-
positionsfaktoren werden untersucht. Im sechsten und siebten Abschnitt formulieren wir
verschiedene cohomologische Charakterisierungen von Formationen von Gruppen; dabei
wird klar, dass dieser Begriff eng mit der Cohomologie der Gruppen verbunden ist. Im
nachfolgenden achten Abschnitt leiten wir Resultate iiber den Zentralisator des aus zwei
Loewyschichten bestehenden Quotienten der projektiven unzerlegbaren Moduln her. Dies
fithrt insbesondere auf eine darstellungstheoretische Charakterisierung der Frattini Un-
tergruppe. Im neunten Abschnitt richten wir unser Augenmerk auf die Frage nach der
Cohmologie von treuen einfachen Moduln; es ist dies eine Frage, die wegen des oben
erwahnten Resultates von Gaschiitz nur fiir nicht p-auflosbare Gruppen von Belang ist.
Im zehnten Abschnitt untersuchen wir, wie die in der Darstellungstheorie bekannten Fong-
reduktionen bei p-auflosbaren Gruppen die Cohomologie beeinflussen.

Die ersten zehn Abschnitte des vorliegenden Textes machen ganz wesentlichen Gebrauch
von der 5-Term-Sequenz in der Cohomologie einer Gruppenerweiterung. Diese Sequenz
ist in der homologischen Algebra als Korollar der Lyndon-Hochschild-Serre-Spektralreihe
wohlbekannt. Wegen ihrer zentralen Stellung ist aber ein elementarer Beweis durchaus
erwiinscht; wir beschreiben aus diesem Grunde einen einfachen Zugang dazu in einem
Anhang zu diesem Text.

Im Unterschied zu den ersten zehn Abschnitten setzen die Abschnitte elf bis dreizehn
des Textes ein grosseres Vorwissen in homologischer Algebra voraus. Der elfte Abschnitt
enthélt einen Beweis eines Satzes von Leonard Scott iiber die Cohomologie von p-auflos-
baren Gruppen. Hier wird die Tatsache beniitzt, dass sich einfache Moduln {iber p-auflos-
bare Gruppen immer hochheben lassen. Schliesslich stellen wir im zwolften und dreizehn-
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ten Abschnitt Resultate zusammen, welche die Frage betreffen, ob Ext;.(A, B) nichttri-
vial sei, wenn A und B einfache Moduln im gleichen Block von kG sind. Hier werden
fortgeschrittene Hilfsmittel der Cohomologietheorie — wie Spektralreihen und die Norm
Abbildung von Evens — verwendet; deren Bereitstellung im Rahmen eines kurzen Textes
ist nicht moglich, und wir miissen in diesem Zusammenhang vollstindig auf die entspre-
chende Lehrbuchliteratur verweisen.

Der vorliegende Text erscheint auf Einladung von Professor Michler in der Skripten-
Reihe der Universitdat Essen. Ich ergreife hier mit Freuden die Gelegenheit, um Gerhard
Michler fiir viele Jahre des Miteinander-Denkens und der persénlichen Freundschaft ganz
herzlich zu danken. Viele der hier dargestellten Gedankengéinge konnen auf Kontakte
zuriickgefithrt werden, die anlésslich von Forschungsaufenthalten am Institut fiir Expe-
rimentelle Mathematik zustande gekommen sind. Die angenehme und der ernsthaften
Tatigkeit so forderliche Atmosphére dieses Institutes hat auch viel zur Endfassung die-
ses Textes beigetragen: Die Zuhorer einer Vorlesungsreihe im Juni 2000 und Oktober
2001 haben mich in verdankenswerter Weise auf viele kleinere und auch gréssere Fehler
aufmerksam gemacht. Ein ganz spezieller Dank gehort Conchita Martinez Pérez und Ger-
hard Michler: beide haben Korrekturen, Anmerkungen und Anregungen beigesteuert, die
zu vielen wesentlichen Verbesserungen in der Endfassung gefiihrt haben.

Ziirich, im Mérz 2002 Urs Stammbach
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1. Cohomologie endlicher Gruppen

Es sei G eine endliche Gruppe, und £ ein Korper der Charakteristik p, wo p die Grup-
penordnung |G| teilt. Wir betrachten die Gruppenalgebra kG. Die endlich-dimensionalen
Moduln iiber kG entsprechen den Darstellungen von G iiber k.

Der endlichen Gruppe G und dem kG-Modul M werden in der homologische Algebra
die Cohomologiegruppen H"(G, M), n > 0 zugeordnet. Das Verfahren besteht darin, dass
man sich zum trivialen kG-Modul k eine kG-projektive Auflosung P — k& — 0 konstruiert,
d.h. eine exakte Sequenz

-—-P,—-P,1—--—>P—-F—-k—0,

wo P, projektive kG-Moduln sind, dann den Komplex Homyg (P, M) bildet und davon
die Cohomologie berechnet. Es soll nicht verschwiegen werden, dass diese einfach zu be-
schreibende Vorschrift im konkreten Fall sehr kompliziert ist und nur in Einzelfillen zur
Berechnung aller Cohomologiegruppen fiihrt. Da helfen auch Computer nur bedingt, in-
dem die Glieder der projektiven Auflésung mit wachsendem n i.a. sehr rasch an Grosse
zunehmen (siehe aber die Computerprogramme von Jon Carlson [C1] und David Green

[Gre]).

Anzumerken ist hier, dass der Korper k durch irgend einen (kommutativen) Ring ersetzt
werden kann. Ublicherweise wird in Texten iiber die Cohomologie der Gruppen als Grund-
ring der Ring Z der ganzen Zahlen verwendet; demgegeniiber beschrinken wir uns hier
im Hinblick auf die modulare Darstellungstheorie auf den Koérper k£ und auf kG-Moduln.

Wir werden hier kaum von der Berechnung dieser Cohomologiegruppen sprechen, sondern
uns auf deren Eigenschaften konzentrieren und auf Beziehungen zwischen der Gruppe G
und deren Cohomologie. Wichtig fiir unsere Zwecke sind dabei insbesondere Aussagen
iiber die explizite Bedeutung der Cohomologiegruppen in niedrigen Dimensionen. Fiir eine
Einfithrung in die Cohomologie der Gruppen verweisen wir auf [HSt, Chapter VIJ; hier
begniigen wir uns, einige der fiir unseren Text grundlegenden Tatsachen in Erinnerung zu
rufen. Wie tiberall in diesem Text bezeichnen wir mit A, B, C, etc. jeweils kG-Moduln.

(1) Es gilt H(G, A) = A® = {a € A | za = a fiir alle x € G} (siehe [HSt], Chapter VI,
Section 3).

(2) Esgilt HY(G, A) = Der(G, A)/Ider(G, A) (siehe [HSt], Chapter VI, Section 4). Dabei
bezeichnet Der(G, A) die abelsche Gruppe der Derivationen d : G — A, d(zy) =
d(z) + zd(y), =,y € G, und Ider(G, A) bezeichnet die Untergruppe der inneren
Derivationen d,(z) = za — a, a € A. Im Spezialfall, wo A ein trivialer kG-Modul
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ist, ist eine Derivation nichts anderes als ein Homomorphismus der (multiplikativen)
Gruppe G in die (additive) Gruppe A; wegen Ider(G, A) = 0 gilt in diesem Fall also
Der(G, A) = Hom(G, A) = Hom(G/G', A).

Die Gruppe H?(G, A) klassifiziert Erweiterungen A — G —» G (siehe [HSt], Chap-
ter VI, Section 10). Dem Nullelement entspricht dabei die Aquivalenzklasse der
zerfallenden Erweiterung A — A x G — G.

Zu einer kurzen exakten Folge A LB S o gehort eine natiirliche lange exakte
Cohomologiesequenz

.= H™G,A) 5 H"(G,B) = H(G,C) % H™ (G, A) — - - .

(sieche [HSt], Chapter VI, p. 189). Dies ist eine elementare homologische Aussage,
welche in &hnlicher Weise fiir jede Cohomologietheorie gilt.

Die lange exakte Cohomologiesequenz beinhaltet auch die Additivitit der Cohomo-
logie. Es gilt
H"(G,A® B)=H"(G,A)® H"(G, B) .

Zu einer Gruppenerweiterung N — G — @ und einem kG-Modul A gehort eine
natiirliche exakte Sequenz von fiinf Termen

0= H'(Q.AY) — H'(G,A) — (H'(N, A))? — H*(Q, AV) — H*(G, A) .

Diese in der homologischen Algebra als Korollar der Lyndon-Hochschild-Serre-Spek-
tralreihe wohlbekannte Sequenz spielt in den nachfolgenden Abschnitten eine zen-
trale Rolle. Wir reproduzieren aus diesem Grunde im Anhang dieses Textes einen
elementaren Beweis dieser Folge. Man beachte, dass AV in offensichtlicher Weise
ein kQ-Modul ist. Die Operation von @ in H'(N, A) setzt sich aus der Konjugation
von G in N zusammen, n — xnz !, und der zugehoérigen Abbildung a +— za von A.

Im Fall, wo N in A trivial operiert, wo also A als ein kQ-Modul angesehen werden
kann, spezialisiert sich die 5-Term-Sequenz zu (siehe [HSt|, Chapter VI, Section 8)

0— HY(Q,A) — H' (G, A) — Homg(N, A) — H*(Q, A) — H*(G, A) .

Diese letztere Sequenz kann dazu beniitzt werden, um den Zusammenhang (siehe
(3)) zwischen H?(Q, A) und den Erweiterungen von @ durch A zu beschreiben. Ist
A — G — @ eine derartige Erweiterung, so ist ihr das Element ¢ € H?*(Q, A)
zugeordnet, das in der 5-Term-Sequenz

0— HYQ,A) — H'(G, A) — Homo(A, A) 5 HX(Q, A) — H*(G, A) .
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als Bild der Identitdt 14 : A — A unter A erhalten wird (siehe [HSt], Chapter VI,
Section 10). Die Operation von @ in der Gruppe H'(A, A) = Hom(A, A) ist dabei
die “iibliche”, d.h. die Diagonaloperation. Die Fixelemente (H'(A, A))? sind dann
offensichtlich gerade die kQ-Modulhomomorphismen.

(7) Fiir die zerfallende Erweiterung A — A x Q — @ liefert die 5-Term-Sequenz die
kurze exakte Folge

0— HY(Q,A) — H'(Ax Q,A) — Homyg(A4,A) — 0 .

Die (Projektions-)Abbildung d : A x @ — A definiert durch d(g,a) = a ist eine
Derivation; sie wird unter H'(A x @, A) — Homyg(A4, A) auf die Identitéit von A
abgebildet (siehe [HSt], Chapter VI, Section 5). W&hlt man ein zu @) konjugiertes
Komplement in A x @, so beschreibt die zugehorige (Projektions-)Abbildung das
gleiche Element in H'(A x @, A), wihrend verschiedene Konjugationsklassen von
Komplementen zu verschiedenen Elementen in H!'(A x @, A) Anlass geben. Es folgt,
dass H'(Q, A) die Anzahl verschiedener Konjugationsklassen von Komplementen in
A x @Q misst. Insbesondere ergibt sich aus H*(Q, A) = 0, dass es nur eine Konjuga-
tionsklasse von Komplementen gibt.

Die 5-Term-Sequenz beschreibt den Einfluss der Cohomologiegruppen von ) und N auf
die Cohomologie der Gruppenerweiterung G in niedrigen Dimensionen. Die entsprechen-
den Cohomologiegruppen von GG werden dadurch natiirlich nicht vollstandig festlegt. Fiir
hohere Dimensionen ist der Zusammenhang noch etwas weniger direkt. Es gibt eine soge-
nannte Spektralreihe (Lyndon-Hochschild-Serre, siehe [HSt])

HYQ,H™(N,A)) = H"(G, A) .

Diese erlaubt es, die Cohomologie von GG durch die Cohomologien von ) und N — in
einem genau umschriebenen Sinn — zu “approximieren”. Wir gehen hier nicht ndher auf
die Theorie der Spektralreihen ein, denn sie ist technisch sehr involviert (siehe dazu [HSt],
Chapter VIII oder [E], Chapter 7). Wir bemerken nur die folgenden Tatsachen, die sich
ohne grossere Schwierigkeiten aus dieser Theorie ergeben und die wir in diesem Text frei
beniitzen werden:

— Sind die Gruppen auf der linken Seite der Spektralreihe fiir alle Indizes [,m > 0
trivial, so folgt H"(G, A) = 0 fiir alle n > 0.

— Gilt H™(N,A) = 0 fir m > 1, so “kollabiert” die Spektralreihe, und man erhélt
einen Isomorphismus

H™"(G,A) = H"(G/N,H°(N, A)) = H*(G/N, A") .
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In den Abschnitten 12 und 13 werden wir allerdings weitere, tiefliegende Eigenschaften
der Lyndon-Hochschild-Serre-Spektralreihe benutzen, wobei wir dort auf entsprechende
Literaturstellen verweisen.

Die Cohomologiegruppen H" (G, A) lassen sich als spezielle Ext-Gruppen auffassen; es
gilt
H"(G,A) = Extia(k, A) .

Man beachte, dass kurze exakte Folgen, eingesetzt an die erste bzw. zweite Stelle des Bi-
funktors Ext, lange exakte Folgen der Ext-Gruppen induzieren. Die lange exakte Ext-Folge
in der zweiten Variablen entspricht dabei der oben erwédhnten langen exakten Cohomo-
logiefolge (siehe (4)). Kann man die Cohomologiegruppen als Ext-Gruppen auffassen, so
kann man andererseits iiber dem Korper k die Ext-Gruppen auch als spezielle Cohomo-
logiegruppen auffassen. Es gilt

Extl'o(B, A) = H"(G, Homy (B, A)) = H"(G, B* @, A) .

Dabei bezeichnet B* den zu B dualen Modul Homy (B, k), Homy(B, A) wie auch B* ® A
tragen die diagonale kG-Modulstruktur.

Aus der Definition der Ext-Gruppen in der homologischen Algebra folgt unmittelbar
Extpo(B,A) = 0 fiir alle n > 1, falls A injektiv oder B projektiv ist. Nun ist kG ei-
ne Frobeniusalgebra, d.h. es gilt kG* ~ kG (sieche [CR], p. 198). Daraus ergibt sich, dass
die beiden Begriffe injektiv und projektiv gleichbedeutend sind (siehe [CR], p. 199). Damit
gilt Ext}n(B, A) = 0 fiir n > 1, falls B oder A projektiv ist. Insbesondere verschwinden fiir
projektive (oder injektive) kG-Koeffizientenmoduln A die Cohomologiegruppen H" (G, A)
in allen positiven Dimensionen.

Falls die Charakteristik des Korpers k die Gruppenordung |G| nicht teilt, so ist nach dem
Satz von Maschke die Gruppenalgebra halbeinfach. In diesem Fall sind alle kG-Moduln
projektiv, und es verschwinden alle Ext-Gruppen und damit auch alle Cohomologiegrup-
pen in positiven Dimensionen. Es gilt demzufolge

Satz 1.1. Es sei A ein kG-Modul, und char k sei kein Teiler der Gruppenordung |G|.
Dann folgt H"(G, A) =0 fiir allen > 1.

Zwei aus der Darstellungstheorie wohlbekannte Operationen an Moduln, ndmlich die Re-
striktion und die Induktion, spielen auch im Zusammenhang mit der homologischen Al-
gebra eine wichtige Rolle. Es sei U eine Untergruppe von G und A ein kU-Modul. Dann
ist der induzierte Modul A 1% gegeben als Homyy (kG, A), wobei kG durch Multiplikation
von rechts in kG operiert. In dquivalenter Weise lisst sich A1¢ als kG ®iy A beschreiben
(siehe [E], p. 36 ff).

Beziiglich der Cohomologie von G bzw. U gilt das folgende beriihmte Lemma von Eck-
mann-Shapiro (siehe [E], p. 36 ff)
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Lemma 1.2. Es sei U eine Untergruppe von G und A ein kU-Modul. Dann gilt

H™(U, A) = H"(G, A19) .

Im Folgenden tritt oft der Fall auf, wo N ein Normalteiler von G ist. Betrachtet man
einen kN-Modul A, induziert nach G und restringiert wieder auf kN, betrachtet man also
AT n, so gilt

A% y= @ 2@ A.

z€G/N
Wir nennen z ® A auch etwa den zu A konjugierten kN-Modul.

In diesen Zusammenhang gehort auch der sogenannte Satz von Clifford, den wir hier nur
in einer abgeschwichten Form und ohne Beweis zitieren (siehe [H|, p. 565).

Satz 1.3. Fs sei A ein einfacher kG-Modul, und N sei ein Normalteiler von G. FEs sei
B ein einfacher kN -Untermodul von A]xn. Dann ist A | eine direkte Summe von zu B
konjugierten Moduln v ® B. Insbesondere ist A |y halbeinfach.

Schliesslich zitieren wir hier noch ein Resultat der Darstellungstheorie, welches das Ver-
halten von einfachen Moduln bei Kérpererweiterungen betrifft (siehe [H], p. 18, die dort
auftretende Voraussetzung iiber die Korpererweiterung ist iiberfliissig).

Satz 1.4. Es set V' ein einfacher kG-Modul. Dann ezistiert ein bis auf Isomorphie ein-
deutig bestimmter F,G-Modul U, so dass V' ein direkter Summand von k®rg, U ist. Ferner
ist Vg, 1somorph zu einer direkten Summe von Kopien von U.

Was die Cohomologie betrifft, so gilt bei Korpererweiterungen der einfache Satz

Satz 1.5. Es sei k C k' eine Korpererweiterung, und U sei ein beliebiger kG-Modul. Dann
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2. Projektive unzerlegbare Moduln

In diesem Abschnitt wollen wir die projektiven unzerlegbaren Moduln betrachten. Sie
spielen in der modularen Darstellungstheorie eine zentrale Rolle. So fiihrt z.B. die Frage
nach den moglichen Modulerweiterungen von (einfachen) Moduln direkt auf Fragen iiber
die Struktur der projektiven unzerlegharen Moduln.

Es seien A und B zwei kG-Moduln. Die mdglichen Aquivalenzklassen von Erweiterungen
B~ E — A werden in der homologischen Algebra durch Ext;,(A, B) beschrieben.

Es seien S; = k, S, ..., S, die (Isomorphieklassen der) einfachen kG-Moduln. Wir defi-
nieren einen Graphen I' = I'(G):

— die Ecken entsprechen den einfachen Moduln S;;

— zwischen S; und S; gibt es eine Kante, wenn Ext;(S;, S;) oder Ext,(S;, S;) nicht
trivial ist.

Der Graph I liefert eine Aufteilung der einfachen kG-Moduln in Klassen. Wir sagen

— S; gehort zum Hauptblock By, wenn .S; und S; = k zur selben Zusammenhangskom-
ponenten des Graphen I' gehoren;

— 5; und S; gehoren zum selben Block B, wenn S; und S; zur gleichen Zusammen-
hangskomponenten des Graphen I' gehoren.

Wir beweisen zuerst die beiden folgenden einfachen Resultate.

Lemma 2.1. Es seien A und B zwei Moduln mit Ext;.(A, B) # 0. Dann existieren
Kompositionsfaktoren M von A und N von B mit Exty.(M, N) # 0.

Beweis. Wir fithren den Beweis mit Induktion nach der Summe s der Kompositionslédngen
von A und B. Fur s = 2 ist nichts zu beweisen. Es sei s > 3. Dann enthéalt A oder B einen
echten einfachen Untermodul. In den beiden Féllen verlduft der Beweis analog: die Rollen
von A und B werden einfach vertauscht. Wir nehmen hier an, dass A einen derartigen
Untermodul A" enthalte. Die lange exakte Ext-Sequenz

- — Ext}o(A/A", B) — Ext}s(A, B) — Ext}s(A,B) — - -

liefert dann Extj,(A/A", B) # 0 oder Ext}-(A’, B) # 0. In beiden Fillen ergibt sich die
Aussage des Satzes dann aus der Induktionsvoraussetzung.
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Lemma 2.2. Fs sei T ein kG-Modul. Bezeichnen By, Bs, ..., B, die verschiedenen Blocke
von kG. Dann lisst sich T schreiben als Ty ®To @ - - - BTy, wo firi=1,2,...,1 der Modul
T; nur Kompositionsfaktoren aus dem Block B; enthdlt.

Beweis. Wir fiihren den Beweis mit Induktion nach der Kompositionsldnge von 7. Es
sei B ein minimaler Untermodul von 7. Nach Induktion ldsst sich dann 7'/ B schreiben
als S1 ® Sy @ --- ® S), wo S; nur Kompositionsfaktoren aus dem Block B; enthélt. Es
bezeichne 7 : T" — T/B die kanonische Projektion. Wenn B zu B; gehort, so setzen
wir T; = 7 1(S;). Wir erhalten dann die exakte Sequenz T; — T —» S’, wobei wir
S =81 DS 1DS; 1D DS gesetzt haben. Wir zeigen, dass diese Sequenz zerfallt.
Angenommen sie zerfalle nicht; dann folgt Ext,(S’, T;) # 0. Gemiss dem vorhergehenden
Lemma gibt es dann Kompositionsfaktoren N von T; und M von S’ mit Ext,o(M, N) # 0.
Dies widerspricht aber der Tatsache, dass M und N geméiss der Definition von S’ und T;
in verschiedenen Blocken liegen.

Aus Lemma 2.2 ergibt sich sofort das Korollar, dass die Kompositionsfaktoren eines un-
zerlegbaren Moduls alle im gleichen Block liegen.

Betrachten wir einen Quotienten () der Gruppe G, so bilden die einfachen kQ)-Moduln
eine Teilmenge der einfachen kG-Moduln. Sind A und B zwei einfache kQ-Moduln, so
liefert die 5-Term-Sequenz den injektiven Homomorphismus

HYQ, A* ® B) = Exty(A, B) — Exty(A, B) = H'(G,A*® B) .

Daraus folgt, dass der Graph I'(Q) ein Teilgraph von I'(G) ist. Insbesondere schliessen wir
daraus, dass zwei einfache kQ-Moduln, die iiber ¢ im gleichen Block liegen, auch iiber G
zum gleichen Block gehoren.

Unter den unzerlegbaren kG-Moduln spielen die unzerlegbaren Summanden von kG (als
Linksmodul) eine Sonderrolle. Es sind dies die sogenannten PIM’s, die projektiven unzer-
legbaren Moduln, kG = P, ® P, ® - - - @ P,,. Es besteht ein natiirliches Interesse daran, die
Struktur der projektiven unzerlegbaren Moduln aufzukldaren. Dazu bietet sich als erstes
Hilfsmittel die Loewy-Reihe an. Diese Reihe wird mit Hilfe des Radikals J der Algebra
kG definiert. Die (absteigende) Loewy-Reihe des Moduls A ist gegeben durch

ADJADJ?PAD - D JTADJA=0.

Sie ldsst sich auch als die am schnellsten absteigende Reihe von Untermoduln von A
definieren, deren sukzessive Quotienten halbeinfach sind.

Es gilt nun der folgende wohlbekannte und grundlegende Satz (siehe [HB], p. 156).

Satz 2.3. Es sei P ein projektiver unzerlegbarer Modul von kG. Dann ist P/JP = M
einfach und P ist durch M (bis auf Isomorphie) eindeutig bestimmit.
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Damit entsprechen die Isomorphieklassen der einfachen kG-Moduln eineindeutig den Iso-
morphieklassen der projektiven unzerlegbaren Moduln. Fiir einen beliebigen Modul A
heisst der Quotient A/JA der Kopfvon A.

Satz 2.4. Es seien A und B zwei einfache Moduln, und P sei der projektive unzerlegbare
Modul mit Kopf A. Dann gilt

Ext,o(A, B) = Homyg(JP/J*P, B) .

Beweis. Es sei P der projektive unzerlegbare Modul mit Kopf A. Dann erhalten wir eine
kurze exakte Folge

JPApPSoA.

Wendet man darauf den Funktor Homyg(—, B) an, so erhélt man
0 — Homyg(A, B) < Homy(P, B) > Homye(JP, B) — Extl (A, B) — 0 .

Da B einfach ist, gilt Homyg(P, B) = Homy(P/JP, B) = Homyg(A, B), so dass £* ein
Isomorphismus ist. Ferner gilt Homyq(JP, B) = Homyg(JP/J?P, B). Damit ist der Satz
bewiesen.

Aus Satz 2.4 folgt, dass die moglichen Erweiterungen von A durch B alle bereits in
den oberen beiden Loewyschichten des projektiven unzerlegbaren Modul P mit Kopf A
realisiert werden.

Liegen die einfachen Moduln A und B nicht im gleichen Block, so impliziert die Defi-
nition der Blocke Ext;,(A, B) = 0. Von dieser Aussage gilt die folgende wohlbekannte
Verallgemeinerung.

Satz 2.5. Es seien A und B zwei einfache Moduln, die nicht im gleichen Block liegen.
Dann ist Exty.(A, B) =0 fir allen =0,1,....

Beweis. Wir fithren den Beweis mit Induktion nach n. Fiir n = 0,1 ist die Aussage des
Satzes trivialerweise richtig. Es sei n > 2. Dann betrachten wir die kurze exakte Folge

JPApSoA.

mit P der projektive unzerlegbare Modul mit Kopf A. Aus der langen exakten Ext-Sequenz
folgt dann
Ext}s'(JP, B) = Ext}+(A, B) .

Waire die linke Seite von Null verschieden, so wiirde ein Kompositionsfaktor M von JP
existieren mit Ext};' (M, B) # 0. Als Kompositionsfaktor des unzerlegbaren Moduls P
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liegt M aber im gleichen Block wie A. Dies wire ein Widerspruch zur Induktionsvoraus-
setzung. Es muss also die linke Seite der Gleichung verschwinden und folglich auch die
rechte. Damit ist der Satz bewiesen.

Wir merken hier an, dass die Umkehrung der Aussage des Satzes im allgemeinen falsch
ist. Auf dieses Thema werden wir in den Abschnitten 12 und 13 zuriickkommen.

Im Folgenden sagen wir, der einfache F,G-Modul A komme in der Gruppe G als
p-Hauptfaktor vor, wenn Normalteiler Ny D N, existieren mit N; /Ny ~ A.

Satz 2.6. Es sei G eine Gruppe, und der F,G-Modul A sei ein Hauptfaktor von G. Dann
liegt A im Hauptblock.

Beweis. Es seien Ny D Ny zwei aufeinanderfolgende Normalteiler in einer Hauptreihe von
G mit N;/Ny = A. Die 5-Term-Sequenz zur Erweiterung

Nl/NQ — G/N2 - G/Nl
mit Koeffizienten A lautet
HY(G/Ny, A) — H'(G/Ny, A) — Homg (N1 /Ny, A) — H*(G/Ny, A) — H*(G /Ny, A) .

Daraus folgt H*(G/N,, A) # 0 oder H*(G/Ny, A) # 0. Interpretiert man die Cohomo-
logiegruppen als Ext-Gruppen, so folgt nach dem vorhergehenden Satz in beiden Féllen,

dass A im Hauptblock eines Quotienten von G liegt. Damit liegt aber A auch im Haupt-
block von G selbst.

Das Resultat liasst sich ohne weiteres auch fiir kG-Moduln aussprechen. Wir sagen, der
einfache kG-Modul A komme in der Gruppe G als k-Hauptfaktor vor, wenn Normalteiler
Ny D N; existieren, so dass A in k ®p, N; /Ny als direkter Faktor vorkommt.

Bemerkung. Wir werden in Abschnitt 4 auf Verschiarfungen von Satz 2.6. eingehen.

Wir fiigen zum Schluss noch einiges zur dualen Situation an. Dual zur absteigenden
Loewy-Reihe eines Moduls A gibt es die aufsteigende Loewy-Reihe oder Sockelreihe:

soci A = socA, soc,A/soc, 1A = soc(A/soc, 1 A) .

Es gilt der Satz, den wir hier ohne Beweis erwihnen, dass der Sockel des projektiven
unzerlegbaren Moduls P mit Kopf A isomorph zu A ist (fiir einen Beweis im Geiste dieses
Textes verweisen wir auf [Se|, p.122).

Wir bemerken ferner, dass durch Dualisieren die absteigende Loewy-Reihe eines Moduls
A in die Sockelreihe des dualen Moduls A* iibergeht und umgekehrt. Wegen kG* ~ kG
ist der duale Modul eines unzerlegbaren projektiven Moduls P* wieder (unzerlegbar)
projektiv: es ist der unzerlegbare projektive Modul mit Kopf (P/JP)*. Durch Dualisieren
ergeben sich deshalb aus den Resultaten dieses Abschnittes auf offensichtliche Weise neue
Resultate. Wir verzichten hier darauf, diese explizit aufzufiihren.
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3. Cohomologische Charakterisierung von p-auflosbaren Gruppen

Es geht in diesem Abschnitt um eine cohomologische Charakterisierung der auflosbaren
Gruppen.

Definition. Die Gruppe G heisst p-auflosbar, wenn die Hauptfaktoren entweder p’- oder
p-Gruppen sind.

Wenn nicht ausdriicklich etwas anderes gesagt wird, bezeichnen in diesem Abschnitt A,
B, M immer F,G-Moduln. Mit CoM bezeichnen wir den Zentralisator von M in G, also
den Normalteiler {z € G | xm = m fiir alle m € M}. Wir werden dabei den Index G
jeweils unterdriicken, wenn er aus dem Kontext klar ist. Ein Modul M mit CM = G
heisst trivial; ein Modul M mit CM = e heisst treu.

Wir beginnen mit einer Reihe von einfachen Hilfssétzen.

Lemma 3.1. Es sei P eine p-Gruppe, und M ein einfacher kP-Modul. Dann gilt M = k.
Wir verzichten hier auf den Beweis dieses wohlbekannten Resultates, siehe [Se], p. 65.
Lemma 3.2. Es sei M ein einfacher trever kG-Modul. Dann folgt O,G = e.

Beweis. Setze N = O,G. Nach dem Satz von Clifford (siehe Satz 1.3) ist M |y eine direkte
Summe von einfachen kN-Moduln. Da N eine p-Gruppe ist, ist k& der einzige einfache
kN-Modul. Daraus folgt, dass N trivial in M operiert. Da M aber als treu vorausgesetzt
wurde, folgt daraus O,G = N = e.

Lemma 3.3. Es sei G # e p-auflosbar, und es sei M ein einfacher treuer kG-Modul.
Dann gilt H'(G, M) =0 fiir allei =1,2,....

Beweis. Nach Lemma 3.2 besitzt G keinen nichttrivialen p-Normalteiler. Da G' p-auflésbar
ist, ist somit N = O,yG nichttrivial. Wir betrachten die zur Erweiterung N — G — G/N
gehorige Hochschild-Serre-Spektralsequenz

H"(G/N, H*(N, M)) = H"(G, M) .

Da N eine p'-Gruppe ist, folgt H*(N, M) = 0 fiir s > 1. Es ergibt sich also der Isomor-
phismus

H™(G,M) = H"(G/N,H°(N,M)) = H*(G/N, M")
Da aber M einfach und treu ist, folgt MY =0, also H"(G, M) = 0.

Anzumerken bleibt hier folgendes. Die Aussage von Lemmas 3.3 fiir die Dimensionen
1 und 2 geht auf Baer [Ba|, Gaschiitz und Lubeseder zuriick (siehe [Gall]. Fiir diesen
Fall ldsst sich der Beweis auch rein gruppentheoretisch fithren. Das Verschwinden der
zweiten Cohomologiegruppe bedeutet, dass jede Erweiterung zerfillt (sieche Abschnitt 1,
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Aussage (3)). Das zusétzliche Verschwinden der ersten Cohomologiegruppe besagt, dass
alle Komplemente der zerfallenden Erweiterung konjugiert sind.

Theorem 3.4. [Stal] Aquivalent sind:
(i) G ist p-auflisbar;
(i) HY(G/CM, M) =0 fiir alle einfachen kG-Moduln M ;
(i) H"(G/CM, M) =0 fir alle einfachen kG-Moduln M und alle n > 1.

Beweis. Fiir die Implikation (i) = (ii) und (i) = (iii) verweisen wir auf Lemma 3.3. Es
ist damit lediglich die Implikation (ii) = (i) zu beweisen.

Es ist offensichtlich, dass es geniigt, den Beweis fiir den Korper F,, zu fiithren. Ist ndmlich
M ein einfacher F,G-Modul, so ist k ®p, M eine direkte Summe von einfachen
kG-Moduln My, Ms, ..., M;, deren Zentralisatoren CM; alle gleich C'M sind. Die Be-
dingung H™"(G/CM,M) = 0 ist also gleichbedeutend mit H"(G/CM;, M;) = 0 fiir
i=1,2,...,1. Fiir den Rest des Beweises geniigt es also, k als [, aufzufassen.

Dazu bemerken wir zuerst, dass sich die Eigenschaft (ii) auf Quotientengruppen vererbt.
Wir betrachten demzufolge einen kleinsten Verbrecher, also eine Gruppe G, welche die
Eigenschaft (ii) besitzt, aber nicht p-auflésbar ist.

Wir nehmen zuerst an, dass G einfach ist. Dann muss G nichtabelsch sein und zwar von
einer Ordnung, die durch p geteilt wird; andernfalls wiare G p-auflosbar. Laut Voraus-
setzung verschwindet die 1-Cohomologie fiir alle einfachen nichttrivialen Moduln; da G
einfach ist und damit perfekt, verschwindet die 1-Cohomologie auch fiir den trivialen Mo-
duln k. Daraus folgt dass die 1-Cohomologie jedes kG-Moduls trivial ist. Dies steht aber im
Widerspruch zur Tatsache, dass der vom trivialen Modul iiber der p-Sylow-Untergruppe
induzierten Modul nichttriviale 1-Cohomologie besitzt.

Es sei nun e # N C G ein minimaler Normalteiler von GG. Dann kann N nicht p-auflosbar
sein, denn andernfalls wire G/N ein echter nicht p-auflosbarer Quotient von G, der die
Voraussetzung des Theorems erfiillt. Dies widerspricht der Minimalitdt von G.

Damit ist /V nicht p-auflosbar. Da N von kleinerer Ordnung ist als GG, existiert ein einfacher
kN-Modul B mit H'(N/CB, B) # 0. Insbesondere ist B # k. Aus der 5-Term-Sequenz
zu CB »— N —» N/CB folgt H'(N/CB, B) C H'(N, B). Damit ist H'(N, B) # 0.

Wir betrachten nun A = Homyy (kG, B). Es gilt
HY(G,A) = H'(G,Homyn(kG,B)) = H'(N,B) #0 .

Es gibt somit einen kG-Kompositionsfaktor A’ von A mit H'(G, A’) # 0. Da G die
Voraussetzungen des Theorems erfiillt, folgt D = C' A’ # e. Als kN-Modul ist A und damit



20 U. Stammbach: Cohomologie und Darstellungstheorie

auch A’ halbeinfach und die direkten Summanden B; sind zu B konjugierte k/N-Moduln.
Der Zentralisator in N von Bj; ist G-konjugiert zu CB, also von N verschieden. Als
Durchschnitt von Konjugierten von C'B ist damit auch der Zentralisator Cy(A’) = DNN
in N von N verschieden. Nun war aber N ein minimaler Normalteiler von G; also folgt
Cn(A") = e. Es enthélt also G/D eine Kopie von N, so dass G/ D nicht p-auflosbar ist. Es
erfiillt aber andererseits die Voraussetzungen des Theorems und ist von kleinerer Ordnung
als G. Dies ist ein Widerspruch zur Minimalitdt von G. Damit ist Theorem 3.4 bewiesen.
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4. Die Kompositionsfaktoren von JP/J*P

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit der Struktur von JP/J?P und zwar vor
allem im Falle, wo P der projektiv unzerlegbare Modul mit trivialem Kopf ist. Wir be-
schranken uns zuerst auf den Grundkorper IF, und erhalten das Resultat fiir einen belie-
bigen Grundkoérper anschliessend als Korollar. Analoge Resultate wie fiir JP/J?P lassen
sich durch Dualisieren auch fiir socs P erhalten; wir verzichten hier darauf, diese explizit
zu formulieren.

Definition. Der F,G-Modul A heisst ein split p-Hauptfaktor von G, wenn Normalteiler
Ny, Ny von G existieren, mit Ny /Ny >~ A als F,G-Modul und so, dass die Erweiterung

Nl/NQ — G/N2 —» G/Nl

zerfallt.

Satz 4.1. Es sei G eine Gruppe und A ein einfacher IF,G-Modul mit Zentralisator C'A und
Endomorphismenring D = Endg,(A), der in einer Hauptreihe von G s = s(G, A)-mal
als split p-Hauptfaktor vorkommt. Dann gilt

dlmDHl(G,A) = dlmDH1<G/CA,A> + s .

Beweis. Ist A treu, C’A = e, so ist nichts zu beweisen, denn A kann in diesem Fall nicht als
Hauptfaktor von G vorkommen. Es sei also A nicht treu, CA # e. Wir fithren in diesem Fall
den Beweis mit Induktion nach der Gruppenordnung. Es sei /N ein minimaler Normalteiler
von G, der in C'A enthalten ist. Wir betrachten die Erweiterung N — G - G /N und die
zugehorige 5-Term-Sequenz

0— HY(G/N, A) 5 HY(G, A) — Homg(N, A) > H*(G/N, A) .

Wie aus der zu CA — G — G /C A gehorigen 5-Term-Sequenz folgt, hat man ferner injek-
tive Abbildungen o : HY(G/CA, A) — HY(G,A) und 8 : H(G/CA, A) — H'(G/N, A).
Nach Induktion gilt s(G/N, A) = dimp(coker 3).

(a) Es sei N # A, also Homg (N, A) = 0. Dann folgt s(G/N, A) = s(G, A). Ferner ist 7*
ein Isomorphismus und damit coker av = coker . Damit gilt s(G, A) = dimp(coker «).
(b) Es sei N ~ A und die Erweiterung N — G — G/N zerfalle nicht. Dann folgt
natiirlich s(G,A) = s(G/N,A). Andererseits ist A(1l4) # 0, so dass die Abbildung
A : Homg,(A, A) — H?*(G/N,A) injektiv und damit 7* ein Isomorphismus ist. Wie
in (a) folgt dann coker av = coker 5 und s(G, A) = dimp(coker ).
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(c) Es sei N ~ A und die Erweiterung N — G — G/N zerfalle. In diesem Fall
folgt s(G,A) = s(G/N,A) + 1. Andererseits ist A(1l4) = 0, so dass die Abbildung
A : Hom,G(A, A) — H?(G/N, A) trivial ist. Es folgt dimp(coker o) = dimp(coker 3)+1.

Damit ist der Satz vollstindig bewiesen.

Wir bemerken, dass der Satz 4.1 beinhaltet, dass die Zahl s = s(G, A) von der gewéhlten
Hauptreihe von G unabhingig ist. Das Resultat von Satz 4.1 lasst sich wegen Satz 1.5
ohne Schwierigkeiten auf die Situation eines beliebigen Grundkorpers k& ausdehnen. Die
Definition eines split-p-Hauptfaktors ist fiir diese Zwecke in offensichtlicher Weise zu ver-
allgemeinern: Ist A ein split-p-Hauptfaktor von G, so sind die einfachen Summanden von
k ®r, A die zugehorigen split-k-Hauptfaktoren von G. Es ergibt sich dann aus Satz 4.1
bzw. aus dessen Verallgemeinerung auf beliebige Korper, die folgende Charakterisierung
p-auflosbarer Gruppen.

Korollar 4.2. Genau dann ist die Gruppe G p-auflisbar, wenn fir jeden einfachen
kG-Modul A die Dimension von H'(G,A) iiber D = Endya(A) gerade gleich der Viel-
fachheit ist, mit der A in einer Hauptreihe als split k-Hauptfaktor auftritt.

Beweis. Geméss Abschnitt 3 ist G genau dann p-auflésbar, wenn H'(G/CA, A) = 0 gilt
fiir jeden einfachen kG-Modul A. Die Behauptung ergibt sich dann sofort aus Satz 4.1.

Bemerkung. Die Richtung von links nach rechts ist ein friihes, beriihmtes Resultat von
Gaschiitz. Die andere Richtung ist in dieser Form bei Willems [W2] zu finden.

Es sei P der projektive unzerlegbare Modul mit Kopf k. Dann kann dimpH'(G, A) als
Vielfachheit von A in JP/J?P interpretiert werden (siehe Satz 2.4). Der Satz 4.1 besagt,
dass diese Vielfachheit mindestens so gross ist wie die Vielfachheit, mit der A in einer
Hauptreihe von G als split k-Hauptfaktor auftritt. Ferner ist nach Korollar 4.2 die Gruppe
G genau dann p-auflésbar, wenn die beiden Vielfachheiten fiir alle einfachen £G-Moduln
iibereinstimmen.

Wir fiigen hier noch folgendes an, wobei wir uns der Einfachheit halber wieder auf den
Fall des Grundkorpers F,, beschrénken. Die zur Erweiterung CA — G — G/C A gehorige
5-Term-Sequenz liefert

0— H'(G/CA, A) — H'(G, A) — Homg(CA, A) & H2(G/CA, A) — H%(G, A) .

Wir lesen aus der Exaktheit eine weitere Interpretation von s = s(G, A) ab:

Satz 4.3.

s = s(G, A) = dimp{ker A : Homg(CA, A) — H*(G/CA, A)} .
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Es sei §: CA — A ein nichttriviales Element dieses Kernes. Setzen wir N = ker (3, so gilt
CA/N ~ A. Das kommutative Diagramm

0 — HYG/CA,A) — HYG/N,A) — Homg(A,A) = H*G/CA,A)
| l Lo |
0 — HYG/CA,A) — HYG,A) — Homg(CAA) 5 H*G/CA,A)

liefert A’(14) = 0, so dass die Erweiterung CA/N — G/N — G/CA zerféllt. Damit ist
CA/N einer der split-p-Hauptfaktoren von G isomorph zu A. Es ergibt sich aus dieser
Uberlegung, dass die split-p-Hauptfaktoren von G isomorph zu A alle unmittelbar “unter”
C' A vorkommen.

Das Korollar 4.2 beschreibt fiir p-auflésbare Gruppen G diejenigen einfachen kG-Moduln
A mit nichttrivialer Einscohomologie, ja es beschreibt sogar die Dimension von H'(G, A).
Wir wenden uns zum Schluss dieses Abschnittes noch der Verallgemeinerung zu, indem
wir versuchen, zu einem einfachen kG-Modul A diejenige einfachen kG-Moduln B zu
beschreiben mit Ext, (A, B) # 0. Die Resultate sind nicht vollstindig, insbesondere ist
die Dimension von Ext, (A, B) nicht in jedem Fall ohne weiteres bestimmbar.

Satz 4.4. Es sei G p-auflosbar, und es seien A und B zwei einfache kG-Moduln mit
CA # CB. Dann gilt fir K =CANCB

Extyq(A, B) = Homyq(H, (K, k) ® A, B) .

Wir erinnern daran, dass die erste Homologiegruppe von K mit Koeffizienten in k£ durch
Hi(K,k)=k® (K/K"- KP)

gegeben ist. Insbesondere ist K/K’- K? ein elementar abelscher p-Faktor der Gruppe G.

Beweis. Nach Voraussetzung ist K echt in C A oder C'B enthalten. Es sei CA D K. Setze
) =G/K und N = CA/K < G/K. Da B einfach ist, folgt nach Lemma 3.2 O,N = e,
also L = Oy N # e. Mit Hilfe der Lyndon-Hochschild-Spektralreihe der Erweiterung
L — @ — @Q/L erhilt man dann

HI(Q, A" ® B) = H/(Q/L, (A" ® B)") = H'(Q/L, A" B*) = 0.

letzteres wegen BY = 0.

Die 5-Term Sequenz der Erweiterung K — G — (@) lautet dann

0— HY(Q,A*® B) = H(G,A* ® B) — Homyq(K, A*® B) — H*(Q,A* ® B) ,
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so dass aus dem obigen Resultat folgt

Ext; (A, B) = H' (G, A* ® B) = Homg(K, A* ® B) .

Ein noch etwas besseres Resultat, wenigstens fiir den Hauptblock, lasst sich erhalten,
wenn man den Spezialfall einer Gruppe von p-Lange 1 betrachtet. Eine Gruppe G heisst
bekanntlich von p-Lénge 1, wenn sie die Eigenschaft G = O,,,yG besitzt (sieche [H], p.
688 ff).!

Satz 4.5. Es sei G von p-Ldnge 1 und es seien A und B einfache kG-Moduln im Haupt-
block von kG. Dann gilt

Extio(A, B) = Homye(H, (C, k) ® A, B)

mit C == Op/pG.

Beweis. Wir betrachten die Gruppenerweiterung C' — G — G/C. Da G/C eine p'-Gruppe
ist, liefert die zur Erweiterung gehdrige 5-Term-Sequenz sofort

HY(G,A* ® B) = Homg(C, A* ® B) .

Daraus folgt die Behauptung.

Falls A (und B) nicht im Hauptblock liegen, so ist meines Wissens bereits im Falle von
Gruppen der p-Lénge 1 kein vollstdndiges Resultat bekannt. Fiir p-nilpotente Gruppe
vergleiche man Korollar 5.4. Die Schwierigkeiten treten bei den Moduln mit CA = C'B auf.
Teilresultate finden sich in [Stad]. Die Fong-Reduktionen (siehe [F], p. 411 ff) erlauben im
p-auflosbaren Fall prinzipiell ein rekursives Verfahren zur Berechnung der Ext-Gruppen,
es lésst sich aber im konkreten Fall kaum einsetzen. Fiir weitere Details verweisen wir auf
Abschnitt 10.

'Wir werden in Korollar 5.7 beweisen, dass einfache Moduln im Hauptblock von kG von O,,G zen-
tralisiert werden.
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5. Die Zentralisatoren der Kompositionsfaktoren von P/J*P

Wir formulieren die Resultate in diesem Abschnitt fiir P/J2P. Analoge Resultate las-
sen sich fiir socg P durch Dualisieren erhalten. Wir verzichten darauf, diese explizit auf-
zufiihren.

Wir beginnen mit einer einfachen Aussage iiber die Blocke einer Gruppe G mit
p’-Normalteiler N.

Satz 5.1. Es sei G eine Gruppe mit p'-Normalteiler N. Es seien A und B zwei einfache
kG-Moduln im gleichen Block. Dann sind die Mengen der Isomorphietypen von einfachen
kN -Summanden von A | und B |y identisch.

Beweis. Die Moduln A und B sind im Graph I durch einen Kantenweg verbunden, wo jede
Kante einer nichtverschwindenden Ext-Gruppe entspricht. Wir diirfen also Ext; (A, B) #
0 annehmen. Da N eine p’-Normalteiler ist, haben wir den Isomorphismus

Extyo(A, B) = H'(G,Hom(A, B)) = H'(G/N, Homyn (A, B)) .

Es gilt also Homyy(A, B) # 0. Die halbeinfachen Moduln A |y und B |y enthalten
folglich mindestens einen isomorphen einfachen kN-Summanden A,. Aus Satz 1.3 folgt
schliesslich, dass sowohl A |y wie B |y aus einer direkten Summe der zu Ay konjugierten
Moduln (mit bestimmten Vielfachheiten) besteht. Damit ist der Satz bewiesen.

Korollar 5.2. FEs liege der einfache kG-Modul A im Hauptblock von kG. Dann folgt
Oy G C Ci(A).
Beweis. Fiir N = Oy G betrachten wir die Restriktionen A |y und % | 5. Nach Satz 5.1 sind

die Isomorphietypen der einfachen Summanden identisch. Damit muss A |y eine direkte
Summe von Kopien von k sein.

Korollar 5.3. Die Gruppe G, deren Ordung durch p geteilt wird, ist genau dann
p-nilpotent (G = Op,G), wenn k der (bis auf Isomorphie) einzige einfache Modul im
Hauptblock ist.

Beweis. Es sei zuerst G p-nilpotent, also G = O,,G. Nach Korollar 5.2 ist dann ein

einfacher Modul A im Hauptblock von G = O,,G ein Modul iiber G/O,G, also tiber
einer p-Gruppe. Es folgt A = k nach Lemma 3.1.

Ist umgekehrt G # O,,G, so enthélt G/O,,G ein (nichttriviales) p’-Element d. Es sei
D die von N = O,G und d in G erzeugte Untergruppe. Die 5-Term-Sequenz, die zur
Erweiterung N — D — D/N gehort, liefert dann den Isomorphismus

H*(D, B) = Homyy (N, B) .
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Wiéhlt man also fiir B einen nichttrivialen einfachen kD-Quotienten von k ® N/N’, so
besitzt B nichttriviale 1-Cohomologie iiber kD. Schliesslich folgt, dass C' = B 1¢ nicht-
triviale 1-Cohomlogie iiber G besitzt. (Mindestens) ein Kompositionsfaktor von C' besitzt
dann ebenfalls nichttriviale 1-Cohomologie. Andererseits sind die einfachen Summanden
des halbeinfachen Moduls C'| p zu B konjugiert und deshalb nichttrivial.

Das Korollar 5.3, dessen Aussage auf Brauer zuriickgeht, ldsst sich auf nichttriviale Mo-
duln ausdehnen (siehe [Mil], p. 545).

Korollar 5.4. Aquivalent sind:
(i) G ist p-nilpotent;
(ii) fiir einfache kG-Moduln A und B mit A # B gilt stets Exty (A, B) = 0;

(iii) jeder Block von kG enthdlt (bis auf Isomorphie) nur einen einzigen einfachen Modul.

Beweis. Geméss Definition eines Blocks sind die Aussagen (ii) und (iii) dquivalent. Die
Implikation (iii) = (i) ist nach obigem klar: Wenn der Hauptblock nur aus k besteht,
so ist die Gruppe p-nilpotent. Es bleibt, die Implikation (i) = (ii) zu beweisen. Es sei
GG also p-nilpotent, und es seien A und B einfache kG-Moduln. Es ist zu zeigen, dass
aus Ext; (A, B) # 0 stets A = B folgt. Wegen 0 # Ext; (A, B) = H'(G, Hom(A, B))
und da der Hauptblock einer p-nilpotenten Gruppe nur den einzigen einfachen Modul &
enthilt, muss k als Kompositionsfaktor von Hom(A, B) und sogar als Kompositionsfaktor
in dessen Sockel vorkommen. Damit folgt 0 # (Hom(A, B))¢ = Homyg(4, B). Dies war
zu beweisen.

Im Folgenden verwenden wir einfachen homologische Techniken, um Aussagen iiber die
Zentralisatoren von Moduln zu erhalten. Wir beginnen mit einem Resultat von Pahlings
(siehe [P2]).

Satz 5.5. Es sei P der projektive unzerlegbare Modul mit Kopf A. Es sei C die Klasse
der Kompositionsfaktoren von P/J*P. Dann gilt

(1 CB=0,,CA.

BeC

Der Beweis beruht auf dem folgenden homologischen Resultat; es verallgemeinert die Fro-
beniusreziprozitit — diese wird {iblicherweise mit dem Funktor Hom (= Ext®) formuliert
— auf die Funktoren Ext".

Lemma 5.6. Es sei H eine Untergruppe von G, und es sei A ein kG-Modul und B ein
kH-Modul. Dann gilt
Extio(A, B19) = Ext} (Al B) .
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Beweis. Es sei P — A — 0 eine kG-projektive Resolution von A. Dann gilt

Ext;o(A, B1) = H*(Homyg(P, Homyy(kG, B))
= Bxt},(Aly, B).

Letzteres gilt, da P | y— A | g— 0 eine kH-projektive Resolution von A | g ist. Damit ist
das Lemma vollsténdig bewiesen.

Beweis des Satzes. Setze H = Op,(C'A). Wir zeigen H C CB fiir alle B € C. Dies ist
klar fiir A selbst. Wir betrachten die zur Erweiterung H — G — G/H gehorige 5-Term-
Sequenz

0— HY(G/H,(A*® B)") - H'(G,A*® B) — (H'(H,A* ® B))“ .

Ist B ein Kompositionsfaktor von JP/J2P, so folgt Ext,.(A, B) = H(G, A* ® B) # 0.
Somit ist mindestens eine der anderen Gruppen ebenfalls nichttrivial.

(a) Es gelte HY(G/H, (A* ® B)") # 0. Dann folgt Homy g (A, B) # 0. Wegen A |p= Pk
folgt BY # 0. Da B einfach ist, impliziert dies B¥ = B, d.h. H C CB.

(b) Es gelte H'(H, A*®B) # 0. Wegen A |y= @ k gilt H'(H, A*®B) =@ H'(H, B |n).
Aber B |g ist eine direkte Summe von einfachen kH-Moduln B;, die alle zueinander
konjugiert sind. Es folgt, dass alle B; triviale kH-Moduln sind oder keines davon. Da H
p-nilpotent ist, muss aber mindestens eines der B; trivial sein. Damit sind alle trivial, und
es gilt auch in diesem Fall H C CB.

Es bleibt zu zeigen, dass K = (|CB p-nilpotent ist. Wir nehmen an, K sei nicht
p-nilpotent. Dann gibt es einen einfachen nichttrivialen k¥K-Modul B mit H'(K, B) # 0.
Mit K C C' A folgt dann

Extyq(A, B1%) = Exty(Alx, B) = @ Extig(k, B) = @ H' (K, B) #0 .

Daraus lisst sich schliessen, dass es in B T¢ einen Kompositionsfaktor M gibt mit
Exty (A, M) # 0. Nun ist M 7€k eine direkte Summe von zu B konjugierten Moduln.
Die Gruppe K operiert also nichttrivial in M. Daraus folgt, dass CM N K eine echte
Untergruppe von K ist. Dies ist ein Widerspruch. Damit ist gezeigt, dass K p-nilpotent
ist.

Korollar 5.7. Es seien A und B zwei einfache kG-Moduln im gleichen Block. Dann gilt
OppCA = O,,CB. Insbesondere gilt O,,,G C CA fiir A im Hauptblock von G.

Beweis. Nach dem obigen Satz gilt fiir zwei einfache Moduln A und B mit Ext,, (A4, B) # 0
sofort O,,CA C CB. Damit gilt O,,CA C O,,CB. Die umgekehrte Inklusion ergibt
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sich, indem man zu den dualen Moduln A*und B* iibergeht. Dies beweist die Aussage des
Korollars, denn im Graph I" sind die Moduln A und B durch einen Kantenweg verbunden,
wobei eine Kante durch das Nichtverschwinden der entsprechenden Ext-Gruppe gegeben
ist.

Korollar 5.7 verallgemeinert ein Resultat von Pahlings [P2]. Zusammen mit der Tatsache,
dass die Kompositionsfaktoren eines projektiv unzerlegbaren Moduls P im gleichen Block
liegen wie der Kopf P/JP, ergibt sich aus Satz 5.5 und Korollar 5.7 das folgende Resultat
von Michler [Mi2] und Willems [W1].

Korollar 5.8. Es sei P der projektiv unzerlegbare Modul mit Kopf A. Es sei D die Klasse
der Kompositionsfaktoren von P. Dann gilt

() CB=0,,CA.

BeD

Der folgende Satz betrifft ein dazu verwandtes Resultat.

Satz 5.9.

(a) Fir die Gruppe G bezeichne D' die Klasse der (nicht notwendigerweise abelschen)
p-Hauptfaktoren. Dann gilt
() CB=0,G.

BeD’

(b) Es sei G p auflosbar und D" bezeichne die Klasse der (notwendigerweise abelschen)
split-p-Hauptfaktoren. Dann gilt

() CB=0,,0G.

BeD"”

Beweis. (a) Die abelschen p-Hauptfaktoren von G liegen im Hauptblock; sie werden al-
so durch O,,G zentralisiert. Man betrachte eine durch O,,G gehende Hauptreihe, und
es sel N1 D Ny ein nichtabelscher p-Hauptfaktor. Dann gilt [Ny, O,,G] C Opp,G C No.
Damit zentralisiert O,,,G alle p-Hauptfaktoren. Es sei umgekehrt T' der Zentralisator der
p-Hauptfaktoren. Dann zentralisiert 7" a fortiori alle p-Hauptfaktoren von G, die unter-
halb von T liegen. Damit zentralisiert T" auch alle p-Hauptfaktoren von T'. Insbesondere
kann T keine nichtabelschen p-Hauptfaktoren enthalten, und es folgt ausserdem, dass T’
p-nilpotent ist.

(b) Hier bemerken wir, dass fiir p-auflésbare Gruppen die split p-Hauptfaktoren nach
Korollar 4.2 mit den direkten Summanden von JP/J*P des projektiven unzerlegbaren
Moduls mit Kopf £ iibereinstimmen. Die Behauptung ergibt sich dann aus Satz 5.5.
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Schliesslich fiigen wir hier noch zwei weitere Resultate an, die sich aus den bisherigen
ohne weiteres ergeben.

Korollar 5.10. Es sei G p-auflisbar. Es sei A ein treuer einfacher Modul. Dann ist jeder
einfache Modul im Block von A ebenfalls treu.

Beweis. Dies folgt sofort aus Korollar 5.7, da fiir eine nichttriviale p-auflosbare Gruppe
der Normalteiler O,/,G stets nichttrivial ist.

Es sei G eine Gruppe der p-Lange 1, d.h. es gelte G = O,y G. Wir charakterisieren
diese Gruppen unter den p-auflésbaren durch eine Eigenschaft der split-Hauptfaktoren,
bzw. durch eine darstellungstheoretische Eigenschaft. Das Resultat geht zuriick auf Isaacs-
Smith [IS] und Pahlings [P1].

Satz 5.11. Es sei G p-auflosbar, und P sei eine p-Sylow-Untergruppe von G. Dann sind
die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) G ist von p-Linge 1;

(i) st M ein einfacher Modul im Hauptblock von kG, dann ist die Einschrinkung von
M auf den Normalisator NP von P ebenfalls einfach;

(iii) ist M ein split Hauptfaktor von G, so ist die Einschrdinkung von M auf den Nor-
malisator NP von P einfach.

Beweis. Ist G von p-Lénge 1 und ist P eine p-Sylow-Untergruppe von G, so gilt G =
NP -0O,G. Wen nun M ein einfacher Modul im Hauptblock von G ist, so wird er von O,
zentralisiert; damit ist M ein (einfacher) N P-Modul. Dies beweist die Implikation (i) =
(ii).

Die p-Hauptfaktoren von G liegen im Hauptblock von F,G. Dies beweist die Implikation
(i) = (iii).

Nach Satz 5.9 ist die direkte Summe D der split p-Hauptfaktoren von G ein treuer Modul
tiber G/O,,G. Ist nun D auch halbeinfach iiber NP, so ergibt sich daraus, dass P in

D trivial operiert. Also gilt P C O,,G, so dass G von p-Lénge 1 ist. Dies beweist die
Implikation (iii) = (i).
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6. Cohomologische Charakterisierungen von Formationen

In diesem Abschnitt werden wir lokale Fomationen von Gruppen cohomologisch charak-
terisieren. Ist G eine Gruppe in einer gegebenen lokalen Formation, so beinhalten die hier
behandelten Resultate Aussagen iiber die Cohomologie von G.

Definition. Die Gruppe G heisst p-tiberauflosbar, wenn ihre Hauptfaktoren entweder
p'- oder p-Gruppen und die p-Hauptfaktoren zyklisch sind.

Der Vollstéandigkeit halber erwidhnen wir die wohlbekannte Tatsache, dass sich die
p-Nilpotenz einer Gruppe in analoger Weise durch eine Eigenschaft der Hauptfaktoren
charakterisieren lédsst (sieche [H], p. 428):

Die Gruppe G heisst p-nilpotent, wenn die Hauptfaktoren entweder p’- oder p-Gruppen
und die p-Hauptfaktoren zyklisch mit trivialer G-Operation sind.

Satz 6.1. [Stal] Aquivalent sind
(i) G ist p-iiberauflosbar;
(ii) H'(G, M) =0 fiir alle einfachen F,G-Moduln M mit dimg, M > 2;
(iii) H™(G, M) =0 fiir alle einfachen F,G-Moduln M mit dimg, M > 2 und alle n.

Beweis. Wir beweisen zuerst die Implikation (i) = (iii). Es sei G p-iiberauflosbar und M
ein einfacher IF,G-Modul mit dimg, M > 2. Nach Theorem 3.4 gilt H"(G/CM, M) = 0
fiir alle n. Mit Induktion nach der Lénge [ einer G-Hauptreihe von C'M beweisen wir
H™"(G,M) = 0. Fur [ = 0 gilt G/CM = G, und es ist nichts zu beweisen. Es sei
N C CM ein minimaler Normalteiler in G. Ist N von p/-Ordnung, so gilt natiirlich
H™"(G,M) = H"(G/N,M) =0. Ist N eine p-Gruppe, so ist N zyklisch der Ordnung p.
Dann ist aber H*(N,F,) = F,, wobei der Querstrich andeutet, dass die G-Operation
moglicherweise nicht trivial ist. Damit folgt

H*(N, M) = Hom(H,(N,F,), M) = Hom(F,, M) = M ,
wobei M ein einfacher F,G-Modul derselben Dimension wie M ist. In der Spektralreihe
H"(G/N,H*(N,M)) = H"(G,M)
ist dann nach Induktion die linke Seite immer trivial, also auch die rechte Seite. Dies war
zu beweisen.

Wir bemerken hier, dass der Beweis (i) = (iii) auch aus der Tatsache folgt (siehe [FG]),
dass fiir p-auflésbare Gruppen jeder einfache Modul im Hauptblock ein Kompositionsfak-
tor eines Tensorproduktes von p-Hauptfaktoren von G ist. Da die p-Hauptfaktoren einer
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p-iiberauflosbaren Gruppe alle eindimensional sind, folgt daraus, dass auch alle einfachen
Moduln im Hauptblock eindimensional sind: Die Cohomologie einer p-iiberauflosbaren
Gruppe kann also nur fiir eindimensionale einfache Moduln nichttrivial sein.

Es bleibt, die Implikation (ii)= (i) zu beweisen. Es sei also M ein einfacher Modul mit
dimg, M > 2, dann ist nach Voraussetzung H'(G, M) = 0, also auch H'(G/CM, M) = 0.
Ist dimg, M =1, so ist G/CM eine endliche Automorphismengruppe von [, also von
p’-Ordnung. Dann ist trivialerweise H!'(G/CM, M) = 0. Nach Theorem 3.4 folgt, dass G
p-auflosbar ist.

Es bleibt zu zeigen, dass die p-Hauptfaktoren von G zyklisch sind. Die Eigenschaft (ii)
vererbt sich auf Quotienten. Wir fithren deshalb den Beweis mit Induktion nach der
Gruppenordnung. Es sei N ein minimaler Normalteiler von G. Nach Induktion ist G/N
p-iiberauflosbar. Ist N eine p’-Gruppe, so ist mit G/N auch G p-tiberauflosbar. Ist N eine
p-Gruppe, also ein einfacher G-Modul, so haben wir die 5-Term-Sequenz

0 — H(G/N,N)— H*(G,N) — Homg(N, N) — H*(G/N,N) — H*(G,N) .

Nach Induktion ist G/N p-iiberauflosbar. Fiir dimg, N > 2 folgt also geméss der bereits
bewiesenen Implikation (i) = (iii), dass die Gruppen H'(G/N, N) und H*(G/N, N) trivial
sind. Damit haben wir H'(G, N) = Homg(N, N) # 0 im Widerspruch zur Eigenschaft
(ii). Damit muss N zyklisch von p-Ordnung sein, und mit G/N ist auch G p-iiberauflésbar.

Aus diesem Satz lassen sich — wie im Falle p-nilpotenter Gruppen (siehe Korollar 5.4) —
sofort Folgerungen iiber die Blocke von p-iiberauflésbaren Gruppen ziehen.

Korollar 6.2. Der Hauptblock einer p-iiberauflosbaren Gruppe G enthdlt nur eindimen-
sionale einfache Moduln.

Beweis. Es sei M ein einfacher Modul im Hauptblock von F,G. Dann sind M und
F, im Graph I' durch einen Kantenweg verbunden. Nach Induktion, diirfen wir also
annehmen, dass ein eindimensionaler Modul F, existiert mit ExtIIFpG(]Fp,M ) # 0 bzw.

ExtIIFpG(M ,F,) # 0. Wir betrachten nur den ersten Fall; der Beweis des anderen Falles
verlauft analog. Es ergibt sich

0 7£ EthleG<Fp7 M) = EthleGaFm HOHI(FP, M)) = HI(G7 HOHI(FP, M)) )
wo M = Hom(F,, M) wiederum einfach ist. Aus Satz 6.1 folgt dann, dass M und damit
M eindimensional sind.
Korollar 6.3. Aquivalent sind:
(i) G ist p-iiberauflosbar;

(ii) sind A und B einfache F,G-Moduln mit Ext,-(A, B) # 0 so folgt stets B = F,®A
fiir einen eindimensionalen, méglicherweisen nichttrivialen F,G-Modul IF),.
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(iii) sind A und B einfache F,G-Moduln im selben Block von F,G, so gibt es einen
eindimensionalen, méglicherweisen nichttrivialen F,G-Modul F, mit B = F, ® A.

Beweis. Geméss Definition eines Blocks sind die Aussagen (ii) und (iii) dquivalent. Die
Implikation (iii) = (i) ist nach obigem klar: Wenn der Hauptblock nur eindimensio-
nale einfache F,G-Moduln enthélt, so ist die Gruppe p-iiberauflésbar. Es bleibt also
noch (i) = (ii) zu zeigen. Es sei also G p-iiberauflésbar, und es seien A und B einfache
F,G-Moduln. Wegen 0 # Ext; (A, B) = H'(G,Hom(A, B)) und da der Hauptblock einer
p-iiberauflosbaren Gruppe nur eindimensionale einfache Moduln enthélt, muss im Sockel
von Hom(A, B) ein Modul der Form F,, vorkommen. Dann folgt aber

0 7é Homppg(Fp, HOIH(A, B)) = HOIIleGan, HOIH(FP ® A, B) = HOHIFpg<Fp & A, B) .

Da sowohl Fp ® A wie B einfach sind, sind sie isomorph.

Es ist klar, dass analog zur cohomologischen Charakterisierung der p-iiberauflésbaren
Gruppen des Satzes 6.1 auch eine cohomologische Charakterisierung der p-nilpotenten
Gruppen gegeben werden kann. In der Tat ldsst sie sich aus den Resultaten im Abschnitt 5
direkt ablesen. Wir schieben die explizite Formulierung hier noch etwas auf und beweisen
zuerst eine Verallgemeinerung des Satzes 6.1 auf lokal definierte Formationen F. Wir
beginnen mit der Definition und zwei Standardresultaten Lemma 6.4 und 6.5 (siehe [H],
p. 696 ff).

Definition. Eine Klasse C von Gruppen heisst eine Formation, wenn stets gilt
(i) mit G € C folgt G/N € C;

(11) mit G/Nl,G/NQ eC fOlgt G/N1 N N2 eC.

Der allgemeinen Sprachregelung folgend betrachten wir auch die leere Klasse als Forma-
tion.

Es sei nun fiir jede Primzahl p eine Formation C(p) gegeben. Man definiert die durch C(p)
gegebene lokale Formation F durch die Bedingung

G € F < fiir jeden p-Hauptfaktor A von G gilt G/C(A) € C(p) .

Wir erwahnen die folgenden expliziten Beispiele:

(a) Es sei C(p) = {e} und C(q) = G fiir ¢ # p, wobei G die Formation aller Grup-
pen bezeichnet. Dann ist die dadurch lokal definierte Formation F die Formation der
p-nilpotenten Gruppen.
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(b) Es sei C(p) = A,—1 und C(q) = G fiir ¢ # p, wobei A,_; die Formation der endlichen
abelschen Gruppen bezeichnet, deren Exponent p — 1 teilt. Dann ist die dadurch lokal
definierte Formation die Formation der p-iiberauflosbaren Gruppen.

(c) Es sei C(p) = Q und C(q) = G fiir ¢ # p, wobei Q die Formation der p’-Gruppen
bezeichnet. Dann ist die dadurch lokal definierte Formation F die Formation der Gruppen
von p-Lénge 1.

Lemma 6.4. Die Formation F sei lokal definiert durch C(p). Dann sind dquivalent:
(a) G € F;
(b) G/O,,G € C(p) fiir p mit C(p) # 0 und p [|G| fir p mit C(p) = 0.

Beweis. Es sei G € F. Bezeichnet D die (endliche!) Klasse aller p-Hauptfaktoren von G,
so gilt ();ep CM = OppG (siche Satz 5.9). Damit folgt G/O,,G € C(p).

Es sei umgekehrt G/O,,,G € C(p). Ist M ein p-Hauptfaktor von G. Dann ist O,,,G C C'M,
so dass folgt G/CM € C(p). Da dies fiir alle p gilt, folgt G € F.

Mit ®(G) bezeichnen wir im Folgenden wie iiblich die Frattini-Untergruppe von G.

Lemma 6.5. Die Formation F sei lokal definiert durch C(p). Dann ist die Formation F
gesdttigt, d.h. aus G/®G € F folgt stets G € F .

Beweis. Es sei G eine Gruppe mit G/®G € F, also mit G/®G/0,,(G/®G) € C(p). Aus
Opp(G/PG) = 0,,,G/PG folgt dann sofort G/O,,,G € C(p), also G € F.

Wir gehen hier auf die Umkehrung der Aussage in Lemma 6.5 nicht ein, die ebenfalls
giiltig ist, siehe [Schl].

Satz 6.6. [BSS] Die Formation F sei lokal definiert durch C(p) = C und C(q) = G fir
q # p. Dann sind dquivalent:
i) GeF;
(i) HY(G, M) =0 fiir alle einfachen kG-Moduln M mit G/CM ¢ C;
(iii) H™"(G, M) =0 fiir alle einfachen kG-Moduln M mit G/CM ¢ C und alle n > 1.

Beweis. Wir beweisen zuerst die Implikation (i) = (iii). Es sei G € F, und M ein einfacher
kG-Modul mit G/CM ¢ C. Wegen G € F folgt nach dem Lemma 6.4 G/O,,G € C. Es
ist also CM 2 O,,G, und damit kann M nicht im Hauptblock liegen (siehe Korollar 5.7).
Die Cohomologiegruppen H™(G, M) miissen also trivial sein.

Fiir die Implikation (ii) = (i) bemerken wir zuerst, dass sich die Voraussetzung (ii) auf
Quotienten vererbt. Es sei G die Gruppe kleinster Ordnung, welche die Voraussetzung (ii)
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erfiillt, aber nicht in F liegt, und es sei N ein minimaler Normalteiler von G. Dann ist
G/N € F. Da F eine Formation ist, ist N der einzige minimale Normalteiler von G. Denn
wére N ein weiterer minimaler Normalteiler, so wire G/NNN = G € F, im Widerspruch

zur Voraussetzung. Ausserdem muss p die Ordnung von N teilen. Andernfalls wire mit
G/N auch G in F.

Es sei zuerst N nichtabelsch. Dann ist H'(N, k) = Homg(N/N', k) = 0. Es gibt also einen
einfachen nichttrivialen kN-Modul B mit H'(N, B) # 0. Betrachte A = Homy(kG, B).
Dann ist H'(G, A) = HY(N, B) # 0, und es existiert somit ein Kompositionsfaktor M
von A mit H'(G, M) # 0. Uber N ist der Modul A und damit auch der Modul M eine
direkte Summe von zu B konjugierten Moduln B®. Daraus folgt CyM C Cy(B*) C N.
Da N ein minimaler Normalteiler von G ist, folgt CxM = e, also Co(M)N N =e. Da N
der einzige minimale Normalteiler ist, folgt schliesslich Cg(M) = e. Wegen H' (G, M) # 0
ist aber laut Voraussetzung G = G/CcM € C. Dies wiederum wiirde G € F implizieren,
im Widerspruch zur Annahme G ¢ F.

Es bleibt, den Fall zu betrachten, wo N abelsch ist, also einem einfachen F,G-Modul
entspricht. Wir behaupten N € ®G. Wire namlich N C &G, so wire G/ PG als Quotient
von G/N in F. Da aber die lokale Formation F geséttigt ist, wiirde sich daraus G € F
ergeben, im Widerspruch zur Voraussetzung. Aus N ¢ ®G folgt, dass die Erweiterung
N — G — G/N zerfillt. Wir betrachten nun CgN. Da N der einzige minimale Normal-
teiler von G ist, folgt wegen des Zerfallens der Erweiterung CqN = N. Nun liefert die
5-Term-Sequenz zu N — G — G/N

0 — H'Y(G/N,N) — H'(G, N) — Homg,n (N, N) > H*(G/N, N)

wegen A(ly) = 0 das Resultat H'(G, N) # 0. Damit folgt aber auch H'(G,V) # 0
fir die einfachen direkten Summanden von k£ ®p, N. Wegen C'V = C'N ergibt sich dann
G/CV =G/CeN = G/N € C, und somit G € F, wiederum im Widerspruch zur Annah-
me G ¢ F.

Damit ist der Satz vollstindig bewiesen.

Die oben erwéhnten Charakterisierungen von p-nilpotenten und p-iiberauflésbaren Grup-
pen sind Spezialfille des Satzes 6.6. Die p-nilpotenten Gruppen bilden die lokale Formation
definiert durch C(p) = {e} und C(q) = G fiir ¢ # p, und die p-iiberauflosbaren Gruppen
die lokale Formation, wo C(p) gleich der Klasse der abelschen Gruppen von Exponent p—1
ist und C(q) = G fiir ¢ # p. Korollar 6.3 iiber die Charakterisierung von p-iiberauflosbare
Gruppen enthélt in der Formulierung den Koérper F,. Im Lichte der Charakterisierung
von lokalen Formationen lésst sich leicht folgendes erkennen. Die Aussagen

(i) HY(G, M) =0 fiir alle einfachen kG-Moduln M mit dim,M > 2;
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(i) H"(G, M) =0 fir alle einfachen kG-Moduln M mit dimyM > 2 und alle n.

sind #dquivalent. Sie charakterisieren die Formation F der k-iiberauflésbaren Gruppen,
also der Gruppen, welche die Eigenschaft besitzen, dass alle p-Hauptfaktoren abelsch sind
und — wenn tensoriert mit £ — in eine direkte Summe von eindimensionalen kG-Moduln
zerfallen. Ist |k| = p", so ist F die Formation, die lokal durch die Vorschrift C(p) = Apn_;
und C(q) = G fiir ¢ # p definiert ist. Dabei ist A,»_; die Formation der endlichen abelschen
Gruppen, deren Exponent p" — 1 teilt.

Die Gruppe A, ist offensichtlich nicht 2-iiberauflosbar, sie ist aber k-iiberauflésbar fiir
k = ]F4.

Schliesslich merken wir an, dass sich Korollar 6.3 in evidenter Weise von p-iiberauflésbaren
auf k-tiberauflosbare Gruppen verallgemeinern lésst.
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7. Cohomologische Charakterisierungen via Tate-Cohomologie

In diesem Abschnitt verallgemeinern wir eine Charakterisierung p-nilpotenter Gruppen
von Hoechsmann-Roquette-Zassenhaus [HRZ]|, welche die Tate-Cohomologie verwendet.

In der Tate-Cohomologie (fiir endliche Gruppen) wird die gewohnliche Cohomologie und
Homologie einer Gruppe in einer doppelt unendlichen Sequenz zusammengefasst, wobei
in der Dimension Null die Definition leicht variiert werden muss. Im Detail ist die Tate-
Cohomologie wie folgt definiert. Es sei G eine endliche Gruppe und A ein kG-Modul.
Wir betrachten die Normabbildung N : A — A die durch N(a) = (3 ,cqz)a, a € A
definiert ist. Diese induziert die Abbildung N: Ag = Hy(G, A) — H°(G, A) = A%, Die
Tate-Cohomologiegruppen H "(G,A), —oo < n < o0, sind dann gegeben durch

H™(G, A) fir n>0,

- coker N fir n=20
H" A) = - )
(G, 4) ker N fir n=-1,

H_ ., 1(G/A) fir n<-—1.

Hoechsmann-Roquette-Zassenhaus haben die folgende Charakterisierung p-nilpotenter
Gruppen angegeben (siche [HRZ]):

Satz 7.1. Aquivalent sind:
(i) G ist p-nilpotent;
(i) Ist A ein kG-Modul mit H (G, A) # 0 fiir gewisses i, so folgt H' (G, A) # 0;

(i) Ist A ein kG-Modul mit H'(G, A) # 0 fiir gewisses i, so folgt H'(G, A) # 0 fiir alle
l.

Der Beweis dieses Satzes verldauft vollig analog zum Beweis des nachfolgenden Satzes,
der eine #hnliche Charakterisierung von k-iiberauflosbaren (bzw. p-iiberauflosbaren, fiir
k =TF,) angibt.

Satz 7.2. Aquivalent sind:
(i) G ist k-iiberauflosbar;

(ii) Ist A ein kG-Modul mit H(G, A) # 0 fiir gewisses i, so gibt es einen eindimensio-
nalen Modul k mit H' (G, Hom(k, A)) # 0;
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(i) Ist A ein kG-Modul mit_f[i(G,A) # 0 fiir gewisses i, so gibt es fir alle I einen
eindimensionalen Modul k, abhingig von I, mit H'(G, Hom(k, A)) # 0.

Beweis Wir beweisen zuerst die Implikation (iii) = (i). Dazu stiitzen wir uns auf die
Charakterisierung der k-iiberauflosbaren Gruppen, die am Schluss des Abschnittes 6
gegeben worden ist. Es sei M ein einfacher kG-Modul mit H'(G, M) # 0. Dann exi-
stiert nach (iii) ein eindimensionaler Modul % mit H°(G, Hom(k, M)) # 0. Daraus folgt
H°(G,Hom(k, M)) = Homyg(k, M) # 0. Damit ist M ~ k. Nach dem Resultat am Ende
des Abschnittes 6 ist G' k-iiberauflésbar.

Die Implikation (ii) = (iii) folgt in einfacher Weise durch “dimension shifting”, indem
man beniitzt, dass fiir einen projektiven (und deshalb auch injektiven) kG-Modul P der
Modul Hom(k, P) wiederum projektiv (und injektiv) ist.

Es bleibt, die Implikation (i) = (ii) zu beweisen. Es sei also G k-iiberauflosbar, und es sei
H (G, A) # 0. Dabei diirfen wir offensichtlich annehmen, dass die Kompositionsfaktoren
von A alle im Hauptblock von kG liegen. Da A nicht injektiv ist, gibt es eine nichttri-
viale Modulerweiterung A »— E —» C. Also ist Ext;-(C, A) # 0. Es gibt dann einen
Kompositionsfaktoren M von C mit Ext; (M, A) # 0. Da die Kompositionsfaktoren von
A im Hauptblock liegen, liegt auch M im Hauptblock. Nach der Charakterisierung der
k-iiberauflésbaren Gruppen am Schlusse des Abschnittes 6 ist M eindimensional, M ~ k.
Wir erhalten

0 # Extio (M, A) = Extl,(k, A) = Ext},(k, Hom(k, A)) = H'(G, Hom(k, A)) .

Dies war zu beweisen.

Es ist klar, dass sich Satz 7.2 auf lokal definierte Formationen ausdehnen lasst. Es sei
C eine beliebige Formation, und es sei F die lokale Formation definiert durch F(p) = C
und F(q) = G fiir ¢ # p. Dabei bezeichnet G die Formation aller Gruppen. Wir rufen in
Erinnerung, dass ein kG-Modul B F-zentral genannt wird, wenn gilt G/CgB € C.

Satz 7.3. Aquivalent sind:
(i) G e F;

(i) st A ein kG-Modul mit ]f[f(G,A) £ 0 fiir gewisses i, so gibt es einen einfachen
F-zentralen Modul B mit H'(G,Hom(B, A)) # 0;

(iii) ist A ein kG-Modul mit ]:Ii(G,A) # 0 fir gewisses i, so gibt es fiir alle I einen
einfachen F-zentralen Modul B, abhingig von [, mit H'(G,Hom(B, A)) # 0.

Beweis Der Beweis folgt Schritt fiir Schritt dem Beweis des Satzes 7.2. Die Implikationen
(iii) = (i) und (ii) = (iii) bieten dabei keinerlei Schwierigkeiten, indem die Rolle der
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eindimensionalen Moduln im Satz 7.2 hier durch die F-zentralen Moduln iibernommen
und die Charakterisierung der Formation F aus Satz 6.6 verwendet wird.

Auch der Beweis der Implikation (i) = (ii) verlduft analog. Anzumerken bleibt hier nur
die bereits im Beweis des Satzes 6.6 verwendete Tatsache, dass ein einfacher Modul M im
Hauptblock automatisch F-zentral ist. Aus G € F und G/CeM ¢ C wiirde mit Lemma
6.4 namlich G/0,,G € C folgen. Es wire also CoM 2 O,,G, und dies wiire nach Korollar
5.7 ein Widerspruch zur Tatsache, dass M im Hauptblock liegt.
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8. Der Zentralisator von P/J*P

Wir beweisen hier zuerst ein allgemeines Resultat {iber den Zentralisator einer Moduler-
weiterung und wenden dieses anschliessend an, um Aussagen iiber den Zentralisator von
P/J?P zu erhalten.

Es seien A und B zwei Moduln iiber kG. Wir betrachten eine Erweiterung B — E — A.
Sie werde beschrieben durch ¢ € Ext, (A, B). Es seien CA und C'B die Zentralisatoren
von A bzw. B. Wir stellen die Frage: Was ist der Zentralisator CE von E?

Natiirlich gilt CE C CA N CB. Wir interpretieren Ext, (A, B) als H'(G, A* ® B). Fiir
einen Normalteiler N C C'A N CB betrachten wir den Beginn der 5-Term Sequenz

0 — HY(G/N,A*® B) % H(G, A* ® B) 2 Homg(N, A* @ B) .

Satz 8.1. [Stad] (a) Fir N=CANCB gilt
CFE =ker(B(&§): N - A*® B) .

(b) Fir N CCANCB gilt
CENN =ker(f(§): N - A"® B) .

Beweis. Wir beweisen hier nur (a); der Beweis von (b) verlduft analog. Wir betrachten

CE —» G —» G/CE

ol | ™l
N — G — G/N.

Dieses kommutative Diagramm gibt Anlass zu

0 — HYG/N,A*®B) % HYG,A*®B) 2 Homg(N,A*® B)
™ | | ot |

0 — HYG/CE,A*®B) & HYG,A*®B) 2 Home(CE,A*® B) .
Die Erweiterung & : B — E — A wird iiber G/CFE realisiert, d.h. es existiert
¢ e H(G/CE,A* ® B)

mit @(¢') = & Damit ist 3(€) = o*B(&) = o*(n), n = B(§). Daraus folgt n|cr = 0,

t =0
d.h. CE Ckern =ker 3(§) C N.
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Man setzt nun im obigen Diagramm an Stelle Von_N den Normalteiler N = ke£ 7 ein.
Dann erhilt man $(¢) = 0, und es existiert somit & € H'(G/N, A* ® B) mit a(€) = &.
Dies bedeutet, dass £ : B — FE — B iiber G/ N realisiert ist, d.h. N C CE.

Bemerkung. Es seien & : B; — E; — A, i = 1,2 zwei (Aquivalenzklasen von) Moduler-
weiterungen und & + & 0 By @ By — E — A ihre Summe. Dann ist CE = C'E; N CEs.
Dies ergibt sich aus dem obigen Satz oder auch direkt aus der Konstruktion der Summe
von Erweiterungen.

Vom homologischen Satz 8.1 machen wir jetzt die folgende darstellungstheoretische An-
wendung. Es sei A ein einfacher Modul von kG, und P der projektive unzerlegbare Modul
mit Kopf A. Wir betrachten P/J*P und stellen die Frage: Was ist der Zentralisator
C(P/J?P)?

Wir wissen, dass P/J?P eine Modulerweiterung
JP/J?*P > P/J*P — A

ist, wobei die Kompositionsfaktoren im halbeinfachen Modul JP/J?P gerade diejenigen
einfachen B’s mit Ext, (A, B) # 0 sind. Dabei ist bekannt:

— OyCA C CP fur P (siehe [P]);
— 0y,CA C CD fir alle Kompositionsfaktoren D von P (siehe Korollar 5.8);

- 0y,CA = (CD, wobei der Durchschnitt iiber alle Kompositionsfaktoren von
P/J?P zu erstrecken ist (siehe Satz 5.5).

Damit folgt
0,CACC(P/J*P)C O,,CA .

Diese Ungleichungen werden wir im Folgenden verschérfen. Aus obigem ergibt sich, dass
wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit O, CA = e annehmen diirfen, denn dieser
Normalteiler operiert trivial in allen involvierten Moduln und fiir diese Moduln stimmen
die Cohomologiegruppen von G und G/0O,CA iiberein.

Wir betrachten die Fitting-Untergruppe F'G von G. Unter der getroffenen Voraussetzung
gilt FGNCA = 0,CA. Wir betrachten ausserdem die Frattiniuntergruppe ®(G) von G.
Nach einem Resultat von Gaschiitz (|G|, siehe auch [H], p. 279) ist F'G/®G halbeinfach

und die Erweiterung

FG/®G — G/dG — G/FG
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zerféllt. Es folgt, dass F' := FG N CA/®G N CA ein halbeinfacher F,G-Modul ist und
dass die Erweiterung

F — G/(®GNCA) —» G/(FGNCA)

| |
Q Q/F

zerféllt. Fiir das Folgende setzen wir k ®p, F' = @ B;. Es sei nun
B;®AJJ(B;® A) =P C .

Dann gibt jede Projektion 7j : B; ® A — Cj; Anlass zu einer (injektiven!) Abbildung
L+ Bj — A* ® Cj. Damit erhalten wir Abbildungen

ﬁznleF—];éBjHA*@le.
Wir betrachten nun das Diagramm
HY(Q/F,F) — HYQ,F) — Homg(F, F) = H?(Q/F,F)

HYQ/F,A*@Cy) — HYQ,A*®Cj) — Homg(F,A*®Cy) = H*Q/F,A*®Cy)

Aus A(1p) = 0 folgt, A(n*(1r)) = A(n;;) = 0. Damit gibt jedes 7;; Anlass zu einem
nichttrivialen Element ¢;; € H(Q, A* ® C};) = Ext,lﬁQ(A, Cj1). (Dies bedeutet — nebenbei
bemerkt — dass die C}; nicht nur iiber G sondern sogar iiber Q(!) in JP/J?P vorkommen.)
Fiir die Erweiterung ¢;; : Cj — Ej; — A erhalten wir geméss unserem Satz 8.1

FNCEj = ker(n;) = ker(r;)
und fiir die Summe E der Erweiterungen Ej; erhalten wir
FNCE=FN(\CE;=()FNCE;) =nNker7; =e¢ .

Fiir die Gruppe @ ist somit der Zentralisator C'E trivial. Da ferner geméss der 5-Term
Sequenz die Abbildung H'(Q, A* ® —) — H'(G, A* ® —) injektiv ist, folgt der folgende
Satz 8.2. Fiir A im Haupblock sind die Resultate von Satz 8.2 und Satz 8.4 in [Stad] zu
finden, der allgemeine Fall wird, mit etwas anderen Methoden, in [La2] behandelt.

Satz 8.2. [Stad], [La2] Es sei A ein einfacher kG-Modul, und P sei der projektive unzer-
legbare Modul mit Kopf A. Dann gilt

C(P/J*P) C WG ,
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wobet WeoaG durch VouG/O0yCA=®(G/OyCA)NCAJ/O,CA definiert ist.

Korollar 8.3. [Stad] Fir A=k gilt C(P/J*P) = V.G .

Beweis. Es ist zu zeigen, dass unter der Voraussetzung O,yG' = e die Frattini-Untergruppe
®G in C(P/J?P) liegt. Wir beweisen dies, indem wir nachweisen, dass jede kG-Modul-
erweiterung B — E — k iiber G/®G realisiert wird, d.h. dass fiir jeden einfachen Modul
B gilt: HY(G, B) = H'(G/®G, B). Dabei geniigt es, dies fiir F,, an Stelle von k zu bewei-
sen, denn das allgemeine Resultat ergibt sich dann durch Tensorieren mit k. Wir fithren
den Beweis mit Induktion nach der Lange einer durch ®G laufenden Hauptreihe. Da nur
im Falle ®G # e etwas zu beweisen ist, betrachten wir einen minimalen Normalteiler C'
von G mit C' C ®G. Dann zerfillt die Erweiterung C' — G — G/C nicht (siehe [H], p.
268). Wir betrachten die zugehorige 5-Term-Sequenz

0 — HY(G/C, B) — H'(G, B) — Homa(C, B) > H*(G/C, B)

Fiir den F,G-Modul B, B # C ergibt sich daraus H'(G/C, B) = H'(G, B). Es sei also
B = C. Dann ist A(1¢) = £ # 0. Da C einfach ist, ist Homg(C, C') ein Schiefkérper
und A ist ein Vektorraum-Homomorphismus. Es folgt, dass A injektiv ist, so dass auch
in diesem Fall gilt H'(G, B) = H'(G/C, B). Da G/C eine kiirzere Hauptreihe besitzt, ist
damit der Beweis vollsténdig.

Mit Korollar 8.3 lasst sich der urspriingliche Satz noch etwas verschérfen:
Satz 8.4. [Stad], [La2] Es sei A ein einfacher kG-Modul, und P der projektive unzerlegbare
Modul mit Kopf A. Dann gilt

VeaCAC C(P/J*P) C UeaG .

Beweis. Wie oben kénnen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit O, CA = e anneh-
men; in diesem Fall gilt geméss Definition Vo CA = ®CA. Es sei £ : B — E — A eine
nichttriviale Erweiterung. Fiir CA — G — G/C A betrachten wir die 5-Term-Sequenz

HY(G/CA,(A*®B)°4) % HY(G, A*®B) & HY(CA, A*@B)¢ & H2(G/CA, (A*®B)°4).

Ist 3(€) = 0, so folgt (A* ® B)¢4 # 0, d.h. B4 # 0, also CB D CA. Ferner ist £ eine
Erweiterung tiber G/CA, d.h. CE = CA D ®CA = VU ,4CA.

Ist B(§) =n # 0. Dann folgt H'(CA, A* ® B) # 0. Es sel B |ca= € B;. Dann gilt

H'(CA,A*®B) =D H'(CA, B)) .
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Nach Korollar 8.3 ist jede nichttriviale Modulerweiterung B; — E — k iiber C'A eine
Erweiterung iiber CA/®CA. Damit folgt auch in diesem Fall CE D ®CA = U4 CA.

Wir merken schliesslich noch an, dass Conchita Martinez Pérez in ihrer Dissertation [Mal]
in Zaragoza kiirzlich Beispiele angegeben hat, mit denen gezeigt wird, dass die beiden
Ungleichungen i.a. echt sind (siehe auch [LaMa2]).

(1) Es sei H = A4, die alternierende Gruppe auf vier Objekten, und es sei char k = 3. Es
bezeichne U den dreidimensionalen einfachen und projektiven kH-Modul. Es sei schliess-
lich G die durch die nichtzerfallende Erweiterung N — G — H mit N = 3 gegebene
Gruppe. Wir betrachten nun U als kG-Modul. Als solcher ist U nicht projektiv, und es
existiert deshalb eine nichtzerfallende Modulerweiterung W — V' — U. Der Zentralisator
CeV kann dann N nicht umfassen, den sonst wire die Erweiterung iiber H realisierbar
und sie miisste wegen der Projektivitit von U zerfallen. Damit gilt C(P/J*P) = e, aber
andererseits Vo 4G = N. In diesem Beispiel ist also die zweite der beiden Inklusionen von
Satz 8.4 echt.

(2) Es sei H die Gruppe SL(2,3), und G die durch die nichtzerfallende zentrale Erweite-
rung
N—G—-»H

mit N = [F3 gegebene Gruppe. Laut Konstruktion sind sowohl H wie auch G 3-nilpotent.
Wir betrachten den natiirlichen 2-dimensionalen F3H-Modul (bzw. F3G-Modul) V. Es
ist dann CgV = N und damit Ve, CV = ®(CV) = e. Da sowohl H wie auch G 3-nil-
potent sind mit zyklischer 3-Sylow-Untergruppe, sind die zu V' gehorigen unzerlegbaren
projektiven Moduln einreihig, ndmlich mit 3 Kompositionsfaktoren isomorph zu V' iiber H
bzw. mit 6 Kompositionsfaktoren isomorph zu V iiber G. Es folgt Cy(Py/J?Py) = e und
damit Cq(Pg/J*Pg) = N. In diesem Beispiel ist somit die erste der beiden Inklusionen
von Satz 8.4 echt.
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9. Zur Cohomologie treuer einfacher Moduln

Gemiiss den Resultaten des Abschnittes 3 gilt fiir eine p-auflosbare Gruppe und fiir einen
beliebigen einfachen kG-Modul M stets M mit H'(G/CM, M) = 0. Andererseits gibt es
zu einer nicht p-auflésbaren Gruppe G, deren Gruppenordnung durch p teilbar ist, immer
einen einfachen kG-Modul M mit H'(G/CM, M) # 0. In diesem Abschnitt untersuchen
wir die Situation ndher. Zu diesem Zweck betrachten wir eine Gruppe H und einen treuen
einfachen kG-Modul V mit H*(H, V) # 0. Ferner nehmen wir an, dass der Grundkérper k&
algebraisch abgeschlossen ist. Die Resultate gehen zuriick auf Kovacs [K] und Aschbacher-
Scott [AS].

Satz 9.1. Es sei H'(H,V) # 0. Dann besitzt H einen eindeutig bestimmten minimalen
Normalteiler L # e. Ferner ist L nichtabelsch und p teilt dessen Ordnung.

Der Beweis dieses Satzes stiitzt sich auf Lemma 9.2 und 9.3 ab; das letztere ist ein Resultat
von Gruenberg [Gr].

Lemma 9.2. Es sei N ein Normalteiler von G, und M ein kG-Modul mit M™ = 0. Dann
gilt HY (G, M) = H'(N, M)®.

Beweis. Dies ergibt sich direkt aus der zur Gruppenerweiterung N — G — G/N gehorigen
5-Term-Sequenz.

Lemma 9.3. Es sei G = S x T, und M sei ein nichttrivialer einfacher kG-Modul mit
HY(G,M) # 0. Dann zentralisiert S oder T den Modul M. Gilt S C CM, so folgt
HYG,M)=H\T,M).

Beweis. Es sei T'¢ CM. Dann gilt M7 = 0. Mit Lemma 9.2 ergibt sich daraus sofort
0 # HY(G,M) = HY(T,M)%. Da k algebraisch abgeschlossen ist, gilt M = M; ® M,
wobel M, ein einfacher k£S-Modul und M5 ein einfacher £7-Modul ist. Damit erhalten wir
HYT, M)¢ = MY @ HY(T, M,). Daraus ergibt sich M # 0, also S C CM; und S C C'M.
Dies war zu beweisen.

Beweis des Satzes. Es seien K und L verschiedene minimale Normalteiler von H. Setze
N = K x L. Da V treu ist, gilt V¥ = 0 und mit Lemma 9.2 folgt daraus 0 # H*(G,V) =
HY(N,V)9. Damit ist H'(N,V) # 0, und es gibt einen einfachen direkten Summanden
W des nach Clifford halbeinfachen kN-Moduls V' |y mit H'(N, W) # 0. Nach Lemma
9.3 muss dann K oder L den Modul W zentralisieren; nach Clifford miisste dann K oder
L auch V zentralisieren. Dies ist aber ein Widerspruch, da V' treu vorausgesetzt wurde.
Dies beinhaltet auch, dass N nicht abelsch ist und p die Ordung von N teilt.

Satz 9.4. Es sei H'(H,V) # 0, und L sei der eindeutig bestimmte minimale Normalteiler
von H. Dann gibt es einen einfachen direkten Faktor S von L, so dass fiir A := NyS ein
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einfacher kA-Untermodul V von 'V ezistiert mit
6 V=717,
(ii) Ca(V) = Cy(S) =: B.

Bemerkung. Damit ist V ein treuer A/B-Modul. Die Gruppe A/B enthilt (eine Kopie
von) S. Der zugehorige Quotient von A/B ist geméss Schreier-Vermutung als Automor-
phismengruppe der einfachen Gruppe S auflésbar.

Korollar 9.5. B B
HY(H,V)=H'(A/B,V) = H'S, V)" .

Beweis des Korollars. Es gilt HY'(H,V) = H'(H,V 1) = H'(A,V) . Die 5-Term-Sequenz
zur Erweiterung B — A — A/ B liefert

0— H'(A/B,V) — H' (A, V) — Homyu(B,V) .

Da S trivial in B operiert, operiert es auch trivial in jedem A-Bild von B. Andererseits ist

v = 0, so dass Homu(B,V) = 0 folgt. Mit Hilfe von Lemma 9.2 ergibt sich aus V=0
weiter HY(A/B,V) = H'(S,V)%. Damit ist der Beweis des Korollars 9.5 vollstindig.

Beweis des Satzes. Wir betrachten die Restriktion V' | ;= Vi ®Vo®- - -®V, mit V; homogen.
Aus 0 # HY(H,V) = HY(L, V)" folgt H(L,V) # 0 und schliesslich H'(L,V;) # 0 fiir
ein gewisses i. Ist W der einfache kL-Untermodul des isotypischen Moduls V;, so gilt
also HY(L,W) #0. Wegen L = S; x Sy x -+ x S, ergibt sich aus Lemma 9.2, dass j
existiert mit W% = 0 und W5 = W fiir i # j. Wir setzen S = S; und betrachten die
Trigheitsgruppe 7' von W. Dann ist V; ein einfacher £7-Modul mit V; 7= V.

Wir behaupten nun 7' C Ny S =: A.

Es ist zu zeigen, dass S = S; ein Normalteiler von 7" ist. Es sei x € T'. Wir betrachten
2718z, Als Untergruppe von L = S} x Sy X --- x S, ist 2718z einer der Faktoren S = S;.
Wiire i # j, so wiirde s € S wegen s(zw) = z(x~'szw) trivial in TV operieren. Dies steht
im Widerspruch zur Tatsache, dass x in der Tragheitsgruppe von W liegt.

Wir setzen V' = V; 1. Dann ist V' einfach, denn es gilt V 1= ((V;)14)17= V. Ferner ist
V eine kA-Untermodul von V.

Damit ist Teil (i) des Satzes bewiesen.

Um (ii) zu beweisen, stellen wir zuerst fest, dass laut Konstruktion S nichttrivial in V'

operiert. Es folgt 0 = V=77 = VBXS, wo wir B = Cg(S) gesetzt haben. Nun gilt

wegen V = V 1 und mit Lemma 9.2

0#4H (H,V)=H"(AV)=H(BxS,V)*.



46 U. Stammbach: Cohomologie und Darstellungstheorie

Insbesondere folgt HY(B x S,V) # 0. Es sei V' einer der einfachen direkten Summanden
von V | pxg mit H'(B x S, V") # 0. Dann folgt mit Lemma 9.3, dass B oder S in V' trivial
operiert. Nach Konstruktion operiert S in V und damit auch in V’ nichttrivial. Deshalb
muss B in V' und damit auch in V trivial operieren. Es gilt also B C C4V.

Um die Umkehrung zu beweisen, betrachten wir c € C4V,s € Sund v € V. Es folgt dann
sv = ¢ 'sc, also (s~ lsc)u = v. Wegen [s,¢] € S bedeutet dies [s,c] € CsV = {e}.
Daraus folgt ¢ € CyS = B. Dies war zu beweisen.

In [AS] wurde das Resultat von Satz 9.1 verwendet, um Aussagen iiber die Konjugations-
klassen maximaler Untergruppen herzuleiten. Dabei spielt die Dimension von H'(H,V)
eine grosse Rolle. Sie lasst sich wie folgt abschitzen. Wir zeigen zuerst:

Lemma 9.6. Es sei N ein Normalteiler von G und V' ein einfacher kG-Modul, auf dem
N nichittrivial operiert. Dann gilt fiir jeden einfachen direkten Summanden E von V |y

dim, HY(G,V) < dim, H'(N,E) .

Beweis. Der Normalteiler N operiert laut Voraussetzung nichttrivial in £. Betrachte E 1€,
die injektive Abbildung V »— E1V und die zugehérige exakte Folge:

- — HY(G,E1¢/)V) — HY(G,V) - HY(G,E1%) — HY(G,E1% V) — --- .
Da E 1% y eine direkte Summe von zu E konjugierten Moduln ist, folgt
HY(N,E1¢/V) = (E1¢/V)¥ =0,
also a fortiori H(G, E1¢ /V) = 0. Damit ergibt sich dim;, H'(G,V) < dim; H*(N, E).
Korollar 9.7. Es sei H, V., V, S wie in Satz 9.4 und W sei ein einfacher direkter Faktor

von V |g. Dann gilt
dim, H'(H,V) < dim; H'(S,W) .

Beweis. Nach Korollar 9.5 gilt HY(H,V) = H'(A/B,V), mit S < A/B. Nach Lemma 9.6
gilt dann die Abschéitzung

dimy H'(A/B,V) < dimy H'(S,W) .

Die Abschitzung von Korollar 9.7 wird in [AS] nur unter der zusétzlichen Voraussetzung
“H/L auflosbar” (Bezeichnung wie in Satz 9.4) bewiesen (siche [AS], statement (4.4),
p. 61). Wir beschliessen diesen Abschnitt mit einer Erweiterung des Satzes 9.1, die von
Willems [W3] stammt.

Satz 9.8. Es sei H # Oy,H = {e}. Die Anzahl der minimalen Normalteiler von H sei
r. Dann gilt
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(i) Es existiert ein treuer kH-Modul M mit H"(H, M) # 0.

(i) Fir jeden treuen kH-Modul M gilt

HY(H,M)=H"H,M)=---=H"(H,M)=0 .

Beweis. Offenbar diirfen wir annehmen, dass k algebraisch abgeschlossen ist.

Wir beweisen zuerst (i). Es seien Ly,..., L, die minimalen Normalteiler in H. Wegen
OppH = 1folgt L = Ly x --- x L, < H und jedes L; ist seinerseits eine direkte Summe
von nichtabelschen einfachen, zueinander isomorphen Gruppen, deren Ordung durch p
geteilt wird. Es sei T; ein einfacher direkter Summand der Gruppe L; , und es sei V; ein
einfacher, nichttrivialer kT;-Modul mit H' (T}, V;) # 0. Wir betrachten V; als kL;-Modul,
indem wir die anderen direkten Summanden von L; trivial operieren lassen. Dann folgt
sofort H'(L;,V;) # 0. Setzen wir V=1, Vo ®---®V,, so liefert das Kiinneth-Theorem

H'(LV) = H'(L1, Vi) ® H'(Ly, V) ® --- ® H'(L,,V;) 20 .

Wir betrachten nun den induzierten Modul V 1#. Wegen H"(H,V 1) = H"(L,V) # 0
gibt es einen Kompositionsfaktor M von V 1 mit H"(H, M) # 0. Es bleibt zu zeigen, dass
M treu ist. Die Restriktion M |, enthélt nach Clifford alle zu V' konjugierten Moduln
als direkte Summanden. Der Durchschnitt der Zentralisatoren in L dieser konjugierten
Modul ist aber offensichtlich trivial. Da L der Sockel von H ist, ist damit der Beweis von
(i) vollsténdig.

Um (ii) zu beweisen, nehmen wir an, dass L = Ly X - - - X L, der Sockel von H sei. Es sei X
ein treuer einfacher kH-Modul. Wir betrachten einen einfachen Summanden Y von X | .
Dannist Y =Y1®Y5® ---®Y, mit Y; einfach iiber L; und nach dem Kiinneth-Theorem
gilt
H(LY)= @ H*(L,)e---@H"(L,Y,).
ki1+kat-+kr=l

Da X treu ist, ist jedes Y; nichttrivial, so dass H%(L;,Y;) = 0 fiir i = 1,2,...,r. Daraus
folgt aber sofort H*(L,Y) = 0 fiir t = 0,1,...,r — 1. Es ergibt sich H*(L,X) = 0 fiir
t=20,1,...,r — 1. Mit der Lyndon-Hochschild-Serre-Spektralsequenz

H'(H/L,H™(L,X)) = H"(H,X)

folgt dann H'(H,X) =0 fir t =0,1,...,r — 1.
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10. Die Fong-Reduktionen und Cohomologie

In diesem Abschnitt bezeichne H eine Gruppe mit einem nichttrivialen p/’-Normalteiler.
Wir setzen N = O, H. Es seien ferner A und B zwei einfache kH-Moduln im gleichen
Block von kH. Dann gibt es nach Satz 5.1 einen einfachen kN-Modul A, der sowohl in
A |y wie auch in B | y als direkter Summand vorkommt. Fiir das Problem der Berechnung
von Exty (A, B) lassen sich dann die sogenannten Fongreduktionen (siehe [F|, p. 411 ff)
einsetzen.

Es sei T die Trigheitsgruppe von Ay. Dann existieren einfache ¥7-Moduln A und B mit
ATH= Aund B1"= B. Fiir diese gilt

Lemma 10.1. [Sta4] o
Exty (A, B) = Extp(A, B) .

Beweis. Es gilt
Extip(A, B) = Extiy (A1, B1") = Extjz (A, B1" 7).

Nun ist natiirlich B ein direkter Summand von B 1 |7 . Gemiiss Definition der Tragheits-
gruppe folgt ferner, dass iiber kN der Modul B 17 |1 / B keine zu Ay isomorphe direkte
Summanden besitzt. Andererseits ist natiirlich A ln eine direkte Summe von zu A iso-
morphen Moduln. Nach Satz 5.1 kann dann der £T-Modul B TH | p / B keinen Summanden
besitzen, der im Block von A liegt. Daraus folgt

Extin (A, B1"|7) = Extj (A, B) .

Damit ist das Lemma 10.1 bewiesen.

Um Ext}(A, B) zu berechnen, lisst sich die zweite Fong-Reduktion einsetzen. Dazu
miissen wir voraussetzen, dass k algebraisch abgeschlossen ist; wegen Satz 1.5 ist dies
keine wesentliche Voraussetzung. Es existiert dann eine zentrale Erweiterung 7™ von T'
durch eine zyklische p’-Gruppe K mit den folgenden Eigenschaften:

(1) T* enthélt das direkte Produkt K x N als Normalteiler,

(2) es existiert ein k7"-Modul X mit X |y=Agmit A= X®A und B = X ® B, wobei
A und B Moduln tiber 7%/N sind.

Lemma 10.2. o
EthT(A7 B) = EXtZ(T*/N) (A, B) .
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Beweis. Es gilt

EXtZT (Aa B)

I
oy gy
/—\A/'—ﬂ;/—\/\

==

(@}

g

H*(T*/N,k ® Hom(A, B))

Damit ist der Beweis von Lemma 10.2 vollstandig.

Ist die Gruppe H p-auflosbar, so folgt aus diesen beiden Resultaten, dass sich die Be-
rechnung der Cohomologie von H im Prinzip auf die Berechnung der Cohomologie einer
Gruppe mit kleinerer p-Lénge zuriickfithren lédsst. Das Verfahren scheint allerdings fiir
allgemeine Berechnungen zu kompliziert zu sein. Wir verweisen aber auf Abschnitt 13, wo
die Fongreduktionen in einem speziellen Fall eingesetzt werden.
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11. Zur Cohomologie p-auflésbarer Gruppen; der Satz von L. Scott

Wir beweisen hier eine Aussage iiber die Wechselsumme der Dimensionen der Ext-Grup-
pen Ext}(A, B). Sie wird erhalten, indem wir die einfachen £G-Moduln A und B von der
Charakteristik p zu einfachen KG-Moduln A’ und B’ in die Charakteristik 0 hochheben.
Falls G p-auflosbar ist, ist eine solche Hochhebung immer moglich. Aus diesem Grund
betrachten wir hier von Anfang an nur diesen Fall. Wir merken aber an, dass sich der Be-
weis immer dann durchfiihren lédsst, wenn die Hochhebung moglich ist. In der Darstellung
folgen wir hier im wesentlichen dem Manuskript [Sch2], p. 113ff.

Es sei in diesem Abschnitt K ein (geniigend grosser) vollstandiger Korper der Charakte-
ristik 0. Es sei S der Ring der ganzen Zahlen in K, und 7 bezeichne dessen maximales
Ideal. Der Restklassenkorper S/m = k sei von der Charakteristik p.

Fiir p-auflosbare Gruppen gilt dann der folgende wichtige Satz von Fong-Swan; fiir einen
Beweis verweisen wir auf [Se], p. 135 ff.

Satz 11.1. Es sei G p-aufldsbar und A ein einfacher kG-Modul. Dann existiert ein
einfaches SG-Gitter A mit A/rtA=A® k= A.

Es sei P eine minimale SG-projektive Auflssung von A:

P, —-P 1 —..-.>P P —-A-0.

Minimal heisst hier, dass an jeder Stelle der Resolution die projektive Uberdeckung des
vorhergehenden Kernes steht. Dies ist gleichbedeutend damit, dass fiir jedes n der S-Rang
des projektiven Moduls P, minimal ist. (Wir gehen hier auf die Theorie der minimalen
projektiven Auflosungen nicht ein und verweisen statt dessen auf [Gru].)

Es folgt dann, dass k ®g P eine minimale kG-projektive Auflésung von k ®3 A= Aist;
fiir jedes n ist die k-Dimension des projektiven Moduls £ ®g P, minimal:

> kQsP, - k®sP,; - > k®sP, - kQsPy—A—0.
Wegen der Minimalitidt von k ®g P folgt fiir einen einfachen kG-Modul B mit zugehériger
Hochhebung B
Ext?.(A, B) = Homug(k ®g P, k ®g B)
= k®gHomgg(P,, B) .
Daraus ergibt sich weiter
en = dimy(BExt?(A, B)) = dimg(k ®g Homge(P,, B))
= dimg (K ®s Homgg(P,, B))
dimg (Homge(K ®5 P, K @5 B)) .
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Wir setzen K ®g P, = P/ und K ®g A = A sowie K @5 B = B'. Da der Komplex
P = K ®g P exakt ist, ist auch Homgg (P, B’) exakt, denn in Charakteristik 0 sind alle
Moduln halbeinfach.

Wir fiithren nun folgende Bezeichnung ein:
- a, = Vielfachheit von B’ in P);
- b, = Vielfachheit von B’ in ker(P, — P! ;).
Die Eulercharakteristik im Komplex Homg g (P, B') liefert dann
—bp +ap — Apy + -+ (=1)"ag + (1) 4p
mit 45 = 1 fiir A = B und 45 = 0 fiir A # B. Daraus ergibt sich
Uy — Qg+ -+ (=1)"ay = b, + (=1)"Mag + (=1)"645 .

Ferner gilt offensichtlich ag = dap, also ag = 1 fir A = B und ag = 0 sonst. Fiir die
Dimensionen e,, = dimy(Ext; (A, B) erhalten wir somit die folgende Ungleichung:

en—€n 14+ (=1)"te; >0.
Dies ist der Inhalt des folgenden Satzes von L. Scott.

Satz 11.2. [Sco| Es sei G p-auflisbar. Dann gilt fiir einfache kG-Moduln A, B

dimy, (Ext}5(A, B)) — dimg(Ext}5' (A, B)) + - - - + (=1)""*dim (Ext; (A, B)) > 0 .

Interessant ist diese Ungleichung insbesondere im Fall n = 2. Hier ergibt sich

Korollar 11.3. Es sei G p-auflosbar. Dann gilt fir einfache kG-Moduln A, B,

dimy (Exto(A, B)) > dimy(Extio (A, B))

Sowohl der Satz 11.2 wie auch das Korollar 11.3 lassen sich auf beliebige Korper k
der Charakteristik p ausdehnen. Es sei G p-auflosbar und es seien A und B zwei ein-
fache Moduln iiber kG. Ist nun k ein geniigend grosse Korpererweiterung von k, so sind
die Moduln k ® A und k ® B halbeinfach, jeder Summand ist hochhebbar und es gilt
Ext? (b ® A, k ® B) = k ® Extl(A, B). Das Resultat fiir k& ergibt sich dann sofort aus

dem Resultat fiir k.
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Korollar 11.3 lasst sich anschaulich mit Hilfe von Graphen interpretieren. Wir definieren
dazu analog zum Graphen I' = I'!| den wir im Abschnitt 2 eingefiihrt haben, fiir jedes
natiirliche n Graphen I', indem wir anstelle von Ext,,(—, —) den Funktor Ext},(—, —)
beniitzen (siche dazu auch den Abschnitt 12). Das Korollar 11.3 besagt in dieser Sprech-
weise, dass der Graph I'! ein Teilgraph des Graphen I'? ist.

Beispiel. Fiir nicht p-auflésbare Gruppen ist I'! i.a. kein Teilgraph von I'?. Ein explizites
Beispiel wird durch G = A5 in Charakteristik 2 geliefert. Die zwei zueinander konjugierten
2-dimensionalen einfachen kG-Moduln M;, M, sind nicht hochhebbar. Wie sich aus der
Struktur der projektiven unzerlegbaren Moduln (siche [L], p. 77) sofort ergibt, gilt fur
1= ]., 2 dann H1<G, Mz) 7£ O, aber HQ(G7 Mz) =0.
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12. Ext und die Blockstruktur; Gruppen der p-Linge 1

Die Blocke von kG haben wir mit Hilfe des Graphen I' definiert, dessen Kanten durch das
Nichtverschwinden von Ext,,(—, —) zwischen einfachen Moduln gegeben ist. Es liegt nahe,
in analoger Weise die Graphen I'" anzusehen, deren Kanten durch das Nichtverschwinden
von Exty.(—, —) gegeben sind. Einfache Beispiele zeigen, dass die Zusammenhangskom-
ponenten dieser Graphen nicht mit den Blocken von kG iibereinstimmen. Andererseits
liegen natiirlich die Zusammenhangskomponenten eines I'™ immer innerhalb eines Blocks.
Man kann einen Schritt weitergehen und den Graphen [ betrachten, dessen Kanten durch
das Nichtverschwinden von Ext;,(—, —) zwischen einfachen Moduln gegeben ist. Eine na-
heliegende Frage ist dann die folgende:

Es seien S;, S; einfache Moduln im gleichen Block von kG. Folgt dann Extr(S;,S;) #07
Sind S;, Sj in I' durch eine Kante verbunden?

Die Frage hat i.a. eine negative Antwort wie das folgende Beispiel zeigt:

Es sei G = As, p = 2, und My, M, bezeichne die zwei nichtisomorphen 2-dimensiona-
len einfachen kG-Moduln (k sei geniigend gross). Dann gilt Ext}o(My, My) = 0 fir alle
n=20,1,2,....

Beweis. Es gilt Extp (M, My) = Extyq(k, M{ @ M,) = Exty.(k, P) = 0, da der Modul
P (Steinberg-Modul) projektiv ist.

In diesem und dem néchsten Abschnitt beschéftigen wir uns mit der oben gestellten
Frage etwas eingehender und stellen einige positive Resultate dar. Dies betrifft im vor-
liegenden Abschnitt die Gruppen von p-Lénge 1 [D], [DSt] und im néchsten Abschnitt
allgemein Gruppen, die p-auflésbar (bzw. p-constrained) sind (siehe [Li|, [LiSt1], [LiSt2],
[LiSt3]). Obschon die getrennte Behandlung zu Uberschneidungen fiihrt, haben wir uns
aus Griinden der Lesbarkeit und auch aus Griinden der historischen Entwicklung fiir diese
Zweiteilung entschieden. — Die Beweistechniken fiir die hier zu besprechenden Resultate
sind wesentlich komplizierter als in den bisherigen Abschnitten, insbesondere machen sie
intensiven Gebrauch von der Theorie der Spektralreihen. Fiir die Grundlagen dieser Theo-
rie verweisen wir auf [HSt], Chapter VIII, sowie [E], p. 69 ff.

Wir betrachten hier zuerst eine Gruppe @), die treu auf der p-Gruppe P operiert und die
dadurch induzierte Q-Operation in H*(P, k).

Satz 12.1. [DSt] Es sei QQ eine Gruppe, die treu auf der p-Gruppe P operiert. Es sei fer-
ner A ein einfacher kQ-Modul. Dann gibt es ein n, so dass A in der Cohomologiegruppe
H™(P, k) als Kompositionsfaktor auftritt.

Fiir den Beweis des Satzes benotigen wir einige Hilfssétze. Das erste Lemma betrifft den
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Fall, wo P eine elementar abelsche p-Gruppe ist.

Lemma 12.2. Die Gruppe Q operiere treu auf der elementar abelschen p-Gruppe E, und
es sei A ein einfacher kQ-Modul. Dann gibt es ein n, so dass A in der Cohomologiegruppe
H™(E, k) als Kompositionsfaktor auftritt.

Beweis. Die Cohomologie H*(E, k) enthélt den Polynomring klxy, 2, ..., 2], wo die Un-
bestimmten xi, z, ..., x; in natiirlicher Weise einer Basis von E entsprechen (siehe [E],
p. 32). Die treue Operation von @ auf dem erzeugenden Vektorraum der Polynomalge-
bra k[zi,zs,. .., 2] liefert dann geméss dem Satz von Steinberg (siehe [H], p. 705), dass
kQ als direkter Summand in k[xq, o, .. ., x| vorkommt. Damit kommt insbesondere jeder
einfache kQ-Modul in k[z, x5, . .., 2;] und damit in H*(E, k) als Kompositionsfaktor vor.

Lemma 12.3. Es sei E eine Q-invariante, zentrale, elementar abelsche Untergruppe der
p-Gruppe P. Die Gruppe @ operiere treu in E, und es sei A ein einfacher kQ-Modul.
Dann ist A ein Kompositionsfaktor im Bild der Restriktionsabbildung

res |5 H*(P k) — H*(E, k).

Beweis. Es sei m = |P/E|. Nach [E], p. 57/58 liegen die Elemente =7, 2%, ..., " im Bild
der Restriktionsabbildung. Da m eine p-Potenz ist und k die Charakteristik p besitzt,
sind die Algebren k[zy,xq,..., 2] und k[z7*, 2, ..., 2]"] isomorph iiber kQ). Das selbe
Argument wie im Beweis von Lemma 12.2 liefert dann die Behauptung.

Lemma 12.4. Es sei E eine Q-invariante zentrale elementar abelsche Untergruppe der
p-Gruppe P. Es sei A ein einfacher kQ-Modul, der Kompositionsfaktor von H*(P/E, k)
ist. Dann ist A auch Kompositionsfaktor von H*(P, k).

Beweis. Wir betrachten die Gruppenerweiterung £ — P — P/E und die zugehorige
Lyndon-Hochschild-Serre-Spektralreihe

EY = H(P/E,HY(E,k)) = H™Y(Pk) .

Die Gruppe @ operiert unter den getroffenen Voraussetzungen auf dieser Spektralreihe.
Da E eine zentrale Untergruppe ist, folgt ausserdem Ey’ = Fy° ® Ey7 mit diagonaler
Q-Operation. Die durch das cup-Produkt definierten Abbildungen E0 @ E% = E¥ sind
k(Q)-Modulhomomorphismen.

Im ersten Schritt beweisen wir nun, dass A fiir gewisses a ein Kompositionsfaktor im Ten-
sorprodukt F%" @ E2* ist. Im zweiten Schritt zeigen wir, dass A ein Kompositionsfaktor

im Bild der cup-Produkt-Abbildung E%° @ (&, E%) = E%* ist.

(1) Es sei a der kleinste Index, so dass A ein Kompositionsfaktor von FE3™ ist. Dann
ist A ein Kompositionsfaktor von X ® Y, wo X ein Kompositionsfaktor von ES’O und
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Y ein Kompositionsfaktor von Eg’* sind. Um zu zeigen, dass X “iiberlebt”, miissen wir
nachweisen, dass der Modul X nicht Kompositionsfaktor im Bild eines der Differentiale
d, : Bl — E%Y r > 2 ist. Nehmen wir an, dies wire der Fall, so miisste X als
Kompositionsfaktor von E¢""~! und damit als Kompositionsfaktor eines Tensorproduk-
tes X’ @ Y auftreten, wo X’ in E¢™° und Y’ in E%"~! vorkommt. Dann wiirde aber
A als Kompositionsfaktor von X’ ® Y’ ® Y auftreten, also von X' ® Y, wo Y” (wie V)
ein einfacher k()-Modul ist, in dem der Zentralisator von E in () trivial operiert. Nach
dem Lemma 12.2 tritt Y” als Kompositionsfaktor in einem E3” auf, so dass A in E5 "
vorkommt. Dies ist aber ein Widerspruch zur Minimalitdt von a. Nach Lemma 12.3 ist Y
ein Kompositionsfaktor im Bild der Restriktionsabbildung res |£: H*(P, k) — H*(E, k),
also in @; E%'. Damit folgt aber, dass der Modul A Kompositionsfaktor in E%° @ (¢; E%Y)
ist, was im ersten Schritt zu beweisen war.

(2) Aus der Minimalitdt von a folgt, dass A kein Kompositionsfaktor im Bild eines Dif-
ferentials d, : E¢™"* — E®* ist. Folglich muss A im Bild der cup-Produkt-Abbildung
E%0 @ (9, E%) = E%* vorkommen.

Es folgt, dass A ein Kompositionsfaktor eines H*™( P, k) sein muss. Dies war zu beweisen.

Beweis des Satzes. Wir betrachten eine absteigende Zentralreihe von P
P:P(O) Dp(l) ) Dp(l) DP(1+1) — e .

mit PV = ®(P) die Frattini Untergruppe von P und mit elementar abelschen Faktoren
P /PEHD  Wir fiithren den Beweis mit Induktion nach . Es sei [ = 0. Dann ist die
Behauptung des Satzes durch Lemma 12.3 gegeben. Es sei [ > 1. Da ) in P treu operiert,
muss der Zentralisator in @ von P®/P1) = P/®(P) eine p-Gruppe sein (siche [Kul,
p. 102). Andererseits wird jeder einfache kQ-Modul durch O,Q zentralisiert. Wir setzen
E = P®W. Mit Induktion diirfen wir demzufolge annehmen, dass jeder einfache kQ-Modul
Ain H*(P/E, k) als Kompositionsfaktor auftritt. Nach Lemma 12.4 tritt dann A auch in
H*(P, k) als Kompositionsfaktor auf. Dies war zu beweisen.

Satz 12.5. Es sei G eine Gruppe der p-Linge 1, und A, B seien zwei einfache kG-Modul
im Hauptblock. Dann ezistiert n > 0 mit Ext],(B, A) # 0.

Bemerkung Fiir B = k erhélt man das Nichtverschwinden der Cohomologie H*(G, A).
Dieser Teil des Resultates geht auf Diethelm [D] zuriick.

Beweis. Nach Voraussetzung gilt G = O,,yG. Da A und B von N = O,G (sogar von
O,,G) zentralisiert werden und wegen H*(G,B* ® A) = H*(G/N, B* ® A) diirfen wir
N = Oy G = e voraussetzen. Wir betrachten nun die Erweiterung

P=0,G— G- Gl0,G=Q,

wobei die p’-Gruppe @ treu auf P operiert. Die Lyndon-Hochschild-Serre-Spektralreihe
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liefert dann
H'(G,B*® A) = HO(Q, H"(P,B*® A)) = Homq(H,(P,k),B*® A) .

Es sei nun M ein einfacher kQ)-Modul. Nach Satz 12.1 existiert ein n > 0, sodass M*
in H"(P, k) als Kompositionsfaktor vorkommt; dann kommt M in H,(P, k) als Kompo-
sitionsfaktor vor. Da @ eine p’-Gruppe ist, ist jeder Modul halbeinfach. W&hlt man fiir
M einen einfachen Summanden von B* ® A so folgt Homyo(H, (P, k), B* ® A) # 0. und
damit Exty.(B,A) # 0.

Bemerkung. Eine sorgfiltige Analyse des Beweisganges (siche [DSt]) erlaubt es, iiber
die Dimensionen n, in denen die Cohomologie bzw. die Ext-Gruppen nichttrivial sind,
einige zusétzliche Angaben zu machen. Wir haben hier der leichteren Lesbarkeit halber
auf diesen Zusatz verzichtet. Wir erwdhnen aber immerhin, dass es immer unendlich viele
Dimensionen sind, in denen die Cohomologie nichttrivial ist.
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13. Ext und die Blockstruktur; allgemeiner Fall

Wir setzen hier die Diskussion des in Abschnitt 12 skizzierten Problems fort, und zwar be-
trachten wir hier ganz allgemein p-auflésbare bzw. p-constrained Gruppen. Wir beginnen
mit der Definition von p-constrained.

Definition. Die Gruppe G heisst p-constrained, wenn gilt

Ci (0yyG /0y G) < 0,,G .

Der Inhalt der beiden folgenden Sétze ist als Lemma von P. Hall und G. Higman bekannt
(siche [H], p. 690). Sie besagen insbesondere, dass p-constrained eine Verallgemeinerung
von p-auflosbar ist.

Satz 13.1. Es sei G p-auflosbar. Dann ist G auch p-constrained.

Beweis. Es sei G p-auflosbar. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kénnen wir offen-
sichtlich O,G = e annehmen. Wir setzen P = O,G. Dann gilt CqP - P = K > P. Es sei
M/P ein in K/P liegender minimaler Normalteiler. Da G p-auflosbar ist, muss M /P von
p/-Ordnung sein. Damit existiert in M ein Komplement S zu P. Nun ist aber CqP-P/CgP
eine p-Gruppe. Wegen S C Cg P - P folgt damit S C CgP. Also gilt M = S x P, so dass
M ein Normalteiler in G ist. Dies ist aber ein Widerspruch zur Annahme O, G = e.

Satz 13.2. Es sei G p-constrained mit Oy G = e. Fiir den Normalteiler P = O,G gilt
dann Ce(P/®P) = P .

Beweis. Da P/®P abelsch ist, gilt sicher Cq(P/PP) > P. Aus Ce(P/PP) > P folgt, dass
der Normalteiler Co(P/PP) ein p’-Element z enthélt. Da x trivial in P/®P operiert,

operiert x auch trivial in P; es gilt also x € CgP. Da G p-constrained ist, folgt aber
andererseits nach Satz 13.1 CgP = P. Dies ist ein Widerspruch.

Die Theoreme 13.3 und 13.4 enthalten die Hauptresultate des vorliegenden Abschnittes.

Theorem 13.3. [Li, LiSt1, LiSt2] Es sei G p-constrained, und M, N seien einfache Mo-
duln im Hauptblock. Dann gilt Exty.(M, N) # 0.

Theorem 13.4. [Li, LiSt1, LiSt2] Es sei G p-auflosbar, und M, N einfache Moduln im
gleichen Block. Dann gilt Exty (M, N) # 0.

Die in Abschnitt 12 gestellte Frage ist also fiir p-auflésbare Gruppen allgemein zu beja-
hen und im Fall der p-constrained Gruppen fiir einfache Moduln im Hauptblock. Beide
Aussagen ergeben sich aus dem folgenden Satz:
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Satz 13.5. [LiSt3] Es sei G p-constrained, und P<G sei ein nichttrivialer p-Normalteiler
in G. Ist 0 £V ein kG-Modul mit K = Cq(P/®PP) C CsV, so folgt H*(G,V') # 0.

Wir beweisen hier zuerst, dass aus dem Satz 13.5 die beiden Theoreme 13.3 und 13.4
folgen.

Wir wenden uns zuerst dem Bewesis von Theorem 13.3 zu. Da die Moduln M und N im
Hauptblock liegen, werden sie von O,G zentralisiert. Wegen

und da mit G auch G/O,G p-constrained ist, diirfen wir O,G = e annehmen. Wir
setzen P = O,G. Dann gilt nach Definition von p-constrained Cq P C P; insbesondere
ist P nichttrivial. Nach Satz 13.2 folgt dann weiter K = Cg(P/®P) = P und damit
K C Cg(M* ® N). Aus Satz 13.5 ergibt sich dann 0 # H*(G, M* ® N) = Ext; (M, N).
Dies war zu beweisen.

Fiir den Beweis von Theorem 13.4 sei G' p-auflosbar, und es seien M und N zwei einfache
Moduln im Block B. Da p-auflésbare Gruppen p-constrained sind, diirfen wir annehmen,
dass B nicht der Hauptblock ist. Damit folgt R = O, G # e, andernfalls hétte G' nur einen
Block (siehe [HBJ, p. 186). Nach Satz 5.1 besitzen M | und N | einen gemeinsamen
einfachen Summanden A. Es sei T' dessen Trigheitsgruppe. Ist T # G, so existieren
einfache k7-Moduln M und N mit M = M 1% und N = N 1. Dann gilt ExtkT(M N) =
Ext; (M, N) (siche Lemma 10.1). Wir diirfen also im folgenden 7" = G annehmen, d.h.
M und N sind isotypisch iiber R = O, G.

Wenn £ algebraisch abgeschlossen ist, was wir im Folgenden annehmen, kénnen wir die
zweite Fong-Reduktion verwenden (siehe Lemma 10.2). Es existiert in diesem Fall eine
Gruppe G*, die zentrale Erweiterung von GG durch eine p’-Gruppe K ist: K — G* — G,
mit K x R<G*, und ferner k(G*/R)-Moduln M und N im gleichen Block von k(G*/R)
und ein kG*- Modul X mit X |zp=A,sodassgilt M =X®@Mund N =X ® N.

Dann folgt (vergleiche Lemma 10.2)
Ext;.(M,N) = H*(G*/(R x K),Homyx (M, N)) .

Da die einfachen kG*/R-Moduln M und N im gleichen Block liegen, ergibt sich
Homyx (M, N) # 0. Ferner gilt Oy (G*/(R x K)) = Oy(G*/R) = e und, da K in G*
zentral ist, O,(G*/R) = O,(G*/R x K). Die n1chttr1v1ale Gruppe O (G*/R) operiert tri-
vial in den einfachen Moduln M und N, also auch in Homyx (M, N ) Mit dem Satz 13.5
ergibt sich dann

H*(G*/R x K,Homyx(M,N)) #0 .

Dies war zu beweisen.
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Am Schluss werden wir Gegenbeispiele zu den denkbaren Verschéirfungen der Theoreme
13.3 und 13.4 angeben. Zuerst beschéftigen wir uns nun aber mit dem Beweis von Satz
13.5. Dabei bendtigen wir eine Reihe von Hilfssétzen.

Lemma 13.6. Es sei E2 ein abelscher Normalteiler von G. Es bezeichne H den Zentra-
lisator CqE. Es sei ferner Q) ein projektiver unzerlegbarer k(G /H)-Modul. Dann tritt Q)
als direkter Summand in der H*(H, k) auf.

Beweis. Das Lemma 13.6 ist eine Verscharfung des Lemma 12.3. Die Cohomologie H*(FE, k)
enthiilt den Polynomring k[xy, 2o, ..., x|, wo 1, xe, ..., z; in natiirlicher Weise einer Ba-
sis von FE entsprechen (siehe [E], p. 32). Da G/H auf dem erzeugenden Vektorraum der
Polynomalgebra k[zy, xs, . .., x;] treu operiert, ergibt sich aus dem Satz von Steinberg (sie-
he [H], p. 705), dass k(G/H) als direkter Summand in k[z1, x9, . .., z;] vorkommt. Daraus
folgt, dass @ ein direkter Summand in H*(E, k) ist. Der Rest des Beweises verlauft &hnlich
wie der Beweis des Lemma 12.3. Insbesondere benétigen wir auch hier die Normabbildung
von Evens. Zu diesem Zweck betrachten wir ein Element u € H*(FE, k), welches @) erzeugt.
Nach Evens gilt dann (sieche [B], p. 125 ff oder [E], p. 57 ff)

res | 2 norm 1% (1 +u) = 1+ tu? + Terme hoheren Grades .

Dabei ist [H : E] = ¢q - t, wo q eine p-Potenz und ¢ eine p’-Zahl ist. Es bezeichne nun
w € H*(H, k) der homogene Anteil von norm T4 (1 + u) im Grad ¢ - degu. Dann bildet
die Restriktion von H auf E den Modul k(G/H) - w auf k(G/H) - tu? ab. In der Algebra
klxy, 29, ..., 2] C H*(E, k) sind sowohl die Multiplikation mit der p/-Zahl ¢ wie auch das
Potenzieren mit einer p-Potenz injektive kG/H-Homomorphismen. Daraus folgt, dass @
als direkter Summand im Bild der Restriktion H*(H,k) — H*(E, k) vorkommt. Dann
kommt @) aber auch in H*(H, k) als direkter Summand vor.

Lemma 13.7. Es sei HAG und V ein kG-Modul. Es sei Q) ein projektiver k(G /H)-Modul
mit @G # 0, der als direkter Summand in H"(H,V') auftritt. Dann folgt H"(G, V) # 0.

Beweis. Wir fithren den Beweis mit Induktion nach n. Es sei n = 0. Dann folgt aus
Q C Homyy(k,V) = H°(H,V) sofort Q° c Homyq(k,V) = HY(G,V). Fiir n > 1 be-
trachten wir die kurze exakte Sequenz V »— I — W mit [ injektiv iiber kG und die
zugehorigen langen exakten Folgen

= H"YG ) — H" Y (G, W) — H"(G,V) — 0
und
= H"YH,I) —» H"Y(H,W) — H"(H,V) =0 .

Der projektive k(G /H)-Modul @Q ist direkter Summand in H"(H, V), also auch direkter
Summand in H""'(H, W). Mit Induktion schliesst man daraus H" (G, W) # 0. Fiir
n > 2 folgt daraus sofort H"(G,V) # 0. Um auch den Fall n = 1 zu behandeln, w&hlt
man fiir I die injektive Enveloppe von V; dann gilt H*(G, W) = HY(G,V).
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Aus Lemma 13.6 und Lemma 13.7 erhalten wir in der Situation des Lemma 13.7 Fol-
gendes. Es sei V ein k(G/H)-Modul. Wir betrachten einen projektiven unzerlegbaren
k(G/H)-Modul @, der eine nichttriviale Abbildung ) — V zuldsst. Nach Lemma 13.6
kommt Q* fiir gewisses n in H"(H, k) als direkter Summand vor. Wir betrachten nun
H"(H,V) = Homy(H,(H,k),V). Da Q in H,(H,k) als direkter Summand vorkommt,
folgt, dass der projektive k(G/H)-Modul Q = Hom,(Q,V) als direkter Summand in
Homy (H,(H,k),V) = H"(H,V) vorkommt. Ferner gilt nach Voraussetzung

Q“ = Homye(k, Hom,(Q, V) = Homya(Q, V) #£0 .

Mit Lemma 13.7 folgt dann H"(G, V') # 0.
Damit haben wir das folgende Resultat bewiesen

Lemma 13.8. Fs sei E ein nichttrivialer elementar abelscher Normalteiler von G, und

es bezeichne H den Zentralisator Cg(E) von E in G. Ferner sei V' ein nichttrivialer
k(G/H)-Modul. Dann folgt H*(G,V') # 0.

Beweis des Satzes 13.5. Wir betrachten die am schnellsten absteigende Zentralreihe der
p-Gruppe P mit elementar abelschen Faktoren:

P=pPO 5 pH5...5pho plh —¢.

Es ist also insbesondere P = &(P).

Wir fithren den Beweis mit Induktion nach [. Fiir [ = 0 stimmt die Aussage des Satzes
mit derjenigen von Lemma 13.8 iiberein. Es sei also im Folgenden [ > 1. Wir setzen
Z = PO und H = CgZ. Es gilt dann natiirlich H O P. Wir betrachten nun die zur
Gruppenerweiterung Z — H — H/Z gehorigen Spektralsequenzen

Ey*(V)=H"(H/Z,H*(Z,V)) = H"(H/Z,V)® H*(Z, k) = H"*(H,V) ,

Ey*(k) = H™(H/Z,H*(Z,k)) = H'(H/Z,k) ® H*(Z, k) = H™"(H, k) .

Aus der Natiirlichkeit dieser Spektralsequenzen folgt, dass die Gruppe G/H darauf ope-
riert; insbesondere sind die auftretenden Differentiale und die Filtrierungen mit dieser
Operation vertréglich. Man weiss ferner (siehe [E], p. 69 ff), dass jeder Term {E**(k)},
n = 2,3,...,00 der Spektralreihe E}*(k) eine bigraduierte k-Algebra ist. Der Term
{E¥(k)} ist die zur entsprechenden Filtrierung von H*(H, k) gehorige (bi-)graduierte
assoziierte Algebra.

Jeder Term {E**(V)}, n = 2,3,...,00 der Spektralreihe E5*(V) ist ein bigraduierter
Modul iiber der bigraduierten Algebra { E**(k)}. Diese Modulstruktur ist vertriaglich mit
der Modulstruktur von H*(H, k) in H*(G, V).
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Nach Induktion ist offensichtlich H*(H/Z, V) # 0. Es sei a minimal mit
0 H'(H/Z,V) = H'(H/Z. H(Z,V)) = E3"(V).

In der Spektralreihe F5°(V) sind dann links der Faser r = a alle Eintrdge Null. Damit
folgt E°(V) = E%O(V).

Nach Lemma 13.6 ist jeder projektive unzerlegbare Modul iiber k(G/H) im Bild der
Restriktionsabbildung res |4: H*(H, k) — H*(Z, k) als direkter Summand enthalten. Es
gibt folglich ein b, so dass E%°(V) @ res | (H°(H,k)) den projektiven unzerlegbaren
k(G/H)-Modul R mit trivialem Kopf als direkten Sumanden enthélt. Die Theorie der
Spektralreihen liefert res |7 (H(H,k)) = E%b(k). Daraus folgt, dass E%°(V) @ E%°(k)
den Modul R als direkten Summanden enthélt. Wir betrachten nun das Diagramm

BLOV) @ B (k) — ES(V)
|
E3H(V)

!
Ey°(V) © By'(k) =
Die senkrechten Abbildungen sind beide injektiv. Wegen der Minimalitéit von a ist ndmlich,
wie aus der Theorie der Spektralreihen folgt, E“°(V) = E$°(V) und E%*(V) C E$*(V).
Ferner gilt ganz allgemein E%*(k) C Ey°(k). Daraus folgt, dass R als direkter Summand
in £%°(V) und damit in H*"°(H, V') vorkommt. Nach dem Lemma 13.7 ergibt sich daraus
H**(G, V) # 0. Dies war zu beweisen.

Wir schliessen eine Anwendung des Resultates an. Ein innerer Automorphismus ¢ der
Gruppe H induziert in der Cohomologie H*(H, k) immer die Identitat. Man kann sich die
umgekehrte Frage stellen, wann ein dusserer Automorphismus ¢ von H in der Cohomologie
die Identitét induziert. Hier sind nur Teilantworten bekannt (siehe [JM]). Dabei lassen sich
leicht Fille angeben, in denen der durch ¢ # 1 induzierte Automorphismus die Identitét
ist: Zum Beispiel tritt dies ein, wenn H eine p’-Gruppe ist: Wegen H*(H, k) = 0 induziert
in diesem Fall jeder Automorphismus die Identitét in H*(H, k). Hier beweisen wir:

Satz 13.9. [LiSt3] Es sei H p-auflosbar mit Oy H = e. Es sei ¢ ein nichttrivialer Auto-
morphismus von H mit (|¢], |H|) = 1. Dann ist die induzierte Abbildung ¢* : H*(H, k) —
H*(H, k) nicht die Identitit.

Beweis. Wir diirfen ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass die Ordnung
von ¢ eine Primzahl, sagen wir ¢, ist. Wir betrachten C, = (¢) und das semidirekte
Produkt G = H x C,. Dann ist G ebenfalls p-auflosbar. Es sei k£ geniigend gross mit
char £ = p und so, dass k eine nichttriviale Cj-Operation trégt. Man bezeichne den so
entstehenden kC;-Modul mit k. Da G p-auflosbar ist, und wegen OppG C Ck liegt k im
Hauptblock von G (siehe [FG]). Dann folgt

0+ H*(G,k) = H°(Cy, H*(H, k)) = Homc, (H.(H, k), k) .
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Also operiert C, nichttrivial in H,(H, k) und damit auch nichttrivial in H*(H, k).

Wir schliessen den Abschnitt mit einigen Beispielen, die zeigen, dass die Aussagen der
Theoreme 13.3 und 13.4 ohne weitere Voraussetzungen nicht verschérft werden koénnen.

Beispiel. Wir beschreiben hier ein Beispiel einer p-auflésbaren Gruppe G mit zwei nicht-
einfachen und nichtprojektiven kG-Moduln M;, M im Hauptblock mit

EXtZG(Ml, MQ) =0.

Es sei p eine ungerade Primzahl und k ein Korper der Charakteristik p. Wir setzen A =
B = C, und lassen C' = C5 trivial auf A und durch Inversion auf B operieren. Die Gruppe
G = (A x B) x C ist offensichtlich auflésbar. Um die Moduln zu definieren, betrachten
wir die Untergruppe A x C' C G. Es bezeichne V' den nichttrivialen eindimensionalen kC-
Modul, den wir via die Projektion Ax C — C' als k(A x C')-Modul ansehen. Wir definieren
M, = V 19 Nach dem Satz von Green (siehe [B], p. 82) ist M, unzerlegbar, und wegen
dimg (M) = p < p? ist My nicht projektiv. Schliesslich liegt M, im Hauptblock, weil G
nur einen einzigen Block besitzt (siehe [HB], p. 186). Mit M; = k ergibt sich dann

Ext}o (M, My) = H*(G, M) = H* (A x C,V) = H*(A, V)¢ = Homye(H, (A, k), V) =0,

denn C operiert trivial in A und damit auch in H,(A, k), aber nicht trivial im einfachen
Modul V.

Es ist zu diesem Beispiel noch anzufiithren, dass Benson in [B4] diejenigen Gruppen G
charakterisiert hat, welche die Eigenschaft besitzen, dass fiir jeden Modul M im Haupt-
block von kG gilt H"(G, M) # 0 fiir ein n > 0. Es sind dies die Gruppen, in denen der
Zentralisator jedes Elementes der Ordnung p p-nilpotent ist.

Beispiel. In diesem involvierten Beispiel beschreiben wir eine Gruppe G, die p-con-
strained, aber nicht p-auflosbar ist, sowie zwei einfache (nichtprojektive) kG-Moduln M,
und M, im gleichen Block B, B verschieden vom Hauptblock, mit Ext;. (M, My) = 0.

Es sei H = A5, p = 2 und k ein geniigend grosser, aber endlicher Korper der Charak-
teristik 2. Wir betrachten einen nichttrivialen kH-Modul A, schreiben ihn multiplikativ
und betrachten seine Gruppenalgebra F'A {iber dem Primkorper F' zur Primzahl ¢, ¢ # 2.
Die Gruppe H operiere durch Permutation auf den Basiselementen von F'A. Zusammen
mit der iiblichen Operation von A, definiert dies eine Operation von A x H auf F A,
diese A x H-Gruppe bezeichen wir mit B. Man beachte, dass B eine p’-Gruppe ist. Wir
definieren G = B x (A x H). Esist B=0,G und B x A = O,,G.

Nach Definition ist G 2-constrained, denn im Quotienten @ = G/B gilt CgA C A; sie ist
aber natiirlich nicht p-auflosbar, weil sie H als Quotienten besitzt.
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Um die Moduln zu definieren, betrachten wir die Untergruppe 7' = B x H C (. Laut
Konstruktion gilt B |y= F & C mit FF = Fey und C = ) Fd'. Natiirlich ist C' ein
Normalteiler in T'. Es gilt T/C' = F x H.

Es sei nun L = k ein nichttrivialer kF-Modul, aufgefasst als k7-Modul via T — T/C =
F x H — F. Mit M; und M, bezeichnen wir die zwei (nichtisomorphen) 2-dimensionalen
einfachen kH-Moduln, aufgefasst als k7T-Moduln via T' — T/C = F x H — H. Wir
betrachten L @ M;, i = 1,2, und setzen M; = L ® M; 7. Ferner beniitzen wir die
Bezeichnung L = L1¢.

a'#ea

Wir behaupten, dass T' die Tragheitsgruppe von L |p in G ist. In der Tat ist der Zen-
tralisator von a(L |p) gegeben durch aCa~! = D etarea Fa'a™. Fiir a # e ist also

a(L |p) % L |p. Nach [F], p. 195 folgt dann, dass L und M; = L ® M; 1¢, i = 1,2
einfache kG-Moduln sind.

Wir zeigen schliesslich:
(1) Die Moduln M;, i = 1,2 und L gehoren zum gleichen Block von kG.
(2) Es gilt Ext}(M;, M) = 0.

Um (1) zu beweisen, zeigen wir Ext}.(L, M;) # 0. Nach der Definition eines Blockes
liegen dann alle drei Moduln im gleichen Block. Wir zeigen dies, indem wir Lemma 10.1
anwenden. Es gilt

Extio(L, M;) = Extjo(L1%,L® M;15)
= Ext{;(L,L® M,)
= Extip(k,L*® L® M,)
= H"T,L*® L® M;)
= H*(T/B,(L* ® L)? ® M;), da B eine p’-Gruppe ist
= H*(H, M) #0.

Im letzten Schritt haben wir verwendet, dass das Tensorprodukt L* ® L eindimensional
ist und B darauf trivial operiert.

Die folgende Uberlegung, wieder unter Verwendung von Lemma 10.1, beweist (2):

Extjo(M,,My) = Extjp(L® M), L& M,)
= HYT,L*® L® M; ® M,)
= H*(T/B,(L*® L)” @ M} ® M>)
= H*(H,M; ® M,)
0.



64 U. Stammbach: Cohomologie und Darstellungstheorie

Wir bemerken hier, dass sich iiber die Dimensionen, in denen die Ext-Gruppen nichttrivial
sind, noch zusétzliche Informationen gewinnen lassen, indem man die einzelnen Beweis-
schritte in dieser Beziehung genau analysiert. Wir verzichten in diesem Text auf diesen
Zusatz. und verweisen statt dessen auf [LiSt2]. Ferner ldsst sich auch der Satz 13.5 noch
etwas schérfer fassen, indem der Zentralisator des Moduls weniger eingeschrankt wird;
auch fiir diesen Punkt verweisen wir auf [LiSt2].

Die in diesem Abschnitt dargestellten Resultate und Beispiele lassen die folgende Frage
offen: Es sei GG eine Gruppe, k ein Korper mit char £ = p, wo p die Gruppenordung teilt.
Gilt dann fiir einen einfachen Modul im Hauptblock von kG stets H*(G, A) # 07 Fiir
A = k ist die Frage nach einem Satz von Swan [Sw]| zu bejahen (sieche auch [E], p. 58).
Allgemeine Resultate, etwa im besonders interessierenden Fall von einfachen Gruppen,
scheinen nicht bekannt zu sein; einige ganz isolierte Resultate ergeben sich aus [B4] und
aus der in [LiSt3] zitierten Literatur.
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Anhang: Die 5-Term-Sequenz in der Cohomologie einer Gruppenerweiterung

Die 5-Term-Sequenz in der Cohomologie einer Gruppenerweiterung N — G — () spielt
in einem grossen Teil des vorliegenden Textes eine ganz zentrale Rolle: Sie bildet in sehr
vielen Fillen das Werkzeug, mit dessen Hilfe die wichtigen Beweisschritte ausgefiihrt wer-
den. In der homologischen Algebra wurde die Sequenz erstmals als Korollar der Lyndon-
Hochschild-Serre-Spektralreihe bekannt (fiir einen Beweis in diesem Kontext siehe z.B.
[E], p. 77). In Anbetracht der vielfiltigen Anwendungen ist aber ein direkter, moglichst
elementarer Beweis durchaus erwiinscht. Ist A ein kQ-Modul, so ist die Herleitung auf
sehr einfache Art moglich (siehe [HSt], VI.8); im allgemeineren, fiir den vorliegenden Text
wichtigen Fall, wo A ein kG-Modul ist, ist die Herleitung etwas involvierter. Wir folgen
hier im wesentlichen dem Beweis in [Po], p. 94 ff.

Satz. Es sei N — G — Q eine Gruppenerweiterung und A ein kG-Modul. Dann ist die
folgende Sequenz exakt

0— HY(Q,AN) = HY(G,A) — (H'(N,A)? - H*(Q,AN) — H*(G,A) .

Beweis. Wir betrachten zum kG-Modul A den von der trivialen Gruppe induzierten Modul
I = Homy,(kG, A) und die zugehorige Einbettung von A in I. Dies ergibt die kurze exakte
Folge A — I — A’. Die Anwendung des Funktors Homyq(k, —) liefert die exakte Folge

0— A% - A— A° - HY(G,A) — 0 und H'(G,A') ~ H*G,A) , (1)

da I iiber kG frei ist. Analog — der Modul [ ist auch frei iiber kN — liefert die Anwendung
des Funktors Homyy (k, —) die exakte Folge

O—>AN—>[N—>A’N—>H1(N,A)—>O. (2)

Man beachte, dass jeder Term dieser Folge eine natiirliche ()-Operation tréagt, mit welcher
die Folge (2) zu einer Folge von k@Q-Moduln wird. Wir zerlegen die Folge (2) in zwei kurze
exakte Sequenzen

0—AY -1V - B—0 (3)
und

0—B— AN - HY(N,A) - 0. (4)
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Dabei gilt offenbar IV = Homy(kQ, A), so dass IV ein freier Modul iiber kQ ist. Die
Anwendung des Funktors Homyg(k, —) auf die Folge (3) liefert wegen (AN)? = A

0 A% = [ — B2 = HYQ,AY) - 0 wnd H'Q.B)=HQ,AY);  (5)
die Anwendung auf die Folge (4) ergibt
0 B — A - HY(N, A2 = H'(Q, B) — H (@, A™) = - | (6)

Die Folge (6) ist im wesentlichen bereits die gesuchte 5-Term-Sequenz. Es sind nur noch
einige kleinere Modifikationen zu machen. Dazu betten wir die Sequenz (6) in das folgende
kommutative Diagramm ein:

0 0
o - e
! !
A = A
l l
B — A% — HY(N,A)? - HYQ,B) - HYQ,A™) — -+
l l
HY(Q,AN) — HY(G,A)
! !
0 0

Links steht dabei die Folge (5) und daneben die Folge (1). Es ergibt sich aus der Kom-
mutativitdt des Diagrammes, dass

0— HYQ,AY) - HY(G,A) — H'(N,A)? — HY(Q,B) — H"(Q, A™) (7)

exakt ist. Ferner gilt nach (5) H'(Q, B) = H?*(Q, AY) und schliesslich folgt aus dem
Beginn der Sequenz (8) fiir den Modul A" an Stelle von A, dass die Abbildung

HY(Q,A™) — H\(G, A) = H*(G, A)

injektiv ist. Damit ist die Exaktheit der 5-Term-Sequenz bewiesen.

Es sind die folgenden Bemerkungen angebracht. Wir haben hier darauf verzichtet,
die einzelnen Abbildungen zu identifizieren — sie leiten sich in allen Féllen aus den
“natiirlichen” Abbildungen her, also aus der “Inflation” bzw. aus der “Restriktion” Die
notwendigen Uberlegungen bieten keine grossere Schwierigkeiten, sie sind aber im Detail
etwas umsténdlich. Wir iiberlassen sie gerne dem Leser. Wir haben hier ebenfalls darauf
verzichtet, explizit nachzuweisen, dass die 5-Term-Sequenz natiirlich ist. Die Natiirlichkeit
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betrifft sowohl die Modulvariable wie auch die Gruppenvariable, wobei im letzteren Fall
die Vertraglichkeit mit der Moduloperation gegeben sein muss. Die Schritte, die zum Be-
weis dieser fiir die Anwendungen wichtigen Eigenschaft fithren, sind allesamt einfach und
diirfen deshalb dem Leser iiberlassen werden.

Schliesslich merken wir an, dass sich der hier reproduzierte Beweis fast wortlich auch im
allgemeinen Fall durchfiihren lédsst, wo an Stelle eines kG-Moduls ein ZG-Moduls A tritt.
Es ist dazu nur zu beachten, dass der Modul Homy(ZG, A) in diesem Fall sowohl iiber ZG
wie auch iiber ZN relativ injektiv ist, so dass die entsprechenden Cohomologiegruppen in
hoheren Dimensionen trivial sind.
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