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Einleitung

Der vorliegende Text gehort zur Vorlesung AK der homologischen Algebra im SS 04. Diese Lehr-
veranstaltung setzte sich zum Ziel, auf moglichst direktem Weg in einige grundlegende Teile
der homologischen Algebra einzufiihren und die erworbenen Techniken dann exemplarisch in Si-
tuationen der modularen Darstellungstheorie endlicher Gruppen anzuwenden. Diese Ziesetzung
bedingte die Wahl eines Weges, der auf viele der sonst iiblichen Beziige der homologischen Algebra
verzichtet. So konnte weder fundiert auf die im Hintergrund allgegenwirtige Kategorientheorie
eingegangen werden, noch auf die — auch historisch interessanten — Beziige zur algebraischen
Topologie. Ferner war es notwendig, sich fast vollstindig auf die Katgorie der Moduln {iiber ei-
ner Gruppenalgebra einer endlichen Gruppe G zu beschrinken, wobei dieser Fall aber trotzdem
immer ein Spezialfall einer allgemeineren Theorie bildete.

Wir haben die Anwendungen im Gebiete der modularen Darstellungstheorie jeweils an derjenigen
Stelle in den Text eingebaut, wo es von der Entwicklung der Theorie her moglich wurde, sie zu
behandeln. Weitere Anwendungen im gleichen Geiste sind in meinen Essener Vorlesungsnotizen
Cohomologie endlicher Gruppen und Darstellungstheorie, Vorlesungen aus dem Fachbereich Ma-
thematik der Universitit Essen, 2002 zu finden; sie bilden in einem gewissen Sinn eine natiirliche
Fortsetzung des vorliegenden Textes. Einige Resultate aus diesem Béndchen wurden denn auch
in der Vorlesung zusétzlich zum vorliegenden Text behandelt.

Ziirich, Ende Juni 2004 Urs Stammbach

In der vorliegenden Version wurden eine Reihe von Druckfehlern korrigiert. Ich danke Rémi
Janner, Jacopo Mandozzi und Philipp Markup fiir entsprechende Mitteilungen.

Ziirich, Mérz 2005 Urs Stammbach

Ein herzlicher Dank geht an Karin Baur fiir die Korrektur einer ganzen Anzahl weiterer Druck-
fehler.

Ziirich, Mérz 2009 Urs Stammbach
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I. Moduln

I.1. Moduln

Es bezeichne A einen Ring mit 1.

Definition Ein (links-)A-Modul ist eine abelsche Gruppe A zusammen mit einer Operation von
A auf A, (\,a) — Aa mit

(i) Ma+b)=Xa+ b

(ii)

(i) (Aw)a = A(pa)
)

(iv) la =

(A + p)a = Aa+ pa

Beispiele
(a) A =K ein Korper. Ein A-Modul ist ein K-Vektorraum.
(b) A =7, A eine abelsche Gruppe. Setze na = a+a+ - - -+ a, n-fach. Dann ist A ein Z-Modul.
(¢) Mit A, B ist auch A @ B ein A-Modul.
Definition Ein A-Modulhomomorphismus ¢ : A — B ist ein Homomorphismus von abelschen
Gruppen mit ¢(Aa) = A(¢(a)).

Ist ¢ : A — B ein A-Modulhomomorphismus, so ist ker ¢ ein A-Untermodul von A und im ¢ ein
Untermoduln von B.

Definition 4 % B % C heisst exakt (in B), wenn ker¢) = im ¢.
Beispiele
(a) 0— A 2 B ist genau dann exakt, wenn ¢ injektiv ist.
(b) B Y00 st genau dann exakt, wenn 1 surjektiv ist.
(¢c) 0— A 2 B 0 ist genau dann exakt, wenn ¢ ein Isomorphismus ist.
(d) Ist 0 — A B4 C — 0in A, B und C exakt, so sprechen wir von einer kurzen exakten

Folge. Dies bedeutet, dass ¢ injektiv und v surjektiv ist und ¢ einen Isomorphismus C' ~
B/im ¢ induziert.
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Satz 1.1 Es sei 0 — A & B 5 C — 0 eine kurze exakte Folge. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

(i) Es existiert ein A-Modulhomomorphismus o : C' — B mitcoo = 1¢.
(ii) Es existiert ein A-Modulhomomorphismus 7: B — A mit Top=14.

(iii) Es existiert ein A-Modulisomorphismus 3 : B — A ® C, so dass das folgende Diagramm

kommutativ ist:
0 - A LA B S C = 0

I Lp |
O—>AL—A>A@C7F—C;C—>O

In diesem Fall, sagt man auch etwa, die kurze exakte Folge zerfalle.

Beweis Es ist klar, dass aus (iii) sowohl (i) wie auch (ii) folgt. Wir beweisen, dass aus (i) die
Aussage (iii) folgt. Dazu analog wird der Beweis der Implikation (ii) = (iii) gefiihrt; diesen Teil
iiberlassen wir dem Leser. Wir behaupten B = kere @ im o; die Abbildung § ist dann dieser
Isomorphismus. In der Tat gilt kere Nim o = {0}. Um B ~ kere + im o zu zeigen, betrachten
wir ' = b — oeb. Dann ist eb/ = eb — coeb = €b — €b = 0, das heisst b’ € kere. Aber oeb € im o,
so dass b = oeb + b’ die verlangte Aufspaltung ist.
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1.2. Die Gruppe der Homomorphismen

Es seien A, B A-Moduln. Die Menge der A-Modulhomomorphismen ¢ : A — B bildet unter
(¢ + 1) a = ¢da + Ya eine abelsche Gruppe. Diese bezeichnen wir mit Hom (A4, B) und nennen
sie die Gruppe der Homomorphismen von A nach B.

Fiir 3 : B — B’ erhalten wir einen “induzierten” Homomorphismus
B« = Homy (A, 8) : Homp (A, B) — Homy (4, B)
némlich
Bi(¢) = Bo ¢
Fiir o : A — A erhalten wir einen “induzierten” Homomorphismus
a* = Homy (o, B) : Homy (A, B) — Homy (A', B)
namlich

a*(9) = doa.

Neben der Tatsache, dass sowohl G, wie o* Homomorphismen von abelschen Gruppen sind, gilt
auch

(04—1—0/)*:04*—1—0/*, (ﬁ+ﬁ/)*:ﬁ*+ﬁi

Satz 2.1 Es sei 0 — B' %5 B 5 B” — 0 eine kurze exakte Folge von A-Moduln und A ein
weiterer A-Modul. Dann ist die induzierte Folge

0 — Homp (A, B') &5 Homy (A, B) =5 Homy (A, B")

exakt.

Satz 2.2 Es sei 0 — A’ 5 A 5 A" — 0 eine kurze exakte Folge von A-Moduln, und B ein
weiterer A-Modul. Dann ist die induzierte Folge

0 — Homy (A", B) < Homy (A, B) s Homy (A', B)

exakt.
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Beweis Ubungsaufgabe.

Bemerkung: Die Aussagen in diesen beiden Sétzen kénnen im allgemeinen nicht durch Anfiigen
einer Null am rechten Ende verschérft werden. So ist zum Beispiel fiir A = Z, die exakte Folge
072575 7/nZ — 0und A =7Z/nZ in der induzierten Folge

0 — Homgz(Z/nZ,Z) ™5 Homz(Z/nZ,7) ™5 Homgz(Z/nZ, Z/n7)

die Abbildung m, nicht surjektiv.

Um im Folgenden die Notation in exakten Folgen etwas zu erleichtern, werden wir oft injektive
Abbildungen durch — bezeichnen und surjektive Abbildungen durch —. Statt der kurzen exakten
Folge

0—-A'5A—- A" >0

schreiben wir also manchmal

A — A A" .

Fiir festes A wird durch B ~» Homy (A, B) jedem Modul eine abelsche Gruppe zugeordnet und
durch 8 ~» Homp (A4, #) jedem A-Modulhomomorphismus ein Homomorphismus von abelschen
Gruppen. Dabei gelten offensichtlich die Regeln

(1) (8"0B)x = (8«0 (B)« ,

(i) (1B)+ = lHom,(A,B) -

Zuordnung treten in der Mathematik und insbesondere in der Homologischen Algebra haufig auf.
Man spricht von einem (kovarianten) Funktor von der Kategorie der A-Moduln in die Kategorie
der abelschen Gruppen.

Die oben ebenfalls studierte Zuordnung, wo B festgehalten wird, also A ~» Homa (A, B), zu-
sammen mit der zugehorigen Zuordnung auf den A-Modulhomomorphismen, definiert einen kon-
travarianten Funktor von der Kategorie der A-Moduln in die Kategorie der abelschen Gruppen.
Der Unterschied zwischen kovariant und kontravariant besteht einzig in der ersten der beiden
oben aufgefithrten Regeln: es muss auf die Reihenfolge der Zusammensetzung der Abbildungen
geachtet werden.
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1.3. Freie Moduln, projektive Moduln

Definition Es sei S eine Menge. Der freie A-Modul F' = F(S) auf der Menge S besteht aus den
formalen endlichen A-Linearkombinationen von Elementen aus S,

Z AsS, As € A ,nur endlich viele A\s # 0.
seS

Beispiele
(a) A =k ein Korper. Jeder k-Modul (k-Vektorraum) ist frei.
(b) A =Z. Es gibt Z-Moduln, die nicht frei sind.
Satz 3.1 Es sei F' = F(S) der freie A-Modul auf der Menge S. Es sei A ein beliebiger A-Modul

und {as}, s € S eine Familie von Elementen von A. Dann existiert ein eindeutig bestimmter
A-Modulhomomorphismus ¢ : F(S) — A mit ¢(s) = as fir alle s € S.

Beweis Man definiere ¢ : F' — A durch die Festsetzung

¢ (Z Ass> =) Aas.

seS Ses

Dann ist ¢ offensichtlich ein A-Modulhomomorphismus und ebenso offensichtlich der einzige mit
der Eigenschaft ¢(s) = as fiir alle s € S.

Satz 3.2 Es sei F ein freier A-Modul und 0 — B’ &5 B 5 B” — 0 eine kurze exakte Sequenz
von A-Moduln. Dann ist

0 — Homy (F, B') 5 Homy (F, B) 5 Homy (F, B") — 0
exakt.
Beweis Es ist zu zeigen, dass ¢, surjektiv ist. Zu ¢ : F — B” ist ¢ : F — B zu konstruieren
mit e,(¢) = €0 ¢ = . Zu diesem Zweck betrachte man v (s) € B” und wihle by € B mit

g(bs) = ¥(s). Definiere ¢ durch ¢ (s) = bs. Dann gilt € (¢(s)) = £(bs) = ¥(s) und damit wegen
der Eindeutigkeit(!) £ o ¢ = 1.

Definition Ein A-Modul P heisst projektiv, wenn fiir alle kurzen exakten Sequenzen
0—-B LBSB -0
von A-Moduln die induzierte Sequenz
0 — Homy (P, B') %5 Homy (P, B) 5 Homy (P, B") — 0

exakt ist.
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Korollar 3.3 FEin freier Modul F ist projektiv.

Satz 3.4 FEin A-Modul P ist genau dann projektiv, wenn fir jeden surjektiven A-Modulhomomor-
phismus € : B — B und jedem A-Modulhomomorphismus 1) : P — B" ein A-Modulhomomorphis-
mus ¢ : P — B existiert mit € o ¢ = 1.

Man sagt in diesem Fall, “es existiere eine Hochhebung”.

Korollar 3.5 FEs sei P projektiv. Dann ist P isomorph zu einem direkten Summanden in jedem
Modul A, dessen Quotient P ist.

Beweis Wahle ¢y = 1p: P — P, e : A — P. Da P projektiv ist, existiert ¢ : P — A mit eo¢ = 1p.
Dann folgt A = ker e® im ¢; ausserdem ist ¢ injektiv, also P ~ im ¢.

Korollar 3.6 FEs sei P projektiv. Dann ist P isomorph zu einem direkten Summanden in einem
freien Modul.

Beweis Wéhle € : F' — P surjektiv mit F' frei.

Die Umkehrung der Aussage des Korollars 3.6 gilt ebenfalls. Ist P ein direkter Summand in
einem freien Modul, so ist P projektiv. Dies folgt direkt aus der Tatsache, dass Hom additiv
ist. Darunter versteht man, dass die Bildung von Hom (A, B) in beiden Variablen mit direkten
Summen vertriglich. Es gilt also Homy (41 @ Ay, B) = Homy (A4, B) @ Homy (Ag, B), wie auch
die analoge Aussage fiir die Variable B. Den Beweis fiir diese einfache, aber wichtige Tatsache
iiberlassen wir dem Leser. Man vergleiche dazu auch die Ausfiihrungen in Abschnitt 11.4.

Bemerkung Es sei 0 — B’ £ B 5 B” — 0 eine kurze exakte Folge mit der Eigenschaft, dass fiir
alle Moduln A die induzierte Sequenz

0 — Homy (A4, B') % Homy (A4, B) =5 Homy (A, B") — 0

exakt ist. Dann zerfillt die Sequenz 0 — B’ — B — B” — 0.
Beweis Ubungsaufgabe.
Die Definition des Begriffes projektiv, lédsst sich — wie man sagt — dualisieren. Man definiert

Definition Ein A-Modul [ heisst injektiv, wenn fiir alle kurzen exakten Sequenzen
0454540
von A-Moduln die induzierte Sequenz

0 — Homp (A", 1) < Hompy (A, 1) N Homy (A", 1) — 0
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exakt ist.

Natiirlich lassen sich im Anschluss an diese Definition {iber injektive Moduln Aussagen machen,
die “dual” sind zu den obigen Aussagen iiber projektive Moduln. Wir verzichten in diesem Text
auf eine breitere Darstellung, weil dies fiir unsere spéteren Zwecke nicht notwendig ist, wollten
den Begriff injektiver Modul aber der Vollstdndigkeit halber doch erwahnen.
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1.4. Die ker-coker-Sequenz

Essei ¢ : A — B ein A-Modulhomomorphismus. Wir definieren den Cokern von ¢ durch coker ¢ =
B/im ¢ . Dann ist offenbar die Folge

0—>ker¢—L>A£>Bl>coker¢—>O

exakt. Dabei ist ¢ die Einbettung und 7 die natiirliche Projektion.

Satz 4.1 Gegeben sei das kommutative Diagramm

AL A L
¢ 1o ¢’
0o - B 2 B B

mit exakten Zeilen. Dann existiert ein Homomorphismus o : ker ¢” — coker ¢, so dass die
induzierte Folge

Cl{/ Cl{// o 6/ 6//
ker ¢’ =5 ker ¢ — ker ¢” = coker ¢’ = coker ¢ = coker ¢”

exakt ist. Ist o/ injektiv, so ist auch o, injektiv; ist 3" surjektiv, so ist auch (3. surjektiv.

Beweis Wir definieren zuerst den Homomorphismus o Es sei a” € ker ¢”’. Wihle a € A mit
a(a) = d”. Dann gilt 3"¢(a) = ¢"a’(a) = ¢"(a”) = 0. Damit ist ¢(a) € ker 3”7 = im 3. Es
existiert somit b € B’ mit /(') = ¢(a). Man definiere o(a”) = [b'], wobei wir mit eckigen
Klammern die entsprechende Restklasse bezeichnen.

Die Unabhéngigkeit von der Wahl von a ist nicht schwer einzusehen: Ist @ € A ein weiteres
Element mit o’(a) = o'(a), so gilt (a — a) € ker &, d.h. es existiert a’ € A" mit o/(a') = a — a.
Ist mun B'(F) = ¢(a) und F'(b) = ¢(a), so folgt F(a') = pa’(a) = (a — @) = (a) — B(a) =
)= B'(b) =B — V). Da 3 injektiv ist, folgt ¢'(a’) =¥ — ¥, d.h. [p] = [V/].

Es ist nun an jeder Stelle die Exaktheit zu priifen. Wir zeigen dies an der Stelle ker ¢” und
iiberlassen den Rest als Ubungsaufgabe dem Leser.

Es sei zuerst a” € ker ¢” und auch a” € im . Die Definition von o liefert dann sofort o(a”) =
0. Damit gilt im o C kero. — Wir behaupten nun kero C im o). Es sei also a” € ker¢”
und a” € kero. Gemiss Definition von ¢ wihlen wir a € A mit o’(a) = o” und V' € B’
mit ¢(a) = ['(V). Wegen o(a”) = 0 muss dann o’ € A’ existieren mit ¢'(a’) = V. Es folgt
o/ (a') = F'¢'(d') = B (V) = ¢(a). Man setze nun @ = a — o’ (a’). Dann folgt o’ (a) = a” und
(@) = ¢p(a) — ¢’ (a') = ¢(a) — ¢p(a) = 0. Damit ist nach Definition von o auch o(a”) = 0. Dies
war zu beweisen.

Das folgende niitzliche Korollar, das sogenannte 5-er Lemma folgt direkt aus der ker-coker-
Sequenz.
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Korollar 4.2 Gegeben sei das kommutative Diagramm,

0 - A4 £ a4 Ly
L Lo L¢"

o - B 2 B L p

11

— 0

mit exakten Zeilen. Sind zwei der Homomorphismen ¢, ¢,¢" Isomorphismen, so ist auch der

dritte ein Isomorphismus.

Bei den Anwendungen der ker-coker-Sequenz wird wichtig sein, dass sie natdrlich ist. Darunter
versteht man das Folgende. Ist eine Abbildung des einen Diagrammes in ein zweites gegeben, so
dass samtliche vorkommenden Quadrate kommutativ sind, so wird eine Abbildung der ker-coker-
Sequenz des ersten Diagrammes in die ker-coker-Sequenz des zweiten Diagrammes induziert, so

dass siamtliche vorkommenden Quadrate kommutativ sind. .
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II. Kettenkomplexe

I1.1. Kettenkomplexe, Homologie

Es sei A ein Ring mit Einselement. Mit A, B, (... bezeichnen wir A-Moduln.

Definition Ein Kettenkomplex C von A-Moduln besteht aus einer Familie {C},}, —co < n < oo
von A-Moduln und einer Familie von A-Modulhomomorphismen 0,, : C,, — C,,_1 mit 0,,_10, =0
fir alle n:

8n«‘fl 8n 87171
= Unyl — Cpn—=Ch1 — Cpg— -+

Die Familie der Homomorphismen 9,, heisst Differential oder Rand.

Gegeben seien zwei Kettenkomplexe von A-Moduln C = {C),0,} und D = {D,,d,}. Eine
Kettenabbildung (ein Homomorphismus von Kettenkomplexen) ® : C — D ist eine Familie von
A-Modulhomomorphismen ¢,, : C,, — D,, mit ¢,,_10,, = 9, ¢, fiir alle n. Letzteres bedeutet, dass

alle vorkommenden Quadrate

c., & o

l ¢n l anfl

a/
n
D, - Dy

kommutativ sind.

Wir bezeichnen mit Z,, = ker(9, : C,, — C,_1) C C, den Untermodul der Zyklen und mit
B, = im (Oh41 : Cpy1 — Cp) C C), den Untermodul der Rdinder. Wegen 0,10, = 0 gilt
B, C Z,.

Der n-te Homologiemodul von C (oft auch einfach n-te Homologiegruppe von C genannt) ist
definiert durch
H,(C)=Z,/B, .

Es wird also an jeder Stelle des Komplexes der Quotient “Zyklen modulo Rénder” gebildet. Ist
z ein Zyklus, so wird das zugehorige Element der Homologie oft mit [z] bezeichnet und [z] heisst
dann auch etwa die Homologieklasse von z. In der Folge werden wir fiir die Homologie {H,,(C)}
des Kettenkomplexes C) oft die kompakte Schreibweise H(C) beniitzen.

Beispiel Die hier eingefiihrten Begriffe stammen aus der algebraischen Topologie. Das nachfol-
gende Beispiel illustriert diesen Zusammenhang. Wir betrachten das aus den Ecken 0,1,2,3, den
zugehorigen Kanten und den zugehorigen Seitenflichen gebildete Tetraeder. (Topologisch be-
trachten wir also ein Modell der 2-Sphire.) In der algebraischen Topologie ordnet man diesem
Objekt einen Kettenkomplex C zu. Es ist Cy die freie abelsche Gruppe mit Basis zq, z1, z2, 3,
C die freie abelsche Gruppe mit Basis zgx1, xoT2, Tox3, 122, £123, Tox3 und Cy die freie abelsche
Gruppe mit Basis xox120, xox123, Toraxs, T1Toxs. Fiir n # 0,1, 2 sei C),, = 0. Das Differential ist
auf den Basiselementen wie folgt gegeben:
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81($Z’$J‘) =T; — T fiir i < 4,
32(1‘2‘.%'j.%'k) = XXk — Tk + T;T; fiir i < j < k.

Dieses Differential ordnet also einem ein- bzw. zwei-dimensionalen “Simplex” den (orientierten)
Rand zu. Man verifiziert leicht 0105 = 0, es gilt namlich, i < j < k,

8132(1‘2‘.%'j.%'k) = 81(.%'j1‘k — LT + xixj) = (a:k — mj) — (a:k — 1‘2) + (.Z'j — .%'Z) =0.
Fiir die Homologie des so definierten Kettenkomplexes ergibt sich
Ho(C) =7, Hi(C)=0, Hy(C)=7Z.

Man erkennt die Homologie einer 2-Sphére!

Die n-te Homologie H,(C) eines Kettenkomplexes C ist genau dann Null, wenn gilt Z,, = ker 9,, =
im 0,41 = By, d.h. wenn die Folge

On »
7 Un+1 s Cna_’ n—1—"7"""
an der Stelle C), exakt ist. So gesehen misst die Homologie eines Kettenkomplexes die Abweichung
von der Exaktheit. Ein Kettenkomplex C mit H, (C) = 0 fiir alle n heisst auch etwa azyklisch.

Wir werden uns spéter auch mit Cokettenkomplexen beschéftigen miissen. Ein Cokettenkomplex
ist analog definiert wie ein Kettenkomplex mit dem einzigen Unterschied, dass das Differential 0,,
nicht von C,, nach C,_; fiihrt, sondern von C), nach C), ;. Man spricht dann konsequenterweise
von Cozyklen, von Corindern und von der Cohomologie. In der Notation unterscheidet man
Cokettenkomplexe von Kettenkomplexe gewthnlich dadurch, dass man obere Indizes statt untere
verwendet.

Zuriick zu Kettenkomplexen. Wir betrachten eine Kettenabbildung ® : C — D. Die Kommuta-
tivitdt des Quadrates

c, % c.

l ¢n l ¢n71

a/
D, - Dy,

liefert ¢(Z,,) C Z] und ¢(B,,) C B},. Damit induziert ® fiir jedes n eine wohlbestimmte Abbildung
(¢n)« : Hy(C) — Hy, (D). Wir fassen dieses Resultat im folgenden Satz zusammen, wobei wir einen
offensichtlichen Zusatz mitausdriicken:

Satz 1.1 Die Kettenabbildung ® : C — D induziert einen wohlbestimmien Homomorphismus
¢, : H(C) — H(D). Der Zusammensetzung von zwei Kettenabbildungen entspricht die Zusam-
mensetzung der induzierten Abbildungen in der Homologie. Ist ® die Identitit, so ist auch die
induzierte Abbildung in der Homologie die Identitdt.
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Wenn man die Sprache der Kategorien und Funktoren heranzieht, so driickt sich der Sachverhalt
wie folgt aus:

Die Homologie H,(—) ist ein (kovarianter) Funktor von der Kategorie der Kettenkomplexe von
A-Moduln (und der zugehorigen Kettenabbildungen) in die Kategorie der A-Moduln (und der
A-Modulhomomorphismen).

Im Rest dieses Abschnittes beschéftigen wir uns mit der Frage, wann zwei Kettenabbildungen
®, ¥ : C — D in der Homologie den gleichen Homomorphismus ®, = ¥, : H(C) — H(D) indu-
zieren. Dabei miissen wir uns mit einer Teilantwort begniigen, indem wir nur hinreichende, aber
nicht notwendige Bedingungen angeben. Zu diesem Zweck fiithren wir den Begriff der Homotopie
zwischen zwei Kettenabbildungen ein.

Eine Homotopie x von der Kettenabbildung ® zur Kettenabbildung ¥ ist eine Familie von Ho-
momorphismen y,, : C;, — Dy 11 mit

wn - an - a;LJran + Xn—lan

fiir alle n.

Die Kettenabbildungen ® und ¥ heissen homotop, ® ~ ¥, wenn eine Homotopie x von ® nach
U existiert. Offenbar definiert dies in der Menge der Kettenabbildungen von C nach D eine
Aquivalenzrelation. Es gilt nun der Satz:

Satz 1.2 Es seien &,V : C — D zwei Kettenabbildungen mit ® ~ W. Dann folgt &, = U, :

Beweis Es sei n beliebig aber fest. In der Notation unterdriicken wir deshalb die Angabe von n.
Wir betrachten z € Z(C) mit zugehoriger Homologieklasse [z]. Dann gilt ¢.[z] = [¢(2)]. Damit
folgt (¢« — ¥i)[2] = [(¢ — ¥)(2)]. Aber wegen ¢ — 1 = 9'x + xO0 und da z ein Zyklus ist, ergibt
sich (¢ —¥)(z) = 9'x(2). Es ist also (¢ — 1)(2) ein Rand und damit (¢, — t.)[z] = 0. Dies war

zu beweisen.

Ist die Kettenabbildung ® zur Nullabbildung homotop, so heisst ® nullhomotop. Die induzierte
Abbildung @, in der Homologie ist dann offensichtlich die Nullabbildung. Ist die Identitdt des
Kettenkomplexes C kraft der Homotopie x nullhomotop, so heisst x auch etwa eine zusammen-
ziehende Homotopie. In diesem Fall ist die Homologie des Kettenkomplexes trivial, H(C) = 0.

Wir bemerken schliesslich noch, dass Homotopien mit der Zusammensetzung von Kettenabbil-
dungen vertriglich sind. Sind nédmlich Kettenabbildungen ® ~ ¥ :C - D und & ~¥': D — E
gegeben, so folgt (®'®) ~ (V'¥). Den Beweis dieser Tatsache iiberlassen wir dem Leser als
Ubungsaufgabe.
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Dieses einfache Resultat ermoglicht es prinzipiell, von der Kategorie der Kettenkomplexe und der
Kettenabbildungen zur Kategorie der Kettenkomplexe und der Homotopieklassen von Kettenab-
bildungen iiberzugehen. Man nennt diese Kategorie oft die Homotopiekategorie der Kettenkom-
plexe. Gemiiss unserem Satz iiber die Homotopie “faktorisiert” der Funktor der Homologie iiber
die Homotopiekategorie. Dieses Resultat spielt in der algebraischen Topologie eine grundlegende
Rolle.

Zwei Kettenkomplexe C und D heissen homotopiedquivalent, wenn es Kettenabbildungen & :
C —->Dund ¥ : D — C gibt, so dass die Zusammensetzung ¥Y® homotop zur Identitdt von C
ist und die Zusammensetzung ®¥ homotop zur Identitéit von D. In der Homotopiekategorie der
Kettenkomplexe iibernimmt der Begriff der Homotopiedquivalenz die Rolle des (gewdhnlichen)
Isomorphiebegriffes. (Ganz allgemein wird in der Kategorientheorie der Begriff “isomorph” in
analoger Weise definiert.) Die Klasse der zum Kettenkomplex C homotopiedquivalenten Ketten-
komplexe heisst die Homotopieklasse von C. Aus der Funktoreigenschaft der Homologie und dem
Satz 1.2 folgt nun sofort, dass die Homologie eines Kettenkomplexes nur von seiner Homotopie-
klasse abhéngig ist.

Wir schliessen diesen Abschnitt mit einem Beispiel, das zeigt, dass zwei verschiedene Kettenab-
bildungen die gleiche Abbildung in der Homologie induzieren kénnen, obschon sie nicht homotop
sind.

Wir definieren zwei Kettenkomplexe C und D von abelschen Gruppen wie folgt:

Der Kettenkomplex C ist definiert durch C; = Z = (a), Co = Z = (b) und C,, = 0 fiir n # 0, 1.

Das Differential 0; : C1 — (Y ist gegeben durch 0;(a) = 2b. Der Kettenkomplex D ist definiert
durch D; =7 = (a') und D,, = 0 fiir n # 1.

Es folgt Hy(C) = Z2 und H,(C) =0 fiir n # 0. Ferner H1(D) = Z und H,(D) =0 fiir n # 1.
Es sei nun die Kettenabbildung ® : C — D gegeben durch ¢1(a) = a’ und ¥ sei die Nullabbildung.
Die induzierte Abbildung in der Homologie ist in beiden Féllen die Nullabbildung, ®, = ¥, = 0.

Aber ® und V¥ sind nicht homotop. In einer Homotopie x miisste nédmlich xo : Co — D; (die
einzige nichttriviale Abbildung) die Gleichung ¢1 = ¢1 — Y1 = dhx1 + X001 = x001 befriedigen.
Ist nun xo(b) = ma’, so wiirde folgen a’ = ¢1(a) = x0(2b) = 2ma’, was fiir kein (ganzzahliges) m
moglich ist.
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I1.2. Die lange exakte Homologiesequenz.

Wir zeigen in diesem Abschnitt, dass zu einer kurz exakten Sequenz von Kettenkomplexen eine
lange exakte Homologiesequenz gehort.

Satz 2.1 Essei0— C' % C S C” — 0 eine kurze exakte Folge von Kettenkomplezen (d.h. 0 —
! B¢, 3 C" — 0 ist kurz exakt fiir alle n). Dann existieren verbindende Homomorphismen
wp : Hy(C") — H,—1(C'), so dass die Sequenz

= Ho(C7) 50 Hy(C) M H,(0) Y B (072 H () S H oy (C) =

exakt ist.

Beweis Wir betrachten zuerst das folgende Diagramm mit exakten Kolonnen:

0 0 0
! ! !
! ! !
0 — c au Ch =l c — 0
1o, 1 On Loy
0 — 7,7,—1 = Cn—1 =3 ;{—1 — 0
! ! !
C;L—l/B;L—l — Cp1/Bp1 — C;{—l/BZ—1
! ! !
0 0 0

Wir entnehmen daraus mit Hilfe der ker-coker-Sequenz (siehe 1.4.1), dass fiir alle n die Folgen
0— Z;L — Ly — Z,Z

und

C! /B, — C,/B, — C!/B! -0

exakt sind.

Diese Informationen beniitzen wir Aufbau des folgenden Diagramms mit exakten Zeilen und
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Kolonnen
0 0 0
! ! !
Zy/By, — Zn/B, — Z,/B;
! ! !
c,/B, — C,/B, — C!/Bl — 0
! ! !
0 — Z7IL—1 — Zn—1 - Zg—l
! ! !
H7,7,—1 — Hpo1 — H;{—1
l ! 1
0 0 0

Daraus lasst sich die Aussage des Satzes direkt mit Hilfe der ker-coker-Sequenz ablesen.

Wir geben hier der Vollstdndigkeit halber die explizite Definition des verbindenden Homomorphis-
mus wy, : H,(C") — H,—1(C’) noch an. Es sei die Homologieklasse [z]/] € H, (C") gegeben. Wihle
cn € Cp mit g,(c,) = 2. Betrachte 9,,(c,) € Bp—1 C Z,—1. Wegen e,_10,(cn) = Ohen(cn) =
o(zr) = 0 existiert 2/, _; € Z | mit pp_1(2],_1) = On(c,). Der Homomorphismus w,, ist dann
definiert durch wy,([2]]) = [2],_4]-

Es ist wichtig festzustellen, dass die lange exakte Homologiesequenz nattrlich ist: ein Homomor-
phismus der kurzen exakten Folge C'~—C—C"” von Kettenkomplexe in eine zweite D’—D-—»D",
(so dass alle auftretenden Quadrate kommutativ sind,) induziert eine Abbildung der langen ex-
akten Homologiesequenz zu C'—C—C" in diejenige zu D’>~D—D", (so dass alle entstehenden
Quadrate kommutativ sind).
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I1.3. Projektive Auflésungen

Es sei A ein A-Modul. Wir nennen einen Kettenkomplex
Pp....—- P, —-P_ 11— - —>P—->F—0

eine projektive Auflosung (projektive Resolution) von A iiber A, wenn P;, i > 0 projektive A-
Moduln sind und wenn die Homologie von P durch

A firi=0,
Hi(P)_{ 0 fiiréi >0

gegeben ist.
Ist P eine projektive Auflosung des Moduls A, so ist der (augmentierte) Kettenkomplex

=P, —-P, 1= —>P—-FP—-A—=0

exakt.

Satz 3.1 Gegeben sei der A-Modul A. Dann existieren projektive Auflésungen von A dber A.

Beweis Wir wissen, dass zu A ein projektiver Modul P, existiert, der sich auf A abbilden ldsst.
Sei K der Kern dieser Abbildung. Dann wihle man einen projektiven A-Modul Py, der sich (mit
Kern K7p) auf Ky abbilden ldsst. Die Sequenz 0 — K; — P} — Py — A — 0 ist dann exakt. Auf
diese Weise fahre man schrittweise weiter.

Satz 3.2 Es seien P eine projektive Auflosung von A und P’ eine projektive Auflosung von A’
und ¢ : A — A’ sei ein Homomorphismus. Dann existiert eine Kettenabbildung ® : P — P/,
welche ¢ : A — A’ “hochhebt”.

Beweis Wir beweisen diese Aussage mit Induktion. Da Py ein projektiver Modul ist, existiert zur
Abbildung Py — A — A’ eine “Hochhebung” ¢¢ : Py — Fj, so dass das Quadrat

PO - A
1 ¢o 1o
P - A

kommutativ ist.
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Ist ¢, : P, — P konstruiert, so induziert dieses eine Abbildung (¢,). : K, — K,,. Wie oben
kénnen wir dann die Projektivitit von P,y beniitzen, um ¢, 41 : Py — P), 41 zu definieren, so
dass das Quadrat

Pn+1 - K,
l ¢n+1 l (an)*
P - Ky,

kommutativ ist. Diese schrittweise Definition liefert die gewiinschte Kettenabbildung.

Satz 3.3 Es seien ® und W zwei Hochhebungen von ¢ : A — A’. Dann existiert eine Homotopie
X:P >~

Beweis Wir bezeichnen das Differential im Kettenkomplex P mit 9,,, dasjenige in P’ mit 8/,. Es
sind dann Abbildungen x, : P, — P, n > 0 zu definieren mit ¢, — ¢,, = 0}, 1Xn + Xn—10n
(dabei ist x—1 Null zu setzen).

Ahnlich wie oben geschieht dies mit Induktion nach n. Fiir n = 0 stellen wir fest, dass gemiss
Voraussetzung das Bild der Abbildung 1y — ¢ in K|, enthalten ist. Da die durch 9] induzierte
Abbildung P{ — K|, surjektiv ist, erlaubt es die Projektivitét von Py eine Abbildung x¢ : Py — Pj
zu definieren mit 19 — ¢o = 94 xo. Damit ist die Induktion verankert.

Fiir den Induktionsschritt nehmen wir an, x,_1 sei bereits konstruiert. Zur Konstruktion von x,
betrachten wir das Diagramm

PnJrl 8n—-t1 Pn % Pnfl
¢n+1 ll wn-l—l ¢n ll wn ¢n—1 ll ”%—1
o! /

P S om B P

Gemiss Voraussetzung gilt

wn—l - an—l = a;LXn—l + Xn—28n—1 .
Nun folgt

aﬁz@ﬁn — bn — Xn-10n) = a;L’lzZ)n - a;ﬁbn - a;Lanlan
= ¢nflan - anflan - a;Lanlan
= (Yn-1—bn-1—0)Xn1)0n
= Xn—20n—10,
= 0.

Damit faktorisiert die Abbildung 1, — ¢, —Xn—10, iiber K, = ker 0/,. Da die durch 9), , | induzierte
Abbildung P}, 11 K] surjektiv ist, erlaubt es die Projektivitéit von P, eine Abbildung x,, : P, —

P!, zu definieren mit

Y — G — Xn-10p = 111+1Xn .
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Dies war zu beweisen.

Korollar 3.4 Es seien P und P’ zwei projektive Auflosungen von A. Dann sind P und P’
homotopiedquivalent.

Dies bedeutet, dass in der Kategorie der Kettenkomplexen und der Homotopieklassen der Ket-
tenabbildungen die projektive Auflésung von einem Modul A bis auf (eindeutig bestimmte) Iso-
morphie eindeutig bestimmt ist.
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I1.4. Derivierte Funktoren

Wir betrachten hier zwei Kategorien, ndmlich einmal die Kategorie der A-Moduln Mod und die
Kategorie der abelschen Gruppen Ab.

Definition Ein (kovarianter) Funktor F': Mody — Ab legt fiir jeden A-Modul M eine abelsche
Gruppe F (M) fest und fiir jeden A-Modulhomomorphismus ¢ : M — M’ einen Homomorphismus
F(¢) = ¢u : F(M) — F(M'), wobei die Zuordnung den folgenden Gesetzen geniigt:

(i) F(por)=F(p)o F(y)
(i) F(1a) = Lran

Der Funktor F heisst additiv, wenn gilt F(¢ + ¢) = F(¢) + F ().

Fiir einen additiven Funktor F' : Mod — Ab gilt also, dass fiir Moduln A und B die Zuordung
Homy (A, B) — Homgz(F(A), F(B)) homomorph ist.

Satz 4.1 Es sei F': Modpy — Ab ein additiver Funktor. Dann gilt F(A® B) = F(A) ® F(B)
und F(0) = 0.

Beweis Wir betrachten A & B zusammen mit den beiden Injektionen ¢4 und ¢g und den bei-
den Projektionen w4 und wp. Dann gilt watq4 = 14, matp = 0, mgta = 0, mptg = 1 und
tAaTA + tpTp = lagp. Wendet man den Funktor F' auf diese Situation an, so erhélt man eine
abelsche Gruppe F'(A® B) zusammen mit Abbildungen F(v4), F(tp), F(74) und F(7g). Geméss
Voraussetzung gilt ferner F'(mata) = F(7a)F(ta) = F(14) = 1pa), F(matp) = F(ma)F(tp) =0,
F(?TB)F([,A) = 0, F(?TB)F(LB) = 1F(B)7 und

1F(AG§B) = F(lA@B) = F(LATFA + LBT('B) = F((,A)F(TFA) + F(LB)F(TFB) .
Es geniigt also Folgendes zu zeigen: Es sei in einer Modulkategorie ein Objekt X gegeben zusam-

men mit Abbildungen ¢4, tp, T4 und . Es gelte matqa = 14, matp =0, mpta =0, gt = 1p
und tamg + tpmp = lx. Dann folgt X ~ A& B.

Wir definieren ¢ : A ® B — X durch ¢(a,b) = ta(a) + tp(b) und p : X — A @ B durch
Y(z) = (ma(x), mp(z)). Dann gilt

oY(x) = ¢p(ma(x), 7p(z)) = tama(x) + tpmp(x) = (tama + tp7E)(T) =

und

Yé(a,b) = Y(ta(a)+ip(b)) = (ma(tala)+ip (b)), 7B (tala)+ip (b)) = (ratala), Tpep (b)) = (a,b) .

Dies beweist die Behauptung.
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Beispiele:

(a) Es sei ein A-Modul A gegeben. Wir ordnen jedem A-Modul B die abelsche Gruppe Hom (A, B)
zu und jedem A-Modulhomomorphismus ¢ : B — B’ den induzierten Homomorphismus ¢, :
Homp (A, B) — Homy (A, B'). Dies definiert nach unseren fritheren Resultaten einen additiven
Funktor F': Mod — Ab.

(b) Es sei ein A-Modul B gegeben. Wir ordnen jedem A-Modul A die abelsche Gruppe Hom (A, B)
zu und jedem A-Modulhomomorphismus 1 : A — A’ den induzierten Homomorphismus * :
Homp (A4’, B) — Homp (A, B) (in der “umgekehrten” Richtung!). Mit Ausnahme der Tatsache,
dass die induzierten Homomorphismen die “falsche” Richtung besitzen, erfiillt diese Zuordnung

die Bedingungen eines (additiven) Funktors G : Mod — Ab. Man sagt, G sei ein kontravarianter
(additiver) Funktor von Mod nach Ab.

(c) Es sei ein (rechts) A-Modul A gegeben. Wir ordnen jedem (links) A-Modul B die abelsche
Gruppe A ®x B zu und jedem A-Modulhomomorphismus ¢ : B — B’ den induzierten Homo-
morphismus ¢, : A ®y B — A ®a B, der auf typischen Elementen des Tensorproduktes durch
d«(a®@b) = a® ¢(b) gegeben ist. Die Eigenschaften des Tensorproduktes zeigen, dass damit ein
kovarianter und additiver Funktor von Mod nach Ab gegeben ist.

Als néchstes betrachten wir einen Kettenkomplex C = {C),, d,,} von A-Moduln und wenden auf
ihn den additiven Funktor F' an. Es folgt aus der Funktoreigenschaft und aus der Tatsache,
dass unter F' der Nullhomomorphismus in den Nullhomomorphismus iibergeht, dass F(C) =
{F(Cy,),F(0y)} ein Kettenkomplex von abelschen Gruppen ist. Ist @ : C — D eine Kettenabbil-
dung, so ist offenbar F'(®) : F(C) — F (D) ebenfalls eine Kettenabbildung. Ist x eine Homotopie
zwischen den Kettenabbildungen ®, ¥ : C — D, so ist F(x) wegen der Additivitdt von F' eine
Homotopie zwischen den Kettenabbildungen F'(®) und F(¥). Wenn also insbesondere die Ket-
tenkomplexe C und D homotopiedquivalent sind, so sind es auch die beiden Kettenkomplexe

F(C) und F(D).

Wir wenden nun diese Uberlegungen auf einen konkreten Fall an. Wir betrachten den A-Modul A
und eine projektive Auflosung P von A. Da P bis auf Homotopieidquivalenz eindeutig bestimmt ist,
ist fiir den additiven Funktor F' der Kettenkomplex F'(P) ebenfalls bis auf Homotopiedquivalenz
eindeutig bestimmt. Die Homologie des Kettenkomplexes F'(P) héngt also nicht von der Wahl
der projektiven Auflosung P von A ab sondern einzig vom Modul A. Damit wird dem Modul
A und jedem additiven Funktor F' fiir jedes n eine wohlbestimmte abelsche Gruppe H, (F(P))
zugeordnet.

Wenn nun ¢ : A — A’ ein A-Modulhomomorphismus ist, so definieren wir einen induzierten
Homomorphismus wie folgt. Es seien P und P’ projektive Resolutionen von A bzw. A’. Wir wissen,
dass sich ¢ zu einer Kettenabbildung ® : P — P’ “hochheben” lisst. Ferner haben wir gezeigt,
dass die Homotopieklasse der Kettenabbildung ® eindeutig durch ¢ : A — A’ bestimmt ist. Damit
ist aber auch die Homotopieklasse der Abbildung F(®) : F(P) — F(P’) eindeutig bestimmt. Dies
impliziert seinerseits, dass der induzierte Homomorphismus in der Homologie eindeutig bestimmt
ist. Es gehort folglich zu ¢ : A — A’ ein eindeutig bestimmter Homomorphismus ¢, : H,(F(P)) —
H,(F(P")), n>0.
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Mit dieser nun auch auf den Homomorphismen definierten Zuordnung wird A ~» H,(F(P)),n > 0
zu einem kovarianten Funktor von der Kategorie der A-Moduln in die Kategorie der abelschen
Gruppen. Dieser Funktor nennt man den n-ten links-derivierten Funktor L, (F') von F.

Definition Der n-te links-derivierte Funktor L,(F) : Modx — Ab des additiven Funktors
F : Mody — Ab ist definiert durch

(LnF)(A) = Ho(F(P)) ,

wo P eine (beliebige) projektive Auflésung von A ist.

Es bleibt noch, die beiden Funktoreigenschaften nachzuweisen. Dazu ist einmal zu zeigen, dass die
Identitdt 14 : A — A die Identitét in der Homologie H, (F(P)) = (L, F)(A), induziert. Dies folgt
sofort daraus, dass wir die Identitéit 14 : A — A durch die Identitdt der projektiven Resolution
P von A “hochheben” kénnen. Die induzierte Abbildung in der Homologie ist dann offensichtlich
ebenfalls die Identitéit. — Ferner ist nachzuweisen, dass fiir eine Zusammensetzung von ¢ : A — A’

und ¢’ : A" — A" gilt
(¢' 0 @) = (¢)x 0 (¢)s : LnF(A) — Ly F(A") .

Es seien P, P’ und P” projektive Auflssungen von A, A’ und A”. Die Kettenabbildung ®" o ® :
P — P’ die durch Zusammensetzen der Hochhebungen ® : P — P’ von ¢ und ' : P’ — P” von
¢’ entsteht, eine Hochhebung der Zusammensetzung ¢’ o ¢ ist. Die induzierten Abbildungen in der
Homologie der Kettenkomplexe F(P), F(P’) und F(P”) haben dann ebenfalls diese Eigenschaft.

Schliesslich fiigen wir an, dass der Funktor L,F : Mody — Ab, n = 0,1,2,... automatisch
additiv ist. Es sei ® : P — P’ eine Hochhebung von ¢ : A — A’ und ¥ : P — P’ eine Hochhebung
von1 : A — A’, dannist ®+V¥ : P — P’ eine Hochhebung von ¢+ : A — A’. Da F ein additiver
Funktor ist, gilt dann (24 V), = &, 4V, : F(P) — F(P’) fiir die induzierten Kettenabbildungen.
Damit folgt auch (¢ +¢)s = ¢+ s : Ly F(A) — L, F(A’) fiir die induzierten Homomorphismen
in der Homologie.

Es lassen sich iiber die (links-)derivierten Funktoren eines Funktors F' weitere allgemeine Eigen-
schaften herleiten. Wir ziehen es hier vor, diese Eigenschaften im n#chsten Abschnitt direkt bei
dem uns am meisten interessierenden konkreten Beispiel, ndmlich dem Ext-Funktor aufzulisten.

Zum Schluss fiigen wir hier noch einige Bemerkung zur Dualisierung und zur Terminologie an.

Nimmt man fiir den Modul A an Stelle einer projektiven Auflésung (nach links) eine injektive
Auflésung (nach rechts), so definiert das analoge Verfahren fiir den kovarianten Funktor F' die
sogenannten rechts-derivierten Funktoren R™F'.

Die Terminologie wird etwas undurchsichtiger bei kontravarianten Funktoren. Hier hat sich folgen-
de Sprachregelung durchgesetzt. Man betrachtet den kontravarianten Funktor G als kovarianten
Funktor auf der entgegengesetzten Kategorie, die dadurch definiert ist, dass sie die gleichen Ob-
jekte wie die urspriingliche Kategorie besitzt, in der aber die Morphismen gerade die umgekehrte
Richtung aufweisen. Ein kontravarianter Funktor kann dann interpretiert werden als kovarianter
Funktor auf der entgegengesetzten Kategorie, und eine projektive Resolution eines Objektes A
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in der urspriinglichen Kategorie ist eine injektive Resolution des gleichen Objektes in der ent-
gegengesetzen Kategorie. Interpretiert man das gesamte oben beschriebene Verfahren mit einer
projektiven Resolution von A und dem kontravarianten Funktor G in der entgegengesetzten Ka-
tegorie, so liefert es dort die rechts-derivierten Funktoren von G. Diese Terminologie beniitzt
man auch dann, wenn die entgegengesetzte Kategorie gar nicht erwéhnt wird. Die mit Hilfe einer
projektiven Resolution definierten derivierten Funktoren des kontravarianten Funktors G heis-
sen deshalb in der homologischen Algebra die rechts-derivierten Funktoren von Gj sie werden
konsequenterweise mit R"G bezeichnet.

In analoger Weise erhiélt man die links-derivierten Funktoren L, G des kontravarianten Funktors
G, wenn man fiir A eine injektive Resolution wahlt.
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I1.5. Ext als derivierter Funktor.

Wir betrachten hier fiir einen gegebenen A-Modul B den Funktor G : A ~ Homp (A, B). Dieser
Funktor von der Kategorie der A-Moduln in die Kategorie der abelschen Gruppen ist additiv, aber
kontravariant. Das im Abschitt 4 beschriebene Verfahren mit Hilfe einer projektiven Auflésung des
Moduls A liefert geméss unseren Festsetzungen zur Terminologie die rechts-derivierten Funktoren
R"G.

Wir wiederholen hier der Vollstédndigkeit halber die notwendigen Schritte:

1. Zum gegebenen A-Modul A wéhle man eine projektive Auflsung P. (Die Homotopieklasse
von P ist eindeutig durch A bestimmt.)

2. Man wende den Funktor G = Homy (—, B), bilde also den Cokettenkomplex Homy (P, B).
(Da G additiv ist, ist die Homotopieklasse von Hom (P, B) eindeutig bestimmt.)

3. Bilde in Homp (P, B) die Cohomologie H"(Homp (P, B)). (Gemiéss unserer Konvention ha-
ben wir einen oberen Index n geschrieben. Die Cohomologiegruppen sind unabhéngig von
der Auswahl der projektiven Auflsung P und eindeutig durch A (und B) bestimmt.)

4. Ein Homomorphismus ¢ : A — A’ gibt Anlass zu einer Kettenabbildung ® : P — P’. (Die
Homotopieklasse der Kettenabbildung ist eindeutig durch ¢ : A — A’ bestimmt.)

5. Die Anwendung von G liefert eine Cokettenabbilung ®* : Homu (P’, B) — Homx (P, B).
(Man beachte die umgekehrte Richtung!) (Die Cokettenabbbildung ®* ist bis auf Homotopie
eindeutig durch ¢ : A — A’ bestimmt.)

6. Die Cokettenabbildung ®* induziert einen Homomorphismus ¢* : H"(Homy (P, B)) —
H"(Homy (P, B)). (Dieser Homomorphismus ist eindeutig durch ¢ : A — A’ bestimmt.)

Definition Es sei der A-Modul B gegeben. Fiir n = 0,1,2,... definieren wir den (kontravarian-
ten) Funktor A ~» Ext} (4, B), n > 0 als n-ten rechts-derivierten Funktor von A ~» Homy (A4, B).

Im Rest dieses Abschnittes beschiftigen wir uns mit einigen weiteren Eigenschaften der Ext-
Funktoren. Es sind dies Eigenschaften, die man mutatis mutandis ganz allgemein fiir derivierte
Funktoren beweisen koénnte; eine Ausnahme bildet einzig Punkt 5, wo eine fiir den Funktor Ext
spezifische Eigenschaft behandelt wird. Wir iiberlassen die Formulierungen der allgemein giiltigen
Aussagen und deren Beweise als Ubungsaufgaben dem Leser.

1. Wir betrachten den Beginn der projektiven augmentierten Auflésung von A, also die exakte
Folge:

= P i Py L A-0
Es sei Ky = kerm = im 0;. Da unser Ausgangsfunktor Homp (—, B) links-exakt ist, liefert seine

Anwendung die exakten Folgen:

0 — Homy (4, B) — Homy (Py, B) — Homy (Ko, B)
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und
0 — Homy (Ko, B) — Homp (P1,B) — - - -

Die durch 0y induzierte Abbildung ¢ ist die Zusammensetzung
Homy (Py, B) — Homp (Ko, B) — Homy (P, B).

Um Ext{ (A, B) zu berechnen, haben wir die Cohomologie H°(Hom (P, B)) zu bilden. Es folgt
also
ExtQ (A, B) = ker 67 /im & = ker 67 = Homy (A, B) .

2. Es sei A = P projektiv. Dann ist 0 — Py — 0 mit Py = P eine projektive Auflésung von A.
Damit folgt Ext}{ (A, B) =0 fiir n > 1.

3. Es sei 8 : B — B’ ein A-Modulhomomorphismus. Dann induziert 3 einen wohldefinierte
Cokettenabbildung f, : Homy (P, B) — Homy (P, B’) Dies induziert fiir jedes n eine entspre-
chende Abbildung in der n-ten Cohomologiegruppen. Es ist leicht zu verifizieren, dass damit
B ~ Ext} (A, B), n > 0 zu einem (kovarianten) Funktor wird.

4. Es sei eine kurze exakte Folge
0—-B5%B5B -0

gegeben. Ist P wie oben eine projektive Resolution von A, so erhilt man eine kurze exakte(!)
Folge von Cokettenkomplexen

0 — Homu (P, B') &5 Homy (P, B) =5 Homy (P, B”) — 0

Dies liefert — wie wir wissen — eine lange exakte Sequenz fiir die Cohomologie, also fiir die Ext-
Gruppen. Sie lautet:

0 — Homyu(A, B') % Homy (A, B) 25 Homy (A, B")
“ Exth (A, B') 5 Ext} (A4, B) = Exth (4, B")
2 Ext3(4,B) 5 ...

5. Mit Hilfe der langen exakten Ext-Sequenz in der zweiten Variablen lésst sich sofort eine Cha-
rakterisierung projektiver Moduln angeben.

Satz 5.1 Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) A ist projektiv;
(ii) Extk (A, B) =0 fir alle Moduln B;

(iii) Ext} (A, B) =0 fiir alle Moduln B und alle n > 1.
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Beweis In der Reihenfolge (i) = (iii) = (ii)= (i) ist wegen Punkt 2 nur noch die letzte Implikation
zu beweisen. Aber die lange Ext-Sequenz (sieche Punkt 4 oben) zeigt in diesem Fall, dass fiir jede
exakte Folge
0-BLB5B -0
die Folge
0 — Homy (A4, B') &5 Homy (A4, B) <5 Homy (A, B") — 0
exakt ist. Laut Definition ist somit A projektiv.

6. Wir zeigen hier, dass Ext auch eine lange exakte Folge in der ersten Variablen zulésst. Zu
diesem Zweck betrachten wir eine kurze exakte Folge

0-A B A5 A S0

Zu A’ und A” sei je eine projektive Auflosung gegeben:

!

—)P{—)PéLA/—)O

!

B

l
A — 0
! l
~ Pl - P T oA S0

Wir versuchen, eine projektive Auflésung P von A zu definierten, so dass wir eine kurze exakte
Folge von Kettenkomplexen erhalten. Wegen der Projektivitit von P schliessen wir, dass not-
wendigerweise Py = Pj @ Pj sein muss. Um die Abbildung Py — A zu definieren, finden wir
zuerst ¢ : P — A mit e¢p = 7", was wegen der Projektivitit von P moglich ist. Dann definie-
ren wir 7 : Py — A durch 7(p, py) = pn’(po) + ¢(pj). Die damit entstehenden Quadrate sind
kommutativ. Ausserdem zeigt die ker-coker-Sequenz, dass w surjektiv ist und dass die Sequenz

!
0 — kern’ — kerm — kert”’ — 0

exakt ist. Damit kann der nichste Schritt der Konstruktion von P, ndmlich die Konstruktion von
Py zusammen mit den zugehorigen Abbildungen, in ganz analoger Weise vollzogen werden.

Man erhélt mit dieser Konstruktion eine kurze exakte Folge von Kettenkomplexen, die man
P’ — P — P” mit P = P’ @ P” schreiben kann, wobei man aber beachten muss, dass das
Differential im Kettenkomplex P nicht durch die Summe der Differentiale in P’ und P” gegeben
ist.

Wir wenden nun auf diese kurze exakte Folge von Kettenkomplexen den Funktor ' = Homy (—, B)
an. Wegen der Additivitét erhilt man als Resultat eine kurze exakte Folge von Cokettenkomple-
xen, welche in iiblicher Weise eine lange exakte Folge in der Homologie liefert. Da die Homolo-
giegruppen sich als Ext-Gruppen identifizieren lassen, erhélt man die folgende exakte Ext-Folge:

0 — Homy(4”,B) N Homy (A, B) N Homy (A', B)
“ Exth (A", B) & Extl (4, B) %> Ext} (4, B)
2 Ext2(4",B) S -
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7. Man stellt ohne griossere Schwierigkeiten fest, dass die exakten Ext-Folgen natirlich sind.
Sowohl Abbildungen der zugrunde liegenden kurzen exakten Folgen wie auch Abbildungen des
festen Moduls fithren zu entsprechenden Abbildungen der langen exakten Folgen, so dass alle
entstehenden Quadrate kommutativ sind.

8. Essei 0 - R — P — A — 0 eine projektive Présentierung, d.h. eine kurze exakte Folge mit
P projektiv. Dann liefert die unter 6. behandelte Ext-Sequenz zusammen mit 2., fiir n > 2 den

Isomorphismus
Ext} (A, B) ~ Ext} (R, B)

und fiir n = 1 erhélt man die exakte Folge

0 — Homy (A, B) — Homy (P, B) — Homy (R, B) — Exti(4,B) — 0

Wir schliessen mit der folgenden Bemerkung. Wir haben bei unserem Vorgehen beim Hom-
Funktor die Variable A ausgezeichnet, und fiir festes B vom so entstehenden kontravarianten
Funktor die rechts-Derivierten als Ext-Funktoren definiert. Dual kénnen wir im Hom-Funktor
die Variable B auszeichnen und fiir festes A vom so entstehenden kovarianten Funktor F' : B ~~
Homy (A, B) (mit Hilfe einer injektiven Resolution von B) die rechts-derivierten Funktoren R™F
bilden. Wir bezeichnen sie fiir den Zweck dieser Bemerkung mit Exty (A, B). Die hier in den
Punkten 1 bis 8 fiir die Ext-Funktoren durchgefithrten Uberlegungen lassen sich in offensichtli-
cher Weise dualisieren und fithren so zu analogen Resultaten fiir die Ext -Funktoren. Mit dieser
Information ldsst sich dann das {iberraschende Resultat beweisen, dass die Ext -Funktoren mit
den oben definierten Ext™-Funktoren tibereinstimmen: sie sind fiir jedes n natiirlich dquivalent.
Ferner sind auch die verbindenden Homomorphismen in den langen exakten Sequenzen mit die-
ser natiirlichen Aquivalenz (wenigstens bis auf das Vorzeichen!) vertriglich. Die Details, die fiir
diesen Nachweis notwendig sind, iiberlassen wir dem Leser.

Wir machen in der Folge von diesem Resultat Gebrauch, indem wir nur die Bezeichnung Ext
beniitzen. Dieser Funktor kann also sowohl mit Hilfe einer projektiven Auflésung der ersten
Variablen von Hom wie auch mit Hilfe einer injektiven Auflésung der zweiten Variabeln von Hom
erhalten werden.
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I1.6. Modulerweiterungen

Es sei
FE:0—-A—-B—-C—0

eine kurze exakte Folge von A-Moduln. Wir setzen diese exakte Folge an die erste Stelle der
langen Ext-Sequenz und setzen an die zweite Stelle den Modul A:

0 — Homy (C, A) — Homy (B, A) — Homp (A4, A) 8 Ext}(C,A4) — - --

Die Identitit 14 : A — A in Homp (A, A) wird unter wg in &g € Ext} (C, A) abgebildet. Damit
wird der kurzen exakten Folge E, einer Erweiterung von C' durch A, das Element A(F) = &g €
Ext} (C, A) zugeordnet.

Zwei Erweiterungen
E:0-A—-B—-C—0

und
F:0-A—-B —-C—=0

von C durch A heissen dquivalent, wenn eine Abbildung ¢ : B — B’ existiert, so dass das
Diagramm
0O - A —- B — C — 0

| o) |
0 - A - B — C — 0

kommutativ ist. Man beachte, dass in diesem Fall ¢ : B — B’ automatisch ein Isomorphismus
ist.

Lemma 6.1 Fiir zwei dquivalente Erweiterungen E und E' von C durch A gilt A(E) = A(E') €
Ext} (C, A).

Beweis Die Natiirlichkeit der langen exakten Ext-Sequenz liefert das kommutative Diagramm

— Homy(B,A) — Homp(A,A) 25 Exti(C,4) —
o [
— Homp(B',A) — Homp(4,4) £ Exth(C,4) —

Daraus folgt sofort A(E) = wg(1a) = wr/(1a) = A(E').

Lemma 6.2 Zu ¢ € Ext}(C, A) existiert eine Erweiterung E : 0 — A — B — C — 0 mit
A(E) =¢.
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Beweis Wir wihlen zu C eine projektive Prisentierung
P: 0-REPSC—0O.
Dies gibt Anlass zur exakten Sequenz
0 — Homy (C, A) — Homy (P, A) — Homy (R, A) 25 Ext} (C,A) — 0 .

Zu gegebenem ¢ € Ext} (C, A) existiert ¢ : R — A mit wp(¢p) = €. Wir konstruieren einen Modul
B zusammen mit entsprechenden Abbildungen, so dass ein (kommutatives) Diagramm

£

P:0 - R L P 5 0 = 0

L Lo |

entsteht. Wir definieren B durch (A @ P)/{(¢(r),u(r))|r € R}, die Abbildung A — B durch
A — A® P —» B und die Abbildung P — B durch P — A& P — B. Die so definierte Abbildung
A — B ist injektiv. Ist ndmlich (a,0) = (0,0) mod {(¢(r),u(r))|r € R}, so existiert s € R mit
a =1(s) und p(s) =0, also s = 0 und damit a = 0. Ferner ergibt sich

BJ/A=(A® P)/(alA) +{((r), u(r)) |r € R}) = P/u(R) ~ C .

Dies liefert die noch fehlende Abbildung B — C.

Wegen der Natiirlichkeit erhélt man aus dem obigen Diagramm mit Hilfe der langen Ext-Sequen-
zen:

0 — Homp(C,A) — Homp(B,A) — Homy(A,A) “5 Exti(C,4) —
| Lo Ly I
0 — Homy(C,A) — Homy(P,A) — Homy(R,A) 25 Exti(C,4) — 0

Man liest dann ab:
A(E) = wp(la) = wpt*(14) = wp(¥) = £ € BExtj(C, A) .

Dies war zu beweisen.

Lemma 6.3 Zwei FErweiterungen
EFE:0-A—-B—-C—0

und
E:0-A—-B —-C—>0

mit A(E) = A(E") € Ext}(C, A) sind dquivalent.
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Beweis Zum Beweis betrachten wir eine projektive Préasentierung
0—-RELEPSC—0

und Abbildungen ¢, und ¢', 4/, so dass die folgenden Diagramme kommutativ sind (wir werden
in diesem Fall auch etwa von “Hochhebungen” der Identitét 1o sprechen):

£

P:0 — R L P - C —= 0
L Lo I
EF:0 — A A B L C = 0

und
£

P:0 — R LN P - C — 0
Ly L ¢ I

E':0 — A 5 B L - o0
Wir werden spiter benétigen, dass ¢ und ¢’ surjektiv sind. Dies kann ohne weiteres erreicht
werden, indem P “geniigend” gross gewéhlt wird. Die zugehorigen langen exakten Ext-Sequenzen
liefern dann die beiden Diagramme (die wir hier in einem Diagramm kombinieren)
Homy(4,4) “57 Ext}(C,4) —

(O |

w

Homy (P, A) " Homa(R,A) %  Exti(C,4) — 0
Laut Voraussetzung gilt dann
wE(lA) = A(E) = A(E/) = WE/(lA) .

Daraus ergibt sich
w(¥) = wp*(1a) = w™(1a) = w(¥) .
Es existiert also x : P — A mit ¢’ — ¢ = p*(x) = xu. Man ersetze nun im Diagramm fiir die

Erweiterung 0 — A — B — C — 0 die Abbildung v durch 9" = 1 + xyu = %' und ¢ durch
¢" = ¢ + rx. Wegen

K +xp) = K+ rxp = dp + rxp = (¢ + kX

liefert dann ¢” und v” eine Hochhebung von 1¢.

Die beiden Diagramme fiir ¢ und 1)’ einerseits wie fiir ¢” und 1" andererseits unterscheiden
sich wegen 1" = 1)/ nur unwesentlich: Man stellt insbesondere sofort fest, dass ker ¢’ = ker ¢”.
Da wir am Anfang dafiir gesorgt haben, dass ¢ (damit auch ¢”) und ¢’ surjektiv sind, gibt es
zwischen B ~ P/ker ¢” und B’ ~ P/ker ¢/ einen mit den Abbildungen , ', 7,7’ kompatiblen
Homomorphismus 3 : B — B’, welcher sowohl in A wie auch in C' die Identitit induziert. Die
Erweiterungen E und E’ sind somit dquivalent. Damit haben wir das folgende Resultat erhalten:
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Satz 6.4 Die Menge der Aquivalenzklassen von Erweiterungen von C durch A entspricht bijektiv
der Gruppe Ext} (C, A).

Wir schliessen einige Bemerkungen an.

1. Die Menge der Aquivalenzklassen von Erweiterungen von C durch A trégt laut diesem Satz
eine abelsche Gruppenstruktur.

2. Das Nullelement der Gruppe Ext}\(C, A) entspricht der zerfallenden Erweiterung:
0—-ABA0CcSC—0.

Dies schliesst man unschwer aus der Tatsache, dass in der langen Ext-Sequenz 14 € Hom} (A, A)
als Bild der Projektion A @& C' — C auftritt.

3. Ist C projektiv, so zerféllt jede Erweiterung von C' (was frither schon bekannt war).

Wir beschreiben zum Schluss noch, wie sich die induzierten Abbildungen in den Ext-Gruppen
auf der Ebene der Erweiterungen darstellen.

Es sei zuerst das Diagramm

0 — A — B — C — 0
I 1B L
0 - A - B - ¢ =0

gegeben. Dies induziert das kommutative Diagramm

— Homa(B',A) — Homp(4,4) % Exti(C,4) —
L g* I L
— Homy(B,A) — Homp(A,A4) 2 Exti(C,A) —

Die obere Erweiterung wird beschrieben durch £ = w(14) die untere durch £ = w’(14). Wegen
der Kommutativitit des Diagrammes gilt v*(¢') = &.

Ist das Diagramm
0O - A —- B — C — 0

| o 1B |
0 - A —- B —- C — 0

gegeben, so erhélt man das induzierte kommutative Diagramm

LU/

— Homy(B',A") — Homy(A,4) % Exti(C,A) —

| g loa* |
— Homy(B,A) — Homa(A,A) <% Exti(C,A) —
T ax T o T o

—  Homp(B,A) — Homy(A4,4) = Exti(C,4) —

Die obere Erweiterung wird beschrieben durch € = w(14), die untere durch §’ = w’(14/). Aus der
Kommutativitidt des Diagrammes folgt dann . (§) = w'(a) = w'(14)i =&,
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I1.7. Spezielle Ringe, Beispiele.

(a) Halbeinfache Ringe.
Definition Ein Ring A heisst halbeinfach, wenn jeder A-Modul halbeinfach ist.

Wir rufen in Erinnerung, dass ein Modul M halbeinfach ist, wenn jeder Untermoduln U C M
in M einen direkten Summanden U’ besitzt. Man weist im allgemeinen diese Eigenschaft nach,
wenn man zeigen will, dass ein Ring A halbeinfach ist. Zum Beispiel erhélt man auf diese Weise:

(i) Ein Koérper K ist halbeinfach.
(ii) Die Gruppenalgebra CG einer endlichen Gruppe ist halbeinfach.
(iii) Der volle Matrizenring M, (K) iiber einem Korper K ist halbeinfach.

Im Zusammenhang mit dem Funktor Ext ergibt sich die folgende Charakterisierung der Halbein-
fachheit eines Ringes.

Satz 7.1 Es sei A ein Ring. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) Der Ring A ist halbeinfach.
(ii) Fiir A-Moduln A, B gilt stets Ext} (A, B) = 0.
(i) Fir A-Moduln A, B gilt stets Ext} (A, B) =0 fiir n > 1.

Beweis Ist A halbeinfach, so besitzt jeder Untermodul einen direkten Summanden und umgekehrt.
Dies ist dquivalent zur Aussage, dass jede kurze exakte Sequenz zerfillt, also Ext/l\(A, B)=0.

Es sei Ext} (4, B) = 0 fiir alle A-Moduln A und B. Wir beweisen mit Induktion nach n, dass
dies Ext} (A, B) = 0 fiir alle A-Moduln A und B und n > 2 impliziert. Zu diesem Zweck wéhlen
wir eine projektive Présentierung, also eine kurze exakte Folge 0 - R — P — A — 0 mit P
projektiv. Dann folgt Ext} (A, B) = Ext} (R, B), aber letzteres verschwindet nach Induktions-
voraussetzung.

Korollar 7.2 FEs sei A halbeinfach. Dann ist jeder A-Modul projektiv.

Beweis Zum Modul A wéhlen wir eine projektive Prasentierung 0 - R — P — A — 0. Da A
halbeinfach ist, zerfallt diese kurze exakte Folge. Damit ist A ein direkter Summand im projektiven
Modul P, also selbst projektiv.

Satz 7.3 Es sei A ein halbeinfacher Modul tiber dem (beliebigen) Ring A. Dann ist auch jeder
Untermodul V von A und jeder Quotientenmodul A/V  halbeinfach.
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Beweis Wir zeigen, dass jede exakte Folge 0 — U — V — V/U — 0 zerféllt. Dazu betrachten wir
das Diagramm
0O - U —- V —- V/U — 0

| l L
0O - U —- A —- AU — 0

Da A halbeinfach ist, wird die untere Erweiterung durch 0 = ¢ € Ext}(A/U,U) beschrieben.
Nach Abschnitt 6 wird die obere Erweiterung dann in Ext}(V/U,U) durch /*(&) = +*(0) = 0
beschrieben. Damit zerfillt auch die obere Erweiterung. Es ist also jeder Untermodul von A
wieder halbeinfach.

Um zu zeigen, dass jeder Quotientenmodul A/V halbeinfach ist, betrachten wir das Diagramm

0O - U —- A — AU — 0

I | |
0 — U/V — AV — AU — 0

Wie im obigen Fall wird die obere Erweiterung durch 0 = ¢ € Ext}(A/U,U) beschrieben. Die
untere Erweiterung wird in Ext}(A/U,U/V) demzufolge durch 7,(¢) = m.(0) = 0 beschrieben.
Der Quotientenmodul A/V ist folglich halbeinfach.

(b) Abelsche Gruppen.
Wir betrachten die kurze exakte Folge

0—-257257/qZ —0

Dies ist fiir ¢ # 1 eine nichtzerfallende Erweiterung. Sie ist gleichzeitig eine projektive Présen-
tierung von Z/qZ. Es ergibt sich daraus die Sequenz

0 — Homy(Z/qZ,7) LN Homy(Z,Z) LR Homgz(Z,Z) — Ext}(Z/qZ,7) — 0

Die Hom-Gruppen und die induzierten Homomorphismen lassen sich leicht bestimmen: die Se-
quenz lautet
0—0—7Z3%7—Exty(Z/qZ,7) — 0 .

Daraus ergibt sich
Exty(Z/qZ,2) = 7./qZ .

Es gibt also neben der zerfallenden Erweiterung 0 — Z — Z&Z/qZ — 7./qZ — 0 noch ¢—1 ande-
re Aquivalenzklassen nichtzerfallender Erweiterungen. Wenn ¢ eine Primzahl ist, lésst sich leicht
zeigen, dass diese Erweiterungen alle von der Form 0 — Z — Z - Z/qZ — 0 sind, wo € das Eins-
element von Z auf ein nichttriviales Element von Z/qZ abbildet. Die einzelnen Aquivalenzklassen
nichttrivialer Erweiterungen unterscheiden sich in diesem Fall einzig durch die verschiedenen sur-
jektiven Homomorphismen €. Man sieht an diesem Beispiel, dass die Erweiterungsgruppen als
Gruppen isomorph sein kénnen, auch wenn sie zu nichtdquivalenten Erweiterungen gehéren. Wir
iiberlassen es dem Leser, die den Fall zu diskutieren, wo ¢ keine Primzahl ist.
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Fiir abelsche Gruppen lisst sich zeigen, dass die hoheren Ext-Gruppen (n > 2) alle verschwinden.
Dies folgt aus dem folgenden Satz, den wir hier ohne Beweis zitieren.

Satz 7.4 Ist U eine Untergruppe einer freien abelschen Gruppe, so ist U ebenfalls frei abelsch.
Korollar 7.5 Fir abelsche Gruppen A und B ist Ext7 (A, B) =0 fir alle n > 2.

Beweis Wir wihlen eine projektive Présentierung 0 — R — Py — A — 0 mit Py frei (abelsch).
Dann ist nach dem obigen Satz R ebenfalls frei. Setzen wir also P; = R, so ist

0—-P—-P—A—0

eine projektive Resolution. Berechnet man mit dieser die Ext-Gruppen Ext7 (A, B), so folgt daraus
direkt die Behauptung des Korollars.

(c) Der Ring A = Z/p*Z.

Wir betrachten den Modul A = Z/pZ. Es lisst sich dafiir sehr leicht eine projektive (sogar freie)
Auflésung angeben:

-—-P,—-P,1—P, 99— —>P—>P—A—0
indem man P, = A, n =0, 1,... setzt und das Differential & durch 9(1,) = p + p*Z definiert.
Fiir B = Z/pZ ergibt sich daraus sofort

Ext} (A, B) = Z/pZ

firn=0,1,....

(d) Der Ring kC,,.

Es sei C), die zyklische Gruppe der Ordung p, p prim, und k ein Koérper der Charakteristik p, z.B.
[Fp. Ist t ein erzeugendes Element von C), so lassen sich die Elemente von kC), schreiben als

p—1
Z k;t"
i=0

Setzen wir z = ¢t — 1, so gilt 2?7 = 0 und die Elemente 2’ mit ¢ = 0,1,...,p — 1 sind linear
unabhingig. Damit erhalten wir in 1 = 2%, 2!, 22,... 2P~ eine (neue) Basis von kC,, und kC),

wird isomorph zum Ring A = k[z]/(aP).

Wir betrachten nun den (trivialen) Modul A = k. Dafiir lisst sich wie folgt eine projektive (sogar
freie!) Auflosung angeben. Wir setzen P, = A fiir n = 0,1,2,... und definieren das Differential
wie folgt

_ x  fiir n ungerade
On(1a) = { zP~1 fiir n gerade
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Wie man leicht sieht, hat man mit diesem Komplex eine projektive Auflésung P des Moduls A = k
definiert. Sie kann fiir die Berechnung der Ext-Gruppen (hier Vektorrdume iiber k!) herangezogen
werden. Setzen wir beispielsweise B = k. Dann ist Homp (P, k) = k und das Differential 9, in
Homy (P, k) ist durchwegs trivial. Man erhilt deshalb Ext?} (k, k) = k fiir alle n = 0,1,2,....
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II1. Endlich dimensionale Algebren, Gruppenalgebren

Im Kapitel III bezeichnet A die Gruppenalgebra kG einer endlichen Gruppe G. Die Resultate
der Abschnitte I11.1 und II1.2 sind aber fiir eine beliebige endlich dimensionale Algebra iiber dem
Korper k giiltig; die Formulierung in diesen beiden Abschnitten ist dieser Tatsache angepasst.

IT1.1. Die Blécke einer endlich dimensionalen Algebra

Definition Ein A-Modul M heisst einfach, wenn M # 0 und wenn aus 0 # N C M stets N = M
folgt.

Zu A definieren wir einen Graphen I' = T'(A) wie folgt: Die Ecken entsprechen eineindeutig den
Isomorphieklassen der einfachen A-Moduln My, Ms,.... Man hat eine Kante zwischen M; und
M; genau dann, wenn Ext} (M;, M;) # 0 oder Ext} (M;, M;) # 0.

Wir sagen, die Moduln M; und M; liegen im selben Block von A, wenn M; und M; in der selben
Zusammenhangskomponente von I'(A) liegen.

Beispiel Es sei A halbeinfach. Dann gilt fiir einfache Moduln M; und M; stets Ext} (M;, M;) = 0.
Damit bildet jeder einfache A-Modul einen Block fiir sich.

Wir werden im Folgenden nur A-Moduln betrachten, welche als k-Vektorraum eine endliche Di-
mension aufweisen. In diesem Fall existiert in A eine Kompositionsreihe, d.h. eine Reihe

0=AgCc A1 C---CA,=A

von Untermoduln mit A;/A;—1,i=1,2,...,n einfach. Die Faktoren A;/A;_; sind nach dem Satz
von Jordan-Hélder bis auf Reihenfolge und Isomorphie eindeutig bestimmt. Man nennt A;/A4;_;
die Kompositionsfaktoren von A und n die Kompositionsldinge.

Wir beweisen als Erstes das folgende Lemma.

Lemma 1.1 Es seien Ay und Az zwei A-Moduln endlicher k-Dimension. Es gelte: Ist My ein
Kompositionsfaktor von A1 und Mg ein Kompositionsfaktor von As, so liegen My und Ms nicht
im selben Block von A. Dann zerfdllt jede Folge 0 — Ay — Ay — A3 — 0.

Beweis Es ist zu zeigen, dass Ext} (Asz, A1) trivial ist. Wir beweisen dies mit Induktion nach der
Summe der Kompositionsléngen von A; und As. Sind A; und Aj einfach, so folgt die Behauptung
direkt aus der Definition der Blocke.
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Ist A; nicht einfach, so betrachten wir einen einfachen Untermodul M von A; und die zu der
kurzen exakten Folge 0 — M — A; — A;/M — 0 gehorige lange Ext-sequenz:

- — Ext} (A3, M) — Ext} (43, A1) — Ext} (A3, A; /M) — ---

Gemiiss Induktionsvoraussetzung gilt Ext} (A3, M) = 0 und Ext} (A3, A; /M) = 0, da die Summe
der Kompositionslidngen der beiden involvierten Moduln in beiden Fillen kleiner ist. Damit folgt
wegen der Exaktheit der Sequenz auch Ext} (A3, A1) = 0.

Der Beweis fiir den Fall, wo As nicht einfach ist, verlauft vollig analog. Wir verzichten auf die
Details.

Satz 1.2 FEs sei A ein A-Modul mit dimp A < co. Dann lisst sich A schreiben als Ay ® As®--- D
A,,, wobei gilt

— die Kompositionsfaktoren von A; liegen alle im gleichen Block;

— die Kompositionsfaktoren von A; und A; mit i # j liegen in verschiedenen Bliocken.

Beweis Wir beweisen die Aussage mit Induktion nach der Kompositionslédnge von A. Es sei M ein
einfacher Untermodul von A. Dann betrachten wir 0 — M — A — A/M — 0. Da A/M Xkleinere
Kompositionslinge besitzt als A, ldsst sich A/M nach Induktionsvoraussetzung in der verlangten
Art schreiben als A1 ® Ay @ --- © A,,.

Gibt es in A/M keinen Kompositionsfaktor, der im gleichen Block wie M liegt, so folgt die
Behauptung sofort aus dem Lemma 1.1. Es ist dann A = M & Al A D A,

Gibt es in A/M einen Kompositionsfaktor, der im gleichen Block wie M liegt, so diirfen wir
annehmen, dass er in A; liegt. In diesem Fall definieren wir A; = 77_1(21). Wir betrachten dann
die kurze exakte Folge

0—-A - A—-Ad---dA,—0.

Gemiss dem Lemma 1.1 zerfallt diese Folge, so dass in diesem Fall gilt:
A=A Ao -dA,.

Dies war zu beweisen.

Definition Der Modul A heisst unzerlegbar, wenn A = A; @ As stets Ay = 0 oder A3 = 0
impliziert.

Es ist klar, dass einfache Moduln unzerlegbar sind; es gibt aber (bei nicht halbeinfachen Ringen)
noch andere unzerlegbare Moduln,

Korollar 1.3 Es sei A ein unzerlegbarer Modul. Dann liegen alle Kompositionsfaktoren von A
im gleichen Block.
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Man sagt dann auch oft, der unzerlegbare Modul A liege im Block, zu dem seine Kompositions-
faktoren gehoren.

Schliesslich erwihnen wir noch ohne Beweis den allgemeinen modultheoretischen Satz von Krull-
Remak-Schmidt:

Satz 1.4 Es sei A ein endlich dimensionaler Modul, A = A1® AP - -PA, mit A;, i =1,2,...,m
unzerlegbar. Dann sind die Summanden A1, Ao, ..., Ay, bis auf Isomorphie und Reihenfolge ein-
deutig bestimmit.
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II1.2. Die prinzipalen unzerlegbaren Moduln.

Wir schreiben den links-Modul A als direkte Summe von unzerlegbaren Moduln P;, A = P, &
P, & - @ P,,. Die Moduln P; heissen die prinzipalen unzerlegbaren Moduln von A. Nach Krull-
Remak-Schmidt sind sie bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt. Als direkte Summanden in einem
freien Modul sind sie ausserdem projektiv. Im folgenden werden wir die Struktur der prinzipalen
unzerlegbaren Moduln etwas ndher betrachten. Dazu benétigen wir einige Vorbereitungen.

Satz 2.1 Es sei A ein (tGber k) endlichdimensionaler A-Modul. Dann existiert ein kleinster Un-

termodul A’ mit AJA" halbeinfach.

Beweis Es sei F die Familie der Untermoduln B von A mit A/B halbeinfach. Man setze A’ =
(\per B. Aus Dimensionsgriinden kann man sich bei der Durchschnittsbildung auf endlich viele
Moduln By, Bs, ..., By, beschrinken. Wir behaupten das A/A’ halbeinfach ist. In der Tat ist die
Abbildung A/A" — @}, A/B; offensichtlich injektiv. Damit ist A/A’ isomorph zu einem Un-
termodul eines halbeinfachen Moduls, also selber halbeinfach. Damit ist A’ der gesuchte kleinste
Untermodul mit A/A’ halbeinfach.

Definition Das Jacobson-Radikal eines A-Moduls A ist definiert als kleinster Untermodul JA =
A’ mit A/A’ halbeinfach.

Der Quotient A/JA heisst auch etwa der Kopfvon A. Es ist der grosste halbeinfache Quotient von
A: Ist C halbeinfach und ¢ : A — C ein surjektiver Homomorphismus, so folgt JA C ker ¢ und
¢ : A — C faktorisiert iiber ¢ : A/JA — C. Da jeder Untermodul eines halbeinfachen Moduls
wieder halbeinfach ist, gilt dies sogar fiir beliebige (und nicht nur surjektive) Homomorphismen

o:A—C.

Das Resultat kann auch mit Hilfe der Hom-Gruppen ausgedriickt werden: Ist 7: A — A/JA die
kanonische Projektion, so ist fiir jeden halbeinfachen Modul C' der induzierte Homomorphismus

7 : Homp (A/JA,C) — Homp (A, C)

ein Isomorphismus.
Satz 2.2 Es sei P ein prinzipaler unzerlegbarer Modul. Dann ist P/JP einfach.
Der Beweis ergibt sich mit Hilfe des folgenden Lemmas.

Lemma 2.3 Es sei Q ein unzerlegbarer Modul und v : Q — @Q ein Endomorphismus. Dann ist
1 entweder ein Isomorphismus oder 1 ist nilpotent, d.h. es gibt eine Zahl m mit Y™ = 0.

Beweis Wir betrachten die Folge der Untermoduln im ¢ D im 2 D im 93 ---. Wegen der end-
lichen Dimension von ) muss die Folge dieser Untermoduln stationér werden. Es gibt also eine
kleinste Zahl m mit im ¢™ = im ¢! = im ™2 = ...,
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Wir behaupten nun: ker ™ Nim ¢™ = 0.

Es sei a = ¢™(b) € kery™. Dann folgt 0 = 9™ (a) = ¥*™(b), d.h. b € ker »>™. Aber ker ¢)>™ =
ker ™, so dass a = ¢ (b) = 0.

Aus Dimensionsgriinden folgt daraus sofort Q = ker ¢)™ @ im ¢"™. Dies steht im Widerspruch
zur Unzerlegbarkeit von @), es sei denn, einer der beiden direkten Summanden ist 0. Im Fall
ker ™ = 0 ist 9™ und damit 1) ein Isomorphismus, im Fall im ¢ = 0 ist ¢ nilpotent.

Beweis des Satzes. Wir zeigen: Die Annahme P/JP = M @& N mit M # 0 # N fiihrt zu einem
Widerspruch. Die Annahme liefert surjektive Homomorphismen 7 : P — M und o : P — N. Es
ist klar, dass o Anlass gibt zu einem surjektiven Homomorphismus o/ = o|g : Q = kerm — N.
Da P projektiv ist, gibt es dann einen Homomorphismus ¢ : P — @ mit ¢’'¢ = 0. Wir definieren

Y : P — Pdurch ¢ : P 2, Q C P. Da Q eine kleinere Dimension als P besitzt, ist ¢ und damit
auch v nicht injektiv. Andererseits ist wegen o = o) = op? = - .- = gp" die Abbildung ¢ nicht
nilpotent. Dies ist ein Widerspruch zur Aussage des Lemmas 2.3.

Satz 2.4 Zu jedem einfachen Modul M gibt es einen prinzipalen unzerlegbaren Modul P mit
P/JP =M.

Beweis Es sei 0 # m € M. Definiere ¢ : A — M durch ¢(A\) = Am, A € A. Da M einfach ist, ist
¢ surjektiv. Wegen A = Py & P> & - - - & P,, muss mindestens ein P; nichttrivial auf M abgebildet
werden. Fiir dieses P; gilt die Behauptung des Satzes.

Satz 2.5 Es seien P; und Pa zwei prinzipale unzerlegbare Moduln mit Kopf M. Dann gilt P ~
Py.

Bevor wir den Beweis fiir Satz 2.5 liefern, fassen wir die bisherigen Erkentnisse im folgenden
Theorem zusammen.

Theorem 2.6 Die Zuordnung P ~ P/JP liefert eine Bijektion zwischen den Isomorphieklassen
der prinzipalen unzerlegbaren Moduln und den Isomorphieklassen der einfachen Moduln.

Fiir den Beweis des Satzes 2.5 verwenden wir das Lemma 2.3. Die Projektivitit von P; liefert
einen Homomorphismus (1 : P, — P, mit moy = m : P1 — M, und die Projektivitdt von Ps
liefert einen Homomorphismus By : Po — P} mit w18y = w9 : P, — M. Wir betrachten dann die
Zusammensetzung ¥ = G281 : P, — P;. Es gilt 19 = 7. Wir haben also einen Endomorphismus
von P; gewonnen, der wegen m; = m¢) = m¢?> = --- nicht nilpotent sein kann. Geméss dem
Lemma ist folglich %) ein Isomorphismus. Dies bedeutet insbesondere, dass (1 injektiv und 3
surjektiv ist. Vertauscht man die Rollen von 81 und s, so erhilt man, dass 31 surjektiv und 35
injektiv ist. Damit folgt, dass sowohl 31 wie auch (s Isomorphismen sind.

Im folgenden wird der Begriff der Loewy-Reihe eines Moduls eine Rolle spielen. Darunter ver-
steht man die am schnellsten absteigenden Reihe von Untermoduln, deren sukzessive Faktoren
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halbeinfach sind. Fiir den Modul A lasst sich die Loewy-Reihe beschreiben durch
ADJADJPAD - D JVIAD J"AD -+ |

wo wir J*¥H1A = J(J¥A) gesetzt haben. Wegen der endlichen Dimension von A endet die Reihe
immer mit 0. Es gibt also eine kleinste Zahl n mit J"A = 0. Diese Zahl heisst die Loewy-Ldinge
von A. Sie entspricht der Anzahl nichttrivialer Loewy-Schichten von A.

Satz 2.7 Es seien M und N zwei einfache A-Moduln. Dann gilt
Ext} (M, N) = Homy(JP/J?P, N),
wo P der prinzipale unzerlegbare Modul mit Kopf M ist. Insbesondere ist Ext}x(M, N) genau dann

nichttrivial, wenn N als direkter Summand in JP/J?P vorkommt.

Beweis Wir betrachten die kurze exakte Folge 0 — JP % P 5 M — 0 und den Beginn der
dadurch induzierten langen Ext-Sequenz, wobei wir an zweiter Stelle den (einfachen) Modul N
einsetzen:

0 — Homy (M, N) < Homy (P, N) > Homy (JP,N) — Ext} (M, N) — 0 .

Es gilt dann
Homy (P, N) = Homp (P/JP,N)

und
Homp (JP,N) = Homy (JP/J?P,N) .

Da p* die Nullabbildung ist, entnimmt man aus der der exakten Folge den Isomorphismus
Ext} (M, N) = Homy (JP/J?P,N) .

Dies war zu beweisen.
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IT1.3. Die Gruppenalgebra einer p-Gruppe.

Es sei G ein p-Gruppe, d.h. eine Gruppe deren Ordung eine Potenz der Primzahl p ist.

Satz 3.1 Es sei G eine p-Gruppe und k ein Korper der Charakteristik p. Dann ist k der einzige
einfache kG-Modul und kG ist unzerlegbar.

Fiir den Beweis benétigen wir das folgende Lemma.

Lemma 3.2 Es sei G eine p-Gruppe und k ein Korper der Charakterstik p. Ist M ein kG-Modul,
M # 0, dann existiert 0 # b€ M mit b= b fiir alle x € G.

Beweis Man betrachte 0 # a € M und die Untergruppe A vom M erzeugt von allen xa, € G. Als
homomorphes Bild von [F,A besitzt A eine p-Potenzordnung. Die Einteilung von A in Bahnkurven
unter der G-Operation ergibt A = A UC; UCy U --- U Cy, wo AY die Fixelemente und Cj,
i =1,2,...,m die Bahnkurven mit |C;| > 2 bezeichnet. Da |C;| eine p-Potenz ist, folgt |A| = |AY|
mod p. Damit kann A® nicht nur aus dem Nullelement bestehen. Es gibt also ein nichttriviales
Fixelement 0 # b € AC.

Beweis des Satzes 3.1. Es sei M ein einfacher kG-Modul. Nach Lemma 3.2 existiert ein nichttri-
viales Fixelement b € M. Dann ist aber kb C M ein nichttrivialer Untermodul von M. Da M
einfach ist, folgt daraus M = kb ~ k.

Um zu zeigen, dass kG unzerlegbar ist, betrachten wir die Projektion 7 : kG — kG/J(kG). Da k
der einzige einfache kG-Modul ist, muss kG/J(kG) eine direkte Summe von Kopien von £ sein;
insbesondere ist die Operation von G in kG/J(kG) trivial. Fiir die Elemente x — 1 € kG, z € G
folgt daraus

mz—1)=n(x)—7(1)=n(z-1) —7(l) =2r(l) —7(1) =x(1) —7(1) =0

Die Elemente x — 1, x € G spannen aber in kG einen k-Unterraum der Codimension 1 auf. Da
7 nicht die Nullabbildung ist, folgt dimy(kG/J(kG)) = 1. Ist nun kG = P, ® P, ® --- & P, die
Zerlegung von kG in die prinzipalen unzerlegbaren Moduln, so folgt

kG/J(kG) = P/JPL ® Py /JPy © --- @ Py, /J Py,

Dies impliziert m = 1 und damit ist kG unzerlegbar.

Korollar 3.3 Es sei G eine p-Gruppe mit |G| = p™ und k sei ein Kéorper der Charakteristik p.
Ist P ein projektiver kG-Modul, so ist P frei. Insbesondere ist dimp P ein Vielfaches von p™.

Beweis Es sei P ein projektiver Modul {iber kG. Dann ist P direkter Summand in einem freien
Modul und damit nach dem Satz von Krull-Remak-Schmidt eine direkte Summe von prinzipalen
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unzerlegbaren Moduln. In unserem Fall ist P also eine direkte Summe von Kopien von kG, also
frei.

Wir werden weiter unten zeigen, dass auch die Umkehrung des Satzes 3.1 richtig ist: Genau dann
ist G eine p-Gruppe, wenn k der einzige einfache kG-Modul ist, bzw. wenn kG unzerlegbar ist.
Vorher betrachten wir aber noch kurz p’-Gruppen. Die Gruppe G heisst eine p’-Gruppe, wenn die
Primzahl p die Gruppenordnung |G| nicht teilt.

Satz 3.4 Es sei k ein Korper der Charakteristik p und G eine p’-Gruppe. Dann ist kG halbein-
fach.

Beweis Es ist zu zeigen, dass jeder Untermodul B eines kG-Moduls A ein direktes Komplement
besitzt. Zu diesem Zweck wihlen wir eine k-lineare Abbildung f : A — B mit f|p = 1p; eine
solche ergibt sich aus einer entsprechenden Basiswahl in A. Mit Hilfe von f definieren wir eine
Abbildung ¢ : A — B durch die Vorschrift

1 _
¢(a) = @l fo(x La) .

zelG

Wir behaupten, dass ¢ ein kG-Modulhomomorphismus ist. In der Tat gilt

1 _
o) = 1 DS )

zeG
1

_ -1 -1
= @ > yly'e) f(z ya)
z€G
= yo(a) .
Ausserdem folgt fiir b € B wegen f(b) = b sofort ¢(b) = b.

Damit ist ¢ ein linksseitiges Inverses der Einbettung B C A. Setzen wir C' = ker ¢, so folgt sofort
A~B®C,sodass Bin A in der Tat ein Komplement besitzt.

Aus diesem Resultat folgt, dass eine nichttriviale p’-Gruppe nichttriviale einfache kG-Moduln
besitzt, d.h. einfache Moduln, die von k verschieden sind. Zerlegen wir nédmlich £G in eine direkte
Summe von einfachen Moduln, so muss unter diesen mindestens einer vorkommen, in dem die
G-Operation nichttrivial ist. Denn sonst wire die G-Operation in kG ebenfalls trivial.

Fiir die néchsten zwei Sitze, die beide wichtige Folgerungen aus dem obigen Resultat sind,
bendétigen wir das folgende einfache Lemma.

Lemma 3.5 Es sei U eine Untergruppe von G. Dann ist kG, aufgefasst als kU-Modul, frei.

Beweis Es sei G = |J;~| Uz; eine Zerlegung von G in disjunkte U-Nebenklassen. Fiir kG, aufgefasst
als kU-Modul, gilt dann offensichtlich

m

kG = P(RU)z

i=1



U. Stammbach: Homologische Algebra 45

Damit ist z1, 29, ..., 2z eine kU-Basis von kG.

Wir beweisen nun zuerst die Umkehrung unseres Satzes 3.1 iiber p-Gruppen.

Satz 3.6 Es sei k ein Kdrper der Charakteristik p. Genau dann ist G eine p-Gruppe, wenn k
der einzige einfache kG-Modul ist.

Beweis Es bleibt zu zeigen, dass es ausser k noch weitere einfache kG-Moduln gibt, falls G keine p-
Gruppe ist. Wenn aber G keine p-Gruppe ist, gibt es neben p eine Primzahl ¢, ¢ # p, die ein Teiler
von |G| ist. Nach dem Satz von Cauchy gibt es dann in G ein Element e # y der Ordung ¢. Es
bezeichne C die zyklische Untergruppe von G, die von y erzeugt wird. Wir betrachten nun kG als
kC-Modul: nach obigen Satz ist kG frei iiber kC'. Ferner haben wir gesehen, dass kC nichttriviale
einfachen kC-Modul als direkte Summanden enthélt. Unter den kC-Kompositionsfaktoren von kG
gibt es also nichttriviale. Natiirlich erhalten wir die kC-Kompositionsfaktoren von kG auch, indem
wir zuerst die kG-Kompositionsfaktoren von kG betrachten, und diese dann auf kC' einschrénken.
Wir sehen also, dass sich unter den kG-Kompositionsfaktoren von kG solche befinden miissen, in
denen k£C' nichttrivial operiert. Dies war zu beweisen.

Der letzte Satz dieses Abschnittes liefert eine iiberraschende Information iiber die Dimension der
prinzipalen unzerlegbaren Moduln.

Satz 3.7 Es sei p eine Primzahl, k ein Kérper der Charakteristik p und G eine Gruppe der
Ordnung p"q mit p und q teilerfremd. Ist P ein prinzipaler unzerlegbarer kG-Modul, so ist dim P
ein Vielfaches von p™.

Beweis Es sei S eine p-Sylowuntergruppe von G; bekanntlich ist die Ordung von S gerade p”. Ist
nun P ein prinzipaler unzerlegbarer kG-Modul, so existiert ein kG-Modul @ mit P®Q = kG. Als
kS-Modul ist also P ein direkter Summand des freien kS-Moduls kG. Als kS-Modul ist deshalb
P ebenfalls projektiv, und da S eine p-Gruppe ist, ist P eine direkte Summe von Kopien von k5S.
Die k-Dimension von P ist also ein Vielfaches von der Ordung von S, dh. von p™. Dies war zu
beweisen.
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I11.4. Der duale Modul.

Es seien A und B zwei kG-Moduln. Das Tensorprodukt A ®j B wird durch die Festsetung
r(a®b)=xa®zb, a€ A, be B, x€G
zu einem kG-Modul. Ebenso wird die Homomorphismengruppe Homy (A, B) durch die Festsetzung
(zf)(a) = z(f(z™a)), ac A z€CG, f:A—B

zu einem kG-Modul. In beiden Féllen sprechen wir von der diagonalen Operation von G. Wenn
wir im Folgenden die Symbole “A ®j; B” und “Homy (A, B)” verwenden, so bezeichnen wir damit
die entsprechenden kG-Moduln.

Der zu A duale Modul A* ist definiert durch A* = Homy (A, k) . Nach obigem ist die kG-Operation
in A* gegeben durch
(zf)a= f(z7ta) ,ac A, z€G, f:A—k.

Natiirlich gilt A™ = A.

Der Vollstandigkeit halber merken wir an: A ® k ~ A ~ k ®; A und Homy(k, B) = B. Ferner
gilt A®r B~ B®; A.

Fiir den dualen Modul gelten offenbar die folgenden Aussagen:

(a) Die Folge 0 — A} — Ay — A3 — 0 ist genau dann exakt, wenn die duale Folge 0 — A} —
A5 — A7 — 0 exakt ist. Sind die beiden Folgen exakt, so zerfillt die eine genau dann, wenn
die andere zerfillt.

(b) Der Modul A ist genau dann einfach, wenn A* einfach ist.

(c¢) Der Modul A ist genau dann unzerlegbar, wenn A* unzerlegbar ist.

Als néchstes beweisen wir den folgenden grundlegenden Satz.

Satz 4.1 Es seien A, B, C' drei kG-Moduln. Dann ist die Abbildung
® : Homyg (A, Homg (B, C)) — Homyg(A ®k B, C)
definiert durch
(Pp)(a®b) = (p(a))(d), ac A, beB, ¢:A— Homy(B,C)

einen natirlichen Isomorphismus.
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Beweis Wir weisen zuerst nach, dass ®¢ : A ®; B — C ein kG-Modulhomomorphismus ist. In

der Tat gilt

(@) (z(a @ D))

Um zu zeigen, dass @ ein Isomorphismus ist, geben wir das Inverse W an. Dieses ist definiert

durch

((Tg)(a))(b) =gla®b), acA, beB g:A®;B—C.

Wir iiberlassen es dem Leser die Gleichungen ¥® = 1 und ®¥ = 1 nachzuweisen. Damit ist ®
ein Isomorphismus.

Dieses einfache Resultat fiihrt zu einer Reihe von interessanten Folgerungen. Als erstes merken
wir das folgende Korollar an.

Korollar 4.2 Fiir kG-Moduln A und B gelten natiirliche Isomorphismen
Homyg (A, B) ~ Homyg(k, Homy(A, B)) ~ Homg(A ®k B*, k) ~ Homyg(B*, A¥) .

Beweis Wir erhalten der Reihe nach

Homyg (A, B) ~ Homyg (A, B*) ~ Homyg(A, Homg(B*, k)) ~ Homgg(A @ B*, k)
Homyg (A ®k B*, k) ~ Homyg(B* ® A, k) ~ Homye(B*, Homy (A4, k)) ~ Homyg(B*, A*) .

Homyg (A, B) ~ Homyg(k @k A, B) ~ Homyg(k, Homy (A, B))

Eine analoge Aussage gilt dann konsequenterweise auch fiir Ext}(—,—) (der Stern steht fiir
irgend eine natiirliche Zahl 1,2, ...) anstelle von Homyg(—, —) .

Korollar 4.3 Fiir kG-Moduln A und B gelten natiirliche Isomorphismen
Extjo(A, B) ~ Extiq(k, Homg (A, B)) ~ Ext;(A @k B*, k) ~ Ext;,(B*, A") .

Beweis Es sei

P

—-P,—>P,_1—--P—>F—0

eine projektive Resolution des kG-Moduls k. Dann gilt nach Satz 4.1

Homkg(P Rk A, B)

~

~

Homyq (P, Homy (A, B))
Homkg(P ®k A ®k B*7 ]C)
Homyq(P ® B*, A™) .
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Wenn wir nun zeigen kénnen, dass fiir einen projektiven kG-Modul P und einen kG-Modul C
das Tensorprodukt P ®j C' wiederum projektiv ist, so ergibt die Homologiebildung in den obigen
Komplexen die Behauptung des Korollars.

Die Tatsache, dass P ®j C projektiv ist, weisen wir nach, indem wir zeigen, dass

Homkg(P Rk C, —)

ein exakter Funktor ist. Es sei also 0 — B; — By — B3 — 0 eine exakte Folge. Da k ein Korper
ist, ist die Folge

0 — Homy(C, B1) — Homy(C, Ba) — Homy(C, Bs) — 0
ebenfalls exakt. Anwendung von Homyq (P, —) liefert, da P projektiv ist, die exakte Folge
0 — Homyq (P, Homy(C, B1)) — Homyg (P, Homg(C, By)) — Homyg (P, Homy(C, Bs)) — 0
Nach Satz 4.1 stimmt diese Folge mit
0 — Homyg (P ®¢ C, B1) — Homyg(P ® C, By) — Homyg (P ® C, Bs) — 0

iiberein. Da diese exakt ist, ist damit die Behauptung bewiesen.

Schliesslich beweisen wir den folgenden iiberraschenden Satz.

Satz 4.4 Die Abbildung ¥ : kG — (kG)* definiert durch

went={ g L~

ist ein Isomorphismus von kG -Moduln.

Beweis Wir bemerken zuerst, dass ¥ der durch die Gruppenelemente gegebenen Basis des k-
Vektorraums kG die dazu duale Basis zuordnet. Wegen der endlichen Dimension ist ¥ ein Isomor-
phismus (von k-Vektorrdumen). Es bleibt somit nur zu zeigen, dass ¥ ein kG-Modulhomomorphis-
mus ist. Beniitzten wir das aus der linearen Algebra bekannte Kronecker-Delta sinngeméss, so
erhalten wir:

(U(22))(y) = dzay = b5 21y = (¥(2)) (27 y) = (2(¥(2)))(y) -

Dies war zu beweisen.

Korollar 4.5 Ist P ein prinzipaler unzerlegbarer kG-Modul, so ist auch P* ein prinzipaler un-
zerlegbarer kG-Modul.

Beweis Definitionsgemiiss ist P ein unzerlegbarer direkter Summand von kG. Dann ist aber P*
ein unzerlegbarer direkter Summand von (kG)*, also nach unserem Satz von kG. Dies war zu
beweisen.
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Korollar 4.6 FEs sei P ein prinzipaler unzerlegbarer kG-Modul. Dann besitzt P nur einen einzi-
gen einfachen Untermodul.

Beweis Es seien M7 und M, zwei verschiedene einfache Untermoduln von P. Dann gibt es eine
Einbettung 0 — M; @& My — P. Dies liefert eine Projektion P* — M} @& M5 — 0. Da P* ein
prinzipaler unzerlegbarer kG-Modul ist, und die Moduln M| und M3 einfach sind, ist dies ein
Widerspruch.

Man nennt allgemein den grossten halbeinfachen Untermodul eines Moduls A den Sockel von
A. In dieser Terminologie besagt Korollar 4.6, dass der Sockel eines prinzipalen unzerlegbaren
Moduls einfach ist. (Man kann mit etwas grosserem Aufwand sogar zeigen, dass der Sockel und
der Kopf eines prinzipalen unzerlegbaren Moduls zueinander isomorph sind. Darauf gehen wir
hier nicht ein.)

Korollar 4.7 Es sei P ein projektiver kG-Modul. Dann ist auch P* projektiv.

Beweis Es ist P eine direkte Summe von prinzipalen unzerlegbaren £G-Moduln. Dann ist P* die
direkte Summe der dazu dualen prinzipalen unzerlegbaren Moduln. Da jeder davon wieder ein
prinzipaler unzerlegbarer Modul ist, ist P* als direkte Summe von projektiven Moduln projektiv.

Korollar 4.8 FEs sei P ein projektiver kG-Modul. Dann ist fir jede exakte Folge 0 — Ay —
Ay — A3 — 0 die induzierte Folge

0— Homkg(Ag,P) — Homkg(Ag,P) — Homkg(Al,P) — 0

exakt.

Beweis Nach obigem ist P* projektiv. Da die Folge
0— A3 — A5 — A7 — 0
exakt ist, folgt, dass die induzierte Folge
0 — Homyq(P*, A5) — Homyq(P*, A5) — Homyg(P*, A7) — 0
exakt ist. Diese stimmt aber mit der Folge
0 — Homyg(As, P) — Homyg(As, P) — Homygg(A1, P) — 0
iiberein.

In der homologischen Algebra bezeichnet man einen A-Modul I als injektiv, wenn der Funktor
Homp (—, I) exakt ist, dh. wenn jede kurze exakte Folge 0 — A; — Ay — Az — 0 in eine exakte
Folge

0 — Homp (A3, 1) — Homp (A, I) — Homp (A1,1) — 0
iibergefithrt wird. (Wir erinnern daran, dass diese Folge — mit Ausnahme der Null am rechten
Ende — fiir beliebige Moduln I exakt ist.) Das obige Korollar sagt also in dieser Terminologie,

dass fiir A = kG ein projektiver Modul P auch injektiv ist. In der Tat sind fiir A = kG die beiden
Begriffe projektiv und injektiv gleichbedeutend.
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ITI1.5. Restriktion und Induktion

Es sei U eine Untergruppe von G. Ein kG-Modul A kann in offensichtlicher Weise als kU-Modul
angesehen werden, indem man nur die Operation der Untergruppe U in A betrachtet. In den
meisten Fillen ist aus dem Zusammenhang ersichtlich, ob A als kG-Modul oder als kU-Modul
aufzufassen ist. In einigen Fillen wird es aber notwendig sein, dies explizit zu machen; dann
bezeichnen wir den zum kG-Modul gehérigen kU-Modul mit A | ;7. der Ubergang von A zu A |y
heisst Restriktion (von G auf die Untergruppe U).

In der umgekehrten Richtung ordnet man dem kU-Modul B den kG-Modul B 1¢ zu; dieser
Ubergang heisst Induktion (von der Untergruppe U zu G). Der induzierte Modul ist durch

B1%=kG @y B
definiert, wobei fiir das Tensorprodukt kG als Rechtsmodul aufzufassen ist. Die kG-Operation in

B 1% ist durch die kG-Linksmodulstruktur von kG gegeben.

Lemma 5.1 Ist G = Uli:1 y;U eine disjunkte Zerlegung von G in U-Nebenklassen, so ist B1¢
als k-Vektorraum die direkte Summe @2:1 Y ® B.

Beweis Jedes Element x € G lédsst sich in eindeutiger Weise als y;u schreiben fiir ein gewisses
1,1 =1,2,...,1, und ein gewisses u € U. Indem man die Basis von kG entsprechend gruppiert,
erhilt man kG = @é:l y;kU. Damit folgt kG Qi B = @li:l yikU Qru B = @é:l Y @ B.

Zwischen der Restriktion und der Induktion besteht ein enger Zusammenhang, welchen wir im
folgenden Satz (Frobenius-Reziprozitét) beschreiben.

Satz 5.2 Es sei U eine Untergruppe von G, ferner sei A ein kG Modul und B ein kU-Modul.
Dann gibt es einen nattirlichen Isomorphismus

® : Homyy (B, A lp) = Homa(B19, A)
gegeben durch

(@(B)(x@b) =x(B(b) , v€G, beB, f:B—Aly .

Beweis Wir begniigen uns damit, die Umkehrabbildung ¥ zu definieren und iiberlassen den Beweis
der weiteren Details wie die Natiirlichkeit des Isomorphismus ® dem Leser. Fiir o : B1¢— A
und b € B ist ¥U(«) : B — Ay definiert durch

(¥(a))(b) = a(lg @b) .

Es ist dann nachzuweisen, dass ®(3) ein kG-Modulhomomorphismus ist und dass sowohl U = 1
wie auch @V =1 gilt.
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In der Sprache der Kategorientheorie besagt dieser Satz, dass der Funktor B ~» B1¢ linksadjun-
giert zum sogenannten “Vergissfunktor” A ~» A |y ist.

Der obige Satz impliziert ein analoges Resultat fiir die Ext-Gruppen.

Satz 5.3 Es sei U eine Untergruppe von G, ferner sei A ein kG-Modul und B ein kU-Modul.
Dann gibt es einen natiirlichen Isomorphismus

®: Extiy (B, Aly) S Extio(B19, A) .

Beweis Um den Isomorphismus zu erhalten, wihle man eine kU-projektive Resolution P von B,
bilde den Komplex Homyy (P, A |7) und wende auf die einzelnen Gruppen den Homomorphismus
® des Satzes 5.2 an. Nun ist der Komplex P 1¢= {kG ®,y P,} eine projektive Resolution von
kG @y B. Wir erhalten als Homologie von Homy (P, A |¢y) die Ext-Gruppen auf der linken
Seite und als Homologie von Homyg (P 7¢, A) die Ext-Gruppen auf der rechten Seite. Dies war
zu beweisen.

Im Rest dieses Abschnittes betrachten wir noch den Fall, wo die Untergruppe ein Normalteiler
ist.

Lemma 5.4 Es sei N ein Normalteiler von G und B ein kN-Modul. Fir jedes y € G ist
y@B={y®b|be B} C B¢

ein kN -Untermodul von B1¢| n

Der kN-Untermodul y ® B heisst der unter y € G zu B konjugierte Modul.
Beweis Es sei v € N. Dann gilt unter Beriicksichtigung der kG-Modulstruktur von B 1€ fiirb € B

1 1

u(y @b) =y(y uy) @b =y @ (y uy)b .

Der k-Unterraum y ® B von B1¢ ist somit unter der kN-Operation stabil. Dies war zu beweisen.

Zusammen mit den Lemmas 5.1 und 5.4 erhalten wir das folgende Resultat.

Lemma 5.5 Es sei N ein Normalteiler von G, B ein kN-Modul und G = Ui‘:1 yi N eine Zerle-
gung von G in N-Nebenklassen. Dann gilt

l
B1°In=Dui®B.
i=1

Damit sind wir in der Lage, den Satz von Clifford zu beweisen, welcher eine Aussage iiber die
Restriktion von einfachen Moduln auf Normalteiler beinhaltet.
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Satz 5.6 Es sei N ein Normalteiler von G und A sei ein einfacher kG-Modul. Dann ist A | N
halbeinfach und es gilt

I
Aln=EP Bi,
i=1

wo Bi, 1=1,2,...,l zueinander konjugierte einfache kN -Moduln sind.

Beweis Es sei By ein einfacher kN-Untermodul von A | 5. Wir betrachten By 1¢. Ist G = Uli:1 yi N
eine Zerlegung von G in N-Nebenklassen, so ist nach dem Lemma

!
By1n=EPvi By -
i=1

Da By einfach ist, ist auch jeder zu By konjugierte Modul einfach, so dass By 1¢| x halbeinfach
ist. Der Satz 5.2 liefert den k-Vektorraumisomorphismus

v HomkN(Bo,AlN) — HomkG(BO TGaA) .

Der Einbettung By C A |y entspricht unter ¥ somit eine nichttriviale Abbildung 3 : By 1¢— A.
Da A einfach ist, muss § surjektiv sein. Dies bedeutet, dass A | 5 ein Quotient des halbeinfa-
chen Moduls By 1¢| x, also insbesondere selbst halbeinfach ist. Ausserdem kénnen als direkte
Summanden von A |y nur direkte Summanden von By 1¢]x auftreten, also zu By konjugierte

kN-Moduln.

Fiir Anwendungen wollen wir jetzt spezielle Normalteiler der Gruppe G ansehen, Normalteiler,
die in der modularen Darstellungstheorie eine ausgezeichnete Rolle spielen.

Ist G eine Gruppe und p eine Primzahl, so nennen wir den Normalteiler N von G einen p-
Normalteiler, wenn NN eine p-Gruppe ist. Sind N und N’ zwei p-Normalteiler von G, so ist offenbar
auch NN’ ein p-Normalteiler von G. Es ist ndmlich NN'/N ~ N'/N'N N . Mit |N| und |N'|
ist damit auch |[NN’| eine p-Potenz. Der grosste p-Normalteiler von G, d.h. das Produkt aller
p-Normalteiler von G wird mit O,G bezeichnet.

Auf analoge Weise heisst ein Normalteiler N von G ein p’-Normalteiler, wenn N eine p/-Gruppe
ist. Wie oben zeigt man, dass ein grosster p’-Normalteiler von G existiert, er wird mit Oy G
bezeichnet.

Diese Bildungen lassen sich iterieren; z.B. ist O, G definiert durch die Gleichung
OppG/Op G = Op(G/OyG)

Als Anwendung beweisen wir den folgenden Satz.

Satz 5.7 Es sei A ein einfacher kG-Modul. Dann operiert O,G trivial in A.



U. Stammbach: Homologische Algebra 53

Beweis Setze N = O,G. Dann ist A |y nach dem Satz von Clifford (Satz 5.6) halbeinfach. Da
N eine p-Gruppe ist, muss A |y eine direkte Summe von Kopien des trivialen Moduls k& sein;
insbesondere ist A |y ein trivialer kN-Modul. Dies bedeutet aber, dass N trivial in A operiert.

Wir machen hier noch einige Zusétze, welche die Resultate in der ersten Hélfte des Abschnittes
IIL.5 in einen allgemeineren Zusammenhang stellen.

Satz 5.8 Es sei U eine Untergruppe von G, ferner sei A ein kG-Modul und B ein kU-Modul.
Dann gibt es einen natiirlichen Isomorphismus

® : Homyy (A ly, B) = Homyg(A, Homyy (G, B))

gegeben durch

((@())(a))(z) = a(za) .

Beweis Wie im Beweis des Satzes 5.2 begniigen wir uns damit, die inverse Abbildung anzugeben
und iiberlassen die weiteren Details dem Leser. Fiir 5 : A — Homyy (kG, B) und a € A definieren
wir (¥(0))(a) = (6(a))(1g). Es gilt dann Y& =1 und ¥ = 1.

In der Sprache der Kategorientheorie besagt dieser Satz, dass der Funktor B ~~ Homyy (kG, B)
rechtsadjungiert ist zum Vergissfunktor A ~~ A | .

Wie oben impliziert dieser Satz ein Resultat fiir die Ext-Gruppen.

Satz 5.9 Es sei U eine Untergruppe von G, ferner sei A ein kG-Modul und B ein kU-Modul.
Dann gibt es einen natiirlichen Isomorphismus

Extj (A ]y, B) = Extiq(A, Homgy (G, B)) .

Beweis Um die rechte Seite zu berechnen, wihlt man eine kG-projektive Resolution P von A,
bildet den Komplex Homq (P, Homyy (kG, B)) und berechnet die Homologie.Gemiss Satz 5.8 gilt
Homyq (P, Homyy (kG, B)) = Homyy (P |y, B). Da P |y offensichtlich auch eine kU-projektive
Resolution von A | ist, folgt die Behauptung.

Die obigen Sitze, lassen sich nicht nur fiir die Gruppenalgebra kG einer Gruppe G und die
Gruppenalgebra kU einer Untergruppe U beweisen, sondern in einem viel allgemeineren Zusam-
menhang, néimlich fiir einen Ring A und einen Unterring A’ (wobei gewisse leicht zu formulierende
Eigenschaften erfiillt sein miissen). Wir wollen uns hier damit nicht beschéftigen; nidheres kann
man in Biichern iiber Homologische Algebra nachlesen. Das folgende durchaus iiberraschende
Resultat ist hingegen stark von ganz speziellen Eigenschaften der Gruppenalgebren abhéngig.

Satz 5.10 Es sei U eine Untergruppe von G, ferner sei A ein kU-Modul. Dann g¢ibt es einen
natirlichen Isomorphismus

D HomkU(kG,A) = kG Rk A
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definiert durch
()= a ' @p(x) .

zeG

Beweis Wir beschrinken uns hier auf knappe Hinweise. Es ist zuerst zu zeigen, dass ® wohldefiniert
ist. Da die Dimensionen der Vektorrdume auf der linken und rechten Seite iibereinstimmen, ist
dann zu priifen, dass kein nichttriviales ¢ in Null iibergeht und das ® ein Homomorphismus von
kG-Moduln ist. Schliesslich ist die Natiirlichkeit noch nachzuweisen.

Der Satz 5.10 besagt, dass im betrachteten Fall die beiden zum Vergissfunktor B ~~ B |y links-
und rechtsadjungierte Funktoren natiirlich dquivalent sind.

Satz 5.11 FEs sei U eine Untergruppe von G und B sei ein kU-Modul. Dann sind die kG-Moduln
Homyy (kG, B*) und (kG Q@ B)* zueinander isomorph.

Beweis Fiir den kG-Modul A betrachen wir den Isomorphismus (geméss Satz 5.2)
Homyy (B, Aly) = Homye (kG @y B, A)
und den Isomorphismus (geméss Korollar 4.2 und Satz 5.8)
Homy (B, Aly) = Homey ((Aly)*, BY) = Homyy ((A%) v, BY) = Homye(A™, Homgy (G, BY)) .
Aus Satz 5.10 folgt, wiederum zusammen mit Korollar 4.2
Homyg(A*, (kG @k B)*) =2 Homy(A*, Homgy (EG, BY))

Wiéhlt man A* = kG, so folgt die Behauptung.
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IT1.6. Normalteiler und Blockzugehorigkeit

Es sei N ein Normalteiler von G und @ die zugehorige Faktorgruppe G/N. Ist A ein kQ-Modul, so
kann offensichtlich A auch als kG-Modul aufgefasst werden: ein Element x € G operiert in A wie
sein Bild in @ in A operiert. Ist A als kQ-Modul einfach, so ist A natiirlich auch als kG-Modul
einfach. Ist umgekehrt B ein kG-Modul, in dem die Elemente von N trivial, dh. als Identitét
operieren, so kann B offensichtlich als kQ-Modul aufgefasst werden. Wiederum gilt, dass, wenn
B als kG-Modul einfach ist, dann ist B auch als kQ-Modul einfach. Unser erster Satz gibt ein
Resultat iiber die Blockzugehorigkeit dieser Moduln.

Satz 6.1 Es seien A und B zwei einfache kQ-Moduln im selben Block von kQ@Q. Dann liegen A
und B auch im selben Block von kG.

Beweis Es geniigt zu zeigen, dass Ext,ng(A,B) # 0 stets Extj.(A, B) # 0 impliziert. Dies ist
aber klar, wenn man mit Erweiterungen arbeitet. Ist 0 — B — E — A — 0 eine (nicht zer-
fallende) Erweiterung von kQ-Moduln, so kann sie auch als (nichtzerfallende) Erweiterung von
kG-Moduln aufgefasst werden. Da die Blockzugehorigkeit via Erweiterungen definiert ist, beweist
diese Uberlegung die Behauptung.

Die in diesem Beweis beniitzte Uberlegung liefert fiir kQ-Moduln A und B eine injektive Abbil-
dung
Extj(A, B) — Extjg(A, B) .

Uber diese Abbildung — auch in einem etwas allgemeineren Rahmen — wollen wir in diesem
Abschnitt eine stirkere Aussage herleiten. Insbesondere werden wir sehen, unter welchen Bedin-
gungen diese Abbildung surjektiv ist. All dies verlangt eine Reihe von Vorbereitungen und neue
Bezeichnungen.

Es sei A ein kG-Modul. Wir betrachten die Menge der Elemente von A, die unter der Operation
des Normalteilers N fix bleiben; wir setzen also

AN ={a € A| za=a fiir alle z € N} .

Einige Eigenschaften von A werden im folgenden Lemma zusammengestellt.

Lemma 6.2 Fir einen kG-Modul A gelten die folgenden Aussagen.

(a) AN ist ein kG-Untermodul von A, in dem N trivial operiert. Insbesondere ist AN ein kQ-
Modul.

(b) Genau dann operiert N trivial in A, wenn gilt AN = A.
(c) AN = Homyn(k, A) .
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Beweis (a) Offensichtlich ist A ein k-Unterraum von A, in dem N definitionsgemiiss trivial
operiert. Fiir y € G und u € N gilt fiir alle a € AN

u(ya) = y(y tuy)a = ya ,

luy € N trivial in AV operiert. Damit ist AV ein kG-Untermodul von A.

da y~
(b) Dies ist klar.

(c) Dem Element a € AN ordnen wir den Homomorphismus ¢ : k — A definiert durch ¢(1) = a
zu. Da a unter N fix bleibt ist ¢ ein kN-Modulhomomorphismus. Umgekehrt ordnen wir dem
kN-Modulhomomorphismus ¢ : k — A das Element a = ¢(1) zu. Es gilt fiir u € N

a= (1) = ¢(ul) = ug(1) = ua,

so dass a unter der Operation von N fix bleibt, a € AY. Die Zusammensetzungen der beiden
so definierten Abbildungen sind offensichtlich jeweils die Identitédt. Damit ist die Aussage (c)
bewiesen.

Lemma 6.3 FEs sei A ein einfacher kG-Modul. Dann gilt AN =0 oder N operiert trivial in A.

Beweis Da AN ein kG-Untermodul von A ist, gilt wegen der Einfachheit von A entweder AN =0
oder AN = A. Im zweiten Fall operiert N trivial in A.

Zentral fiir das Folgende ist das Theorem, welches fiir bestimmte Ext-Gruppen iiber kG, kN und
kQ das gegenseitige Verhéltnis beschreibt.

Theorem 6.4 Es sei N ein Normalteiler von G und A ein kG-Modul. Dann ist die folgende
Sequenz exakt
0 — Extyo(k, AV) — Extyq(k, A) — Bxtyy(k, Aln) .

Der Beweis dieses Resultates ist nicht ganz einfach und er verlangt einige Vorbereitungen.

Lemma 6.5 Es sei A ein kG-Modul und B ein kQ-Modul. Dann gilt

Homyq (B, AN) = Homy (B, A) .

Beweis Offensichtlich gibt jeder k@Q-Modulhomomorpismus 3 : B — AN Anlass zu einem kG-
Modulhomomorphismus « : B — A" — A. Somit bleibt zu zeigen, dass jeder kG-Modulhomo-
morphismus « : B — A iiber AV faktorisiert. Dies ist aber klar, da die Elemente von N in B und
deshalb auch im Bild trivial operieren.

Lemma 6.6 Es gilt kG Qi k ~ kQ als kG-Moduln.
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Beweis Es sei m : G — @ die kanonische Projektion. Wir definieren eine Abbildung o : kGRrnk —
kQ durch o(y®a) = n(y),y € G, a € k. Die Abbildung o ist offensichtlich wohldefiniert, surjektiv
und ein kG-Modulhomomorphismus. Da nach Lemma 3.5 die k-Dimension von kG @ k gleich
der Ordung von @ ist, ist o ein Isomorphismus.

Nach diesen Vorbereitungen wenden wir uns dem Beweis des Theorems zu.

Beweis Wir betrachten die sogenannte Augmentierung e : kQQ — k der Gruppenalgebra kQ, es ist
dies der Algebrahomomorphismus, der durch €(y) = 1, y € G definiert wird. Der Kern Q) = ker e
wird auch etwa Augmentierungsideal von k() genannt. Es ist offensichtlich ein kQ-Untermodul
der Codimension 1 in kQ. Damit erhalten wir eine kurze exakte Folge von kQ-Moduln

0—-1Q —kQ—k—0.

Auf diese wenden wir einmal den Funktor Homyg(—, A™) an. Ferner fassen wir die Sequenz als
kurze exakte Folge von kG-Moduln auf und wenden darauf den Funktor Homgg(—, A) an. Wir
erhalten damit das folgende Diagramm, in dem die senkrechten Isomorphismen nach Lemma 6.5
gegeben sind.

Homyg(k, AN) — Homyg(kQ,AN) — Homio(IQ,AN) — Ext,lcQ(k,AN) — 0

I I I
Homgg(k, A) — Hompg(kQ,A) — Hompe(IQ,A) — Extig(k,A) — BExtiq(kQ,A)

Wegen der Exaktheit der Zeilen ergibt sich daraus sofort die Exaktheit der Folge
0 — Extio(k, AV) — Extig(k, A) — Extyq(kQ, A)
Es bleibt
Extj(kQ, A) =~ Extyy(k, Aln) -

zu zeigen. Nach Lemma 6.6 gilt kQ = k | y1¢. Damit folgt diese letztere Behauptung direkt aus
Satz 5.3.

Im Rest des Abschnittes diskutieren wir einige Folgerungen der exakten Sequenz des Theorems.

Satz 6.7 Es sei A ein einfacher kG-Modul mit Ext(k, A) # 0. Dann operiert O,,G trivial in
A.

Beweis Es sei N = O G. Da kN halbeinfach ist, gilt Extjn(k, Aly) = 0. Mit Theorem 6.4 folgt
dann

Die Voraussetzung Ext,lga(k, A) # 0 impliziert folglich AN # 0. Da A einfach ist, bedeutet dies
AN = A, so dass N trivial in A operiert. Der Modul 4 ist folglich ein einfacher k(G /O,y G)-Modul.
Nach unserem Satz 5.7 operiert dann O,(G/OyG) trivial im k(G/O,G)-Modul A, also operiert
OppG trivial im kG-Modul A.

Korollar 6.8 Es sei G = Op,G. Dann besteht der Hauptblock nur aus dem trivialen Modul k.
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Beweis Wire k nicht der einzige einfache Modul im Hauptblock von G, so wiirde ein nicht-
trivialer einfacher kG-Modul A existieren mit Exti,G(k,A) % 0 oder Exti,G(A, k) # 0. Es gilt
aber Extj(A,k) = BExt},(k*, A*) = Extjq(k, A*). In beiden Fillen hiitte man damit wegen
G = OppG einen Widerspruch zur Aussage des Satzes 6.7.

Satz 6.9 Es sei A ein einfacher kG-Modul im Hauptblock von kG. Dann operiert O,,G trivial
in A.

Beweis Wir setzen N = Op,G. Nach der Definition des Hauptblockes geniigt es, das Folgende
zu zeigen: Es seien A und B zwei einfache kG-Moduln mit EXt,lgG(A, B) # 0. Operiert N trivial
in A, so operiert N auch trivial in B. (Der Fall Ext,ch(B , A) # 0 lasst sich darauf zuriickfiihren,
indem man zu den dualen Moduln A* und B* iibergeht.)

Wir betrachten den kG-Modul Homy (A, B). Es gilt (Homy (4, B))Y = Homyy(A, B). Ist nimlich
f: A — B fix unter der Operation von NN, so gilt

fla) = (uf)(a) =u(f(u""a)) , u€N, a€A,
mit anderen Worten, f ist ein kN-Modulhomomorphismus.
Theorem 6.4 liefert die exakte Sequenz
0 — Extyq(k, Homgn (A, B)) — Extyq(k, Homg (A4, B)) — Extjy (k, (Homg(A4, B)) [n)

Nach Voraussetzung gilt Ext}(k, Homy(A, B)) = Ext}o(A, B) # 0. Wegen der Exaktheit muss
also mindestens eine der anderen Gruppen ebenfalls nichttrivial sein. Wir betrachten diese beiden
Félle getrennt.

1. Es gelte Ext,ng(k,HomkN(A,B)) # 0. Dann gilt a fortiori Homyyx (A, B) # 0. Nach Voraus-
setzung operiert N trivial in A. Ist « : A — B ein kN-Modulhomomorphismus so folgt also
im a € BY. Wir erhalten BY # 0, also, da B einfach ist, BY = B. Dies bedeutet aber, dass N
trivial auf B operiert. Dies war zu beweisen.

2. BEs sei 0 # Extjy(k, Homy(A, B)) = Ext}x(A |n, B | ). Nach Voraussetzung ist A |y eine
direkte Summe von Kopien von k. Setzen wir ferner B | y= @ B;, B; einfach, so folgt aus der
Additivitit von Ext, dass ein j existiert mit Extjy (k, Bj) # 0. Wegen N = O,,,G bedeutet dies
aber nach Satz 6.7 B; = k. Damit folgt aber 0 # B; C BY, und da B einfach ist, folgt daraus
wie im ersten Fall BY = B, so dass N in B trivial operiert.

Korollar 6.10 Es sei P ein prinzipaler unzerlegbarer Modul im Hauptblock von kG. Dann ope-
riert Oy G trivial in P.

Beweis Setze R = O,yG. Nach Satz 3.4 ist P | r halbeinfach. Die darin vorkommenden direkten
Summanden Cj; lassen sich auch erhalten, indem man die kG-Kompositionsfaktoren M; von P
auf R restringiert. Aber jedes Mj; ist ein einfacher Modul im Hauptblock von £G. Nach unserem
Satz 6.9 operiert R = Oy G C Op,G trivial in M}, also auch trivial in C;. Damit operiert R
trivial in ganz P.



