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Vorwort

Das vorliegendende Skript entstand parallel zu meiner gleichnamigen Vorlesung
im akademischen Jahr 2011/12, wobei ich mich auf meine Aufzeichnungen zur
gleichen Vorlesung im akademischen Jahr 2005/06 und die von Frau Eveline
Hardmeier in LaTeX erfasste Mitschrift dieser Vorlesung stiitzen konnte, ebenso
wie auf deren spétere Umarbeitung fiir meine Vorlesung “Analysis fiir Informa-
tik” in den akademischen Jahren 2008/09 und 2009/10, bei deren Erfassung in
LaTeX mir Frau Manuela Diibendorfer geholfen hat. Auch etliche der im Jahr
2005/06 von Herrn Mathias Weyland sowie im Sommer 2010 von Herrn Jorim
Jaggi erstellten Graphiken konnte ich im vorliegenden Skript verwenden und
das unter Mithilfe von Herrn Jaggi gestaltete lay-out des Skripts der “Analysis
fiir Informatik” iibernehmen. An dieser Stelle mochte ich daher Frau Hardmeier,
Frau Diibendorfer, Herrn Jaggi sowie Herrn Weyland erneut von Herzen danken
fiir ihren grossen geleisteten Einsatz; ebenso Frau Prisca Greminger fiir ihre Mit-
hilfe beim Korrigieren der Mitschrift von Frau Hardmeier und Herrn Joachim
Néf fiir das iiberaus sorgfiltige Korrekturlesen des vorliegenden Skripts. Herr
Néaf hat diese Arbeit so griindlich erledigt, dass von den Studierenden dieser
Vorlesung nur noch wenige Korrekturhinweise kamen; dennoch mochte ich nicht
versiumen, auch den Studierenden des Jahrgangs 2011/12 ebenso wie denjeni-
gen des Jahrgangs 2005/06 fiir ihre vielen wertvollen Anregungen zu danken.

Natiirlich wollen wir im vorliegenden Text den Stoff der Analysis nicht neu er-
finden. Das Skript stiitzt sich auf die umfangreiche Literatur zu diesem Thema;
insbesondere verdanke ich den Lehrbiichern meines Kollegen Christian Blatter
den Hinweis auf den eleganten Zugang zum Transformationssatz fiir das Jordan-
sche Mass mittels Lemma 9.3.1.

Ziirich, 6. September 2012 Michael Struwe
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Kapitel 1

Logik und Grundlagen

1.1 Logik

Beispiele fiir mathematische Aussagen:

i) “4>2" (wahr)
ii) “vneN:n>4=n>2 (wahr)
iii) “5 < 3” (falsch)

In der Mathematik stiitzen wir uns auf gewisse Grundannahmen, sogenannte
“Aziome” | die wir als gegeben ansehen. Eine dieser Annahmen ist der folgende
Satz iiber die moglichen Wahrheitswerte von Aussagen.

Satz vom ausgeschlossenen Dritten ( “Tertium non datur”): Eine zuldssige
mathematische Aussage ist entweder wahr oder falsch, jedoch nie beides zu-
gleich.

Bemerkung 1.1.1. i) Dieses Axiom ist eine mathematische Abstraktion, wir
bewegen uns in einer kiinstlichen Welt. In der wirklichen Welt gibt es Graustu-
fen, zum Beispiel hingt der Wahrheitswert der Aussage “Das Wetter ist schon”
vom subjektiven Befinden ab.

ii) Nicht alle Aussagen sind zuléissig. Die riickbeziigliche Aussage “Diese Aus-
sage ist falsch” ist weder falsch (dann wére sie wahr) noch wahr (dann wire
sie falsch). Analog: “Ich liige jetzt.” Aber: “Ich liige immer” konnte falsch sein,
falls ich je mal die Wahrheit gesagt habe.

Die Axiome der Logik sind insofern unvollstéindig. Wir werden dies aber niemals
als Einschrinkung empfinden.
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1.1.1 Logische Verkniipfungen

Mit Aussagen kann man “rechnen”. Es seien A, B mathematische Aussagen. Die
Negation (—A), “und” (A A B), “oder” (A V B), die Implikation (A — B) und
die Aquivalenz (A <+ B) sind definiert durch die Wahrheitstafel.

A|B|-A|ANB|AVB|ASB| A6 B
w | w f w w w A
w | f f f w f f
flw| w f w w f
f|f w f f w A

Die Implikation A — B ist die fiir den Aufbau der Mathematik wichtigste
Verkniipfung.

Beispiel 1.1.1. i) “(n > 4) — (n > 2)”. Beachte: Weder die Annahme
(Voraussetzung) “n > 4” noch die Folgeaussage “n > 27 ist fiir alle n € N
erfiillt, die Implikation ist jedoch stets wahr.

ii) Ist die Aussage A falsch, so ist fiir eine beliebige Aussage B die Implikation
A — B immer wahr. In der Politik macht man sich dies gern zunutze: Die
Aussage “Wenn das Volk damals anders entschieden hitte, dann ...” ist bei
beliebiger Fortsetzung korrekt. (Conjunctivus irrealis, “ex falso quodlibet”).

Eine wahre Implikation A — B bezeichnen wir auch als “Folgerung” und schrei-
ben A = B (“A ist hinreichend fiir B, “wenn A, dann B”).

Bemerkung 1.1.2. Die Implikation ist transitiv:
(A-B)A(B—=C) = (A->C).
Wir kénnen daher iiber eine Kette von Folgerungen
A=B=.--=§

einen mathematischen “Satz” S aus einer “Annahme” A herleiten. (Prinzip
des mathematischen Beweises).

Aquivalenz: Anstelle von (A — B) A (B — A) schreiben wir A <+ B. Ist die
Aussage A + B wahr, so schreiben wir A < B; in diesem Fall ist also die
Aussage A wahr genau dann, wenn B wahr ist.

Satz 1.1.1. FEs gilt
(A-B) & (=B—-4A).

Beweis. Die Aussage folgt sofort mit der Wahrheitstafel:

A|B‘A—>B|ﬁA|ﬁB‘—\B—>ﬂA
A f f A

f f f
w w w
w w w

m F s E
g =3
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Die Spalten von A — B und =B — —A sind gleich. O
Aus Satz [T kénnen wir einige niitzliche Regeln ableiten.

Umkehrschluss (Kontraposition): Die (wahre) Aussage “A = B” ist nach
Satz [LTT] gleichbedeutend mit “(—B) = (—A)”. Falls A = B, so kann A nicht
wahr sein, wenn B falsch ist. ( “B ist notwendig fir A.”)

Weiter folgt das Prinzip des indirekten Beweises: Zum Beweis der Aussage
A = B geniigt es, die Aussage (—B) = (—A) zu zeigen, oder die Annahme
A A (-B) zum Widerspruch zu fiihren.

Beispiel 1.1.2. Es seien A die iiblichen Axiome {iber N, B die Aussage:
“Es gibt keine grosste natiirliche Zahl.”

Wir zeigen: A = B.

Beweis (indirekt). Nimm an, es gibt ein maximales ny € N; das heisst, ng > [
fiir jedes [ € N. Nach einem der Axiome fiir N hat ng jedoch einen Nachfolger
ng+1 €N, und ng + 1 > ng. Widerspruch! O

Satz 1.1.2. Es gelten die Aquivalenzen
i) 2(AvB) & (-4)A(=B),
11) ﬁ(A A\ B) <~ (ﬁA) V (ﬁB) .

Beweis. i) Wieder arbeiten wir mit der Wahrheitstafel:

A | B | AV B | -(AV B) | -A | -B ‘ (=A) A (=B)
w | w W f f f f
w | f w f f A f
f|w W f w f f
f f f W W A W

Die Behauptung folgt aus der Gleichheit der entsprechenden Spalten. Analog
folgt ii). O

1.2 Mengenlehre

1.2.1 Mengen und Quantoren

Georg Cantor: “Eine Menge ist die ungeordnete Zusammenfassung verschiedener
Elemente zu einem Ganzen.”

Beispiel:

i) Fiir a # b gilt {a,b} = {b,a} = {a,b,a};

i) N={1,2,3,4,...};
iii) No ={0,1,2,3,4,...} =NU{0};
iv) 0 = {}: leere Menge;
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v) {n € N; n teilt 15} = {1,3,5,15}.

Nicht alle Bildungsgesetze sind zuléssig. Insbesondere miissen wir uns vor riick-
beziiglichen Definitionen hiiten, wie das folgende Beispiel zeigt:

vi) (Bertrand Russell) Die Menge M aller Mengen, die sich selbst als Element
nicht enthalten, gibt es nicht. (Wére M € M, so gehérte M nach Definition
nicht zu M; falls jedoch M & M, so miisste M zu M gehoren.)

Das Russellsche Beispiel ldsst sich leicht in die Alltagssprache iibersetzen: Defi-
niert man den Dorfbarbier als den Mann, der alle Ménner rasiert, die sich nicht
selbst rasieren, so kommt man auf analoge Weise zu einem Widerspruch.

Wir kénnen Quantoren benutzen, um Aussagen iiber Elemente einer Menge
zu machen:

V: der Allquantor (“fur alle”),
3: der Existenzquantor (“es gibt”).

Beispiel 1.2.1. i) Vn € N:n > 0 (wahr).

ii) Ing € N Vk € N : k < ng. (Dies ist die (falsche) Aussage “Es gibt eine
grosste natiirliche Zahl ng € N” aus Beispiel [LT.2])

iii) Vno € N 3k € N: k > ng. (Diese (wahre) Aussage ist die Verneinung von
Aussage ii).)

Man kann den All- und Existenzquantor mit Mengen wie folgt definieren:

VeeM: A(z) & {zeM; Ax

M,
dzeM: Alz) & {zeM; Al 0

)}
)} #

Satz 1.2.1. Es gilt:
i) "(VeeM: A(z)) & (BzeM: -A®);
i) "Gz e M: A(z)) & (Vo €M: -A)).
Beweis. i) Nach dem Satz vom ausgeschlossenen Dritten haben wir die dis-
junkte Zerlegung
M={zeM; A(x)} U{z e M; -A(z)} .

Somit gilt

(Ve e M: A(zx)) © {z e M; A(x)} # M
s{reM; "Alx)} #0< Iz e M : -A(x).

Analog erhilt man ii). O
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1.2.2 Verkniipfungen

Seien X,Y beliebige Mengen:

XUY ={z; € X Vz €Y} : Vereinigungsmenge,
XNY ={z; x € X ANz € Y}: Durschschnitt,
X\Y ={z; z€ X, x €Y} : Differenz,

X CY : Teilmenge (Inklusion).

Bemerkung 1.2.1. i) Sei M eine Menge und seien X = {& € M; A(x)},
Y = {x € M; B(x)}. Dann gilt z.B.

XUY ={z e M; A(z) vV B(x)},

XNY ={zxeM; A(x) AB(x)};

man kann daher logische Verkniipfungen durch Verkniipfungen von Mengen ver-
anschaulichen, und umgekehrt.

ii) Es gilt
X=Y & XCcY)A(Y CX);
die Gleichheit von Mengen entspricht also zwei Inklusionen.

iii) Es gilt das “Distributivgesetz”
XNnYuz) = (XNY)U(XNZ), etc,;

vergleiche die Ubungen.

Beweis. iii) Mit der Aquivalenz AA (BVC) < (AAB)V(AAC) (mittels
Wahrheitstafel) erhalten wir fiir beliebiges x:

zeXNYUZ) © zeXAxe(YUZ)
(xeX)AN(xeYVaeZ)
(xeXANzxeY)V(xzeXANxeZ)
(zeXNY)V(zeXnNZ)

ze (XNY)U(XnN2Z)).

t o

iv) Die Teilmengen einer Menge X bilden deren Potenzmenge

P(X)={Y;Y C X}.

iiv) Die geordneten Paare (x,y) von Elementen der Mengen X, bzw. Y bilden
deren Produktmenge

XxY={(z,y); zeX,yeY}.
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Satz 1.2.2. (de Morgan) Sei I eine beliebige Indexmenge und fir v € I sei
A, C X mit Komplement AS = X \ A,. Dann gilt:

Z) (ULEIAL)C = ﬂLeIAf,

i) (Nerd,)® = UerAS .

Beweis. i) Es gilt fiir jedes z € X:

x € (Uerd,)’ & xdUciA, & Yiel:xd A,
& Veel:xeA] & zenerdl.

Die Aussage ii) beweist man analog; vergleiche die Ubungen. O

Beispiel 1.2.2. i) Im Falle I = {1,2}, A; =: A C X, Ay =: B C X erhalten
wir

(AUB)=A°NB° (ANB)° = A°U B
beachte die Ahnlichkeit mit Satz 1.2

ii) Sei X = R = I. Fiir a € R setze 4, =] — 00,a[= {z € R; = < a} mit
AS = [a,00[= {z € R; > a}. Dann gilt

UaG]RAa = IR,, ﬁaG]RAZ = mv etc.

1.3 Funktionen

In der Schule haben wir Funktionen oder Abbildungen in der Form von
Zuordnungsvorschriften y = f(x) fiir reelle Zahlen kennengelernt, z.B.

y=f(z)=z—2% —-1<z<1.
Allgemein seien X,Y Mengen.

Definition 1.3.1. Eine Funktion (oder Abbildung) f : X — Y ordnet jedem
Punkt © € X genau ein “Bild” y = f(x) € Y zu. Jedes z € X mit y = f(z)
heisst dann ein “Urbild” von y.

X Y

Das heisst, eine Funktion wird erkléirt durch die Angabe

e des Definitionsbereiches (hier X)
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o des Bild- oder Wertebereiches (hier )
o der Abbildungsvorschrift (hier z — f(x))

Beispiel 1.3.1. i) f: R — R; z+— z— 23
i) f:[-1,1] = R; o+ x— 23

iii) g: R — [-1,1],  — sin(z);

iv) h: R — [0,00[, z — 2%

v) ddx : X = X, z— z=idx(z); die Identitit auf X.

Wir kénnen Funktionen durch ihren Graphen darstellen:
G(f)={(z, f(x)); ze X} C X xY.

Zum Beispiel erhalten wir fiir f aus Beispiel [[31lii) den Graphen

Yy
0.5 1

—-19_ —-0.5 0.5 1.0
—0.5

Dies geht auch allgemein (jedoch abstrakt).

1.3.1 Komposition von Abbildungen

Seien f: X — Y, g:Y — Z Abbildungen.
Durch Komposition erhalten wir eine neue Abbildung

gof:X — Z, zr—>g(f(x))

f g
X Y A
F=gof

Satz 1.3.1. Fiur Abbildungen f: X =Y, qg:Y = Z, h: Z — W gilt:

ho(gof)=(hog)of (Assoziativgesetz).

Beweis. i) Die Definitionsbereiche X sind identisch.

ii) Ebenso sind die Wertebereiche W identisch.
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iii) Schliesslich priifen wir die Gleichheit der Zuordnungsvorschrift. Fiir alle
z e X gilt:

(ho(ge f))(x) =h((ge f)(z)) = h(g(f(2))
= (hog)(f(z)) = ((hog)o f)(x).

Definition 1.3.2. Sei f : X — Y eine Abbildung.
i) [ heisst surjektiv, falls jedes y € Y mindestens ein Urbild hat, das

heisst, falls
VyeY xeX: f(x)=y.

X Y

it) f heisst injektiv oder eineindeutig, falls jedes y € Y hochstens ein
Urbild hat, das heisst, falls

Vo, 20 € X ¢ f(:vl) :f(:vg) = X1 = T2,

oder, hierzu dquivalent,

Vo, 20 € X 1 #x2 = f(x1) # f(22).

f injektiv

s
>-<

1i) f heisst bijektiv, falls jedes y € Y genau ein Urbild hat, das heisst, falls
f sowohl injektiv als auch surjektiv ist.

f bigektiv mit Umkehrabb. g
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Falls f bijektiv ist (und nur in diesem Fall), konnen wir eine Abbildung g : ¥ —
X einfithren, welche jedem y € Y das eindeutig bestimmte Urbild x € X unter
f zuordnet, mit

gof=idx, fog=idy.

Dieses g heisst die Umkehrabbildung von f, bzw. die zu f inverse Abbildung,
und wir schreiben g = f~1.

Beispiel 1.3.2. i) Die Abbildung f: R — R; x + x — 23 ist surjektiv, aber
nicht injektiv.

ii) Die Abbildung f:] — 7/2,7/2[—] — 1,1[ mit x> sin(z) ist bijektiv.
Satz 1.3.2. Sei f: X — Y eine Abbildung. Dann gilt:

i) f injektiv = Jg:Y — X mit go f = idx;
1) f surjektiv=3g:Y — X mit fog=idy;

wi) f bigektiv = 3g:Y - X mit fog=idy, go f=idx.

Beweis. i) Fir alle y € f(X) = {f(z); v € X} C Y gibt es genau ein Urbild
x =: g(y). Fixiere zy € X und setze g(y) = z¢ fiir y € f(X). Dannist g : Y — X
wohldefiniert und go f = idx.

i) Zuy eY ist A(y) = {x € X; f(z) =y} # (). Wihle ein beliebiges = € A(y)
und setze g(y) = x. (Hier benutzen wir das Auswahlaxiom, s.u.). Dann ist
g Y — X wohldefiniert und f o g = idy.

O
Bemerkung 1.3.1. Offenbar gelten auch die Umkehrungen der Aussagen i) -
iii) in Satz
1.3.2 Urbildfunktion
Sei f: X — Y eine Abbildung, und seien A C X, B C Y. Analog zum Bild
f(A) = {f@)zeA}CY
der Menge A unter f kénnen wir das Urbild
f71(B) = {zeX; fx) e B} C X,
der Menge B unter f einfithren. Auf diese Weise wird eine Funktion
f71 PY) = P(X)

definiert, die Urbildfunktion. Hierzu muss f nicht bijektiv sein.
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Beispiel 1.3.3. Sei f: [~1,1] = R, 2 — x — 23, und sei B = {0}. Dann gilt
fYB)={re[-1,1]; f(z) =0} = {-1,0,1}.

Satz 1.3.3. Fir B,C CY gilt:

i) fUBUC) = )

f~H(B)U
i) fTY(BNC) = f~Y(B)N
Beweis. i) Fiir beliebiges = € X gilt
refTY(BUC) & f(x)e(BUCQ)

< f(x)eBV f(x)el

s ref Y (B)vzef1(0)

s ze(fFUBUFHO).
Analog folgt ii); vergleiche die Ubungen. (|
Satz 1.3.4. f ist bijektiv genau dann, wenn f_l({y}) fiir jedes y € Y genau
ein Element enthdlt.

Falls f bijektiv ist, so bezeichnen wir nach Definition 3.2 mit f~!: Y — X
auch die Umkehrfunktion von f. Offenbar gilt in diesem Fall

) ={ ) %,
S——— ~—

Urbildfkt. Umkehrabb.

was die Mehrdeutigkeit der Bezeichnungen rechtfertigt.

1.4 Relationen

Elemente einer Menge konnen zueinander in vielfiltiger Weise in Beziehung
stehen. Zum Beispiel konnen Aussagen zueinander dquivalent sein. Ein weiteres
Beispiel ist die Ordnung natiirlicher Zahlen nach ihrer Grosse.

1.4.1 Aquivalenzrelation

Sei X eine beliebige Menge.

Definition 1.4.1. FEine Beziehung “~” auf X heisst Aquivalenzrelation auf X,
falls gilt:

i) Reflexivitit: Ve e X: xz~ux;
ii) Symmetrie: Nr,y€X: z~y = y~x;

wi) Transitivitit: Vx,y,z€ X : z~yAy~z = x~2z.
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Beispiel 1.4.1. i) “=" auf beliebiger Menge;
ii) die logische Aquivalenz von Aussagen (vergleiche Ubung);

iii) “Reste modulo p”. Seip € N fest. Fiir m,n € Z setze m ~ n, falls m = n+kp
fiir ein k € 7Z. Wir schreiben: m = n mod p.

Beweis. Wir verifizieren die Eigenschaften einer Aquivalenzrelation.
i) Reflexivitét: Offenbar gilt m ~ m (wihle k£ = 0).

ii) Symmetrie: Es gelte m ~ n, das heisst, es existiert k € Z mit m = n + kp.
Dann erhalten wir n = m — kp = m + (—k)p, also n ~ m.

iii) Transitivitit: Seien m ~ n, n ~ ¢, das heisst, m = n + kp, n = £ + jp, fiir
gewisse j,k € Z. Es folgt

m=n+kp=L+jp+kp=_L+p(j+Ek)

das heisst, m ~ /.

([l
Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf X, z € X. Die Menge
[z] = {ye X |z ~uy}
heisst A quivalenzklasse von X. Es gilt:
Behauptung 1. Yy € [z] : [y] = [z].
Beweis. Wir zeigen “C” und “D”.
“C” Sei z € [y]; das heisst y ~ z. Da & ~ y folgt mit Transitivitit x ~ z,
also z € [z].
“2>” Day € [z], also z ~ y, folgt mit Symmetrie auch y ~ z, also x € [y],
und “D” folgt mit i).
[l

Behauptung 2. Vye X : y¢[z] = [yn[z] = 0.

Beweis (indirekt). Sei y ¢ [x], und sei z € [z] N [y]. Mit Behauptung 1 folgt
[z] = [#] = [y]  y. Widerspruch. O

Wir folgern:

Satz 1.4.1. Eine Aquivalenzrelation auf X definiert eine disjunkte Zerlegung
von X in Aquivalenzklassen.

Bemerkung 1.4.1. Umgekehrt definiert eine Zerlegung

X:UXL

el
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von X in disjunkte Mengen X, eine Aquivalenzrelation ~ mittels

r~y & Jrel: z,yeX,.

1.4.2 Ordnungsrelation

Definition 1.4.2. Fine Beziehung “<” auf einer Menge X heisst partielle
Ordnung, falls gilt:

i) Reflexivitit: VaxeX: x<ux;

it) Transitwitit: Vz,y,z€ X: z<yAy<z=z<z;

wi) Identitivitit: Vax,ye€ X: z<yAy<z=>z=y.

Beispiel 1.4.2. i) N mit der natiirlichen Ordnung “<”;

ii) P(M) mit A< B:= ACB.

(Betrachte zum Beispiel M = {a, b} mit P(M) = {0,{a}, {b},{a,b}}.)
Bemerkung 1.4.2. Man kann eine partiell geordnete Menge (X, <) durch

einen gerichteten Graphen, den Ordnungsgraphen veranschaulichen.

i) (N,<):

ii) (P({a,b}),C):

Ein Ordnungsgraph darf keine Zyklen enthalten, sonst folgt mit z < yundy <
sofort z = y fiir alle Elemente des Zyklus.

VAN
N

Sei (X, <) partiell geordnet.
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Definition 1.4.3. i) m € X heisst maximal, falls gilt:
VeeX: m<z = x=m.

Das heisst, genau diejenigen m € X sind maximal, zu denen keine grosseren
Elemente existieren. Jedoch muss ein maximales m € X nicht grosser sein als
alle © # m.

ii) m € X heisst obere Schranke fiir eine Menge L C X, falls £ < m fiir alle
te L.

Beispiel 1.4.3. Sei X = NU {a} mit dem Ordnungsgraphen

/

1 2 3

a ist maximales Element, aber 3 £ a.

Definition 1.4.4. (X, <) heisst total oder linear geordnet, falls gilt:

Ve,ye X: o<y oder y <.

Beispiel 1.4.4. i) (N, <) ist total geordnet.
i) (P(M),C) ist im Allgemeinen nicht total geordnet.

Zornsches Lemma: Sei (X, <) partiell geordnet und es gelte

Zu jeder total geordneten Teilmenge L von X

gibt es eine obere Schranke m € X. (1.4.1)

Dann gibt es zu jedem = € X ein maximales Element m € X mit x < m.

Beispiel 1.4.5. (N, <) hat kein maximales Element:

1 2 3 4

Die Menge N selbst ist total geordnet, es gibt aber keine obere Schranke fiir IN;
vergleiche Beispiel [[.1.2]

Das Zornsche Lemma ist ein Axiom, dquivalent zum Auswahlaziom.

Auswahlaxiom: Sei (4,),c; eine Familie nichtleerer Mengen A, C M, ¢ € I.
Dann gibt es eine Funktion g : I — M, so dass fiir alle ¢ € T gilt g(¢) € A,.
(Zermelo; vergleiche NZZ 29.9.2004)

Wir zeigen eine Richtung der Aquivalenz.
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Satz 1.4.2. Zornsches Lemma = Auswahlaziom.
Beweis. Sei
X={h:DMh)CI—M;VYeeD):h()eA}

wobei D(h) jeweils den Definitionsbereich von h bezeichnet. Wir versehen X
mit einer partiellen Ordnung, indem wir setzen

Vht€e X: h<{ & D(h)CDW) ANVee D(h): ) =nh().

Behauptung 1. “<” definiert eine partielle Ordnung auf X.
Beweis. i) Reflexivitét: Offenbar gilt h < h fiir alle h € X.

ii) Transitivitidt: Seien h < k und k¥ < ¢ mit h,k,¢ € X. Dann gilt D(h) C
) C D(£), und fiir alle « € D(h) C D(k) gilt £(¢) = k() = h(1), also h < £.

Identitivitéit: Seien h < ¢ und ¢ < h mit h,¢ € X. Dann gilt D(h) C
£) C D(h), also D(h) = D(£). Weiter gllt fir alle « € D(h) = D(¢) dann auch
)=

D(k
iii)
D(
t) = h(t), also h = £.

a
O

Behauptung 2. (X, <) erfiillt die Annahme (L4.1).
Beweis. Sei L C X total geordnet. Setze

J=JDWcI

el

Fiir ¢ € J existiert £ € L mit ¢ € D(¢), und fiir jedes h € L mit ¢ € D(h) gilt
entweder h < £, also £(¢) = h(1), oder ¢ < h, also ebenfalls h(c) = £(¢).

Also ist m : J — M mit m(c) = £(¢) fiir © € D(¢), wohldefiniert; weiter gilt
offenbar fiir alle £ € L:

D) cJ=D(m), m(t) =4£() fir jedes t € D(¥).
Also ist m obere Schranke fiir L. |
Mit dem Zornschen Lemma folgt nun, dass X ein beziiglich < maximales Ele-
ment g besitzt.
Behauptung 3. D(g) =I.

Beweis (indirekt). Sei 1y € I\ D(g) # 0. Wihle zp € A,, und definiere
g0 : D(go) = D(g9) U{to} = M durch

a0(0) :{ 9(v), € D(g),

o, L= L.
Dann ist g < gg # g, im Widerspruch zur Maximalitdt von g. O
Die Abbildung g ist somit eine Auswahlfunktion. O

Im folgenden werden wir das Zornsche Lemma, beziehungsweise das Auswahl-
axiom stets als eines unserer Axiome voraussetzen.



Kapitel 2

Die reellen Zahlen

2.1 Elementare Zahlen

Mit den natiirlichen Zahlen
N=1{1,2,3,...}, No={0,1,2,3,...}

kann man Objekte abzéhlen. Zahlen in N kann man addieren und multiplizieren.
In den ganzen Zahlen
Z={...,-1,01,...}

ist zusétzlich die Subtraktion moglich. In den rationalen Zahlen
_ [P
Q7{57 p,qu,q>0}

kann man zudem (ausser durch 0) dividieren: @ ist ein Zahlkérper.

Offenbar kann man diese elementaren Zahlen N C 7Z C Q der Grosse nach
auf dem Zahlenstrahl anordnen.

| | | |
I \ ! \
-2 -1 0 1 2 3

Durch Aneinanderfiigen von Lingen beziehungsweise mit Hilfe des Strahlensatz-
tes kann man die Operationen in Q auch “geometrisch” ausfiihren.

Bemerkung 2.1.1. Zwischen je zwei rationalen Zahlen r; < ro liegt eine wei-
tere, zum Beipsiel ntr € Q, welche den halben Abstand zu r; hat wie 7. Die

rationalen Zahlen scheinen demnach die Zahlengerade liickenlos zu iiberdecken.

Irrationale Zahlen Dies ist jedoch nicht der Fall. Bereits die Pythagorier
erkannten, dass es keine Zahl r € @ gibt mit r? = 2. Die Linge der Diagonalen
im Quadrat steht in keinem rationalen Verhéltnis zur Linge der Grundseite.

17
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1 V2

Satz 2.1.1. Es gibt keine Zahl r € Q mit r? = 2.

Beweis (indirekt). Nimm an, es gibt r = £ € Q mit r? = 2. Nach Kiirzen
gemeinsamer Teiler diirfen wir annehmen, dass p, g teilerfremd sind (also keine
gemeinsamen Teiler haben), und p, g > 0.

Aus der Gleichung 2 = Z—; = 2 folgt nach Multiplikation mit ¢? zuniichst

p2:2.q2'

Da die Zahl 2 prim ist, enthélt p den Teiler 2; es gilt also p = 2s fiir ein s € N
und somit
2.¢>=p* =22 42

Nach Kiirzen des Faktors 2 erhalten wir
q2 =2- 823

und wie oben folgt ¢ = 2t fiir ein ¢ € N. Die Zahl 2 teilt also sowohl p als auch
q im Widerspruch zu unserer Annahme, dass p und q teilerfremd sind. (|

@Q weist also “Liicken” auf. Man kann die rationalen Zahlen auf verschiedene
Weisen vervollstindigen, beispielsweise

e mit dem Dedekindschen Schnitt (Dedekind 1858/59; siehe z.B. Konigsber-
ger, Aufgabe 2.5.13);

e oder durch Fundamentalfolgen. (Z.B. kann man die Zahl V2 darstellen
durch Folgen (rj)ren C Qmit 1 <7, <2und [2—77| < 1, k € N.)

Im folgenden gehen wir jedoch axiomatisch vor und postulieren die Existenz
eines geordneten Zahlkorpers R, der @ umfasst und in einem zu prézisierenden
Sinn ordnungsvollstédndig ist. Die eigentliche Konstruktion von R verschieben
wir auf spéter.

2.2 Die reellen Zahlen

2.2.1 Axiome fiir R

Die reellen Zahlen IR bilden einen linear geordneten Zahlkorper mit den Opera-
tionen Addition und Multiplikation.
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A) Es gibt eine Operation + : R x R — R, (z,y) — = + y, auf R, genannt
Addition, mit den Eigenschaften:

A1) Assoziativitit: Vz,y,z e Rz + (y+2) = (x +y) + 2;
A.ii) Neutrales Element: 30 e RVz € R: 2+ 0 = x;
A.iii) Inverses Element: Ve e R Iy e R: x4y = 0;

A.iv) Kommutativitit: Ve, y e R: z+y =y + .
Das heisst, R bildet eine abelsche (kommutative) Gruppe beziiglich der Addition.

Bemerkung 2.2.1. i) Das neutrale Element ist eindeutig bestimmt.
ii) Das zu z € R additiv inverse Element y = —x ist eindeutig bestimmt.
iii) Die Kommutativitit wird zum Beweis von i) und ii) nicht benétigt.

Beweis. i) Seien 0,0 € R neutrale Elemente, so folgt:

047040 " 040 0.
ii) Falls y und z zu x invers, so folgt
A A.i)iv v A.ii
z :)z+(x+y) ):)( +x) +y )y+0 =
S—— S——
=0 =x+2z=0
iii) Ubung. =

M) Es gibt eine weitere Operation - : R x R — R, (z,y) — z -y = a2y, auf R,
genannt Multiplikation, mit den Eigenschaften:

M.i) Assoziativitit: Va,y,z € R:z- (y-2) = (x-y) - 2,

M.ii) Neutrales Element: 31 € R\{0} Vz € R: - 1 = «,

M.iii) Inverses Element: Vo € R\{0} JyeR: z-y =1,

M.iv) Kommutativitit: Ve,y e R: z-y =y - x.

Die Multiplikation ist mit der Addition vertriglich im Sinne des Distributiv-
gesetzes:

D) Va,y,zeR: z-(y+2)=z-y+z-z
Bemerkung 2.2.2. i) Vz € R : -0 = 0; insbesondere ist zu jedem z # 0
das (eindeutig bestimmte) multiplikativ Inverse =1 # 0.
ii) Falls x -y =0, so gilt x = 0 oder y = 0.

Das heisst, R* = R \ {0} bildet beziiglich der Multiplikation eine abelsche
Gruppe mit dem neutralen Element 1.
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Beweis. i) Firr z € R gilt

D

z-0 = z-(040) x-0+x-0.

Addiere —(x - 0).
ii) Sei x # 0. Dann ist 7! # 0 nach i). Falls z - y = 0, so folgt mit i)

y=1l-y=(@ - 2)-y=a'-(z-y)=2"1-0=0.
O

O) Schliesslich fordern wir die Existenz einer totalen Ordnung “<” im Sinne
der Definitionen [[4.2 und [[L4.4] konsistent mit den Operationen Addition und
Multiplikation im Sinne der Konsistenzaxiome

Ki) Vz,y,z€R: <y = z4+z2<y+z

Kil) Vz,y,z€R: 2<y,0<z = z-2<y-z

Die Axiome A.i)-iv), M.i)-iv), D, K.i),ii) gelten bereits in Q. Die entscheidende
zusétzliche Forderung an R ist nun das Vollstandigkeitsaxiom:

V) Der Zahlkorper R ist ordnungsvollstindig; das heisst, zu je zwei nicht
leeren Mengen A, B C R mit

Vae A,beB: a<b
gibt es eine Zahl ¢ € R mit

Vae AbeB: a<c<h.

\A/ c \B////

Beachte: Der Korper Q ist nicht ordnungsvollsténdig; siche Bemerkung 2.2.3

Einige elementare Folgerungen aus den Axiomen:

Folgerung 2.2.1. i) Ve e R: (1) -z = —ux;
i) (1) (=D =1

iii) vz € R: 2% > 0;

iv) 0<l<2<...

v) Vo >0: 27 > 0;

vi) Vz,y > 0: 2 <y & 22 <y?

vii) Es gibt ¢ € R mit ¢ =2, ¢ > 0.
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Beweis. i) Es gilt

)

z+(—1)~zM':ii 1~x+(71)~x2(1+(71))~x:0~z:0.

Da das additiv Inverse zu x nach Bemerkung [2.2.7] eindeutig bestimmt ist, folgt
die Behauptung.

ii) Mit (—1) + 1 =0 folgt 1 = —(—1). Setze nun = —1 in i).
iii) Sei « € R beliebig gewéhlt. Da die Ordnung total ist, gilt © > 0 oder z < 0.

a) Falls x > 0, so folgt 2 > 0 -2 = 0 mit K.ii).
b) Sei z < 0. Mit K.i) folgt —z > 0, und mit a), i) und ii) folgt
0< (—2)2 = (1) - 2)* = (=1)> - 2® = 22

i iii)

iv) 1 %) (—=1)2 > 0, und 1 # 0 nach M.ii). Also ist 0 < 1 und mit K.i) folgt die

Behauptung.

v) Annahme: 7! < 0. Nach Multiplikation mit = > 0 folgt
1::I:_1-:C§0-:E:0

im Widerspruch zu iv).

vi) Ohne Beschriinkung der Allgemeinheit gelte © +y > 0. (Sonst gilt x =y =0
und z? = y? = 0.) Beachte:

y* =2’ = (y+a) (y—a).
“=7:Sei y >, alsoy —x > 0. Day+z > 0 folgt y? > 2? mit K.ii).
“<": Nach v) gilt (y +2)~! > 0. K.ii) liefert die Behauptung.
vii) Gemiss iv) ist N und damit auch Q in R enthalten. Setze

A={acQ;1<a<a®*<?2}, B={bec@Q; 1<b<2,b>>2}.
Dann gilt offenbar 1 € A, 2 € B; also A # () # B. Weiter folgt mit vi)
Yae A,beB: a<b.

Das Vollsténdigkeitsaxiom V liefert somit eine Zahl ¢ € R mit

Vac A, beB: a<c<hbh. (2.2.1)

Insbesondere folgt sofort 1 < ¢ < 2.

Behauptung 1. c ist eindeutig bestimmt.

Beweis. Nimm an, es existieren Zahlen ¢; < ¢ in R, welche die Bedingung
@2Z1) erfiillen. Nach Bemerkung 2T.1] gibt es dann auch derartige Zahlen
c1,c2 € Q. Es folgt ¢ = % € Q, und

Cl+CQ

VacA,beB: a<ci <cy= <cg <b.

Beachte, dass ¢g € AUB. Falls ¢ € A, so ist (22.0)) fiir ¢; verletzt; falls ¢g € B,
so ist (ZZT) fiir ¢y verletzt. Widerspruch. O
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Behauptung 2. ¢ = 2.
Beweis. Fiir alle a € A, b € B gilt gemiss K.i):
2-c2 <P - < —a*=(b—a)(b+a)<4(b—a).
——
<4

Da man geméss Behauptung 1 und Bemerkung 2.2.T] zu beliebig kleinem d > 0
Zahlen a € A, b € B mit Abstand b — a < d finden kann, folgt ¢ > 2. Analog
sieht man, dass ¢? < 2. [l

Damit haben wir alle Folgerungen aus den Axiomen hergeleitet. O
Bemerkung 2.2.3. Im Beweis von vii) gilt A, B C Q; die Mengen A und B
werden aber durch kein ¢ € Q getrennt. Wie wir gesehen haben, ist das die
Mengen A, B trennende ¢ € R niimlich eindeutig bestimmt und erfiillt ¢ = 2.

Nach Satz 2.1.T] gehort ¢ nicht zu Q. Der Korper @ ist daher nicht ordnungs-
vollstandig.

Definition 2.2.1. Der Absolutbetrag einer Zahl x € R ist die Zahl

xz, falls x>0,
|z =

—x, Sonst.

Offenbar gilt || > 0 fiir alle . Weiter hat der Absolutbetrag die Eigenschaften

i) VeeR: z <|z|;

i) Ve,y e R: |z-y| = |z| - |yl

Satz 2.2.1. (Dreiecks-Ungleichung). Es gilt

Vr,y eR: |z +y| < |z + |yl

Beweis. Offenbar gelten fiir jedes € R die Beziehungen = < |z|, —z < |z|.
Es folgt
4y <ol +lyl, —(¢+y) = (=2) + (=) <[]+ [y|.

Satz 2.2.2. (Young) Fir alle a,b € R, § > 0 gilt

b2
2|a-b|§5a2+3.

Beweis. Es geniigt, a > 0, b > 0 zu betrachten. Setze ¢ = V6 > 0. Die
Behauptung folgt aus

b\ 2 b?
Og(saf—) :52a2+—2—2a~b.
€ €
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2.2.2 Supremum und Infimum

Definition 2.2.2. Eine Menge A C R heisst nach oben beschrinkt, falls
eine Zahl b € R existiert mit

Vaec A: a<hb.
Jedes derartige b heisst eine obere Schranke fiir A.
(Analog: nach unten beschrinkt, untere Schranke.)
Beispiel 2.2.1. i) Das Intervall
]-Ll={zeR; -1<z<1}
ist nach oben (z.B. durch b = 1) und unten (z.B. durch a = —1) beschréinkt.

ii) N={1,2,3,...} ist nach unten beschrinkt, jedoch nach oben unbeschrinkt.

Sei nun () # A C R nach oben beschrinkt. Dann gilt
B ={beR; b ist obere Schranke fiir A} # 0,

und
Vae A,be B: a<hb.

Mit dem Vollstandigkeitsaxiom folgt die Existenz einer Zahl ¢ € R mit
VaecA, beB: a<c<hb. (2.2.2)
Bemerkung 2.2.4. Offenbar ist ¢ obere Schranke fiir A; also ¢ € B. Da zugleich

gilt ¢ < b fiir alle b € B, ist ¢ die kleinste obere Schranke fiir A, und c ist
durch ([22.2]) eindeutig bestimmt.

Definition 2.2.3. Zu einer nach oben beschrinkten Menge ) # A C R heisst
die durch (2Z22) definierte Zahl ¢ =: sup A, das Supremum von A.

Wir fassen zusammen:

Satz 2.2.3. i) Jede nach oben beschrinkte Menge ) # A C R besitzt eine
kleinste obere Schranke ¢ = sup A.

ii) Analog besitzt jede mach unten beschrinkte Menge ) # A C R eine grisste
untere Schranke d = inf A, das Infimum von A.
Beispiel 2.2.2. i) Sei A =] —1,1[C R. Dann gilt
supA=1, infA=-1.
ii) N = {1,2,...} ist nach oben unbeschrinkt, besitzt also kein Supremum.

Andererseits gilt fiir jedes k € N offenbar £ > 1. Da 1 € N, ist 1 auch die
grosste untere Schranke; das heisst,

inf N =1.
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2x
A=< ——; R
{1+z2’x€ }

veranschaulicht durch den Graphen der Funktion x — 2x/(1 + 22):

iii) Sei A die Menge

Mit Satz [Z2.2] folgt
VeeR: 2r <14+ a2%;

also sup A < 1. Andererseits liefert der Vergleich mit x = 1 die Ungleichung
sup A > 1; also
sup A=1.

Beispiel [Z2.211) zeigt, dass sup A, inf A im allgemeinen nicht zur Menge A
gehoren. Gehort sup A jedoch zu A, so sagen wir, “das Supremum wird in A
angenommen”, und wir schreiben

sup A =mar A, das Maximum von A.

Gehort analog die Zahl inf A zu A, so sagen wir, “das Infimum wird in A
angenommen”, und schreiben

inf A=min A, das Minimum von A.
Beispiel 2.2.3. i) Sei A=[-1,1]={z €R; —1 <2z <1}. Dann gilt
supA=1=mazxz A, inf A=—-1=min A.
ii) Besteht die Menge A aus nur endlich vielen Elementen a1 < ag < -+ < ay,
so gilt offenbar
sup A=ar =max A, inf A=a = min A.
Falls die Zahl sup A oder inf A nicht angenommen wird, bendtigen wir fiir das

Rechnen mit sup und inf das folgende Lemma.

Lemma 2.2.1. Sei ) # A C R nach oben beschrinkt, und sei e > 0 beliebig.
Dann gibt es ein a € A mit
a>sup A—e.

Beweis (indirekt). Falls fiir ein € > 0 gilt
VacA: a<supA—eg,

so ist die Zahl sup A — e < sup A obere Schranke fiir A. Jedoch ist sup A nach
Definition die kleinste obere Schranke fiir A. Widerspruch! O
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Als Anwendung von Lemma 2.2.7] zeigen wir beispielhaft die folgende Aussage.

Satz 2.2.4. Seien A, B C R nicht leer und nach oben beschrinkt. Dann ist
A+B={a+b; ac A, be B}

nicht leer und nach oben beschrdnkt, und es gilt

sup (A+ B) = sup A+ sup B.

Offenbar ist die Aussage wahr, falls sup A und sup B angenommen werden.
(Der Beweis ist in diesem Falle “trivial”.)

Beweis. i) Wir zeigen:
sup(A+ B) < sup A+ sup B.
Nach Definition des Supremums gilt
Yae A,be B: a<supA, b< sup B,
also folgt mit K.i)
Vae AbeB: a+b<supA+b<sup A+ sup B.
Das heisst, sup A+ sup B ist eine obere Schranke fiir A + B.

ii) Wir zeigen:
sup A+ sup B < sup(A+ B).

Nimm widerspruchsweise an,
0 < sup A+ sup B—sup(A+ B) =:3¢, € > 0.
Wihle a € A, b € B gemiss Lemma [Z2.7] mit
supA<a+e, supB<b+e.
Dann folgt mit

sup A+ sup B<a+b+ 2e < sup(A+ B) + 2¢
= (sup A+ sup B — 3¢) + 2e < sup A+ sup B

der gewiinschte Widerspruch.

Analoge Sétze gelten fiir das Infimum.

Vereinbarung: Falls ) # A nach oben, bzw. nach unten unbeschrinkt ist,
setzen wir
sup A =00, bzw. inf A= —o0,

mit der Konvention oo + 0o = 0o sowie

VeeR: co+x=o00.
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2.3 Die natiirlichen Zahlen

Gemiss Folgerung 2:2T1iv) ist N mit der natiirlichen Ordnung in R eingebettet.

Satz 2.3.1. (Archimedisches Prinzip) Zu jedem x € R gibt es eine natiirliche
Zahl n mit x < n. Insbesondere ist jedes x € R endlich.

Beweis (indirekt). Andernfalls gibt es € R mit
VneN: n<uz.

Das heisst, « ist obere Schranke fiir N. Nach dem Vollsténdigkeitsaxiom existiert
c=sup N € R, und
VnelN: n<ec

Da mit n auch n 4+ 1 zu N gehort, folgt damit auch
VneN: n+1<g¢

also
VneN: n<c¢-—1.

Das heisst, ¢ — 1 < ¢ ist obere Schranke fiir N, im Widerspruch zur Charakte-
risierung von c als kleinste obere Schranke fiir IN. O

Korollar 2.3.1. Zu jedem € > 0 gibt es ein n € N mat

1
0<—<e.
n

Beweis. Wihle n € N mit n > ¢~! gemiiss Satz[2.3.1l Nach Multiplikation mit
en~1 > 0 folgt mit K.ii) die Behauptung. O

Prinzip der vollstindigen Induktion: Offenbar bilden die natiirlichen Zah-
len N die kleinste Menge X C R mit den Eigenschaften

Li) 1 e X,
Li) Vee X : z+1€ X.

Definition 2.3.1. Eine Menge X C R mit 1.i),ii) heisst induktiv.

Es gilt also:

N= ] X

XCR
X induktiv

Satz 2.3.2. Es seien A(k) Aussagen, k € N. Es gelte:

i) A(1) ist wahr (“Induktionsverankerung”)

it) VE e N: A(k) = A(k+ 1) (“Induktions-Schluss”)

Dann ist A(k) wahr fiir alle k € N.
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Beweis. Setze
X ={k € N; A(k) ist wahr}.

Dann erfiillt X die Bedingungen L.i), ii); also X = IN. (|
Wir illustrieren Satz 2.3.2] mit einigen Anwendungen.

Beispiel 2.3.1. i) Fiir beliebiges n € N gilt

n

d@-1)=143+...+@2n—1)=n
=1

Beweis (vollstindige Induktion). a) Induktionsverankerung: n = 1./

b) Induktions-Schluss n — n + 1: Nach Induktions-Voraussetzung gelte fiir ein
n € N die Aussage

n

2(25 —1)=n? (“Induktions-Annahme”).

=1
Es folgt:
n+1 n
d@-1)=>20-1)+ (2(n+1)—1) =n*+2n+1=(n+1)
=1 (=1

wie gewiinscht.

ii) Fiir beliebiges n € N gilt

n(n—i—l).

i€=1+2+...+n= 5

Beweis (vollstindige Induktion). a) Induktionsverankerung: n =1/

b) Induktions-Schluss n — n + 1. Die Aussage gelte fiir n. Dann folgt:
1424, +n+1)=010+2+...4n)+(n+1)
n(n+1) n+2

ZT-l-(n—i—l):T(n—i-l).

iii) Fiir beliebiges n € IN gilt
(14+2+...4n)2=1+28+... 40

Beweis (vollstindige Induktion). a) Induktionsverankerung: n =1/

b) Induktions-Schluss n — n + 1: Es gelte nach Induktions-Voraussetzung

<Z€) L4240 =142+ +n>=> 1"
=1
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Dann folgt mit Beispiel ii):

(Sféy (1+2+. +n+wn+1»2=<kiia+4"+102
<i£>2+(n+1)2+2(n+1) €>
=

(=1

1
1 n
ﬁ+{n+n2+%n+n2@i¥l:§:ﬁ+mn+ni
1 (=1

I
WE

~
I

wie gewiinscht.

iv) Geometrische Reihe. Sei 0 < ¢ < 1. Dann gilt fiir jedes n € N

1—
Spi=14q+... Zq 1Eq

Beweis (vollstindige Induktion). a) Verankerung: n =0./,n =1/

b) Induktions-Schluss n — n 4 1: Die Aussage gelte fiir n. Dann folgt:

1
Snt+1 =95, +q"+1=i+qn+l

_ 1 _qn—i-l +(1 _q)qn—i-l _ 1_qn+2

1—¢ 1—¢

v) Bernoullische Ungleichung. Sei > —1. Dann gilt:
VneN: (14+z)" >1+nz.
Beweis. a) n=1+/
b) n+— n+ 1: Nimm an, es gilt (1 + )" > 1 + nz. Rechne
) K.i5)
A+2)"M=0+2)"(1+2) > (1+n2)(l+x)
——
0
=1+m+nx+@ﬁ21+m+nm
>0

v

2.4 Kardinalitat

Gibt es “mehr” reelle als rationale Zahlen? Ebenso wie @ geméss Bemerkung
2.1 so liegen offenbar auch die irrationalen Zahlen “dicht” auf dem Zahlen-
strahl, sogar bereits die Menge

Q+\/§={r+\/§;reQ};
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insbesondere gibt es also auch unendlich viele irrationale Zahlen. Wie kann man
entscheiden, welche der Mengen @ oder R\ Q “grosser” ist?

Betrachten wir zunéchst ein einfacheres Problem: Welche der Mengen N oder 7Z
ist grosser? - Naiv wiirde man meinen, Z wére “doppelt so gross” wie N; jedoch
kann man zum Beispiel mittels der Abbildung f : N — Z mit

n—1

n s { 5=, falls n ungerade,

-5, falls n gerade,

N bijektiv auf Z abbilden und so die Elemente von Z “abzéhlen”.

Allgemein vereinbaren wir:

Definition 2.4.1. Zwei Mengen X undY heissen gleichmichtig, falls es eine
bijektive Abbildung f : X — Y gibt.

Beispiel 2.4.1. N und Z sind gleichméchtig.

Definition 2.4.2. Eine Menge X heisst abzéahlbar, falls sie gleichmdchtig ist
zu N, das heisst, falls eine bijektive Abbildung f : X — N ewistiert.

Satz 2.4.1. Q ist abzdhlbar.

Beweis (1. Cantorsches Diagonalverfahren). Stelle

Qi ={reQ;r>0} = {B; p,q €N teilerfremd}
q

dar durch ganzzahlige Koordinatenpaare im 1. Quadranten, und durchlaufe diese
Punkte wie in der nachstehenden Skizze angegeben:

1 2 3 4
Analog zur Abzéhlung von Q4 erhilt man dann die Abzéhlung fiir ganz Q. O

Bemerkung 2.4.1. Offenbar kann man mit dem 1. Cantorschen Verfahren
auch N x N abzihlen. Induktion liefert, dass das Produkt endlich vieler abzéhl-
barer Mengen wieder abzahlbar ist:

leichmiichti Jeichmachi
VkeN: NX(NX...XN)gEIC méc lngNgelc méic lgN.
N—
k
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Satz 2.4.2. R ist nicht abzdihlbar.

Der Beweis benotigt etwas Vorbereitung.

Lemma 2.4.1. P(N) ist nicht abzihlbar.

Beweis. Wir ordnen jeder Teilmenge S C N eineindeutig eine “bindre Folge”
5= (f7, f5,...) zu, das heisst, eine Abbildung f° = (f, f5,...) : N = {0,1}

mit

s | 1, fallske S
fe = { 0, falls k & S (2.4.1)

Der “Raum” dieser bindren Folgen wird mit dem Symbol 2N bezeichnet. Somit
gilt:

,P(]N) gleichgﬁchtig 21N.

Behauptung. 2¥ ist nicht abzihlbar.

Beweis (indirekt). Sei widerspruchsweise f : N — 2N eine Abziihlung mit
n— f(n) = (fl(n),fg(n), . .), n € N.
Definiere die Folge a = (a1,a2,...) : N — {0,1} mit
ar = fr(k)+1mod 2, keN.

Fiir jedes k € N gilt dann ay, # fi(k), also a # f(k). Daher ist f nicht surjektiv
im Widerspruch zu unserer Annahme. (|

Den Beweis konnen wir uns gut veranschaulichen mit dem 2. Cantorschen
Diagonalverfahren:

fg(k’) | ¢ —
k f1(1) f2(1)  f3(1)
{ f1(2)  f2(2)  f3(2)
f13) f2(3 )

Die im Beweis konstruierte Folge a unterscheidet sich fiir jedes k € N von f(k)
an der k-ten Stelle. |

Beweis (von Satz[2.7.3). Die Abbildung
f:PIN) =R, S—a=0,f,f5,... (unendlicher Dezimalbruch)

gemiss ([2.47) ist wohldefiniert und injektiv. Die Bildmenge X = f(P(N)) C R
ist nach Lemma 2.4.7] nicht abzahlbar; also ist auch R nicht abzéhlbar. O

Bemerkung 2.4.2. Fassen wir die Bilder der im Beweis von Satz [2.4.2] kon-
struierten Abbildung auf als bindre Darstellungen von Zahlen

a=f9=> 27" €[0,1] CR,
/=1
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so erkennen wir, dass P(IN) auch mindestens so méchtig ist wie die Menge [0, 1],
und damit mindestens so méchtig wie R (Ubung); P(N) und R sind demnach
gleichméchtig.

Fiir allgemeine Mengen X gilt:

Satz 2.4.3. Fiir jede Menge X ist P(X) “mdchtiger” als X ; das heisst, es gibt
keine surjektive Abbildung f: X — P(X).

Beweis (indirekt). Nimm an, es existiert eine surjektive Abbildung f : X —
P(X). Betrachte die Menge

A={zeX;ax ¢ f(z)}

Da f nach Annahme surjektiv, gibt es ein zp € X mit A = f(x¢). Wir fithren
diese Aussage zum Widerspruch.

a) Nehmen wir an zg € A, so folgt nach Definition von A, dass z¢ &€ f(xo) = A.

b) Also muss gelten zg ¢ A = f(xg). In diesem Falle ergibt die Definition von
A jedoch, dass gilt zo € A. Widerspruch.

O
Kontinuumshypothese. Ausgehend von Xy = N erhilt man also Mengen
X1 = P(]N), Xy = P(Xl), vy X1 = P(Xk), ke N

strikt aufsteigender Machtigkeit. Die Méchtigkeit von IN bezeichnet man mit Ny
(“Aleph 0”). Die Frage, ob es “zwischen” den natiirlichen Zahlen N und dem
“Kontinuum” P(IN) = R noch eine weitere Menge anderer Miichtigkeit gibt,
ob also eine {iberabzéhlbare Teilmenge der reellen Zahlen existiert, die in ihrer
Machtigkeit kleiner ist als R, hat die Mathematik lange beschéftigt. Schliesslich
gelang es Godel (1937) und Cohen (1964) zu zeigen, dass die Frage nicht aus
den Axiomen entscheidbar ist. Vergleiche dazu Davis-Hersch: Erfahrung Mathe-
matik, S.336.

2.5 Der euklidische Raum

Die euklidische Ebene R? = R x R = {(z,y); x,y € R} ist unsere Zeichene-
bene.

Beispiel 2.5.1. Den Graphen einer Funktion f: R — R kénnen wir bequem
in der euklidischen Ebene darstellen.

Der 3-dimensionale euklidische Raum
R* =R xR xR={(z,y,2); z,y,,2 € R}

ist unser Anschauungsraum.

Beispiel 2.5.2. i) Die Bewegung eines Massepunktes kann man durch dessen
Orts- und Geschwindigkeitsvektor beschreiben.
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ii) Eine Schar von N Massepunkten (Atome in einem Gas, Planeten im Sonnen-
system) konnen wir gleichzeitig mit ihrem jeweiligen Ort (¥ = (xgi), xéi), xéi)),
1 < i < N, erfassen, indem wir diese Koordinaten in einen langen Vektor
x = (x1,...,x3n) eintragen. Wir konnen dann wie gewohnt komponentenweise
damit rechnen.

Fiir beliebiges n € N erhalten wir so den n-dimensionalen euklidischen
Raum
R*"={x=(21,...,20); 2 € R, 1 <k <n}

mit komponentenweiser Addition + : R” x R* — R"
Ve =(21,..2n), y= W1, ) ER": 2ty = (@1 + 41, Tn + Yn).

Dann ist R™ beziiglich der Addition eine abelsche Gruppe mit neutralem Ele-
ment

0=(0,...,0) € R": der Nullvektor.

Zusétzlich kann man Vektoren x € IR™ mit einem Skalierungsfaktor (Skalar)
a € R strecken:

Ve = (21,...,2,) ER", a € R: ax = (azxy,...,az,).
Fiir diese Skalarmultiplikation R x R™ — IR"™ gelten die Regeln

S.i) Distributivgesetz: (a + 8)x = ax + Sz,
S.ii) Distributivgesetz: a(z + y) = az + ay,
S.iiil) Assoziativitit: a(fz) = (af)z,

S.iv) Einselement: 1.z = z,

wobei z,y € R", a, 8 € R beliebig sind.

Somit hat der Raum R™ die Struktur eines Vektorraums mit dem Skalar-
korper R, eines R-Vektorraums; vergleiche die Vorlesung “Lineare Algebra”.

Kanonische Basis: Beziiglich der Standardbasis

e; = (0,...,0, 1 ,0,...,00eR" 1<i<n,
N

i—te Stelle

lasst sich jeder Vektor @ = (x1,...,2,) € R"™ in eindeutiger Weise als Linear-
kombination

n
x=(21,...,Zn) =161+ -+ Tpe, = E Tie;
=1

darstellen.
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Skalarprodukt: Fiir z = (2;)1<i<n, ¥ = (¥i)1<i<n € R" setze
x-oy:={(x,y):=x151 + ...+ TpYn = iziyz eR.
i=1
Das so definierte Skalarprodukt hat die Eigenschaften
SP.i) Symmetrie: -y =1y - x,
SP.ii) (Bi-)Linearitét: z- (y+2) =2 -y + - 2,

SP.iii) (Bi-)Linearitit: = - (ay) = a(z - y)

fur alle z,y € R", o € R. Zur besseren Unterscheidung lassen wir hier und im
folgenden meist den Multiplikationspunkt bei der Skalarmultiplikation und bei
der Multiplikation reeller Zahlen weg.

Beispiel 2.5.3. i) Fiir z = (2,0,3), y = (-3, 1,2) gilt
r-y=-2-34+0-1+3-2=0;

das heisst, z und y stehen senkrecht aufeinander, sie sind orthogonal, = 1 .

ii) Dies gilt auch fiir verschiedene Standardbasisvektoren

€i'€j:0 (’L;féj)

Euklidische Norm: Mit Hilfe des Skalarprodukts kénnen wir die Lange von
Vektoren messen, indem wir setzen

n
lz|| == V2 -z = Z z? (positive Wurzel).
i=1

Beispiel 2.5.4. i) Esgilt ||e;|| = 1, 1 < i < n. Die Standardbasisvektoren sind
also paarweise orthogonal und auf Linge 1 normiert; sie sind orthonormal.

ii) Satz von Pythagoras. Falls z,y € R™ orthogonal mit z - y = 0, so folgt

2 2 2
le+yll"=@+y) - @+y)=v-z+2z-y+y-y= |zl + |yl

iii) Der Abstand des Punktes (x1,x2) vom Nullpunkt ist

L=Joi 425 = |[(z1, 22)],

konsistent mit der elementargeometrischen Interpretation.

iv) Die Diagonale im Einheitsquadrat hat die Lénge Iy = v/2, im Einheitswiirfel
im R? die Liinge I3 = v/3, im Einheitshyperwiirfel im R™ die Lénge ,, = /7.
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Satz 2.5.1. (Cauchy-Schwarz) Fir alle z,y € R™ gilt

|z -yl <l - [lyll -

Beweis. OBdA z # 0 # y. Mit Satz (Young) kénnen wir bei Wahl von
8 =yl / llz|l > 0 abschiitzen

2 z-yl =2 |zyr + . xpyn] <2 |z + oo+ 2 [ayn
1 1 1
< 0xf + gyf 4o b2l + gyﬁ =6lz)? + 5 Iyl* =2 ||=|l [yl -
O

Wir kénnen Satz [Z5.1] auch geometrisch herleiten: OBdA sei x # 0. Zerlege y

orthogonal
x ,x x ,x
y:__.y+( ———-y).
[ ] (HSCII ) [ ] (HSCII )

1

Offenbar gilt « - y= = 0, also auch y!l - y© = 0. Mit Pythagoras folgt nun die

gewiinschte Ungleichung ‘ﬁ”;ﬁ‘ = HyHH < |ly|| sofort.

Satz 2.5.2. Die euklidische Norm hat die Eigenschaften
i) Definitheit: Yx € R™: ||z|| >0, und ||z]| =0= 2z =0,
it) Positive Homogenitit: Yo € R", a € R: |azx| = |of - ||z,

iti) Dreiecks-Ungleichung: VYz,y € R™ : ||z +y| < |lz| + ||yl

Beweis. i) und ii) folgen direkt aus der Definition.
iil) Mit Satz 251 schétzen wir ab

2
le+yl"=@+y) - @+y)=z-2+22-y+y-y
2 2
<lzl®+2- 2l -yl + lyll” = (]l + [lyl)>.

Die Behauptung folgt mit Folgerung 22Tl vi). O
Beispiel 2.5.5. Fiir 2 = (3,4) = 3e1 + 4ep € R? gilt
5= |lz|| < [Bexll + [[4e2]| = 7.
Euklidische Metrik: Via || - || kénnen wir schliesslich den Abstand zweier
durch die “Ortsvektoren” x,y € R™ gegebener Punkte einfiihren als:
d(z,y) = ||z —y|| (d: “Distanz”).

Aus Satz 2.5.2] folgen die Eigenschaften:

i) Positive Definitheit: Va,y € R™ : d(z,y) > 0, und d(z,y) = 0 < z = y;
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ii) Symmetrie: Vz,y € R" : d(x,y) = d(y, z);
iii) Dreiecksungleichung: Vz,y,z € R" : d(z, z) < d(z,y) + d(y, 2).
Beweis. i) und ii) sind offensichtlich.

iii) Schreibe z — z = (z — y) + (y — 2) und benutze Satz 2Z5.2iii). O

2.6 Komplexe Zahlen

In R? kénnen wir zusitzlich zur Addition eine weitere Verkniipfung einfiihren,
die komplexe Multiplikation
-:R* x R? 3 (a,b), (¢,d) — (ac — bd, ad + bc) € R

Diese Operation ist assoziativ mit neutralem Element (1,0). Weiter gilt fiir
(a,b) # (0,0) die Gleichung

a —b
(a,b) - (ma m) = (1,0); (2.6.1)
das heisst,
a —b 9
(a2+b2’ a2+b2) R

ist zu (a, b) invers.

Schliesslich ist die komplexe Multiplikation kommutativ, und es gilt das Distri-
butivgesetz

((a1,b1) + (az,b2)) - (¢, d) = (a1,b1) - (¢, d) + (a2, b2) - (¢, d).

Somit bildet IR? bzgl. Addition und komplexer Multiplikation einen Zahlkorper,
den Korper der komplexen Zahlen C.

Bemerkung 2.6.1. Wir kénnen R in C “einbetten” mittels
Rz (2,0) € C.
Diese Einbettung ist vertréglich mit den Korperoperationen, da gilt

z4+y— (z+9,0)=(z,0)+ (y,0),
TY = (my,O) = (.Z‘,O) : (y,O)

Zudem ist sie vertriglich mit der Skalarmulitplikation in R?, denn
a(z,y) = (ax, ay) = (,0) - (2,y).

In diesem Sinne kénnen wir den Standardbasisvektor e; = (1,0) € R? mit der
Zahl 1 € R “identifizieren”. Weiter setzen wir

e2 = (0,1) =: 4, die imagindre Finheit,
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mit
i? = (-1,0) = —1.
Somit hat jedes z = (x,y) € C die eindeutige Darstellung

z=wxe] +yes =z + 1y

mit Realteil © = Re(z) und Imaginirteil y = I'm(z).

Konjugation. Zu z =z + iy € C sei
z=x—iyeC
die zu z konjugierte Zahl. Die Konjugation hat die Eigenschaften:

i) Fiir alle 2 = x + iy = (z,y) € C = R? gilt
2 Z=(x4iy) (w—iy) =22 —iP =22+ 9% = ||2|°. (2.6.2)
ii) Fiir alle 219 € C gilt

21+ 22 =71 + 23, Z122 = 71 * 22 (2.6.3)

Beweis. Rechne nach fir zp = xp + iy, € C, k=1,2:

Zizz = (1 +iy1) - (22 +iy2) = (z122 — Y1y2) — H(@1Y2 + T2y1) = Z1 - Z2.

O
Folgerung 2.6.1. i) Mit [2.6.2)) folgt
1 Z
Vze C\{0}: 27" = —,
2]
in Ubereinstimmung mit (Z6.1).
ii) Mit (26.2)) erhalten wir
2 Y _ 2 112
[zw]|” = (zw) - (zw) = zwzw = [|2]|” |w]]";
d.h. wie in R gilt
Vz,we € lzw| = 2] w]-
Zur Abkiirzung schrieben wir im folgenden daher |z| = ||z]|| fiir den Absolut-
betrag der Zahl z € C.
Beispiel 2.6.1. i)
2+i)"t =21

ii)
241 241 241 4—-14+4 3+4,
— . = = - —=1.
2—1 2—1 2+ 5 5 5
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Bemerkung 2.6.2. i) Spiter werden wir noch die Polarform z = re’® einer
Zahl z = x + iy € C mit r = |z| und & = rcos ¢, y = rsin ¢ kennenlernen, die
sich fiir Rechnungen besonders gut eignet.

ii) Nicht nur die in R nicht 16sbare Gleichung 22 + 1 = 0 hat in C Losungen
z = £i. Allgemein gilt der Fundamentalsatz der Algebra: Jedes Polynom

p(2)=2"+an_ 12"+ +ao

vom Grad n > 1 hat in C eine Nullstelle. Das heisst, C ist im Unterschied zu R
algebraisch vollstéindig. Den Beweis miissen wir jedoch auf spéter verschie-
ben.

iii) Leider gibt es fiir C jedoch keine mit den Kérperoperationen vertriigliche
Ordnung; sonst wire gemiéiss Folgerung [2.2.11iii)

—1=4i2>0.

im Widerspruch zu Folgerung 2Z2.Tliv)
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Kapitel 3

Folgen und Reihen

3.1 Beispiele

Die folgenden Beispiele sind aus der Mittelschule bekannt:

i) Die Fibonacci Zahlen
1, 1,2 3 5 8 13,...
entstehen aus einem einfachen Populationsmodell geméss dem Gesetz
ap=1, a1 =1, apy1 = an+an—1, YneNN.
ii) Die Zinsfaktoren bei %—tel jéhrlicher Verzinsung,
an:(l—i—l)", n N,
n
streben fiir n — oo gegen die Eulersche Zahl

e=2.T18...,

den “Limes der kontinuierlichen Verzinsung”.

iii) Die geometrische Reihe
n
Sp=1+q+¢+-+¢"=> ¢", neN,
k=0

hat fiir —1 < ¢ < 1 den “Grenzwert” S = 1%(]; vergleiche Beispiel B.7.111).
3.2 Grenzwert einer Folge

Sei (an)nen = (a1,a2,as,...) eine Folge in R, a € R.

39
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Definition 3.2.1. i) Die Folge (a,)nen konvergiert gegen a fiir n — oo, falls
qgilt
Ve >0 Ing =ng(e) € N Vn > ng : |a, —a| < ¢

das heisst, falls zu jeder (noch so kleinen) ,Fehlerschranke e > 0 ab einem
geniigend grossen Index ng = no(€) alle Folgenglieder sich wm weniger als € von
a unterscheiden. Wir schreiben dann

a = lim a, oder a, — a (n — o0)
n—oo

und nennen a den Grenzwert oder Limes der Folge (an)neN-

ii) Fine Folge (ap)nen heisst konvergent, falls sie einen Limes besitzt; an-
dernfalls heisst die Folge divergent.

Beispiel 3.2.1. i) Fiir a,, = 2

no

n €N, gilt a, - 0 (n — 00).

Beweis. Nach Korollar Z3.1] gibt es zu jedem € > 0 ein ng € N mit ng > 1;
das heisst, n—lo < €. Es folgt

1 1
Vn>ng: —e<0< —< — <eg,
n no

wie gewiinscht. |
ii) Sei ¢ € R mit 0 < ¢ < 1. Dann gilt ¢" — 0 (n — 0).
Beweis. Schreibe % =1+ 9 mit § > 0. Mit der Bernoullischen Ungleichung
(I14+2)" > 1+ ne fir alle x > —1, n € N aus Beispiel 23.11v) folgt
1 1\"
VneN: — = (—) =(146)">1+nd > nd;
q q
also 1
VneN: 0<q¢” < —.
nd

Zu e > 0 wihle ng = ng(e) mit 7%0 < €d. Es folgt

1

Vn>ng: 0<q" <
no

< 1 <
—= €.
- 7’L05
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iii) Es gilt ¢/n -1 (n — o0).
Beweis. Fiir 0 < a,b € R gilt

anfbn:(afb)(an_l+ban_2+~~-+bn_2a+bn_1);

>0

somit folgt
Ya,b>0, neN: a>bsa" >b". (3.2.1)

Sei nun € > 0 beliebig vorgegeben. Schétze ab

-1
(1+e)”:1+n6+(n)62+(n)63+---+e”> (n)622M62>n,

2 3 2 2 -
>0
>0
falls n so gross gewahlt, dass
n — 162 51
2
Wihle 5

Dann gilt fiir n > ng stets

also auch
1+e)">n>1,

und mit F27) folgt

Yn>ng: 1< ¥n<l+e

das heisst,
Vn > ng : |{’/ﬁfl|<e.

iv) Seien p € N, ¢ € R mit 0 < ¢ < 1 fest gewéhlt. Dann gilt

lim n?q¢"™ = 0;
n—oo

das heisst, die Exponentialfunktion wichst schneller als jede Potenz.

Beweis. Setze
s=q'/P = Yg<1, s>0,

so dass
an, =nPq" = (ns")? = (si/n)"?, neN.

Wihle € > 0 mit

T @t
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dazu ng = no(e) € N geméss Beispiel B.2.1liii), so dass
Vn>mng: ¥Yn<l+e

Damit erhalten wir

np
n 1 pn
Vn2n0:0<an:< a ) <( ) ="

(1+¢€)? 1+e
mit
(52) <
= < L.
" 1+4+e€
Mit Beispiel B2 lii) folgt 0 < a, < r™ =0 (n — 00, n > ng). O

Beispiel 3.2.2. Nicht jede Folge (an,)nen konvergiert, wie die folgenden Bei-
spiele zeigen.

i) Sei a, = (—1)", n € N. Offenbar gilt fiir jedes a € R, n € N:
lan — al + |an+1 — a| = [(an — @) = (an41 — a)| = 2,
und kein ¢ € R kann Grenzwert von (a,)nen sein.
ii) Sei a,, =n, n € N. Zu jedem a € R gibt es ng mit a < ng; also
Vn>mng: lan—al=n—a>ng—a>0,
und kein @ € R kann Grenzwert von (a,) sein.

iii) Fibonacci-Zahlen: Mit Fy = 1,Fy = 1, Fyy1 = F,, + Fo1 (n > 2) folgt
durch Induktion F,, > n, n € N, und analog zu ii) kann kein a € R Grenzwert
von (Fy,)nen sein.

Rechnen mit Grenzwerten: Mit Grenzwerten kann man rechnen, selbst
wenn man den genauen Wert nicht kennt.

Satz 3.2.1. Sei (an)nen sowohl gegen a € R als auch gegen b € R konvergent.
Dann folgt a = b.

Beweis (indirekt). Annahme: a # b. Wihle & = 222 > 0 und dazu ny =
no(e) mit

Vn>ng: |a,—al <e, la, —b| <e.
Dann folgt fiir n > ng mit der Dreiecksungleichung;:
2e=la—0bl=|(a—an) — (b—an)| <la—an|+|b—an| < 2e.
Widerspruch! 0

Satz 3.2.2. Seien die Folgen (an)nenN, (bn)nen C R konvergent mit lim a, =
n—oo

a, li_>m by, = b. Dann konvergieren die Folgen (an + bp)neN, (@n « bp)nen, und
n o0
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i) lim (@ +b,) =a+b= lim a, + lim b,,
n—00 n— 00 n—00

t) Bl =ecb= g e R e

iii) Falls zusdtzlich b # 0 # by, fiir alle n, so gilt auch lim (a,/b,) = a/b.
n—r oo
iv) Falls a, < by, firn € N, so auch a <b.

Bemerkung 3.2.1. Falls a,, < b,, n € N; so gilt im Allgemeinen nicht a < b.
Betrachte dazu das Beispiel

1
an:=0< — =:by,n €N, mit lim a, =0= lim b,.
n n—o00 n—o00

Beweis von Satz[3.Z.2. Zu e > 0 sei im folgenden ng = ng(e) € N stets so
gewahlt, dass
Vn>ng: lan, —al <€, |b, —b] <e.

i) Schétze ab
Yn >ng: |(an +bn) — (@a+b)| < lay —al + |by, — b| < 2e.
Da € > 0 beliebig, folgt die Behauptung.
ii) OBdA sei € < 1. Damit erhalten wir zunéchst
Vn>ng: |bn| < |bp — b+ |b] < |b] +1
und weiter
Yn > ng @ |anby, — abl = |(an — a)by, + a(by, — b)|
< [bnl - lan —al +la - [bn —b] < (Ja] + [b] + 1)e.
Da wiederum e > 0 beliebig, folgt die Behauptung.
iii) Wegen 1ii) geniigt es, den Fall a = a, = 1 fiir alle n € N zu betrachten.
OBdA gelte auch 0 < e < %, also
Vn >mng: |by| = |bn — b+ b > 1b] — by, —b] > |b] — e > |b] /2.
Es folgt

Vn > ng :

b, b

1 1‘_

b, —b 2 2
< —5bp— b < — e
Da € > 0 beliebig, folgt die Behauptung.
iv) (indirekt). Falls a > b, so folgt bei Wahl von a — b =: 2¢ > 0 aus der
Ungleichungskette
Yn>ng: a<ap,+e<b,+e<b+2¢e=a

der gewiinschte Widerspruch. O

Beispiel 3.2.3. Es gilt

_ 3nt — T3 +5 _3—7n_1—|—5n_4
T mA 4+ 6n2+3n 24+6n2+43n3

Qn

3
-3 (n — o0).
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3.3 Monotone Konvergenz

Sei (an)nen eine Folge in R.

Definition 3.3.1. (a,)nen heisst nach oben (unten) beschrinkt, falls gilt
dbeR,VneN: a, <b (bzw. b < ap);

das heisst, falls die Menge A = {a,; n € N} nach oben (unten) beschrdnkt ist.

Satz 3.3.1. Falls (an)nen konvergent ist, dann ist (an)nen beschrinkt.

Beweis. Seia = lim,,_, an, und zu e = 1 sei ng € N so gewihlt, dass |a, —a| <
1 fiir n > ng. Fiir n > ng gilt dann

lan| = |an —a+a| < |a| + |an —a| < |a| + 1.
Es folgt
VneN: |a’n| < maX{|a| +1, |a’1|a |0,2|, CER |a’n0|}'

O

Beschrinktheit ist also notwendig, jedoch nicht hinreichend fiir Konvergenz, wie
das Beispiel der Folge a,, = (—1)", n € N, zeigt.

Satz 3.3.2. Sei (an)nen nach oben beschrinkt und monoton wachsend, das
heisst, mit einer Zahl ,b € R gilt

VneN: a1 <as<...<ap<apy1 <...<0b.

Dann ist (an)nen konvergent, und lim a, = sup a,.
n—oo neN

Analog, falls (an)nen nach unten beschrinkt und monoton fallend.

Gn

Beweis. Setze A = {a,; n € N}. Nach Annahme ist A # () nach oben be-
schrinkt; also existiert
a=supA = sup a,
nelN

gemdss Satz 2.2.3
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Behauptung. Es gilt a = li_>m Qnp.
Beweis. Sei ¢ > 0 beliebig vorgegeben. Geméiss Lemma 2.2.] gibt es ng =

no(e) € N mit a,, > a — e. Monotonie ergibt

Yn>mng: a—e<ap, <a, <supa; =a < a+e,
leN

also
Vn > ng: la, —al <e, Yn > ng,

wie gewiinscht. O

Beispiel 3.3.1. i) Jeder unendliche Dezimalbruch
T =x0.x1...Tk... , mit xx € {0,...,9}, k€ N,
definiert eine monoton gegen die Zahl z € R konvergente Folge

Ap = To.T1...%y, n € N.

ii) Eulersche Zahl: Betrachte die Folgen

b= (4 ) e = e by

, n € N.

Behauptung. Es gilt
VneN: 2=a; <ap-1<a, <b, <bp1 <by =4

Beweis. Wir schitzen ab

an 1 % ! "T'H "o
an1:<1++ﬁ> (1+n11):<5#§> n—1
:(anl)". n (17i)n. n

n? n—1 n?

n—lz(liﬁ).n—l:17

wobei wir im vorletzten Schritt die Bernoullische Ungleichung verwenden. Ana-

log erhalten wir unter Verwendung von ' > % = % die Abschéitzung

b1 1+ L T _( n? )" 1
by \ 1+1 1+ \n2—1/ 141
1\ 1

- (1 ) > (14 ——)- > 1.
(+n2—1 1+%—( 1) 1+ =

Die Behauptung folgt. |

Gemiss Satz [3.3.2] und Satz B.2.2) existieren a,b € R mit

2<a= lim a, =supa, <b= lim b, = inf b, <4.
n—oo neN n—o0 nelN

Weiter gilt nach Satz [B.2.2]

1<—-=lim — =1;

b bn
a n—00 Ay,

also a = b =: e, die Eulersche Zahl.
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iii) Sei ¢ > 1. Setze a; = ¢ und

(an—l—i):an-i-c;;“%, n e N.

QAp QAp

N =

Up+1 =

Behauptung. lim a, = a existiert, und a? = ¢, a > 0.
n—oo

Beweis. Es gilt a? = ¢® > ¢, und weiter

c—az\2 c—a2\2
VneN: a2 :(n n) _ 2 2 ( n) > ¢
MER Gy = Ot atle—a)+{57) 26 (531
N—_————
>0

insbesondere folgt somit auch a,,4+1 < a,, n € N. Induktion liefert zudem a,, > 0
und daher mit (B3] sogar die Ungleichung a,, > 1 fiir jedes n. Somit erhalten
wir

Vn € N : 1§an+1§an§~~~§a1:0,

und geméss Satz [B.3.2 existiert « = lim a,. Mit Satz B.2.2] folgt schliesslich
n—oo

c 1 c
<a= li = lim = )=z hd
b= i o = lim 5ot ) = 5latl)
und a erfiillt die Gleichung a? = ¢, wie gewiinscht. O

3.4 Teilfolgen, Haufungspunkte

Sei (ag)ken eine Folge in R.

Definition 3.4.1. Sei A C N eine unendliche Teilmenge, N 3 n — l(n) € A
eine monotone Abzihlung von A. Dann heisst die Folge (ai)ien = (ai(n))neN
eine Teilfolge von (an)nen-

Beispiel 3.4.1. i) Die Folge (ay,)nen mit a, = (—1)", n € N, hat die konstan-
ten Teilfolgen (azn)neN, bzw. (a2n+1)neN-

ii) Die Folge (2"),en ist eine Teilfolge von (an)nen mit a, =n, n € N.
Definition 3.4.2. a € R heisst Hiufungspunkt von (an)nen, falls (an)nen

eine gegen a konvergente Teilfolge besitzt; das heisst, falls eine unendliche Teil-
menge A C N existiert mit

a; = a (I — oo, l € A); das heisst: a= lim q.
l—o0, lEA

Beispiel 3.4.2. Die Folge a,, = (—1)" hat die Hiufungspunkte +1 und —1.
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Satz 3.4.1. Eine Zahla € R ist genau dann Héiufungspunkt der Folge (apn)nen,
falls gilt
Ve>0 Vng e N I >ng: |a—a <e.

Beweis. i) Falls a; — a (I — oo, | € A), so existiert offenbar zu jedem e > 0
ein [y € A mit
Vi>lp, l€A: Ja—a <e.

Ist nun zusétzlich ng € IN vorgegeben, so withle [ € A beliebig mit I > max{ng,lo}.
Es folgt |a — ai] <€, und I > ny.

ii) Umgekehrt wihle [(1) = 1 und definiere (I(n))nen induktiv, wie folgt. Sei
n € N, und seien (1) < I(2) < -+ < l(n) bereits bestimmt. Es gilt dann

automatisch I(j) > j, 1 < j <n. Zue= 2 > 0und ng = I(n) + 1 existiert

nach Annahme ein Index {(n + 1) :=1 > ng > l(n) mit |a — a;| < 1/n. Die so

konstruierte Teilfolge (a;(,))nen konvergiert offenbar gegen a. O

Limes superior, limes inferior. Sei (a,)nen C R beschriinkt; das heisst,
IMeR VneN: |a,| < M.

Fiir k € N existieren dann nach Satz [2.2.3]

¢y = inf a, < supa, = bg.
n2k n>k

Offenbar gilt
“M<ca << <cpp1 Sbppr b <<y <M, VeeN.

Mit Satz [B.3.2] folgt die Existenz von

b= lim by =: limsupa, (“Limes superior”),
k—o0 n—oo

¢ = lim ¢ =: liminf a, (“Limes inferior”),
k—o00 n—00

und ¢ < b wegen Satz 3.2.2

b= limsup,,_, ., an —

c=liminf, oo an . 36 =
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Lemma 3.4.1. b und ¢ sind Hiufungspunkte von (ap)neN -

Beweis. Seien € > 0 und ng € N vorgegeben. Da b = klim b, gibt es kg = ko(e)
—00
mit
Vk >ko: |br — b <e¢
das heisst,
Vk>ky: b—e<b,=supa, <b+e.
n>k

OBdA sei kg > ng. (Ersetze sonst ko durch ng.) Fixiere k = ko. Offenbar gilt
fiir jedes | > kg die Abschitzung

a; < sup a, < b+e.
’nzko

Gemiss Lemma 2.2.] gibt es zudem ein [ > ko > ng mit

a; > sup an —€ =bg, —e > b—2¢
nZko

also
|CL1 — b| < 2e.

Die Behauptung folgt mit Satz B.4T]
Analog ist ¢ Hiufungspunkt von (an)nen- O

Es folgt

Satz 3.4.2. (Bolzano Weierstrass) Jede beschrinkte Folge (an)nen in R
besitzt eine konvergente Teilfolge, also auch einen Hdaufungspunkt.

Bemerkung 3.4.1. i) Sei (an)nen C R beschrinkt, und seien (by), b, (cx) und
¢ wie in Lemma BTl Zu e > 0 wiihle kg = ko(e) mit

Vk>ky: c—e<cp = inf a, <supa, =bp <b-+e.
n>k n>k

Insbesondere fiir k = kg folgt dann
Vn>ky: c—e<a, <b+e

das heisst, fiir jedes € > 0 liegen alle bis auf endlich viele Glieder der Folge
(an)nen im Intervall Je — €,b + €.

ii) Insbesondere ist b der grosste und ¢ der kleinste Hiufungspunkt von (ay, )nen-

iii) Weiter gilt: Falls b = ¢, so ist (an)nen konvergent mit

lim a, =b=c.
n— o0

iv) Umgekehrt konvergiert jede Teilfolge einer Folge a,, — a (n — o0) ebenfalls
gegen a, und es gilt a = b = c.
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Satz 3.4.3. Sei (an)nen beschrinkt, a € R. Es sind dquivalent:
i) ap = a (n = o0);
ii) liminfy_, o ar = limsup,_, . ar = a;

iii) Jede Teilfolge von (an)nen besitzt eine Teilfolge (ag)een mit

ar—a (0 — oo, L € A).

Beweis. i) = iii) Dies ist offensichtlich.

iii) = ii) Nach Annahme iii) hat insbesondere die geméss Lemma [B4.1] gegen
lim sup,,_, ., ax konvergente Teilfolge den Limes a; analog lim infy_, ar = a.

ii) = i) Dies ist Bemerkung B:4Tliii). O

Beispiel 3.4.3. Sei g1 = 1, gnt1 = 1+ 5=, 7 € N. Offenbar gilt 1 < g,, < 2,

n € N; aber
35
n)n = 1725_7_5"'
(gn)nex = ( 93 )

ist nicht monoton. Beachte jedoch, dass mit der Rekursionsformel

14 14 1 71—1—29”72 1
A R R
fiir beliebiges n > 3 folgt
1 1 9n — gn-2

It s Tt (+gn)0+gna)

Da g1 = 1 < g3 = 3/2, ist die Teilfolge (g2,—1)nen somit monoton wachsend;
analog ist wegen go = 2 > g4 = 5/3 die Teilfolge (g2n)nen monoton fallend. Da
(gn) zudem beschrinkt ist, existieren

a= lim ¢go,_1, b= lim go,.
n— o0 n— o0

Mit Satz[B.2.2 folgt 1 < a,b < 2; weiter erhalten wir

1 1

a= lim gopy1 = lim <1+—) =1+ -,
n— 00 n—00 Jon b

. . 1 1

b= lim g9, = 1m<1+ ):1+—.
n— oo n— o0 9277,—1 a

Multiplikation dieser Gleichungen mit b, bzw. mit a ergibt die Beziehung
ab=1+b=1+a,

also a = b =: g, und g 16st die Gleichung

1
g=1+-
g

Setzen wir schliesslich noch h = é, so erhalten wir die Beziehung

1 1 1+h
T —g=14+-=14+h="——
n- Y Jrg + 1
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und erkennen h als goldenen Schnitt.

Schliesslich enthélt jede Teilfolge (g;)iea unendlich viele Folgenglieder go,, oder
unendlich viele Folgenglieder go,41. Es folgt

g = limsup g,, = lim inf g,
n— o0 n—00

und (gn)nen ist konvergent gemiss Satz [B43 mit lim g, = g.
n—oo

3.5 Cauchy-Kriterium

Sei (an)nen eine Folge in R.
Definition 3.5.1. (a,)nen heisst Cauchy-Folge, falls gilt

Ve >0 dng =np(e) € N Vn,l >np: |a, —a| <e. (3.5.1)

Satz 3.5.1. Konwvergente Folgen sind Cauchy-Folgen.

Beweis. Es gelte a, — a(n — 00). Zu e > 0 wihle ng = ng(e) mit

Vn>no: la, —al <e.

Dann gilt
Ven>ng: lan —ael <lan —al +|a —a| < 2e.
O
Gilt auch die Umkehrung?
Satz 3.5.2. Cauchy-Folgen in R sind konvergent.
Beweis. Sei (an)nen eine Cauchy-Folge.
Behauptung. (a,)nen ist beschriinkt.
Beweis. Zu e =1 > 0 wihle ng mit
Vi,n>mno: |an —ay| < 1.
Fixiere n = ng. Dann folgt
VI>ng: a] < lang| + 1;
also
VieN: |ag| < max{|a1| yeeos|ng—1l, |@ng| + 1}.
O

Nach Satz (Bolzano-Weierstrass) gibt es A C N, a € R mit

ap—a (I—o00, l€A).
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Zu € > 0 wihle Iy = ly(€) mit
Vi>lg, leA: |ag—al <e
und weiter ng = ng(e) mit
Vi,n>no: |ag— an| <e.
Fiir beliebiges [ € A mit | > max{ly, no} erhalten wir so
Vn>mng: lan —al <lan — ai] + la; — a| < 2¢;

das heisst,
an = a (n— o00).
g
Gemiss Satz 3.5 und B52 ist das Cauchy-Kriterium (35.1) notwendig und

hinreichend fiir die Konvergenz einer Folge in IR, wobei man den moglichen
Grenzwert nicht bereits kennen muss.

Beispiel 3.5.1. i) Setzen wir a1 = 1, a, = ap—1 + %, n > 2, so erhalten wir
die harmonische Reihe mit

, neN.

ol

1 1 "
n=14+=4+ - +==
a toto o ;?—1

Die Folge (ay,)nen ist divergent, da fiir jedes n € IN gilt
IR SRS SR
S on+1 2n ~ 2n 2°

Also ist (an)nen keine Cauchy-Folge und divergiert nach Satz B511

a2n — An

(—1)"71

ii) Setzen wir a; =1, ap = ap—1 + , n > 2, so erhalten wir die alternie-

rende harmonische Reihe mit

1 1 1 1
mle oA (D) = N ()R .
an 513 +(-1) - Z( ) k’nEN
k=1
Da fiir jedes k € N gilt
1 1 1 1

- o= ——>0> — — — = — _
Az — G2k—2 2% —1 o 2%k +1 o A2k4+1 — A2k—1

sowie asg < agk+1, erhalten wir
1
Vk e N : 5 =ag2 < agk—2 < Qg < Aok41 < Q2k—1 < a1 =1, (3.5.2)

und die Teilfolgen (ask)ren, bzw. (a2x+1)ken sind nach Satz B3:2] monoton

konvergent. Da
1

n+1’
haben sie zudem denselben Limes a, und (a,),en konvergiert nach Satz 343
Schliesslich erhalten wir mit (85.2) und (5.3]) noch die Fehlerabschétzung

VYn e N: |a, — apy1| = (3.5.3)

1
|an_a|§n—+1, neN.
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iii) Sei (an)nen eine Folge positiver Zahlen mit ax—1 > ar — 0 (k — o0).
Analog zu ii) besitzt dann die Leibniz-Reihe

Sp=a; —ay+az—---+(—=1)""a,, neN,
einen Limes S, und es gilt die Fehlerabschétzung |S,, — S| < an41, n € N.
Bemerkung 3.5.1. Satz[3.5. 2 benutzt entscheidend die Vollsténdigkeit von R.

Wir konnen das Cauchy-Kriterium (3.5.0)) jedoch auch aus anderer Perspektive
betrachten.

Metrische Vollsténdigkeit. Sei M eine beliebige Menge.
Definition 3.5.2. Eind: M x M — R heisst Metrik auf M, falls gilt:
i) Ve,ye M : d(z,y) >0, d(z,y) =0 2=y;

ii) Vz,y € M : d(z,y) = d(y,);

iii) Va,y,z € M : d(z, z) < d(z,y) + d(y, 2).

Das Paar (M, d) heisst dann ein metrischer Raum.

Beispiel 3.5.2. i) R mit d(z,y) = |z — y| fiir z,y € R;
il) Q mit d(x,y) = |z — y| fir 2,y € Q;
iii) R" mit d(z,y) = ||z — y|| fiir 2,y € R™.

Sei (an)nen eine Folge in M, und sei a € M.
Definition 3.5.3. i) (ap)nen heisst Cauchy-Folge in M, falls gilt:

d(an,ar) =0 (¢,n — 00).

ii) (an)nen konvergiert gegen a, lim, o a, = a, falls gilt:

d(ap,a) =0 (n— o).

iii) (M,d) heisst metrisch vollstéindig, falls jede Cauchy-Folge (ap)nen in
M konvergiert.

Beispiel 3.5.3. i) R mit d(z,y) = |z — y| fiir 2,y € R ist gemiss Satz 352
metrisch vollstandig.

i) Q mit d(z,y) = |x — y| fir z,y € Q ist nicht metrisch vollstéindig. Z.B.
liefert Beispiel B.3Tliii) fiir ¢ = 2 eine Cauchy-Folge (a,)nen in Q. Fassen wir
(an)nen als Folge in R auf, so existiert limy, o0 an = \/5, und wegen Satz [B.2.T]
kann (an)nen keinen von a = V/2 verschiedenen Limes haben. Da v/2 ¢ @Q nach
Satz [ZT.T] ist (an)nen somit in @ nicht konvergent.

Bemerkung 3.5.2. Wir kénnen R auch als die metrische Vervollstindigung
von Q) auffassen.
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3.6 Folgen in R? oder C

Sei (an)nen eine Folge in RY mit a, = (al,...,a?) € RY, n € N, und sei
a=(al,...,a%) € R

Satz 3.6.1. Es sind dquivalent

i) an, = a (n — 00) (gemdss Definition [3.5.3);
ii) Vie{l,...,d}: a’, = a* (n — o0).
Insbesondere ist R metrisch vollstindig.
Beweis. Fiir v = (a!,. .. , %) € RY gilt offenbar

max |xl‘ <lz|| =

d
_ E |27)* < Vd max || (3.6.1)
1<i<d = 1<i<d

i) = 4): Falls a,, = a (n — 00), folgt mit (BG.I)) fiir jedes i € {1,...,d}

’afl fai’ <llan —al| =0 (n— o0).

i) = i): Falls a®, — a® (n — o0) fiir 1 < i < d, so folgt

d

112%)((1‘% —a'| < z; lai, —a'| =0 (n — o)
=

gemiss Satz 322 also mit B.6.1) auch a, — a (n — c0). O

Mit den Sétzen B51] und sowie (B.G.T]) folgt aus Satz B.G.1t

Satz 3.6.2. Es sind dquivalent:
i) (an)nen konvergiert

ii) (an)nen ist Cauchy-Folge.
Beweis. i) = ii) wie Satz B.51]

ii) = i) Mit (an)nen ist fiir jedes i € {1,...,d} gemiss [B.6.1) auch (a’,)nen
eine Cauchy-Folge, also konvergent nach Satz Die Behauptung folgt mit
Satz B.6.11 O

Definition 3.6.1. (a,)nen ist beschrinkt, falls gilt

dCeR VneN: |a,] <C.

Mit Satz und Satz [3.6.1] folgt

Satz 3.6.3. (Bolzano-Weierstrass) Jede beschrinkte Folge (an)nenx in RE
besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beweis. Fiir 1 <1 < d schitze ab

|a8| < llan]| < C, neN.
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Nach Satz [8.4.2] existieren Teilfolgen N D Ay D --- D Ag =: A und Haufungs-
punkte a* €R,1<i<d, mit
al, = a' (n—=o00, neACA), 1<i<d.

n

Mit Satz B.6.7] folgt

an — a:=(a',...,a%) (n— oo, n€A).

3.7 Reihen

Sei (ay)ken eine Folge in R oder C. Betrachte die Folge (Sp)nen der Partial-
summen

n
Sn:a1+~~~+an:2ak, n € N.
k=1

Definition 3.7.1. Wir sagen, die Reihe ) a; ist konvergent, falls
k=1

n oo
lim S, = lim E a =: E ak
n— oo n— o0
k=1 k=1
existiert.

Beispiel 3.7.1. i) Fiir |g| < 1 gilt gemiss Beispiel Z3liv)

n 1— qn+1

Sn ::qu =

1—¢

o0
Also ist die geometrische Reihe S ¢* konvergent mit
k=0

> 1
qu:ﬂ-

k=0

o0
ii) Die harmonische Reihe Y t ist nach Beispiel B5.1li) divergent.
k=1

Konvergenzkriterien. Sei (a,)nen eine Folge in R oder € mit

n
Sn = Zak, n e N
k=1

Die Satze 3.5.1] und B.5.2 liefern sofort:
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o0
Satz 3.7.1. (Cauchy Kriterium) Die Reihe > ay ist konvergent genau dann,
k=1
wenn gilt
n
> a

k=l

=0 (n>1— ).

3

> ak

k=141

Beweis. |S, — Si| = ; benutze Satz B.5.1] bzw. Satz B.5.2) O

Bemerkung 3.7.1. i) Insbesondere ist die Bedingung ar — 0 (k — 00) not-

wendig fiir Konvergenz von Y aj. (Wéhle n =1 in Satz B711)
k=1

ii) Die Bedingung ai, — 0 (k — 00) ist aber nicht hinreichend fir Konvergenz,
vergleiche die harmonische Reihe, Beispiel B.5.111).

Im folgenden suchen wir moglichst leistungsfahige hinreichende Bedingungen

o0
fiir Konvergenz von Y aj. Alle aufgefithrten Kriterien stiitzen sich auf den

k=1
Vergleich mit der geometrischen Reihe.

Satz 3.7.2. (Quotientenkriterium) Sei ar #0, k€ N.

i) Falls
: Ak+1
lim sup as 1,
k—o0 af
o0
so ist Y, ax konvergent;
k=1
ii) falls
o g Ak+1
lim inf | 2T 1,
k—o0 ag
o0
so ist Y ay divergent.
k=1
Beweis. i) Setze
. ak+1 . Ak+1
qo := lim sup + ‘ = lim sup + 1.
k—o0 Qg n—=0 p>n | A

Wihle ¢ € R mit ¢p < ¢ < 1. Dann gilt fiir geniigend grosses ng € N

Ak+1
Vn > ng: sup < ,
k>n| Ok
insbesondere bei Wahl von n = ng also
Ak+1
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Es folgt fiir & > ng die Abschitzung

ar  Ag—1 Ang+1 k—n k
jar] = | 2L B g, | < R fa| = O,
-1 Q-2 Anq

(k—no) Faktoren

wobei C' = ¢~™ |ay,|. Fiir n > 1 > ng erhalten wir somit

n
D

n n 1
k !
2. §Z|ak|§CZq chﬁ_ﬂ) (n>1— c0),

k=l k=l

o0
und > ay ist konvergent nach Satz B.7.11
k=1

ii) Es gelte

.. | Ok+1 .. Ak+1
liminf |—*X| = lim inf s
k—oo | ap | noookzn| ay
Dann existiert ng mit
Ak41 . Ak+1
Vk > ng + > inf + > 1,
ag k>no | ag
also
ag Ang+1
Yk > ng |ak|— e | T/ |ano|Z |an0| >0,
ag_ no

o0
und Y ay, ist divergent nach Bemerkung B.7.111).

k=1
O

Beispiel 3.7.2. i) Die Exponentialreihe

Ezxp(z) := Z o

k=0
konvergiert fiir jedes z € C.
Beweis. OBdA sei z # 0, also auch ay := i—)? %0, k € Ng. Wegen
Ok+1 ||
= —0 (k—
ag k+1 ( o)

erhalten wir mit Satz B.7.2] Konvergenz. (|

ii) Fiir welche z € C konvergiert die Reihe
= 2Rk
fz) = Z P ?

OBdA sei z # 0. Setze ay = Z:f!, k € N, mit

ak+1_ k k_ 1 E
ag _Z(kz+1) _Z(1+%)k_>e (k—>oo)
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Mit Satz B.7.2 folgt Konvergenz von f(z) fiir |z| < e, Divergenz fiir |z| > e.
Offen bleibt das Verhalten von f(z) fiir |z| = e, also auf dem Rand des “Kon-

vergenzkreises”.

Das Quotientenkriterium versagt, wenn unendlich viele aj verschwinden oder

falls die Folge der Quotienten aZ—:l stark oszilliert. Um auch solche Fille behan-

deln zu konnen, bendtigen wir ein leistungsfihigeres Kriterium. In der Tat ist
das folgende Kriterium nahezu bestmdoglich.

Satz 3.7.3. (Wurzelkriterium) Sei (ar)ren eine Folge in R oder C.

o0
i) Falls limsup {/|ax| < 1, so konvergiert > ay;
k—o0 k=1

[eo]
i) falls limsup ¥/|ax| > 1, so divergiert Y ay.
k—o0 k=1
Beweis. i) Fiir ¢ € R mit
limsup V/]ax| < ¢ <1
k—o0

und geniigend grosses ng € N gilt

Vk >mng: V|ax| < g

also
Vk > ng: |ax| < q.

Fiir n > 1 > ngq folgt

B <Y "= qqﬂo (I = o0),
k=l

k=l

o0
und Y ay ist konvergent nach Satz BT
k=1
ii) Falls limsup ¥/|ax| =: 1+ € > 1, so gilt
k— o0

Vko € N: sup v/]ax| > 1+e.
k>ko

Fiir jedes ko € N gibt es dann gemiss Lemma 22T ein k > ko mit ¥/|ax| > 1,
also |ag| > 1, und > ay ist divergent nach Bemerkung B.7.111).
k=1

O

Potenzreihen. Sei (¢ )ken, ein Folge in R oder C. Betrachte die Potenzreihe
inzeC:

p(2) =co +aztei+... = chzk,
k=0
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Setzen wir a; = ;2" mit

Viar] = [z Vlexl, keN,

so erhalten wir mit Satz B.7.3] die folgende Charakterisierung des Konvergenz-
bereichs von p.

(&)
Satz 3.7.4. Die Potenzreihe p(z) = . ¢z ist konvergent fir alle z € C mit

k=0
ol < o c[0.
z = » Q5
P lim sup {/|ck|
k—o0

sie ist divergent fiir alle |z| > p. Die Zahl p heisst Konvergenzradius der
Reihe p(z).

Bemerkung 3.7.2. Insbesondere ist der Konvergenzbereich von p ein Kreis.
Satz [B.7.4] liefert zudem eine prdizise Charakterisierung des Konvergenzradius,
was das Quotientenkriterium nicht zu leisten vermag.

Beispiel 3.7.3. Falls wir als Koeflizienten die Zahlen

{1, k ungerade
Cp =

% , Kk gerade

o0
wiihlen, so liefert das Wurzelkriterium Konvergenz der Reihe Y ¢ 2" fiir |2] < 1
k=0
und Divergenz fiir |z| > 1, wihrend das Quotientenkriterium keine Aussage
ermoglicht. Das Wurzelkriterium ist somit “stédrker” als das Quotientenkriteri-

ui.

Beispiel 3.7.4. (Zeta-Funktion). Fiir s > 0 betrachte die Reihe

) =Y
k=1

Fiir welche s > 0 ist ((s) konvergent?

i) Offenbar gilt fiir s <1 stets

Also ist ((s) fiir solche s divergent.

ii) Sei s > 1. Setze ay = 7, k € N. Beachte dass sowohl

ks)
M:(L)S—M (k — o0)
ak k+1

als auch

VEis = (VE)* =1 (k — oo);
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Quotienten- und Wurzelkriterium versagen also. Zerlegen wir jedoch fiir beliebi-
ges L € N die Summe iiber 1 < k < 28+ —1 “dyadisch” in die L+ 1 Teilsummen
iiber 2! < k <21 — 1,0 <1< L, so erhalten wir

oL+l _q 2t _q 1 L
> 7 *Z( > ) =2
k=1 =0 k=2l 1=0

mit
2l _q
Z - < 2l 2l(1 s) _
k=2!

wobei ¢ = 217% < 1. Mit Beispiel B.7.11i) folgt, dass ((s) konvergiert fiir s > 1.
Zum Beispiel fand Euler ((2) = %2; aber niemand weiss, welchen Wert ¢(3) hat.

Die Zeta-Funktion steht im Mittelpunkt einer der berithmtesten Vermutungen
der Zahlentheorie (“Riemannsche Vermutung”, “Riemann hypothesis”).

3.8 Absolute Konvergenz
Sei (an)nen Folge in R oder C.

Definition 3.8.1. Die Reihe > aj konveriert absolut, falls die Reihe > |ax|
k=1 k=1
konvergiert.

Bemerkung 3.8.1. i) Das Quotienten- und Wurzelkriterium sind Kriterien
fiir absolute Konvergenz.

n
ii) Da die Partialsummen S, = > |ax| < Sp4+1 monoton wachsen, geniigt nach

k=1
Satz die Beschrénktheit dieser Folge fiir Konvergenz.

oo o0
Notation: Z lak| < 00 & Z |ax | konvergiert.
k=1 k=1

o oo

Wir wollen Reihen Y ap und > by miteinander multiplizieren. Dabei kann
k=1 k=1

man die Produkte apb; offenbar in sehr unterschiedlicher Weise summieren.

Kommt es auf die Reihenfolge an? — Betrachten wir zunéchst nur eine Reihe!

o0

Beispiel 3.8.1. Die Reihe >
k=1

ist > 3z nach Beispiel B5.1li) divergent. Wihlt man zu [ € N den Index k; so,
k=1

I~

72))6 konvergiert nach Beispiel B5.1lii), jedoch

dass
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k
und ordnet man die Folge ((7; ) Jken nun so um, dass auf die ersten k; positiven

Folgenglieder jeweils das j-te negative Glied folgt, 7 € N, dann erhélt man fiir
die entsprechenden Partialsummen Sj,4; der so umgeordneten alternierenden
harmonischen Reihe den Wert

S _l_i_ +L 1+¥+ +i 1
Mt =g 2k 2(ky + 1) 2%y 3
1 1 1
++ ....... +m++2_kl_ﬁ

I N
= — — [, l € N;
2 o~ gpog b EN
k=1 k=1
das heisst, die so umgeordnete alternierende harmonische Reihe ist divergent!

Anders verhélt es sich fiir eine absolut konvergente Reihe.
o0

Satz 3.8.1. Sei Y aj absolut konvergent, und sei ¢ : N — N bijektiv. Dann
k=1

o0
ist auch die “umgeordnete” Reihe ) ay,(ry konvergent, und es gilt

Z ag,(k) = Z Q.
k=1 k=1

(o]
Beweis. Zum Beweis der Konvergenz von ) a,) sei € > 0 vorgegeben. Da

k=1
00

|ak| konvergiert, gibt es ng = no(€) mit
k=1

Z lax| < e.
k:’no
Setze n1 = max{p~1(1),...,9 1(ng)}. Da ¢ injektiv, folgt
o(k) > no, Yk > ng;

also fiir n,l > ny:

oo
< Z lak| < e.

k:no

l
Z Ao (k)
k=n

(o]
Also konvergiert ) a, ). Weiter gilt
k=1

oo [e’s] no ni [e’s] [e’s]
Doar = agm| <D ar =Y apm|+| D || D aem
k=1 k=1 k=1 k=1 k=ng+1 k=ni1+1

<3 Z lak| < 3e.

k:no
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(o]
Beispiel 3.8.2. Y k¢* ist fiir |¢| < 1 gemiss Satz B.7.3] absolut konvergent.

k=1
Mit Satz B.8T] diirfen wir die Terme der Reihe auch wie folgt zerlegen, um den
Wert, dieser Reihe zu bestimmen.

kit =g+ + P+
k=1

+¢+¢+...
+¢+. ..

oo

() = i

=1 k=0

(Umordnung der Summation: Statt | wird — summiert.)

Satz 3.8.2. Seien (an)nen, (bn)nen Folgen in R oder C, und seien die Rei-

hen > ag, > by absolut konvergent. Dann konvergiert die Reihe der Produkte
=il =il

absolzzt mit
o0

Z arb; = Zak ) th
=1

k=1 k=1

unabhdngig von der Summationsreihenfolge.

o0

Beweis. Nach Satz[B.8Tlgeniigt es, die absolute Konvergenz der Reihe >~ agb;
k=1
fiir eine Summationsreihenfolge zu zeigen. Mit Satz[3.2.2 erhalten wir dann auch

o0 n n n o0 o0
E apb; = lim E apb; = lim ( E ay + E bl) = E ay + E by,
k=1 k=1 k=1 =1 k=1 =1

und die Aussage des Satzes ist bewiesen. Somit folgt der Satz aus
o0

(o]
Behauptung. (Z |akbl|) konvergiert absolut.
=1 “k=1

Beweis. Setze Cy := Y |ak|. (OBdA sei Cp > 0). Zu € > 0 wiihle Iy = lo(€) mit
k=1

3 Jbl < €/Co.

I=lo

Fiir n > m > [ folgt mit Satz B3.2.2)

> (X faxtil) = (1l Y lanl) < Co 3ol < Co Y- Il < e
l=m k=1 l=m k=1 l=m I=lp
<Co
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Beispiel 3.8.3. Sei

Exp(z) = Z %

k=0
wie in Beispiel B.7.21). Fiir 2,y € C gilt nach Satz [B.8.2

k

Exp(z) - Exp(y Z x_' Z
k=

=0

k,l=0 =0

| <

(=)
o~

Substituiere bei festem k den Laufindex [ durch die neue Summationsvariable
n = k + [; das heisst, ersetze | durch n — k. Wir erhalten

oo —k —k
=2 (% wam) =22 (1)
k=0 n=k
Erneutes Vertauschen der Summationsreihenfolge ergibt schliesslich
Ny koaek) _ N (@ +y)"
(*>—Zoa(kz_o(k)x )=l

=(z+y)"

Es folgt
Korollar 3.8.1. (Additionstheorem fiir Exp) Fiir z,y € C gilt

Exp(z) - Exp(y) = Exp(z + y).

3.9 Die Exponentialreihe und die Funktion e*

Die Exponentialreihe hat interessante Eigenschaften.

Satz 3.9.1. Es gilt

— 1 1 1\"
Ezp(l)zz—:1+1+§+-~:e: lim (1+ )
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mit
0< a,(vn) <1, a,(cn) =1 (n— oo, k fest).
Zu € > 0 wihle ng = ng(€) mit

no 1

Z ik Ezxp(l) —e,
k=0

dazu weiter ny; = nq(e, ng) mit

ng
Vn > nq : Z(l — a,(cn)) < e
k=0

OBdA n; > ng. Es folgt fiir n > ny > ng:

Ton X1 "
0<E$p(1)—(1+£) <ZH(1—a,(c))+6<26.
k=0

Mit Korollar B.8T] folgt aus Satz [B.9.1] induktiv
Ezp(n) = Ezp(1l) - Exp(n —1) = --- = (Exzp(1))" =€", Vn e N.
Unter Beachtung von
Exp(n) - Exp(—n) = Exzp(0) =1

erhalten wir dann weiter

1
Vn € N: Ezp(—n) = Eap(n) =e "

Analog gilt fiir p,q € N
P L\
Exp(;) = (Ezp(g)) ; (3.9.1)

insbesondere folgt fiir p = ¢ € N zunéchst

1
q
’

Q=

=€

1
E:Ep(a) = (E:Ep(l))
und mit (3.9.J) dann auch

Vp,q e N: Ezp(g) = (e%)p:e ;

das heisst, wir erhalten:

Satz 3.9.2. Vz € Q: Exp(x) = e”.
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Fiir rein imaginire Argumente z = iy, y € R, koénnen wir Exp(iy) durch Um-
ordnung gemiiss Satz [3.8.1] in Real- und Imaginiirteil zerlegen

Erpliy) =y Y
k=0
B o (_1)ly2l ' e (_1)ly2l+1

=: Cos(y) +1Sin(y).

Mit Korollar B8 1] erhalten wir dann fiir z = 2 + iy € C
Exp(z +iy) = Exp(x) - Exp(iy)
= Exp(z)(Cos(y) + iSin(y)).

Bemerkung 3.9.1. Spiter werden wir C'os und Sin als die trigonometrischen
Funktionen cos und sin wiedererkennen und die Identitét herleiten

Vz=x+iy € C: Exp(z + iy) = e”(cos(y) + isin(y)).

Satz 3.9.3. e = exp(1) st irrational.

Beweis (indirekt). Nimm an, e = ™, m,n € N. Setze

"1
S’HZZE<€
k=0
und schétze ab
0< S, S 1 1+ L + L +
e — n = _— =
W ko (n+ 1) n+2 (n+2)(n+3)

IN

ﬁ<1+%ﬁ—2+<ni2)2+"'>

1 o 1 \¢ . .
= Z ( 7) (geometrische Reihe)
=0

(n+1)! (n+2)
B 1 1 _ n+2 _ 1 n+42
(n+1)! 1—7#27(71—1—1)!(714—1)771! (n+1)2"
Es folgt:
n+ 2
e—98n) < —= < L.
0<nl(e S)_(n+1)2<

Andererseits gilt nach Annahme
| | " n!
n.(e—Sn):(n—l).m—ZE eZ.
k=0

Widerspruch. 0



Kapitel 4

Topologische Grundbegrifte

4.1 Topologie des R"

Sei || - || die euklidische Norm auf R™ und

d(z,y) = ||z -yl = z,y € R"

die davon induzierte Metrik.

Definition 4.1.1. i) Sei xg € R™. Der offene Ball vom Radius r > 0 um xg
ist die Menge
B, (zg) = {z € R"; ||z — o] < r}.
ii) xg € Q heisst innerer Punkt von Q C R", falls
Ir >0: Br(zg) C Q.

iii) Q@ C R"™ heisst offen, falls jedes xg € Q ein innerer Punkt ist.

Beispiel 4.1.1. i) Jeder offene Ball Bg(a) C R" ist offen.

65
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Beweis. Seizg € Bgr(a). Setze r = R— ||xg — a]| > 0. Dann gilt fiir z € B, (xo)

|l — al|| < ||l — 2ol + ||Jzo — a|| < R.
—_———
<r

Also gilt By(x0) C Br(a), und Bg(a) ist offen. O

ii) Sein=1. Fir z € R, r > 0 gilt:
B(z)={yeR;z—r<y<z+r}=lx—rz+r]|,

das “offene Intervall” der Linge 2r um z. Mit i) ist jedes offene Intervall |a, b]
offen, da ]a,b[= B,(z) C R mit z = %2 und r = 252 > 0.

2
iii) Das “halboffene Intervall”

[a,b[={r €R; a <z < b}
ist nicht offen, da a kein innerer Punkt ist. Fiir jedes » > 0 enthélt ndmlich
B, (a) =]a — r,a + r[ Punkte y < a; das heisst, B,(a) =]a —r,a+r[¢Z [a,b].
Satz 4.1.1. Es gilt:
i) 0, R™ sind offen;
ii) 1, Q2 C R” offen = Q1 N Qs offen;

iii) Q, CR™ offen, c € I = |J Q, offen.
el

Beweis. i) klar.
ii) Seiz € Q1 N2 C Q;, i =1,2. Da Q; offen, existiert r; > 0 mit

By (z) CQ i=1,2.
Fiir 7 = min{ry, ro} > 0 gilt dann

B, (z) C By, (x) C &y, i=1,2,

also B(z) C 21 N Qs, und Q1 N Qs ist offen.
iii) Sei z € |J Q.. Dann gibt es ¢p € I mit z € Q,,. Da Q,, offen, gibt es r > 0
mit <

B.(z) cQ, C U Q,.

el
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Bemerkung 4.1.1. Im allgemeinen ist der Durchschnitt unendlich vieler offe-
ner Mengen nicht offen; zum Beispiel gilt

m Bl/k(o) = {0}
k=1

Satz LTI motiviert die folgende Definition fiir eine beliebige Menge M.

Definition 4.1.2. Eine Familie 7 C P(M) heisst eine Topologie auf M, falls
qilt:

i) 0, M € 7;

il) Ql,Qg GT:>91QQQET;

iii) Q. ereel =, er.

Beispiel 4.1.2. i) Gemaiss Satz [Tl definieren die offenen Mengen in R™ eine
Topologie auf R"™.

ii) Offenbar sind fiir jede Menge M die “diskrete” Topologie 7 = P (M) sowie
die “triviale” Topologie 7 = {{), M} Topologien auf M.

Wir kehren zuriick zu R™ mit der Topologie der offenen Mengen.

Definition 4.1.3. A C R™ heisst abgeschlossen, falls R™\ A offen ist.

Beispiel 4.1.3. i) Das “abgeschlossene Intervall” A := [a,b] C R ist abge-
schlossen, da R\ A =] — oo, a[ U ]b, oo[ nach Beispiel AT Tlii) und Satz [ET1iii)
offen ist.

ii) Der “abgeschlossene Ball”
Bgr(xg) :={x € R"; ||l — zo|| < R}
ist abgeschlossen.

Beweis. Sei x € R"™ mit ||z — xo|| > R. Setze r = ||z — xo|| — R > 0. Fiir
y € B,(x) gilt nach Dreiecksungleichung

ly — @oll = [l — @oll = [ly — zl| > [lo — @ol| =7 = R;
also ist R™ \ Bg(zo) offen. O
iii) Sei n > 2. Betrachte die Menge
A={(21,0,...,0); z1 e R} =R x {(0,...,0)} C R™
e nend
Behauptung. A ist abgeschlossen.
Beweis. Sei x = (x1,22,...,2,) € R"\ A = A° das heisst
r = max{|z2l,...,|za|} > 0.

Dann ist B,(xz) C R™\ A; also R™ \ A offen. O O
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Mit den de Morganschen Regeln, Satz [[L2.2] ergibt sich aus Satz E.I.1] unmit-
telbar:

Satz 4.1.2. FEs gilt:
i) 0, R™ sind abgeschlossen;
ii) Ay, Az abgeschlossen = Ay U Ay abgeschlossen;

iii) A, abgeschlossen, 1 € I = () A, abgeschlossen.
el

Beweis. i) klar.

ii) Sei A; abgeschlossen, also 2; = R™\ 4; = AS offen, ¢ = 1,2. Mit Satz[.1.1lii)
folgt
(A1 U A= (AT NAS) =1 Ny

ist offen; A; U Ay ist also abgeschlossen.
iii) Falls A, abgeschlossen, ¢ € I, so ist
(Na) =Y
el el
geméiss Satz [ 1.7liii) offen, die Menge N,cr A, also abgeschlossen.
O

Bemerkung 4.1.2. Im Allgemeinen ist die Vereinigung unendlich vieler abge-
schlossener Mengen nicht abgeschlossen. Betrachte dazu als Beispiel die Mengen
Ay = lag, br] C R mit a = % und by, =1 — %, k € N. Dann ist

U 4 =101
keN

nicht abgeschlossen.

Definition 4.1.4. i) Die Menge

int(Q) = U U=:Q°
UcQ,U offen

heisst offener Kern oder das Innere (engl.: interior) von .

ii) Die Menge
clos(Q) = m A=A
ADQ, A abgeschlossen

heisst Abschluss (engl.: closure) von €.

iii) Die Menge _
00 = clos(Q) \ int(2) =Q\ Q°
heisst Rand von (2.

Bemerkung 4.1.3. i) Q° ist die Menge der inneren Punkte von €.
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ii) Nach Satz [L1Tliii) ist 2° C Q offen. Offenbar ist U = Q° die grdsste offene
Menge U C 2, und 2 ist offen genau dann, wenn 2 = Q°.

iii) Analog ist nach Satz ET2liii) die Menge A = Q D Q die kleinste abge-
schlossene Menge A D 2, und €2 ist abgeschlossen genau dann, wenn 2 = Q.
Beispiel 4.1.4. Sei zunéchst n = 1.
i) Fira <bin R gilt:

(la.8])" = (Ia,b])" = ([a,b[)" =Ja,b[= (Ja,b])" € R.

Beweis. a,b| ist offen, also Ja, b[ C ([a, b])o. Weder @ noch b sind innere Punkte
von [a, b], also ]a, b[= ([a, b])°. Der Rest ist analog. O

ii) Fiir a < b in R gilt analog mit Beispiel A.1.3}i):
la,b] = ]a,b] = [a,b] = [a,b] = [a,b].

iii) Fiir a < b folgt mit i) und ii):

d(Ja,b]) = 9([a,b]) = 0(]a,b]) = d(la, b]) = {a,b}.
iv) R\ Q enthilt keinen inneren Punkt, da jedes Intervall B, (z) =]z —r,z +r|
auch rationale Punkte enthélt; das heisst (R \ Q)° = 0.

v) Q° =0, da jedes B, (z) auch Punkte der Form y = v/2+¢ enthilt mit ¢ € Q,
also y € Q.

vi) Q@ = R\ Q = R, da fiir jedes abgeschlossene A & R die Menge A® ein
offenes Intervall enthélt und damit auch Punkte von Q und R\ Q.

vii) Mit iv, v) und vi) folgt
Q=Q\Q°=R=9R\Q)

Der “Rand” einer Menge kann also erstaunlich gross sein!

viii) Sei n > 1. Fiir zp € R™, R > 0 gilt geméss Beispiel .I.1li) und A.1.3lii):
9Br(0) = Br(0)\Br(0) = {z; ||z|| = R}

Den Rand einer Menge kann man auch wie folgt charakterisieren.
Satz 4.1.3. Fir Q C R™ mit Komplement Q¢ = R™ \ Q gilt

N ={zeR"; Vr>0: B.(x) NQ#0 # B.(z) NQ°}.

Beweis. Sei x € R" ein beliebiger Punkt. Falls B,.(z) NQ = () fiir ein 7 > 0, so
folgt = ¢ Q. (Wihle A = R™ \ B,(z) D Q.) Da £ abgeschlossen, R™ \ § offen,
gilt auch die Umkehrung; das heisst,

r¢QeIr>0: B(r)NQ =10,
oder, dazu dquivalent,

r€Q&Vr>0: B.(z)NQ#0D.
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Analog gilt B.(z) N Q¢ = (), also B,(z) C Q, fiir ein r > 0 genau dann, wenn
x € 2°; das heisst,

r g€ Q° & Vr>0: B.(z)NQ°#0.

Zwischen Q,  und 9 bestehen folgende Beziehungen:

Satz 4.1.4. Fiir Q C R™ gilt:

i) 00 =0\ Q° =QnN (R"\Q°) ist abgeschlossen, IQ = O(Q°).
ii) Q= Q° U, und die Zerlegung ist disjunkt.

iii) 0 =QUaQ.

iv) Q°=Q\ 99.

Beweis. i) Abgeschlossenheit von 02 folgt mit Satz [LT2iii), Satz T3 liefert
die Beziehung 02 = 9(Q°).

Die Ausagen ii) - iv) folgen mit Q° C  C Q und der Definition 9Q = Q\Q°. O
Zusammen mit Bemerkung [4.1.3] erhalten wir das Kriterium

Korollar 4.1.1. Fiir Q C R™ gilt:
i) Q ist abgeschlossen genau dann, wenn 92 C Q.

ii) Q ist offen genau dann, wenn QN Q = (.

4.2 Topologie und Konvergenz

Sei a € R™.

Definition 4.2.1. Fine Menge U C R™ heisst Umgebung von a, falls a innerer
Punkt von U ist, das heisst, falls ein r > 0 existiert mit B,.(a) C U.
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Beispiel 4.2.1. Offenbar ist jeder Ball B,.(a), r > 0, eine Umgebung von a.

Sei (ak)ren eine Folge in R", und sei @ € R". Mit Beispiel .21 folgt die
Aquivalenz der Aussagen
i) ar — a (k — 00), also

V€>03k0:k0(6) eENVE>kg: HakfaH < €.
ii) Fiir jede Umgebung U von a gilt:
Jko = ko(U) e NVEk > ko : a, € U.

Analoges gilt fiir Hiufungspunkte. Umgekehrt konnen wir auch topologische Ei-
genschaften von Mengen mittels Konvergenz geeigneter Folgen charakterisieren.

Satz 4.2.1. (Folgenkriterium fiir Abgeschlossenheit) Fir A C R" sind
dquivalent:

i) A ist abgeschlossen,
ii) Y(ag)wen CA: ar — a (k— ) = a € A.

Beweis. i) = ii) (indirekt): Sei (ax)ren C A eine Folge in A mit ar — a
(k — 00), und nimm widerspruchsweise an, a ¢ A. Da A nach Annahme abge-
schlossen, ist A¢ offen, und es gibt ein r > 0 mit B,(a) C A¢; das heisst,

By(a)NA=0.

Fiir k& > ko(r) gilt jedoch ar € By,(a). Da andererseits a; € A fiir jedes k,
erhalten wir den gewiinschten Widerspruch.

ii) = i): Gemiss Korollar .T.T] geniigt es zu zeigen, dass A C A. Sei dazu
x € 0A. Nach Satz 4.1.3] gilt

Vr>0: B.(z)NA#0.

Fiir 7, = ¢ wihle a; € By, () N A, k € N. Dann gilt a, & z (k — 00). Da
(ar)ren C A nach Konstruktion, folgt mit Annahme ii), dass auch z € A. O

Beispiel 4.2.2. i) Sei 0 < ¢ < n, und setze
A=TR"x{(0,...,0)} C R
0
Dann ist A abgeschlossen.
Beweis. Fiir jede Folge (ar)ren C A gilt
ar = (ai,...,a,0,...,0), ke N.

Falls ar, — a (k — oo), so folgt a = (a',...,a’,0,...,0) € A, und A ist
abgeschlossen nach Satz [4.2.71 O
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ii) Sei (ar)ren eine Folge in R™. Setze
A = {z € R"; z ist Hiufungspunkt von (ax)ken}-
Dann ist A abgeschlossen.

Beweis. Sei (x¢)¢en eine Folge in A. Dann gibt es zu jedem ¢ € N ein kg > ¢
mit

1
lak, =zl < 5.

Falls 2y — = (£ — 00), so folgt:
llak, — 2|l < llaw, — zell + lze — 2| =0 (€= o0);

das heisst, ai, = 2 ({ = 00), und x € A. Satz 27| ergibt die Behauptung. O

4.3 Kompakte Mengen

Eine Menge © C R™ ist beschrinkt, falls sup,cq, [|z|| < oo.

Definition 4.3.1. Eine Menge K C R™ heisst kompakt, falls K beschrdnkt
und abgeschlossen ist.

Beispiel 4.3.1. i) [a,b] C R, B,(x0) C R"™ sind kompakt.
ii) R™ ist unbeschriinkt, also nicht kompakt.
iii) |a,b], B,(z) sind nicht abgeschlossen, also nicht kompakt.

iv) Endliche Vereinigungen und beliebige Durchschnitte kompakter Mengen
sind kompakt.

v) Sei (ar)ren beschrinkte Folge in R™. Setze
K = {a; a ist Hiufungspunkt von (ag)ren }-

Dann ist K beschrénkt und abgeschlossen nach Beispiel [£.2.2]ii). also kompakt.

Satz 4.3.1. Fir K C R" sind dquivalent:

i) K ist kompakt.

ii) K ist folgenkompakt; das heisst, jede Folge (xg)reny C K besitzt einen
Haufungspunkt in K.

iii) K ist iiberdeckungskompakt; das heisst, jede Uberdeckung K C UL6 7%,
mit offenen Mengen Q,, ¢ € I, besitzt eine endliche Teiliberdeckung (2, )1<i<rL

mit K C ULI Q,, (Heine-Borel-Eigenschaft).

Bevor wir Satz [£.3.1] beweisen, illustrieren wir das Heine-Borel Kriterium mit
Beispielen.

Beispiel 4.3.2. i) Die Familie (], 1[)xe ist eine offene Uberdeckung von ]0, 1],
die keine endliche Teilitberdeckung enthélt. (Die Menge ]0, 1] ist nicht abge-
schlossen, also nicht kompakt.)
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ii) Die Familie (Jk, k 4 2[)rez ist eine offene Uberdeckung von R ohne endliche
Teiliiberdeckung. (Die Menge R ist unbeschrinkt, also nicht kompakt.)

Das Heine-Borel Kriterium hat verbliiffende Anwendungen.
Korollar 4.3.1. Sei K,, « € I, eine Familie kompakter Mengen mit
K,NK,Nn...NK,, #0

fiir jede endliche Auswahl t1,...,ty, € I. Dann gilt:

(K. #0.

el

Beweis (indirekt). Fixiere ein ¢y € I. Nimm widerspruchsweise an

ﬂKL:(Z).

el

Setze Q, = K¢ =R"\ K,, ¢ € I. Dann ist , offen, ¢ € I, und es gilt

UQL: (ﬂKL)Cle"DKLO.

el el

Das heisst, (€,),¢7 ist offene Uberdeckung von K,,. Da K,, kompakt ist, existiert
gemiss Satz 3.1l eine Auswahl ¢q,...,t7, € I mit

L L c
K,clJ, = <ﬂK[> ,
£=1

=1
also
L L
() K. =K, N (ﬂK[) =0
£=0 =1
im Widerspruch zu Voraussetzung. |

Bemerkung 4.3.1. Korollar .37l ist falsch fiir offene und beschrinkte Men-
gen. Zum Beispiel besitzen die Mengen Q, = (]0,1[), n € N, die endliche
Durchschnittseigenschaft

i 1
VneN: Qr =10, —[# 0,

jedoch gilt
ﬂ Q= 0.
k=1

Die Kompaktheit der Mengen K, in Korollar £.31] ist also eine unverzichtbare
Voraussetzung.
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Beweis von Satz[{.3.1]. i) = iii) (indirekt). Sei K kompakt, und nimm an, es
gibt eine offene Uberdeckung (€,),e; von K ohne endliche Teilitberdeckung. Fiir
jedes k € N wird K iiberdeckt durch endlich viele Wiirfel eines achsenparallelen
Gitters der Maschenweite ﬁ, also auch durch endlich viele abgeschlossene

Kugeln
Bi(a), 1<j<
Setze

K™ = KBy (x§k>), 1< < J.

Behauptung 1. Fiir jedes k € N gibt es jx € {1,...,Jx} so, dass KJ(I}:) nicht
von endlich vielen €2, iiberdeckt wird.

Beweis. Falls fiir ein k € N jede der Mengen Kj(-k), 1 < 35 < Jg, durch endlich
viele €, iiberdeckt wird, liefert dies offenbar eine endliche Teiliiberdeckung von
K, im Widerspruch zu unserer Annahme. [l

Sei (ak)ren eine Folge mit ay € K](f) C K, k € N, geméss Behauptung 1. Da K
beschrankt, gibt es nach Satz (Bolzano-Weierstrass) eine Teilfolge A C N
und @ € R™ mit ap, — a (kK — oo, k € A). Da K zudem abgeschlossen, folgt mit
Satz [A.2.T] dass a € K. Wegen

K cl]Ja,
el

gibt es (o € I mit a € §,,; da weiter €, offen, existiert » > 0 mit

By(a) C Q.

Wihle ko = ko(T) mit

| ||+3<
ap—all+ - <r
k L )

falls k > ko, k € A. Daap € K" € By, (2i7), gilt lar — 27| < 1/k, und mit
Dreiecksungleichung folgt By, (xy:)) C Bs(ax), k € N. Damit gilt fiir jedes
k > ko, k € A, die Inklusionskette

k k
K € Bije(ef))) € Baji(ar) € Br(a) C Q.
im Widerspruch zur Auswahl von j; nach Behauptung 1.

iii) = ii) (indirekt) Sei K iiberdeckungskompakt, und sei (ax)ren eine Folge in
K, welche keinen Haufungspunkt = € K besitzt; das heisst,

Vee K3r=r(x) >0, ko =ko(x) € NVk > ko : ai ¢ By(x).

Die Familie (B, (;)(z))sex ist eine offene Uberdeckung von K. Nach Annahme
iii) gentigen endliche viele Bélle B, (,,)(z¢), 1 < ¢ < L, um K zu iiberdecken.
Diese enthalten jedoch keines der Folgenglieder aj mit k > maxj<e<r ko(z¢).
Widerspruch.

ii) = i) Wir fithren den Beweis in zwei Schritten.
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Behauptung 2. K ist beschrinkt.

Beweis (indirekt). Falls K unbeschrinkt, gibt es zu k € N ein a3, € K mit
|lak]] > k. Offenbar kann (aj)ren keinen Hiufungspunkt haben, im Widerspruch
zur Annahme ii). O

Behauptung 3. K ist abgeschlossen.

Beweis. Sei (ak)ren eine Folge in K mit a — a (k — o). Nach Annahme ii)
gilt a € K; also ist K abgeschlossen nach Satz [£2.1] O

Der Satz ist somit vollstdndig bewiesen. O

Abschliessend geben wir noch ein Beispiel zum Folgenkriterium, Satz [£311ii).

Beispiel 4.3.3. Sei (ay)ren eine Folge in R™ mit a; — a (k — 00). Dann ist
die Menge
K ={ag; ke N} U {a}

kompakt gemiss Satz [L.3.11ii).

4.4 Zusammenhingende Mengen

Sei 2 C R™ beliebig.

Definition 4.4.1. Q heisst z7usammenhingend, falls fiir je zwei offene Men-
gen 1, Qs gilt:

QC (QlLJQQ), QNQ; #@, i = 1,2:>Qﬁ91 N Qo #@
Eine zusammenh#ngende Menge kann man also nicht disjunkt in “relativ offe-
ne”, nicht leere Teile zerlegen.

Satz 4.4.1. Die zusammenhdngenden Teilmengen von R sind genau die Inter-
valle.

Beweis. i) Sei Q C R kein Intervall. OBdA sei Q # (). Setze
a=1inf Q> —oco, b=sup 2 < oo.
Da Q kein Intervall, gibt es ¢ € R mit a < ¢ < b und ¢ ¢ Q. Die Mengen
Q1 =]—00,¢c[, Q2 =]c,o0[

sind dann offen mit Q C (27 UQ2) = R\ {c}. Nach Definition des Infimums,
beziehungsweise des Supremums gilt weiter

Qﬂﬂl#m#QﬂQg.

Schliesslich gilt 21 N Qs = B, also auch QN Q; N Qy = B, und Q ist nicht

zusammenhingend.
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ii) Sei  ein Intervall, und seien 1, Q C R offen mit  C (21 UQs), QNQ; #
0,4 = 1,2. Wihle z; € QN Q;, i = 1,2. OBdA z; < 22, x2 ¢ Q. (Sonst
22 € QN O NQo, und wir sind fertig). Setze

y1 =sup{z € R; [z1,2] C N }.

Dann gilt offenbar [z1, y1[ C Q7. Da Q; offen, xo ¢ Q, folgt zudem z1 < y1 < x».

Behauptung. y; & ;.
Beweis. Falls y; € Q4, so gibt es r > 0 mit Jy; — r,y1 + r[C Q4, also
[x1,91 + g] C [z1,m[Ulyr — ryn +7[C
in Widerspruch zur Definition von ;. (|
Da Q nach Annahme ein Intervall ist, gilt [z, z2] C Q. Mit y1 € Q1 und
Y1 € [T1,22] CQC (1 UQ)
folgt y1 € Q2. Da Qs offen, gibt es r > 0 mit Jy; — r,y1 + [ C Qa, also
QNN D ([,7:1,302] Nz, [Ny — +r[) £ .

O

Kann man zusammenhéngende Mengen in R™ fiir n > 2 auf dhnliche Weise
charakterisieren? Eine hinreichende Bedingung liefert der folgende Begriff:

Definition 4.4.2. Q) C R" heisst konvex, falls fiir beliebige xg,x1 € 0 gilt:

Vte[0,1]: z¢ = (1 —t)xo +tzy € Q.

Satz 4.4.2. Fine konveze Menge Q) C R"™ ist zusammenhdingend.

Beweis. Sei Q konvex, und seien Qg, 2y C R™ offen mit Q C (©p U Q1) sowie
QNQ; #0,i=0,1. Wahle z; € QN Q;, i =0,1. OBdA xg # x1. Da Q konvex,
gilt
Vte[0,1]=1: zy = (1 —t)zp + tzy € Q. (4.4.1)
Setze
Ji:{tER;thQﬂQi}, 1 =0,1,

wobei wir z; wie in (L£Z4]]) definieren.

Behauptung. J; ist offen, i =0, 1.

Beweis. Seit € Jy, also x; € Qg. Da Qg offen, gibt es r > 0 mit B,.(z;) C Q.
Setze
p=r/l|lxg — z1] > 0.

Dann gilt fiir |s — ¢| < p auch
s — il = |s =] - lwo — an ]l <73

das heisst, x5 € By(x:) C Qo, und B,(t) C Jo. Analog fiir J;. O
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Weiter gilt mit (£4.1]) und Q C (QoUQ) auch I C (JoUJy). Da I gemiiss Satz
441l zusammenhingend, existiert ty € Jo N J1 N I, also

Tt S QﬂQoﬂQl,
und QN Qe NQy # 0. O
Beispiel 4.4.1. i) R™ ist konvex, also zusammenhéngend.

ii) B,(x) ist konvex fur alle x € R”, r > 0, also zusammenhéngend.

Beweis. Seien xg,x1 € B,(z), und sei z; wie in (4] definiert, 0 < ¢ < 1.
Schitze ab

[ — 2l = [[(1 = t)(zo — z) + t(z1 — 2)[| < (1= B)llwo — 2| + tllzr — =l <7

Also ist B,(z) konvex. O

4.5 Relativtopologie

Sei M C IR™ beliebig. Setze

™ = {MQQ; QcCcR"? Offen}.

Satz 4.5.1. 7, ist eine Topologie auf M, die sogenannte Relativtopologie.
Beweis. i) Offenbar gilt (), M € 7.

ii) Selen M7 = M NQq, My = M NQy € 11, wobei Q1,02 C R™ offen. Nach
Satz AT T]ist Q = Q7 N Qs offen, also

MlﬁMgiMﬁ(QlﬁQQ)ETI\/[.

iil) Falls M, = M NQ, € Tpr, wobei Q, C R™ offen, ¢ € I, so folgt mit Satz 411l
zunéchst, dass |, .; Q, offen, also

UM =mn (UQ) € 7.

el el

el

Definition 4.5.1. Sei M C R"™ beliebig.

i) E C M heisst relativ offen, falls E € ).

i) F C M heisst relativ abgeschlossen, falls M \ F € ).

Beispiel 4.5.1. i) Sei M = [0,1[C R. Dann ist [0,3[= MN] — 1, 3] relativ
offen.

if) M =]0,1[C R ist relativ offen und abgeschlossen.
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Satz 4.5.2. Fir FF C M sind dquivalent:

i) F ist relativ abgeschlossen;

ii) F=MnNA, wobei A CR™ abgeschlossen;

iii) Fir alle Folgen (ax)ken C F mit ay — a € M (k — o0) gilt a € F.

Beweis. i) = ii) Sei F relativ abgeschlossen; das heisst, E = M \ F € 7).
Dann gilt £ = M N Q, wobei Q@ C R" offen. Setze A = R™ \ . Dann ist A
abgeschlossen, und

F=M\E=M\Q=MnA.

ii) = i) Falls F = M N A mit einer abgeschlossenen Menge A C R", setze
Q) =R"\ A. Dann ist QO C R" offen, und

M\F:M\A:MQQGTI\/[.

ii) = iii) Sei F = M N A, wobei A C R™ abgeschlossen, und sei (ax)ren eine
Folge in F' C A mit a;, — a (k — o), wobei a € M. Nach Satz[L2ZTlgilt a € A,
alsoae MNA=F.

iii) = ii) Es geniigt zu zeigen F = M N F, wobei F = F U JF der Abschluss
von F' C R"™. Daher geniigt es zu zeigen M NOF C F. Zu a € OF N M gibt es
wie im Beweis von Satz L.2.1] eine Folge (ay)ken in F mit ar — a (kK — o0). Da
a € M, folgt mit iii) auch a € F. O

Definition 4.5.2. C' C M heisst relativ kompakt, falls C = M N K, wobei
K C R™ kompakt ist.

Bemerkung 4.5.1. i) Offenbar ist C' C M relativ kompakt genau dann, wenn
C beschrankt und relativ abgeschlossen ist.

ii) Insbesondere gilt fir C' = M: Die Menge M ist relativ kompakt (in M)
genau dann, wenn M beschréinkt ist.

iii) Im Allgemeinen versagen jedoch das Folgenkriterium und das Heine-Borel

Kriterium.

Beispiel 4.5.2. M =]0,1[C R ist relativ kompakt. Jedoch besitzt (ax)ren
mit a = % € M, k € N, keine in M konvergente Teilfolge, und die offene

Uberdeckung (], 1[) wen von M besitzt keine endliche Teiliiberdeckung.

Bemerkung 4.5.2. Falls jedoch M C R"™ abgeschlossen, so gelten Folgen- und
Heine-Borel-Kriterium. Vergleiche dazu die Ubungen.

Fiir uns ist hauptséchlich folgender Satz von Interesse.

Satz 4.5.3. Sei M C R"™ zusammenhingend, E C M relativ offen und relativ
abgeschlossen in M. Dann gilt E = M, oder E = ().

Beweis. Nach Annahme gilt E € 1)y sowie M \ E € 7, also existieren offene
Mengen €21, Qs C R™ mit

E=MnNQ, M\E=MnNQ,.
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Es folgt:
M:EU(M\E):MQ(QlLJQg)C(QlLJQg)

sowie

MNQNQ = (MN2)N(MNQ)=En(M\E) =0

da M nach Annahme zusammenhéngend, folgt
E=MnNQ =0 oder M\E=MnNQ =10, E= M.
O

Korollar 4.5.1. R" und 0 sind die einzigen Teilmengen von R™, die sowohl
offen als auch abgeschlossen sind.

Beweis. M = R" ist zusammenhiingend gemadiss Beispiel [L41l1). Somit folgt
die Behauptung aus Satz O

4.6 Hausdorfiradume

Zum Schluss ein Exkurs in die Welt abstrakter topologischer Rdume. Sei M eine
beliebige Menge, 7 C P(M) eine Topologie auf M, das Paar (M, 7) somit ein
topologischer Raum.

Definition 4.6.1. Sei a € M. Eine Menge U C M heisst T-Umgebung von
a, falls ein Q) € T existiert mit a € Q C U.

Mit Hilfe des Umgebungsbegriffs kénnen wir analog zu Abschnitt 4.2 Konver-
genz in beliebigen topologischen Rdumen definieren.

Definition 4.6.2. FEine Folge (ax)ken in M T-konvergiert gegen a € M genau
dann, wenn fiir jede T-Umgebung U von a eine Zahl kg = ko(U) € N existiert,
so dass ai € U fiir jedes k > ky.

Beispiel 4.6.1. i) Sei M beliebig, 7 = P(M) die diskrete Topologie. Da fiir
jedes a € M gilt
Q={aj e,

gilt fiir jede Folge (ag)ren in M:

ar > a (k—o00) & Tko,Vk>ko: ar=a.

ii) Sei M beliebig, 7 = {0}, M'} die triviale Topologie, (a)ren eine Folge in M.
Fiir jedes a € M ist U = M die einzige Umgebung von a in M. Also konvergiert
(ak)ken gegen jedes a € M.

Offenbar ist es fiir Konvergenzbetrachtungen wichtig, eine geniigend “reichhalti-
ge” aber auch nicht zu “feine” Topologie zugrundezulegen. Fiir einen “verniinf-
tigen” Konvergenzbegriff sollte der Limes einer konvergenten Folge eindeutig
bestimmt sein.
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Definition 4.6.3. Fine Topologie auf M erfillt das Hausdorffsche Tren-
nungsaxiom, falls je zwei Punkte a # b in M disjunkte Umgebungen a € U,
beV,UNV =0 besitzen. In diesem Fall heisst (M, ) ein Hausdorffraum.

Beispiel 4.6.2. IR"™ ist Hausdorffraum mit der durch || - || induzierten Topologie
der offenen Mengen.

Beweis. Zu z # y € R" wihle r = 1|z — y|| mit B,(z) N B,(y) = 0. O

Satz 4.6.1. Seien (M, 7) ein Hausdorffraum, (ax)ken eine Folge in M, a,b €
M mit ap, — a, a, — b (k — o0). Dann folgt a = b.

Beweis (indirekt). Nimm an, a # b. Wihle disjunkte Umgebungen U und V
von a beziehungsweise b. Fiir

k > max{ko(U), ko(V)}

folgt ar € U N'V. Widerspruch. O

4.7 Ausblick

In diesem Abschnitt haben wir gesehen, dass eine Norm eine Metrik und diese
wiederum eine Topologie erzeugt. Es gibt also eine “Hierarchie von Struktu-
ren”. Umgekehrt kann man sich fragen, wann eine Topologie “metrisch” ist, das
heisst, welche Eigenschaften einer Topologie 7 dafiir kennzeichnend sind, dass
diese von einer Metrik induziert wird. Offenbar ist die Bedingung, dass 7 Haus-
dorffsch ist, hierfiir notwendig (aber allein nicht hinreichend). Die Suche nach
geeigneten “Metrisierbarkeitskriterien” ist ein wichtiger Teil der Forschungsrich-
tung “mengentheoretische Topologie”.



Kapitel 5

Stetigkeit

5.1 Grenzwerte von Funktionen

Bisher konnten wir mit Satz [B.2.2] Grenzwerte von Ausdriicken der Form

b
yk:akziwmit ar — a, by = b, ¢y > ¢, dp > d#0 (k= o)
k
behandeln. Die Punkte xy, := (ag, b, ¢k, d) konnen wir auffassen als Elemente
x, € R* mit a5, — x0 = (a,b,¢,d) (k — 00).

Allgemein untersuchen wir nun fiir eine Funktion f: Q — R auf einer Menge
Q2 C R? die Konvergenz von Folgen yj, = f(x), wobei (x1)ren C 2 mit x5, —
xo (k — 00). Der Limes z( der Folge (z1)ren muss dabei nicht notwendig selbst
wieder in € liegen; nach Satz 211 gilt aber stets zo € Q.

Beispiel 5.1.1. Sei f(z) = 22__11, x # 1. Die Funktion f hat eine “Definitions-
liicke” bei z = 1. Wegen 22 — 1 = (z+ 1)(x — 1) kann man jedoch fiir = # 1 den
Faktor (z — 1) kiirzen. Fiir eine Folge 1 # x;, — x¢ := 1 fiir k — oo erhalten wir

SO

flzr) =2z, +1 -2 (k— o).

Sei f: Q= R", zo € Q.

Definition 5.1.1. f hat an der Stelle x¢y den Grenzwert a € R", falls fir
jede Folge (xg)gen in Q mit zx — xo (k — 00) gilt f(zr) = a (k — 00).

Notation: lim f(x)=a.

Tr—rTo

Beispiel 5.1.2. Fiir die Funktion f in Beispiel B.1.T] gilt hm1 flx)=2.
r—r

Bemerkung 5.1.1. Falls lim f(z) =: a existiert, und falls zusiitzlich 2y € Q,

Tr—>To

so muss gelten a = f(xg). (Betrachte die konstante Folge z;, = 29 € 2, k € N.)

81
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Definition 5.1.2. Sei Q c R?, f: Q — R”.

i) f heisst stetig an der Stelle zy € Q, falls h_En f(z) =: a existiert (mit
T—xT(
a = f(zo) gemiss Bemerkung [511]).

ii) f heisst an der Stelle 7o € Q\Q stetig erginzbar, falls IILH;O f(z) =1 a
existiert. (In diesem Fall ist die durch f(xo) = a erginzte Funktion f offenbar
stetig an der Stelle x.)
Beispiel 5.1.3. i) Sei p: C — C das Polynom
p(z) =ap+a1z+ - +az", z€C,
mit Koeffizienten a; € C, 1 = 0,...,n. Nach SatzB22 gilt fiir z;, — 20 (k = 00)
p(zk) = ap + a1z + - -+ + anzjy — p(20) (K — 00).

Also besitzt p an jeder Stelle zgp € € den Grenzwert p(zp) und p ist stetig an
jeder Stelle zy € C.

ii) Eine rationale Funktion p/q mit Polynomen p,q: C — C ist stetig in jedem
Punkt z des natiirlichen Definitionsbereichs Q = {z € C; ¢(z) # 0}.

iii) Sei f(z) = -1 5 # 1. Wie in Beispiel B.1.1] gezeigt, konnen wir die

r—1"
Funktion f an der Stelle =1 durch f(1) = 2 stetig ergénzen.
iv) Sei Q = R\{0}, f(x) = 1/z, x # 0. Dann gilt fiir x5, — z¢ # 0 nach Satz
stets 1 1
=— > — = k — 00).

for) = 2 = — = flao) (k=)
An der Stelle g = 0 besitzt f jedoch keinen Grenzwert. Betrachte zum Beispiel
zp =1 — 0 (k— o00) mit f(zx) =k — oo (k — o0).

v) Sei 2 =R, xq: R — R die “charakteristische Funktion” von @ mit

1, z€Q,
Xo(r) = {0 v Q.

Dann besitzt xgq an keiner Stelle g € R einen Grenzwert, denn zu jedem zo €
R\ Q gibt es gemiss Beispiel T 4lvii) und Satz eine Folge (z1)ren C Q
mit zr — xo (K — o0) und limg_,00 x@(2k) = 1 # xq(zo) = 0; analog fiir
o € Q.

vi) Die stiickweise konstante Funktion f: R\{0} — R mit

f(x):{a’ <0

b, >0

ist stetig an jeder Stelle zy # 0; sie ist jedoch fiir a # b an der Stelle g = 0
nicht stetig ergénzbar.

Fiir monotone Funktionen f auf R kann man die Stetigkeitspunkte vollstindig
charakterisieren.
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Satz 5.1.1. Sei —oco < a <b < o0, und sei f: ]a,b[— R monoton wachsend,
das heisst,
Va,y €la,b: z <y= f(z) < f(y)

Dann existieren fiir jedes xo €]a, b| die links- und rechtsseitigen Grenzwer-

te
flag):= lim_ f(x), f(zg):= lim f(a),

T—To, T>ITQ r—To, I

und f ist stetig an der Stelle xo genau dann, wenn f(xy) = f(zd) = f(xo).
Analog, falls f: |a,b[— IR monoton fallend.

Beweis. Sei xg €]a,b|. Falls (zx)ren Cla, b[ mit
Tk < Tpr1 — o (K — 00),

so ist die Folge (f(zk))ken monoton wachsend und beschrinkt. Geméss Satz
3.3.2] existiert

lim f(xg) =:s.
k—o0
Wir zeigen, dass der Limes unabhéngig ist von der gewéhlten Folge.

Behauptung. s = lim  f(x).

rx—x0, T<T0

Beweis. Sei (yr)ren Cla,b[ mit yr — xo (K — 00), wobei yx < g, k € N. Zu
€ > 0 gibt es ky € N mit

Vk>ko: s—e< f(zg) <s.
Da ay, < o, yx — 2o (k — o0), gibt es k; € N mit
Vk > k1 2k, <y < To.
Zusammen mit der Monotonie von f folgt
Vk > ki os—e< flan) < flye) < lim flar) =55
das heisst,

O

Analog existiert f(zg). Offenbar gilt lim f(z) = f(z¢) genau dann, wenn

r—rxo

fag) = f(ag) = f(@o). O

Satz 5.1.2. Sei f: ]a,b[— R monoton wachsend. Dann ist f in hdchstens
abzdhlbar vielen Punkten unstetig.

Beweis. Gemiss Satz BT Tl existiert fiir jede Unstetigkeitsstelle xg €]a, b[ stets
ein r = r(xo) € Q mit

flag) <r < flxg).
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Wegen der Monotonie von f gilt zudem fiir je zwei Unstetigkeitsstellen z¢ < yo
von f auch stets r(z¢) < r(yo); die Abbildung

{zo €]a,b[; f ist unstetig an der Stelle o} 3 xo — r(x0) € Q

ist also injektiv. Die Behauptung folgt. O

5.1.1 Lipschitz stetige Funktionen
Wir untersuchen nun wieder Funktionen f auf einer Menge 2 C R™.

Beispiel 5.1.4. Die Norm || - || : R? — R ist an jeder Stelle 2o € § stetig.

Beweis. Mit der Dreiecksungleichung aus Satz[2Z5.2liii) gilt ||z]|—||y] < ||z — y||
fiir alle z,y € R%. Nach Vertauschen von 2 und y folgt die Ungleichung

ezl = llyll | < lla =yl - (5.1.1)
Sei (1 )ken C R mit x, — 70 (K — 00). Mit (G.11) schiitzen wir ab
llzell = llzoll| < llzx — 2ol =0 (k — o0).
Es folgt lim, ., [|z]| = [|zo]|- O

Die Normfunktion ist ein Beispiel einer grossen Klasse stetiger Funktionen.

Definition 5.1.3. FEine Funktion f: Q C R? — R" heisst Lipschitz stetig
mit Lipschitz-Konstante L, falls gilt

Yo,y € Q: || f(2) = f(y)ll < Lz —yl. (5.1.2)

Beispiel 5.1.5. i) Die euklidsche Norm ||-|| : R¢ — R ist gemiss (5.1) Lip-
schitz stetig mit Lipschitz-Konstante L = 1.

ii) Die Funktionen R > z + 2% = max{0,4z} sind Lipschitz stetig mit
Lipschitz-Konstante L = 1.

iii) Die Addition R™ x R™ 3 (z,y) — = +y € R™ ist Lipschitz stetig mit
Lipschitz-Konstante L = /2.

Beweis. Identifizieren wir R® x R™ mit R?”, so erhalten wir

n n 2 2 2
V(z,y) € R" xR™ : [[(z,9)lgnxmn = l2lgn + 1Ylgn -
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Fiir (z,y), (xo,y0) € R™ x R™ folgt
2
I(z +y) = (w0 +y0)l[&» < (|2 —20llga + 1y = yollg~)
2 2 2
< 2(|lz — zollg~ + Iy — ollg~) = 2l(z,y) — (z0, Y0) lgn x o »

wobei wir die elementare Ungleichung (a+b)? < 2a?+2b? fiir a,b € R benutzen,
welche sich unmittelbar aus der Youngschen Ungleichung, Satz2.2.2 ergibt. O

Satz 5.1.3. Sei f: Q c RY — R™ Lipschitz stetig mit_Lipschitz-Konstante
L > 0. Dann ist f stetig (erginzbar) an jeder Stelle xo € Q.

Beweis. Sei xp €  und sei (z;)ren C 2 eine Folge mit 2, — xo (k — 00).
Mit (BI2) folgt
1/ (zk) = f(@o)|| < L[z, — zoll = 0 (k — o0).
Also ist f an der Stelle zy € € stetig.
Falls 79 € Q\Q, (zx)ken C Q mit 7, — 79 (k — 00), so folgt mit (F.1.2) analog
1f (zn) = f@)]| < Lilar — x| = 0 (k1 — o0);
(f(xk))ken ist also Cauchy-Folge, und geméss SatzB.6. A existiert a = kli{rolo f(zk).

Der Limes ist unabhiingig von der Folge (x), denn fiir jede weitere Folge (y)reN
mit yr — zo (kK — 00) existiert ebenfalls der Limes b = klim f(yx), und
— 00

la =bl = lim |[f(zx) = f(ye)ll < lim (L [lae = yell) = 0.
k—oo k—o00
Also ist f an jeder Stelle zo € Q\ (2 stetig ergéinzbar. O
Beispiel 5.1.6. Das Skalarprodukt R™ x R™ 5 (z,y) — x -y € R ist auf jeder
Kugel Br(0) C R™ Lipschitz stetig mit Lipschitz-Konstante L = v/2R.
Beweis. Fiir x,y, x0,y0 € Br(0) schitze ab mit Satz [Z5.1]

|2y — 20 yol < |(x—20) -yl + |zo - (v — yo)| < llz — zoll [yl + l[zoll [y — yoll
< R(|lz = @oll + [ly — woll) < V2R ||(z,) = (z0,30)],

analog zu Beispiel B.THiii). O

Definition 5.1.4. U C ) heisst Umgebung von xq relativ zu €2, falls r > 0

existiert mit
BT(I()) NnNQcU.

v
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Beispiel B.1.6] motiviert die folgende Definition.

Definition 5.1.5. f: Q ¢ R? — R” heisst lokal Lipschitz stetig, falls zu
jedem xo € 2 eine Umgebung U C ) existiert, so dass die auf U eingeschrinkte
Funktion

flo: U3z~ f(x) e R"

auf U Lipschitz stetig ist.
Analog zu Satz 0.3 gilt

Satz 5.1.4. Sei f: Q € RY — R™ lokal Lipschitz stetig. Dann ist f stetig an
jeder Stelle xg € Q2.

Beweis. Zu xy € ) wihle eine Umgebung U C Q von xp mit f|y Lipschitz
stetig. Es sei L eine Lipschitz-Konstante fiir f|y. Falls (zx)ren Folge in Q ist
mit zx — zo (kK — 00), so gilt fiir k > ko(U) auch z € U; also

1/ (ex) = flzo)ll < L ek — ol = 0 (k= ko, k — 00).
O
Bemerkung 5.1.2. Spéter werden wir sehen, dass Funktionen der Klasse C*
auf einer offenen Menge Q C RY lokal Lipschitz stetig sind, insbesondere die
Funktion f: R\{0} — R mit f(z) = 1/z, x # 0, aus Beispiel G.L.4liv). Wie

dort gezeigt, ist diese Funktion aber im Gegensatz zur Aussage aus Satz [B.1.3]
an der Stelle xg = 0 nicht stetig ergénzbar.

5.2 Stetigkeitskriterien

Wir konnen verschiedene Strukturen des R? benutzen, um die Stetigkeit einer
Funktion f zu charakterisieren.

Satz 5.2.1. Sei f: Q — R"™, z¢ € Q. Es sind dquivalent
i) (Folgenkriterium) f ist stetig an der Stelle xg gemdss Definition[5.1.2;

ii) (Weierstrass’sches e — § Kriterium);

Ve>030>0Ve e Q: ||z— x| <0 =|f(x)— fzo)| < e

iii) (Topologisches Kriterium) Fiir jede Umgebung V' von f(xo) in R™ ist
U= f~1(V) eine Umgebung von xq in Q.

Beweis. i) = iii) (indirekt): Nimm an, fiir eine Umgebung V von f(zg) in R"
ist die Menge U := f~1(V) keine Umgebung von zg, das heisst

Vr>0: (Bp(zo) N\ U #0.

Fiir rj, = ¢+ wihle @ € (By/x(z0) N Q) \ U, k € N. Dann gilt z, — z (k — 00).

Mit x ¢ U erhalten wir jedoch andererseits f(zy) ¢ V fiir jedes k € N; also
f(zr) A f(xzo) (k — o0) im Widerspruch zu Annahme i).
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iii) = ii): Sei € > 0 vorgegeben. Zu V = B.(f(x)) gibt es nach iii) ein 6 > 0
mit Bs(zo) N C f~1(V); das heisst,

Ve e Q: ||lz—ao| <0 =|f(x) — flzo)] <e.
ii) = i): Sei (g)ren C Q mit zx — 29 (kK — 00). Zu € > 0 wihle § > 0 gemiiss

ii), dazu ko mit
Vk > ko : ||:Ck — SC()H < 6.

Mit Annahme ii) folgt
Vk > kot [[f(zk) — f(zo)]| <€
das heisst, f(zx) — f(xo) (k — o). O

Beispiel 5.2.1. Mit Satz 521 erkennt man nun sofort, dass f = xg: R - R

mit
1, €@
fz) =
0, 2¢Q
an keiner Stelle zg € Q stetig ist, denn
13
—1/1% 2 _
05 i =0

ist wegen Beispiel T 4lv) keine Umgebung von zg. Analog ist f in keiner Stelle

xo ¢ Q stetig, denn
11

f_l(]*gﬁ[):R\Q

hat leeres Inneres; vergleiche Beispiel LT 4liv).

Aus Satz B2 ergibt sich nun das folgende, dusserst elegante topologische Kri-
terium fiir die Stetigkeit einer Funktion f: Q@ — R" in allen Punkten z¢ € Q.

Satz 5.2.2. Fir f: Q — R" sind dquivalent:
i) f ist stetig in allen Punkten xo € Q;
ii) Das Urbild U = f=1(V) jeder offenen Menge V. C R™ ist relativ offen;

iii) Das Urbild A = f~1(F) jeder abgeschlossenen Menge F C R™ ist relativ
abgeschlossen.

R R"

= f(zo)
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Beweis. i) = ii): Sei V C R" offen, 7o € U = f~1(V). Da f stetig an der
Stelle xq, ist U nach Satz 521 eine Umgebung von xg relativ zu Q. Da z¢g € U
beliebig, ist U relativ offen.

ii) = iii): Sei F' C IR™ abgeschlossen. Dann ist V' = R™ \ F offen, mit ii) also
U = f~1(V) relativ offen, und mit Definition E5.Tlii) folgt

A=fTYF) = TR\ V) =\ f7I(V)=2\U
ist relativ abgeschlossen.
iii) = ii): analog.

ii) = i): Da jede Umgebung W eines Punktes yo = f(z¢) eine offene Umgebung
V von yo enthilt, ist f~1(W) D f~1(V) nach ii) Umgebung von zg. Nach Satz
BE2Tlist f also stetig an der Stelle xg. O

Mit Satz [B.2.1] erkennen wir, dass Stetigkeit eine lokale Eigenschaft ist.

Satz 5.2.3. Seien f,g: Q2 C RY — R™ und sei f stetig an der Stelle o € Q.
Weiter sei f = g auf einer Umgebung Uy von xo € Q. Dann ist g stetig in xg.

Beweis. Sei V Umgebung von f(xg) = g(x0). Da f stetig in zq, ist U = f~1(V)
nach Satz [5.2.1] Umgebung von zg, also auch U N Uy C g~ (V). O

5.3 Stetige Funktionen

Sei f: Q c R — R™.

Definition 5.3.1. f heisst stetig auf 2, falls f in jedem Punkt xo € S stetig
18t.

Beispiel 5.3.1. i) Polynome sind stetige Funktionen auf C.

ii) Rationale Funktionen p/q sind stetig auf Q = {z € C; q(z) # 0}.

iii) Ist f: Q € R? — R" lokal Lipschitz stetig, so ist f stetig auf Q.

iv) Ist f : Q — R stetig, U C Q, so ist auch die eingeschrinkte Funktion
f’U : U — R" stetig.

v) Nach Beispiel B.I.3lvi) ist die stiickweise konstante Funktion
g = aX]—oo,0[ + bXj0,00f t R\ {0} = R
stetig (auf R\ {0}; es kommt auf den Definitionsbereich an!)

Bemerkung 5.3.1. i) Insbesondere das letzte Beispiel illustriert einen wich-
tigen Aspekt unseres Stetigkeitsbegriffs. Die Funktion g ist stetig, obwohl der
Graph von g an der Stelle ¢y = 0 einen Sprung macht; die “Sprungstelle” xg = 0
gehort nicht zum Definitionsbereich von g.

ii) Der heutige, auf Cauchy-Weierstrass zuriickgehende Stetigkeitsbegriff unter-
scheidet sich grundlegend von dem Eulerschen, der “kontinuierliche” Funktio-
nen mit Abbildungen gleichsetzt, die durch einen geschlossenen “analytischen”
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Funktionsausdruck definiert sind. Auf der Mittelschule ist eine prizise Definition
in der Regel nicht moglich, und die verschiedenen Vorstellungen verschwimmen
zu einem diffusen Bild. Der tiefere Grund hierfiir ist die Tatsache, dass Stetigkeit
im Kern ein topologischer Begriff ist.

Satz 5.3.1. Sind f: Q C R? — R™ und g: R™ — R! stetig, so ist auch deren
Komposition go f: Q C R? — R! stetig.

Beweis. Sei W C R’ offen. Da g stetig, ist V = g~!}(W) offen; da f stetig, ist
analog auch U = f~1(V) offen. Also ist

U=f'(V)=f"g (W) =(go f)~'(W)

offen, und die Behauptung folgt mit Satz O
Mit Beispiel B.I.3liii), Beispiel 5.6 und Satz 531 folgt

Satz 5.3.2. Sind f,g: Q C R? — R" stetig, so sind auch die Funktionen f +g
und af stetig, wobei o € R beliebig. Die stetigen Funktionen f: Q — R™ bilden
also einen R-Vektorraum, den Raum

CO (G R™) = {f: Q = R™; f ist stetig}.

5.3.1 Stetigkeit und Kompaktheit.

Stetige Funktionen auf kompakten Mengen haben eine Reihe von besonderen
Qualititen.

Satz 5.3.3. Sei K C R? kompakt, f: K — R™ stetig. Dann ist f(K) kompakt.
Beweis. Sei (V)¢ offene Uberdeckung von f(K). Setze

UL:f_l(‘/L)) vel

Da V, offen und f stetig, ist U, offen, + € I. Weiter gilt

K =["((K)) c f‘1<UK) =Uu.

el el

Da K kompakt, geniigen nach Satz [L31] endlich viele (U,,)1<i<r, um K zu
iiberdecken. Es folgt

FE) | J 1) = Ve
(=1 £=1

und (V,,)1<e<r ist endliche Teiliiberdeckung von (V,),er. Somit ist f(K) kom-
pakt nach Satz [£31] O

Ubung: Beweise Satz [(.3.3 mit dem Folgenkriterium.
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Lemma 5.3.1. Sei K C R kompakt. Dann ist K beschrinkt und es gibt a,b € K
mit
a=inf K=minK, b=supK = maxK.

Beweis. Wihle a € K mit ar, — inf K > —oco (kK — o0). Da K kompakt, gibt
es eine Teilfolge A C N, a € K mit ap, — a (k — oo, k € A), und

a= lim a; =inf K = min K.
k—oo, kEA
Insbesondere ist inf K > —oo. Analog fir b. O

Mit Satz [£.3.3] folgt:

Korollar 5.3.1. Sei K C R¢ kompakt, f: K — R stetig. Dann nimmt die
Funktion f thr Supremum und ihr Infimum an.

Beispiel 5.3.2. i) Sei f: [a,b] — R stetig. Dann ist f beschrinkt, und es
existiert zg € [a, b] mit
f(zo) = max f(x).

a<lz<b

ii) Analog existiert fiir kompaktes K C R? und stetiges f: K — R" ein vg € K
mit

1 (@o)ll = max | f ()] -
Beweis. Die Funktion F = ||-|| o f: K — R ist stetig wegen Satz [5.3.1] und
Beispiel B.1.4 O

5.3.2 Eine Norm fiir C°(K;R").

Die folgende Definition orientiert sich an den Eigenschaften der euklidischen
Norm aus Satz [2.5.2

Definition 5.3.2. Sei X ein R-Vektorraum. Eine Norm auf X ist eine Abbil-
dung ||| : X — R mit den Figenschaften

i) Definitheit: ||z|| > 0, ||z|| =0 < x =0, fir beliebiges x € X ;
ii) Positive Homogenitit: ||oz|| = |o ||z|| fir alle x € X, o € R;
iii) Dreiecks-Ungleichung: ||z + y|| < ||z|| + |ly|| fir alle z,y € X.

Sei K C R? kompakt, f : K C R? — R" stetig. Nach Beispiel [5.3.2lii) existiert

I flleomn) = sup [[f ()] < oo (5.3.1)

Satz 5.3.4. Sei K C R? kompakt. Dann definiert (5.3.0) eine Norm auf
CY(K;R%), die Supremumsnorm.
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Notation: Oft schreiben wir |[f|co statt ||f|lco(x;rn), wenn Definitionsbe-
reich und Bildbereich von f aus dem Kontext klar sind.

Beweis. i) Offenbar gilt ||f|/co > 0 fiir jedes f € C° und ||f|co = 0 genau
dann, wenn f = 0.

ii) Fiir A € R, f € C°(K;R") gilt:

[Afllco = sup [[Af (@)l = [Al sup [|f ()] = [Alllf]lco-
reK reK

iii) Fiir f,g € C°(K;R"™) und beliebiges z € K gilt

I(f + ) @) = [If(2) + g@)I| < [f @) + lg@)]| < I fllco + llgllco-

Es folgt:
If + glico = sup [ f(z) + g(@)l| < [Ifllco + llgllce-

5.3.3 Homoéomorphismen

Satz 5.3.5. Sei K C RY kompakt, f: K C RY — R™ stetig und injektiv. Setze
K = f(K) C R™.
Dann ist f~!: K ¢ R" — K C R? stetig.

Beweis. Betrachte ¢ = f~! : K — K. Sei A ¢ R? abgeschlossen. Dann ist
K N A kompakt, das Urbild

g7 (A) =g (KNA) = f(KNA)

von A unter g nach Satz[5.3.3] also ebenfalls kompakt, insbesondere abgeschlos-
sen. Nach Satz 522 ist f~! stetig. O

Alternativ kann man Satz[B.35 auch bequem mit dem Folgenkriterium beweisen.

Definition 5.3.3. Eine bijektive Abbildung f : Q C R? - Q c R”, fir die
sowohl f als auch f = f=1 stetig sind, heisst ein HomSomorphismus.

Bemerkung 5.3.2. Nach Satz [5.3.5] induziert eine stetige injektive Abbildung
f:10,1] = R? einen Homdomorphismus von I = [0, 1] auf das Bild f(I) C R?;
die Mengen I und f(I) sind “topologisch” nicht unterscheidbar. Derartige “Jor-
dankurven” konnen jedoch hochst kompliziert sein und eine Menge positiven
zweidimensionalen Masses iiberdecken. (“Peano-Kurven”; vergleiche dazu die
Ubungen.) Es stellt sich dann die Frage, ob der Dimensionsbegriff eine “topolo-
gische Invariante” ist. Dazu gilt der folgende Satz.

Satz 5.3.6. (Brouwer: “invariance of domain”) Sei f : A — B ein
Homdomorphismus der Mengen A C R%, B C R™, wobei A° # () # B°. Dann
gilt d =n.
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5.4 Aquivalenz von Normen auf R’.

Die Topologie der offenen Mengen in R ist durch die offenen Biille B,.(z) C R?
definiert. Neben der euklidischen Norm aus Satz 5.2 kann man auf R? jedoch
auch andere Normen mit den Eigenschaften geméss Definition B.3.2] erkldren.

Beispiel 5.4.1. Fiir 1 < p < oo definiert

d 1/p
2], = (vaﬂ) , = (x1,...,24) € RY,
=1

eine Norm auf R?, ebenso fiir p = oo der Ausdruck

2]l = max |zi], @ = (a1,...,24) € R

Fiir p = 1 oder p = oo ist die Dreiecksungleichung offensichtlich; in den Fillen
1 <p<2oder2 < p< oo werden wir die Dreiecksungleichung spéter beweisen.

Offenbar gilt fiir alle 2 = (z1,...,24) € R%, 1 < p < oo:

[l g = max || < [|z]], < Dzl =zl < dllzll - (5.4.1)
%

—— p=1

——— 1<p<?2

Definition 5.4.1. Zwei Normen ||~||(1), ||'||(2) : R? — R heissen &quivalent,
falls C > 0 existiert mit

1 1 2 1
VeeR*: & 2|V < l2)|® < =P (5.4.2)

Beispiel 5.4.2. Je zwei der in Beispiel [(.4.1] definierten Normen |||

) H.” )
P q
1<p,qg<oo sind wegen (EID) a"quivalent.
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D@

Bemerkung 5.4.1. Aquivalente Normen ||||( definieren dieselben of-

fenen Mengen.
Beweis. Fiir die Normkugeln BY (xo) ={z; ||z — z0||(i) < r} gilt mit (42

BU(x0) € B (x0) C B (0);

also ist zp € 2 innerer Punkt von 2 bzgl. ||~||(2) genau dann, wenn zy € (2
innerer Punkt ist bzgl. ||~||(1). O

B (x0)
k—\

BE) (wo)

Satz 5.4.1. Je zwei Normen ||-||(1), ||-||(2) :R? — R sind dquivalent.

Beweis. Es geniigt, den Fall ||-||(2) = |||l zu betrachten, wobei ||-||, wie in
Beispiel (4.7 die euklidische Norm bezeichnet. Der Kiirze halber schreiben wir

auch ||-|| anstelle von ||-||V).

Behauptung. [|-| : RY — R ist Lipschitz stetig bzgl. |||,
d
Beweis. Fiir z,y € R mit y — v = 2z = (21,...,24) = Y zi€; schiitze ab
i=1
d d
el =Nyl | < lle =yl =Nzl <Y lzell = Y lzil lles]
i=1 i=1
d
<O Jail < Cdmax|z| < Cd|lzlly = Cdflz —yll,.
i=1

O

Nach Satz ETAl) ist S~ := 0B:1(0) = {z € R%; ||z]|, = 1} C R? abgeschlos-
sen. Da S97! offenbar auch beschrinkt, ist S9! kompakt. Gemiiss Korollar
B3 gibt es Zonin, Tmazr € S1 mit

A= zmin|| = inf |z < sup [|lzf| = [|zmaal|l = A,
reSd-1 zegd—1

und 0 < A < A wegen der Definitheit von ||-|| gemiiss Definition Waéhle

C = max{A, 1}. Es folgt

e
(241

wie gewiinscht. |

1

vz € R%\ {0} : 5

<A< Hi <A<C,
[l

Im folgenden schreiben wir zur besseren Ubersichtlichkeit stets |x| anstelle von
||lz|| fiir die euklidische Norm von x € R9.
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5.5 Stetige Fortsetzung

Sei f:Q C R?— R" stetig.

Definition 5.5.1. F: Q C R? — R heisst eine stetige Fortsetzung von f,
falls F stetig auf Q und F|Q = i,

Unter welchen Bedingungen kann man f zu einer stetigen Funktion auf Q fort-
setzen? Offenbar ist die Existenz des Grenzwertes

lim f(x)=: F(xo)

r—x0, TEQ

notwendig und hinreichend fiir die stetige Ergénzung von f im Punkt xy.

Beispiel 5.5.1. i) Falls f: Q C R?% — R™ auf Q Lipschitz stetig ist, so ist f
gemiiss Satz B.1.3 auf Q stetig ergénzbar.

ii) Die Funktion f(z) = : R\{0} — R ist fiir # | 0 unbeschrénkt, daher nicht
stetig auf R fortsetzbar; vergleiche Beispiel B.L3iv).

Eine allgemeine hinreichende Bedingung fiir stetige Fortsetzbarkeit liefert der
folgende Begriff.

Definition 5.5.2. f: Q C R? — R" heisst gleichmissig stetig auf Q, falls
gilt:

Ve>030=6(e) >0Vr,y € Q: |z —y|<d=|f(x) — fly)] <e (5.5.1)

Vergleiche dies mit dem Weierstrass-Kriterium fiir Stetigkeit nach Satz [E.2.1t

Ve >0Vr € Q30 =6d(e,z) >0Vy e |z —y|<d=|f(z)— fly)] <e

Beispiel 5.5.2. Lipschitz stetige Funktionen (mit Lipschitz-Konstante L) sind
gleichmiissig stetig. (Zu e > 0 wihle § =¢/L.)

Satz 5.5.1. Sei f : Q € R? — R" gleichmdssig stetig. Dann existiert genau

eine stetige Funktion F : Q — R™ mit F‘Q = Ja

Beweis. Sei zo € Q\ Q, (zx)ren eine Folge in Q mit x;, — z¢ (k — o0).

Behauptung 1. (f(xk))keN ist eine Cauchy-Folge.

Beweis. Sei € > 0 vorgegeben. Wihle § = d(e) > 0 geméss (E.5.1]) und dazu
ko = ko(6) gemiiss Satz BE5.T mit

Vk, 0> kg: |$k —$g| < 4.
Mit (551) folgt dann
Vkag Z kO : |f('rk) - f('rl)| <€,

wie gewiinscht. O
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Also existiert a := limg— 00 f (k).

Behauptung 2. a = lim,_,4,, zeq f(x) =: F(z0).
Beweis. Sei (yr)ken C Q mit yp — zo (K — 00), und sei € > 0 vorgegeben.
Wihle dazu 6 = d(e) > 0 wie in (@5.1]), k1 = k1(8) € N so, dass fiir jedes k > ky
gilt |zx, — zol, lyx — 20| < 6/2, also auch

V> ko lye — xe| < |yr — zo| + |20 — 0| < 0.
Dann folgt mit (B.5.J) fiir £ > k1 und beliebiges £ > kq:

|f(ye) — al < [f(yr) = f(z)| + [f(2e) — Flzo)| < e+ [f(2e) — F(x0)].
Nach Grenziibergang ¢ — oo erhalten wir |f(yr) — a| < €, wie gewiinscht. O

Setze f: Q C R — R" fort zu F : Q C R — R" gemiiss Behauptung 2.

Behauptung 3. F:Q C R? — R" ist (gleichmiissig) stetig.

Beweis. Zu e > 0 wihle § = §(€) > 0 wie in (5.5.1)) fiir f. Seien xg,yo € Q mit
|zo — yo| < d. Wihle z,y € Q mit |z — y| < 6 und

[F(z0) — f(2)| + [F(yo) = f(y)| <e

Dies ist moglich gemiiss Behauptung 2. Mit (551 folgt:

|F'(20) = F(yo)| < [F(zo) = f(2)| + |f(z) = F(W)] + [F(yo) — f(y)] < 2e.

O

Schliesslich sei F; : § — R" stetig mit Fl‘Q

= f. Dann erhalten wir mit
Stetigkeit von F; und Behauptung 2 fiir alle zq € Q die Identitit

B (:CO) - z%itl,nmeﬂ B (ZL') - z—>iloI,anQ f(SC) - F(ZL'()),
und F; = F'. Die stetige Fortsetzung ist also eindeutig bestimmt. O

Definition 5.5.3. Seien Q@ € M C R?. Q heisst dicht in M, falls Q = M.

Beispiel 5.5.3. i) Sei F': RY — R” stetig und es gelte F‘Q =0, wobei Q C R?

dicht in R?. Dann gilt F = 0 auf RY. Insbesondere verschwindet jede stetige
Funktion F': R — R™ mit F‘Q = ( identisch.

ii) Gemiiss Satz [B.9.2 verschwindet die Funktion F(z) = Fap(z) —e* : R —» R
auf Q. Somit ist Fxp die eindeutig bestimmte stetige Fortsetzung der elementar
definierten Exponentialfunktion.

Beweis. Setze [ = F|Q : 2 — R™. Dann ist f = 0 gleichméssig stetig. Offenbar

sind sowohl F' als auch die Funktion Fy = 0 : R? — R” stetige Fortsetzungen
von f. Mit Satz B.5 Tl folgt F' = Fy = 0. O
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Satz 5.5.2. Sei f : K C R? — R" stetig, wobei K kompakt. Dann ist f
gleichmdssig stetig.

Folgerung. Falls Q C R? beschrinkt, also Q kompakt, so ist gemiss den
Sétzen B5.0] und die gleichmaéssige Stetigkeit von f : €@ — RR™ nicht nur
hinreichend sondern auch notwendig fiir die Existenz einer stetigen Fortsetzung
von f.

Beweis von Satz[5.5.2. Sei e > 0 vorgegeben. Da f stetig, gibt es zu jedem
zo € K ein § = 6(e,zg) > 0 mit

€
5

Die Balle (B5(6@0)(x0))zoef( bilden eine offene Uberdeckung von K. Da K nach
Annahme kompakt, gibt es x1,...,zp € K mit

Vee K: |z —ax| <26 =|f(x) — flzo)] < (5.5.2)

L
K C UBaE(.Tg), de=06(e,xy) >0, 1<¢<L.
=1
Wihle
0 = min &, > 0.
1<6<L
Seien x,y € K mit |z — y| < §. Wihle ¢ € {1,...,L} mit z € Bj,(x¢). Da
|z —y| < 6 < by, folgt z,y € Bas,(x¢). Mit (B52) erhalten wir
€

|[f(z) = flzo)l, [f(y) = flao)] < 5,

also

[f(@) = fW)l < [f (@) = flza)l + | f(y) = flz)] <e

5.6 Zwischenwertsatz und Folgerungen
Die Stetigkeit einer Funktion hat noch weitere Konsequenzen. Wir betrachten

zunéchst reelle Funktionen auf Intervallen.

Satz 5.6.1. Seien —oco < a < b < o0, und sei f: [a,b] = R stetig, f(a) < f(b).
Dann gibt es zu jedem y € [f(a), f(D)] ein x € [a,b] mit f(z) =y.
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Nach Satz L4 Tlist Satz B.6.0] ein Spezialfall des folgenden Satzes.

Satz 5.6.2. Sei f : Q C R? — R" stetig, ) zusammenhingend. Dann ist f()
zusammenhdngend.

Beweis. Seien V1, Vo C R"™ offen mit
@) cVviuVe, fQ)NV#0, i=1,2.
Setze U; = f~1(V;), i = 1,2. Da f stetig ist, sind Uy, Us relativ offen und
Q cC U; UUs, QnU; #0, 1 =1,2.
Da Q nach Annahme zusammenhiingend ist, gibt es o € Q N U N Us; also
fzo) € F()NVINTVa,

und f(2)NViNV; # 0, wie gewiinscht. O

Beweis von Satz[5.6.1. Gemiss Satz [L4TIlist I = [a,b] zusammenhéngend,
nach Satz also auch das Bild f(I) C R. Wieder nach Satz 4Tl ist dann
f(I) ein Intervall; insbesondere [f(a), f(b)] C f(I). O

Bemerkung 5.6.1. Alternativ kann man zum Beweis von Satz (.61l das “Bi-
sektionsverfahren” benutzen. Definiere a1 = a, by = b. Setze

a+b a+b

agza:al,bng,fallsf( 5 )Zy,
bzw. setze b b

ag = “;L by =b=by, falls f(%) <y,
so dass f(az) <y < f(ba) und |ag — ba| = 271 |a — b|. Allgemein seien ay, ..., ax
sowie by, ..., b bereits definiert mit

ap < <Sap <bp <<y
und f(ax) <y < f(br), |ar — br| =21"%|a — b).
Sei ¢ = %. Falls gilt f(c) > y, setzen wir
ap+1 =, b1 =¢
falls f(c) < y, setzen wir
ag+1 = ¢, brpi1 = by.

Wir erhalten in jedem Fall agi1 > ak, bpt1 < bp mit flars1) <y < f(bry1),
und

1 _
|ar+1 = brr1| = 5 lar — by| =2 *la 0.

Die Folgen (ay)ken, (br)ren sind monoton und beschrinkt. Nach Satz[B.32 gibt
es

a= lim ar <b= lim b,
k—o0 k— o0
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und mit Satz folgt
}675| = lim |ak — bk| =0.
k—o0
Das heisst, @ = b =: = € [a,b]. Da f stetig, folgt mit Satz schliesslich
y < lim f(by) = f(z) = lim f(ax) <y;
k—o0 k—ro0
also f(z) =y, wie gewiinscht.

Beispiel 5.6.1. i) Seip: R — R ein Polynom von ungeradem Grad. Dann hat
p eine Nullstelle.

Beweis. Beachte |p(z)| — oo fiir || — oco. OBdA p(z) — oo fiir z — oo.
(Sonst betrachte p = —p.) Da der Grad von p ungerade ist, folgt p(x) — —o0
fiir x — —o0, und die Behauptung folgt mit Satz[E.6.1 und Beispiel 5.31li). O

ii) Jede 3 x 3 Matrix A mit Koeffizienten in IR hat mindestens einen reellen
Eigenwert.

Beweis. Das charakteristische Polynom p von A hat Grad 3; die Nullstellen
von p sind genau die Eigenwerte von A. (Siehe: “Lineare Algebra”). O

Eine weitere Anwendung von Satz [5.6.1]ist der folgende Fixpunktsatz.
Satz 5.6.3. Sei f : [a,b] — [a,b] stetig. Dann gibt es xo € [a,b] mit f(z¢) = xo.

Beweis. Definiere die Funktion g(x) = . — f(z), « € [a,b]. Dann ist g : [a,b] —
R stetig mit
g9(a) =a— f(a) <0 <b— f(b) = g(b).

Nach Satz B.6.1] existiert xo € [a, b] mit g(zo) = 0; das heisst, f(xo) = 9. O

5.6.1 Monotone Funktionen

Definition 5.6.1. f: [a,b] — R heisst streng monoton wachsend, falls gilt

a<z<y<b= f(z) < f(y). (5.6.1)

Satz 5.6.4. Sei f: [a,b] — R stetig und streng monoton wachsend. Setze
f(a) =c, f(b) =d. Dann ist f: [a,b] = [c,d] bijektiv, und f~1 ist stetig.

Beweis. f ist injektiv mit f([a,d]) C [c¢,d] wegen (G.I) und surjektiv geméss
Satz B.6.1), also bijektiv. Die Stetigkeit von f~! folgt mit Satz O

Beispiel 5.6.2. Sei f :[0,1[U]2,3] = R gegeben mit
x, 0<xr <1,
f(x)_{ r—1, 2<z<3.

f ist stetig und streng monoton, aber f~1: [0,2] — R ist unstetig in y = 1.
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Die Annahme, dass der Definitionsbereich ein Intervall ist, scheint somit unent-
behrlich. Hingegen gilt ein zu Satz [(.6.4] analoger Satz auf offenen Intervallen.

Satz 5.6.5. Sei f: |a,b[— R stetig und streng monoton wachsend mit monoto-
nen Limites
—o00 < ¢:=lim f(z) < lim f(z) =: d < 0.
zla z1Th
Dann ist f: |a,b[—]c, d| bijektiv, und f=1 ist stetig.

Beweis. Wegen (L.6.1)) ist f: Ja,b[—]c,d[ injektiv. Weiter gibt es zu jedem
y €]c, d[ Punkte @, b €]a,b[ mit @ < b und f(@) < y < f(b). Geméss Satz [5.6.1]
existiert « € [@,b] mit f(x) = y; also ist f surjektiv und somit bijektiv.

Zum Nachweis der Stetigkeit von f~! an einer beliebigen Stelle y €]c, d[ argu-
mentieren wir mit dem Folgenkriterium. Seien @, b €la, b[ mit f(@) < y < f(b)
wie oben. Zu yi = f(zx) €lc,d[ mit yr — y (k — oo) wihle kg € N mit

VEk>ko: f(@ <yp < f(b), also auch @ < z3, <b.

Sei f die auf das abgeschlossene Intervall [, b] eingeschriinkte Funktion f. Auf
f ist Satz 5.6.4] anwendbar, und wir erhalten

(k—oo, k>ko)
— x

ar =" ) = (F) " (vk)

also ist f~! stetig. O

Beispiel 5.6.3. i) Sei n € N. Die Potenzfunktion R 3 « — 2" € R ist stetig
gemiss Beispiel [.3.11i), und sie ist streng monoton wachsend auf R4 =]0, oo
gemiss ([B.2.I). Mit Satz [B.6.5] folgt, dass die n-te Wurzelfunktion

IRA,. = Y = \"/g S ]R,+
stetig ist.

ii) Betrachte die Funktion Fxp: R — R aus Beispiel B.7.21).

Behauptung. Fxp > 0, Exp ist stetig und streng monoton wachsend mit
Ezp(R) =]0, oo

Beweis. Mit dem Additionstheorem geméss Korollar 3.8.1] folgt zunéchst
T \\2
VeeR: Exp(z) = (Exp(i)) >0,

wegen
Exp(z) Exp(—x) =1 (5.6.2)

also
Ve e R: Exp(z) > 0.

Weiter gilt fiir |h| < 1

> h
Z|h| || =0 (h—0),

|[Exp(h
P — |A]

S k
SR E
k=1
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also fiir x = g + h — 29 mit Korollar 3.8.1]
Exp(z) — Exp(xg) = Exp(xzo)(Exp(h) — 1) = 0, (5.6.3)
und die Funktion Ezp ist stetig. Da

Egcp(h)—1zzF > 0 fiir b > 0,
k=1

ergibt (B.6.3)) zudem die gewiinschte Monotonie
Ezxp(zo) < Exp(x) fir o < z = z9 + h.
Schliesslich gilt offenbar Fzp(x) — oo (z — o00); mit (56.2) folgt dann auch
Ezp(x) =1/Exp(—z) — 0 (z — —00). O
Gemiiss Satz besitzt Exzp: R —]0, 0o[ die stetige Umkehrfunktion
Log = (Exth)fl : 10, 00[— R.

Wegen der Identitit Exzp(z) = e fiir alle € Q gemiss Satz B.9.2] stimmt Log
iiberein mit dem natiirlichen Logarithmus Log = log. (Die vielfach gebriuchliche
Notation In verwenden wir nicht.) Mit

Exp(Log(x) + Log(y)) = Exp(Log(x)) - Exp(Log(y)) = zy
folgt zudem das Additionstheorem

Va,y > 0: Log(xy) = Log(x) + Log(y). (5.6.4)

Bemerkung 5.6.2. Die Eigenschaft (5.6.4) ermdoglicht das vereinfachte Mul-
tiplizieren mittels Rechenschieber oder Logarithmentafel (Jost Biirgi (1552-
1632)).

5.6.2 Topologische Anwendungen

Der Zwischenwertsatz hat umgekehrt auch topologische Konsequenzen. Insbe-
sondere erhalten wir nun einen eleganten Beweis fiir Satz 4.1l

Satz 5.6.6. Sei I = [0,1] = Qo Uy, wobei g, C I relativ offen mit Qo #
0 # Q1. Dann ist Qo N Qy # 0.

Beweis (indirekt). Sei I = Qo U Qq, wobei Qy # 0 # Q; relativ offen mit
Qo N Qy = 0. Definiere f: [0,1] — R mit

f(z){o, x € Qo

z € Q.

Dann ist f stetig gemiiss Satz [5.2.2] denn alle moglichen Urbilder @, Qq, Q1, T
sind relativ offen. Fiir a € o, b € 3 mit f(a) =0 < f(b) = 1 liefert Satz (.61
die Existenz eines Punktes = € [a,b] mit f(z) = 1/2, was der Definition von f
widerspricht. O
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Definition 5.6.2. Eine Menge Q@ C R? heisst (stetig) wegzusam-
menhingend, falls zu je zwei Punkten xg, 1 € 2 ein stetiger “Weg”
v: [0,1] = Q existiert mit v(0) = zo, ¥(1) = 21.

Beispiel 5.6.4. i) R? ist wegzusammenhiingend.

ii) Br(0) C RY ist wegzusammenhingend, und allgemein jede konvexe Menge.

Satz 5.6.7. Sei Q@ C RY stetig wegzusammenhdingend. Dann ist Q zusam-
menhdngend.

Beweis (indirekt). Sei Q = Qy U Qy, wobei Qo # 0 # Q; relativ offen in
mit Qo N Qy = 0, und sei v: [0,1] — Q stetig mit v(0) = zo, y(1) = =z fir
zwei Punkte zg € Qo, 1 € Q1. Dann sind E; = v~ 1(Q;) C [0, 1] relativ offen,
disjunkt und nichtleer, ¢ = 0,1, und [0,1] = Ep U E; im Widerspruch zu Satz
0.0.6l O

Falls Q C RY offen, so gilt auch die Umkehrung von Satz [5.6.71

Satz 5.6.8. Sei Q C R? zusammenhdingend und offen. Dann ist Q wegzusam-
menhdngend.

Beweis. Fixiere einen beliebigen Punkt xy € Q. Setze
Qo = {z1 € Q; Iy € C°([0,1;Q) : 7(0) = zo,¥(1) = 21},

und definiere Q3 = Q\ Q. Da Q offen, gibt es zu 21 € Qy C Q ein r > 0
mit B,(xz1) C Q. Mit Beispiel £.6.4lii) erhalten wir fiir jedes x5 € B, (z1) durch
Aneinanderhéngen eines Weges 1 von xg nach x; und eines Weges v von x
nach x5 einen Weg v von xy nach zs, mit

(t) = 71(2t), 0<t<1/2,
T et -1, 12<t<,
Es folgt B, (x1) C Qo; die Menge € ist also offen.

Analog ist Q; offen: Sei 3 € QO = Q\ Qp und dazu r > 0 mit B,(xz2) C Q.
Falls ein 21 € B,(z2) existiert mit z; € g, so liefert das obige Argument
x9 € By(x2) C Qo im Widerspruch zur Annahme x5 ¢ Q.

Da zg € Qg # 0, und da Q nach Annahme zusammenhingend ist, folgt Q1 = 0,
wie gewiinscht. O
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5.7 Folgen stetiger Funktionen

5.7.1 Punktweise und gleichmissige Konvergenz

Sei @ ¢ RY, und seien f, fr: Q@ — R", k€ N.
Definition 5.7.1. Die Folge (f)ren konvergiert punktweise gegen f, falls

qgilt
Ve e Q: fr(z) = f(z) (k— o0).

Beispiel 5.7.1. Sei fi(z) = 2%, k€ N, 0 <z < 1. Offenbar gilt

k—o0 0, =<1,
fk(x)( =8 )
1, z=1,;

die Folge (f)ren ist also punktweise konvergent. Beachte, dass fi: [0,1] = R
fiir jedes k € N stetig ist, die Limesfunktion f: [0,1] = R mit

0, <1
f(x)={1’ e

hingegen nicht.

/

Definition 5.7.2. Die Folge (fr)ren konvergiert gleichmissig gegen f,
Ix s f (k= 0), falls

sup |fe(z) = f(@)] =0 (k— oo).

Bemerkung 5.7.1. i) Gleichméssige Konvergenz impliziert punktweise Kon-
vergenz.

ii) Falls Q ¢ R kompakt ist und falls f, fy stetig (oder stetig auf Q ergéinzbar),
dann ist gleichméssige Konvergenz von (fi) gegen f dquivalent zur Bedingung

Ife = fllco@mny = 0 (k— o0).
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Daher sagt man anstelle von gleichméssiger Konvergenz auch normale Konver-
genz oder Normkonvergenz

o0

Beispiel 5.7.2. Seien (ax)ren, C C, p(z) = Y apz* die Potenzreihe in z € C
k=0

mit Konvergenzradius

1

0<p=
lim supy., o, 4/]ax]

< 00.

Nimm an, p > 0. Dann konvergieren die Polynome

n—1
pn(z) = Z apz®
k=0

gleichmiissig gegen p auf B,.(0) fiir jedes r < p.

Beweis. Wikle r < s < p. Fiir |z| < r schétze ab
oo o0
k k
p(2) = pa(2) < Y larl |27 < D lax|r
k=n k=n

= }iw (g)’zk < (g)”i jag| 5 =0 (n = o),

k=0
——
<oo

gleichméssig in z. O

Welche Konsequenzen hat die gleichméssige Konvergenz? Ist p insbesondere
stetig in B,(0)?

Satz 5.7.1. Seien fr: Q@ C R? — R" stetig, k € N, und sei f: Q — R".
Weiter gelte fy A f (k — o0). Dann ist f stetig.

Beweis. Fixiere xg € Q. Zu € > 0 wahle kg € N mit

Wk > ko sup | fi(e) — 1(x)] <
zeQ

Fixiere k = ko. Da fj, stetig, gibt es § > 0, so dass gilt
Vo € Q: |z — ol <= |fro (@) — fro(20)| <.
Fiir alle z € Q mit |z — x| < 0 folgt
|f (@) = Fzo)l <[ (@) = fro (@) + [ fro (2) = fro (@0)] 4 [fio (0) — f(20)| < 3e.
Nach Satz B.2.1list f stetig in zo; da z( beliebig, folgt die Behauptung. O

Korollar 5.7.1. Potenzreihen sind stetig im Innern ihres Konvergenzkreises.

Beweis. Unmittelbar aus Satz [5.7.1] mit Beispiel B.7.2] O
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5.7.2 Monotonie und Konvergenz

Mit Hilfe der Ordnungsstruktur von IR kann man die Aussage von Satz [5.7.1] in
gewissen Féllen auch umkehren.

Satz 5.7.2. (Dini) Sei K C R? kompakt, fr, : K C R® — R stetig, k € N.
Weiter sei f: K — R, und es gelte

Ve e K: fr(x) < fir1(z) = f(z) (k— 00).

Falls dann f stetig ist, so konvergiert (fi)ren sogar gleichmdssig gegen f.

Bemerkung 5.7.2. i) Das Beispiel .70 mit fx(x) = 2*, k € N, zeigt, dass
die Stetigkeit von f und die Kompaktheit von K notwendig sind.

ii) Auch die Monotonie der Konvergenz ist notwendig, wie das Beispiel der
Funktionen fj: [0,1] = R zeigt mit
fr(z) = max{min{kx, 2 — kz},0}, k€ N.
Beweis von Satz[5.7.2. Seie > 0. Zu xp € K wihle ko = ko(e, z9) € N mit
Vk>ko: flzg) —e < frlzo) < fxo)-

Fixiere k = ko und wéhle § = d(e, zg, ko) > 0 mit

Vo e KN Bs(xo): |f(x) = f(wo)l + [fro () — fro(z0)| <€

Fiir € KNBs(zo) und k > ko = ko(€, zo) folgt mit der punktweisen monotonen
Konvergenz

F(@) 2 fu(@) > foo(@) 2 fio(w0) — € > [(20) — 2 > fla) ~ 3 (5.7.1)

das heisst,
Vk > ko(e,xo) : sup [fr(x) — f(2)] < 3e.

x€KNBs(xo)
Die Familie (35(10)(:00))106}(’ wobei wir fiir jedes xg € K zur Abkiirzung

§(zo) = 8(e, 20, kole,z0)) schreiben, ist eine offene Uberdeckung von K. Da
K nach Annahme kompakt ist, gibt es x1,...,zp € K mit

L

K C U B(;K(SCZ),
/=1

wo 0 = 6(zg) > 0,1 < ¢ < L. Dann gilt fiir k¥ > maxi<¢<y, ko(€, z¢) mit (7T
gleichmissig fiir alle x € K die Abschéitzung

[fe(z) = f2)] < max  sup  [fi(x) = f(z)| < 3€

1<4<L mEKﬁBge (z¢)

also fi 23 f (k — o0). O

Eine weitere Variante einer Monotoniebedingung erscheint im néchsten Satz.
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Satz 5.7.3. (Pdélya-Szegd) Sei I = [a,b], fr: I — R monoton wachsend,
k € N. Weiter sei (fr)ren punktweise konvergent gegen f: I — R. Dann ist
f ebenfalls monoton wachsend. Falls f zudem stetig ist, so konvergiert (fi)reN
gleichmidssig gegen f.

Bemerkung 5.7.3. Die f; miissen nicht stetig sein.

Beweis von Satz[5.7.3. Monotonie von f folgt mit SatzB.2Z2liv). Sei f stetig,
nach Satz also gleichmiissig stetig. Zu € > 0 wiihle 6 = §(¢) > 0 mit

Vo,yel: lv—y|l<26=|f(z) - f(y)l <e
Fixiere g € I, und seien x1, x5 € I mit
19— 0 < a1 <29 <9 < TQ + 0.
Wihle ko = ko (e, 21, 22) € N mit
Vk>ko: |fu(zi) — f(@:)] <e i=12

Fiir « € [x1,22] C I und beliebiges k > kg folgt mit Monotonie von f; und f
die Abschitzung

fr(@) — f(z) < fi(xe) — f(z1) = fr(z2) — fl@2) + f(22) — f(71) < 265
analog
fr(@) = f(@) = fr(a1) = fa2) = frlwr) = f(@1) + f(z1) = f(z2) > —2e.
Das heisst,
Vk>ko: sup |fu(z)— f(z) < 2e

r1<x<x2
Endlich viele Intervalle Bs(z¢), 1 < £ < L, und damit endlich viele Intervalle
[zgé), xée)] mit geeigneten xge), xg) € Bs(z¢), 1 < ¢ < L, iiberdecken I. Es folgt

> : — <
Vk > 11;1@322 ko Sl}p Ife(z) — fa)] < 2,

wobei kp = E(e, :Cge), :Ege)), 1 </ < L, wie gewiinscht. ([l

5.7.3 Der Raum C°(Q)
Sei 2 C R beschrankt, und sei

CO'(Q) = CO([R™) = {f: Q = R"; f ist stetig auf Q ergéinzbar}
mit der Norm

[fllco@mny = fllce = sup [f(@)], feCQ),

gemiiss Abschnitt 5.3.2. Sind Cauchy-Folgen (fi)renx in C°(Q;R") analog zu
Satz konvergent?
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Satz 5.7.4. Sei (fx)ren Folge in CO(Q;R™) mit

1fe = fillgo =0 (k1 = o0).

Dann gibt es f € CO(Q;R™) mit fy s f (k— ).
Beweis. Fiir jedes zg € ) ist wegen

|fx(x0) = filwo)| < Slelg|fk($) — fitx)] = Ifr = fillgo — 0 (k,1 — o0)

die Folge (fx(w0))ken Cauchy-Folge in R". Also existiert geméss Satz [3.6.2 fiir
jedes xg € ) der punktweise Limes

f(zo) = kliglo fr(x0).
Weiter gilt
|fiu(z) — f(2)] = Jim | fe(z) — fi(z)]

<limsup || fx — fillco = 0 (k= 00),
=00

gleichmissig in z; das heisst, fi ey f (k= o0), und mit SatzB.TT]ist f zudem
stetig auf Q. O

Bemerkung 5.7.4. i) Gemiss Satz [5.7.4] ist der Raum C°(Q;R"™) metrisch
vollstéandig beziiglich der Supremumsnorm; er ist ein Banachraum.

ii) Im Unterschied zu den uns bisher bekannten Riumen ist der Raum C°(€; R")
unendlich-dimensional. Betrachte zum Beispiel die Funktionen fr € C°([0,1])
mit
fe(z) = max{min{2*z,2 — 2¥2} 0}, k € N.
Behauptung. Die Funktionen (fi)ren sind linear unabhéngig.
Beweis (indirekt). Seien aq,...,a, € R™\ {0} mit
arfi+afo+...+anfn=0

fiir ein n > 2. Sei ko = min{k; ay # 0}, und fixiere x = 2750, Fiir k > ko gilt
dann fi(z) = 0, wihrend fr,(x) = 1; also

ak, = Y apfi(x) =0
k=1

im Widerspruch zur Wahl von k. [l

iii) Abgeschlossene und beschrinkte Teilmengen von C°(Q) sind im Allgemei-
nen nicht folgenkompakt (und auch nicht iiberdeckungskompakt), wie das Bei-
spiel (7Tl zeigt. Die Folge der Funktionen f;, € C°([0,1]) mit fi(z) = 2%, k € N,
konvergiert punktweise gegen die unstetige Grenzfunktion

0, 0<z<1,
f(z){ 1, z=1,
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kann also keine C°-konvergente Teilfolge haben. Die Menge
A= {fy; ke N} cC’o,1])

ist somit (folgen-)abgeschlossen und beschrénkt aber nicht folgenkompakt.

Ebenso wie R die rationalen Zahlen @ als abzéhlbare dichte Teilmenge enthilt,
so gibt es iiberraschenderweise auch in CY(€; R™) stets abziihlbare dichte Teil-
mengen; das heisst, C°(2) ist separabel.

Falls insbesondere €2 ein Intervall in IR ist, so gilt beispielsweise der folgende
Satz.

Satz 5.7.5. (Weierstrass) Seil = [0, 1], und sei f € C°(I) gegeben. Dann gibt
es Polynome py, mit rationalen Koeffizienten, k € N, so dass pg y f (k— ).

Beweis. Sei € > 0 vorgegeben. Da f € C°(I) nach Satz[5.5.2 auf I gleichmiissig
stetig ist, gibt es ein 6 = d(e) > 0 mit

Ve,yel: |z—yl<d=|f(x)— fly)] <e (5.7.2)
Wihle 0 =29 <21 <...<2zny =1 mit
§/2 <|xp —xpn_1| <6, 1<n<N=N()<2/6.
Fir H : R — [0, 1] mit

0, =<0,
H(x):{ 1, >0

betrachte die stiickweise konstante Funktion

g9(x) = f(wo) + Y (f(wn) = fawn—1))H(z — zp)
n=1
mit
g(z) = f(z,) firz, <z <zp41, 0<n<N.
Mit (57.2) folgt
sup /(@) = g(2)] = max Lo |f(z) = f(zn)| <e (5.7.3)

Behauptung 1. Es gibt ein Polynom ¢ : R — R mit 0 < ¢(z) < 1 fiir
—1 <2z <1, s0 dass
sup [H(z) —q(z)| <.
5<lel<1

Bewets. Betrachte zunéchst die Folge von Polynomen
qr(z) = (1 - xk)Qk, 0<z<1.

Mit Bernoulli folgt fiir 0 < z < o := 1%5 < % und geniigend grosses ko = ko(4):

Vk>ko: 1> qule) > qe(a) = (1—a®)? >1-2%ab =1— (1 -6 >1-4.
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Analog gilt fiir 1 >z > 8 := 1—;6 > 1 und geniigend grosses ko = ko (d):
2k 2
1 1 1 Bk )
Vk > ko : > = =(1+
V) T a(B) (16k) ( L pF
Qkﬂk X
>1+ >14+(1+6)">1/6;

> 1= gk =

also
Vk>ko, 1>a>08: 0<qgx) <6

Das Polynom ¢ mit
1—2
9(2) = aro (—5—)

erfiillt dann unsere Behauptung. |

Sei ¢ gemiss Behauptung 1 gewéhlt. Setze

p(:c) = f(xO) + Z (f(xn) - f(xnfl)) Q(z - xn)

Dad/2 < xp —xp—1 <0,1 <n<N,gibt eszuzxel0l]ennge{0,...,N}
mit
Tnp—2 < T —0 < Tpy ST < Tpg+1 < T+ 6 < Tpgys;

insbesondere folgt x — x,, > d fiir n < ng — 2 sowie x,, — x > J fiir n > ngy + 3.

Mit (B73) erhalten wir fiir jedes @ € I die Abschéitzung
[f(z) = p()] < [f(x) — g(2)| + |g(z) — p(z)|
N
<et D> [f(mn) = f@n)|(H = q)(x — z)|.
n=1

Wiéhle ng mit x5, < 2 < Zp,4+1 und schitze ab mit (5.7.2) und Behauptung 1:

N
D 1 @n) = FEa-)|[(H = g) (2 — 2]

no+2
< Ne sup |H(z)—q(z)|+e¢ Z [(H — q)(z — 2,)| < Neb + 4e < 6e,
6<|z|<1 n=ng—1

wobei wir benutzen, dass geméss Behauptung 1 stets gilt |H(z) — q(z)| < 1.

Es folgt die Abschétzung |f(z) —p(z)| < Te, gleichmissig in . Schliesslich kann
man offenbar p bis auf den Fehler ¢ auf I durch ein Polynom mit rationalen
Koeffizienten annéhern. O

Bemerkung 5.7.5. Die Menge der Polynome mit rationalen Koeffizienten ist
analog zu Satz 2.4.1] und Bemerkung 2.4.T] abzahlbar.



Kapitel 6

Differentialrechnung auf R

6.1 Differential und Differentiationsregeln

Sei 2 C R offen, f: O — R, z¢ € Q.
Definition 6.1.1. i) f heisst differenzierbar an der Stelle xzo, falls der

Grenzwert
Tam f(l‘) B f(.’Eo) =o fl(l‘O) _ df

T—T0, THXQ T — Xo : E(IO)

existiert. In diesem Fall heisst f'(xo) die Ableitung oder das Differential von
f an der Stelle x.

ii) Analog heisst f = (f1,...,fn): @ = R™ an der Stelle x¢ differenzierbar,

falls jede der Komponentenfunktionen f; an der Stelle xo differenzierbar ist,

und fl(l‘O) = (f{(l‘0)7 ) f;z(xo))

Bemerkung 6.1.1. Geometrisch entspricht der Differenzenquotient %ﬁmo)
der Steigung der Sekanten durch die Punkte (x, f(x)), (o, f(xo)) des Gra-
phen G(f), das Differential f'(z¢) der Steigung der Tangente an G(f) im Punkt

(wo, f(x0))-

Definition 6.1.2. f: Q2 — R"™ heisst auf ) differenzierbar, falls f an jeder
Stelle xo € Q differenzierbar ist.

Beispiel 6.1.1. i) Sei f(z) = mz + b, 2 € R, mit Konstanten m, b € R. Es
gilt

YV # xg : _f(zm):iix()) =m;

also ist f an jeder Stelle xg € R differenzierbar mit f’(xq) = m.

ii) Die Funktion f(z) = |z|, z € R, ist an der Stelle zg = 0 nicht differenzierbar,

109
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da

T A ol AC) ey | SRR C) R A O ST ST
10 x—0 z10 I z10 x—0 zl0 x

iii) Sei f(x) = Exp(x), x € R. Mit KorollarB&Tlfolgt fiir g # = = zo+h € R

Exp(xo + h) — Exp(x) _ Exp(zo)(Exp(h) — 1)
h h

X k-1

k!

= Exp(zo) — Eap(zo) (h—0);

k=1
das heisst, die Funktion Fxp: R — R ist an jeder Stelle xy € R differenzierbar
mit Exp’(zg) = Exp(zo), oder

Exp' = Exp.

iv) Ebenso wie vektorwertige Funktionen werden Funktionen f: R — C =
R? komponentenweise differenziert. Betrachte die in Abschnitt 3.9. definierte

Funktion
f(t) = Exp(it) = Cos(t) +1i Sin(t), t€R.

Analog zu iii) gilt fiir tg At =tg + h € R

f@) = fto) _ ., Brp(ih) — 1
mit Bap(ih) — 1
xp(th) — )
== i (b 0).

Es folgt, dass f an jeder Stelle ty € R differenzierbar ist mit
f/(to) = COS/(to) +1 Sin/(to)
= iExp(ity) = —Sin(ty) + 1 Cos(tp).

Das heisst,
Cos' = —Sin, Sin’ = Cos.

“Differenzierbarkeit” ist mehr als “Stetigkeit”; genauer gilt:

Satz 6.1.1. Ist f: Q — R differenzierbar an der Stelle xo € 2, so ist f an der
Stelle xo auch stetig.

Beweis. Fiir (zx)ken C Q mit z, — 29 (kK — 00) gilt gemiiss Satz B.2.2
f(xy) = f(o)

flaw) = fzo) = —
Tk To

(z —x9) = 0 (k= o0, 2k # x0),
——

=0
—f'(z0)

bzw.

f(‘rk) - f(xo) - 0, faHS T = Xg.
Also folgt in jedem Fall f(xzx) — f(xz0) (K — o0), wie gewiinscht. 0
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Bemerkung 6.1.2. i) Das Beispiel [£.1.7lii) der Funktion f(z) = |z|, z € R,
zeigt jedoch, dass stetige Funkionen nicht unbedingt iiberall differenzierbar sein
miissen; vergleiche auch Beispiel [6.43liv).

ii) Es gibt sogar stetige Funktionen f: R — IR, die an keiner Stelle zp € R
differenzierbar sind (“Koch-Kurven”); vergleiche dazu die Ubungen.

6.1.1 Differentiationsregeln

Satz 6.1.2. Seien f,g: Q@ — R an der Stelle xg € Q) differenzierbar. Dann sind
die Funktionen f + g, f-g und, falls g(xo) # 0, auch die Funktion f/g an der
Stelle xy differenzierbar, und es gilt

i)
(f +9) (z0) = f'(x0) + ¢’ (20),
ii)
(f9) (x0) = f'(z0)g(x0) + f(x0)g' (x0),
iif)

f'(w0)g(x0) — f(20)g' (20)
92(x0) '

(f/9) (x0) =

Beweis. i) Fiir z € Q, x # x9, folgt mit Satz B.2.2]
(f+9)@) = (f+9)(x0) _ fz) = flwo) | g(x) = g(wo)

r — X0 r — X r — X
(x—x0)

= f'(x0) + g’ (20);

also ist f + g differenzierbar an der Stelle zy mit

(f +9)(x0) = f'(x0) + g’ (20)-

ii) Analog folgt mit Satz und
(f9)(z) = (f9)(xo) _ (f(x) = f(w0))9(2) + f(z0)(9(x) — g(o))

Tr — X9 Tr — X9
_f@) = f=o) 2y 9(2) = 9(z0)
E— g(z) + f( 0)7z7$0
2 1 (20)g(wo) + f(wo)g (o)

die gewiinschte Aussage fiir f - g.

iii) Wegen ii) geniigt es, den Fall f = 1 zu betrachten. Mit Satz [G.1.1] folgt aus
g(xo) # 0, dass g(x) # 0 fiir alle 2 in einer Umgebung von xg, und g(x) —
g(xo) (x = zo, € Q). Mit Satz B.22 erhalten wir

1 1

5@ —seo) _ 9(@o) —g(z) 1 @owoatwo) g (o)

T — X0 Tr — Zo g(x)g(xo) 92(350) .
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Beispiel 6.1.2. i) Fiir n € N ist die Funktion f(z) = 2", « € R, differenzier-
bar mit f/(z) = na"~ .

Beweis (Induktion). n = 1: Siehe Beispiel [.1.111).

n — n + 1: Setze f(r) = 2™, g(z) = z. Nach Induktionsvoraussetzung sind f
und g differenzierbar mit

F'(@) = na", g'(w) = 1.

Mit Satz [6.1.2Lii) folgt

dx" !
T (@) = (f9)'(@) = f'(@)g(x) + f(2)g'(z) = (n + 12"
(|
ii) Polynome p(z) = an2™ + -+ + a1 + ap sind auf R differenzierbar mit

p'(z) = napa™ '+ +ay.

iii) Rationale Funktionen r(z) = % sind auf ihrem Definitionsbereich

Q={zeR; q(z) # 0}
differenzierbar, und
,_Pa—pd
r = — s
q

ist wieder eine rationale Funktion auf €.

Satz 6.1.3. (Kettenregel) Sei f: Q — R an der Stelle xg € Q differenzier-
bar, und sei g: R — R an der Stelle yo = f(xo) differenzierbar. Dann ist die
Funktion go f: Q — R an der Stelle xo differenzierbar, und es gilt

(go f) (zo) = g'(f(x0))f' (o).

Beispiel 6.1.3. Fiir affine Funktionen
f@)=mz+c, gly)=Ily+d
gilt
(90 f)(&) = l(ma +¢) +d = (Im)a + (e + d),
und daher
(9o f) (x0) = lm = g'(f(w0)) - ' (wo).
Beweis von Satz[6.1.3. Fir x € Q mit f(zr) # f(xo) schreibe

(o f)(x) = (go f)wo) _ g(f(x)) — g(f(x0)) [f(x)— flz0)

T — o f(@) = f(zo) T = o

Sei (2g)ken C Q mit z — x¢ (K — 00), und sei f(zx) # f(xo), k € N. Da nach
Satz B TT mit x — xo auch f(xr) — f(zo) (k — 00), erhalten wir

i (82 D) = (g0 f)(o)

k—o0 Tk — o

= g'(f(z0))f' (o) (6.1.1)
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Falls fiir eine Folge xp — z¢ (k — 00) gilt

T # 0, f(wk) = f(w0), kK €N,

so erhalten wir

f(xr) = f(=o)

f'(wo) = lim =0,
k— o0 T — X
e (f(@)) = 9(f (o))
. TE)) — x
khm PITR)) Z TIE0N) = 9'(f(0)) ' (20).
—00 T — X0
Zusammen mit ([GIT]) liefert dies die gewiinschte Konvergenz nun auch fiir jede
Folge (zx) C Q mit xy — zo (k — 00). O
Bemerkung 6.1.3. In der Notation
dlgof), _dg df
T (o) = S (F(@o)) - 5 (wo)

kann man sich die Kettenregel leicht merken.

Beispiel 6.1.4. i) Die Funktion
= (23 + 4z +1)% = 2% + 82" + 223 + 1622 + 8z + 1
ist von der Form g o f mit
9y) =v*, f(z) =2° +4x+ 1.
Beispiel [6.1.21i) und Satz ergeben

d
—(2® + 4z + 1) = 2(2® + 4z + 1) - (32 + 4) = 62° + 322> + 62 + 322 + 8.
dx N—— N——

=9 (f(@)) =f'(x)

ii) Die Funktion ¢ +— e, wobei A € R fest, ist von der Form g o f mit

glz) = e, f(t) = At.
Mit Beispiel [6.1.711) und iii) folgt

d (ez\t

Ato X A
dt <

=ty =~ <~
=g’ (f(to)) =f'(to)

iii) Analog gilt mit g = f = Exp gemiiss Beispiel [G.11iii)
d ( em) e”o o

— (e = e . .
dx T=x0 ~~ ~~—

=g’ (f(z0))=ef(=0) =f"(z0)

6.2 Der Mittelwertsatz und Folgerungen

Im folgenden betrachten wir stets differenzierbare Funktionen auf einem Inter-
vall Q =]a, b[C R.
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Satz 6.2.1. Seien —oc0 < a <b < 0. Sei f: [a,b] = R stetig und differenzier-
bar in |a,b[. Dann ezistiert xo €|a,b[ mit

f(6) = f(a) + f'(z0) (b — a);
das heisst,

ist die Steigung der Sekante durch die Punkte (a, f(a)), (b, f(b)) € G(f).

Beweis. i) Zunichst betrachten wir den Fall, dass zusitzlich gilt

fla) = f(b) =0.
Nach Korollar B3] und Beispiel B.3:21) gibt es z, T € [a, b] mit

fl@)= min f(z) <0< max f(z) = f(@).

a<z<b
Falls f(z) = 0= f(%), so ist f = 0; also gilt f'(z) = 0 fiir alle z €]a, b].

Andernfalls sei o0BdA f(z) > 0. (Sonst betrachte die Funktion f = —f.) Dann
gilt offenbar a < T < b, und es folgt

0o i LD I@) s f) - @)
zlT Tr— 1T Tr—

also f'(Z) = 0.

ii) Fiir allgemeines f betrachte die Funktion ¢: [a,b] — R mit

f) ~ f(@
9(@) = f@) = (f@) + 55—~ a)).

Offenbar ist g stetig auf [a, b] und in ]a, b] differenzierbar mit

g@) = f(w) - 1O,

Weiter gilt g(a) = 0 = g(b). Mit i) folgt die Existenz von zg €]a, b[ mit g’'(xo) =
0. Die Behauptung folgt.

x €la,bl.

O
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Als erste Anwendung folgt sofort:

Korollar 6.2.1. Sei f wie in Satz[6.2.1]

i) Falls f' =0 auf|a,b|, so ist f konstant.

ii) Falls f' >0 (bzw. > 0) auf ]a, b, so ist f (streng) monoton wachsend.
Beweis. i) Fir a <z <y <b gibt es zg €]z, y[ mit

f(y) = f(=)

= f'(z0) = 0.
y—x

ii) analog.
(|

Beispiel 6.2.1. i) Fiir eine differenzierbare Funktion f: R — R und ein A € R
gelte die Beziehung f/ = Af, also

VteR: f'(t) = \f(t).

Dann gilt
VteR: f(t) = f(0)e.

Beweis. Betrachte die differenzierbare Funktion g mit

g(t) = % = eiMf(t), t € R.

Mit Satz und Beispiel [6.1.4lii) folgt

G0 = D) (1) + e () = e (A0 + 1) = 0

fiir alle t € R; also

gemiss Korollar [6.2.711), und
VteR: f(t) =eMg(t) = f(0)eM.

ii) Die Funktion f: z — % erfiillt geméss Satz [6.1.2)

gy 2(0+a?) —4x? 2(1 —a?)
e ==—arwp  ~azap <0

fiir x > 1; also ist f: ]1, 00[—]0, 1] streng monoton fallend.

Korollar 6.2.2. (Bernoulli-de I’Hospital) Seien f,g: [a,b] — R stetig und
differenzierbar in |a, b] mit ¢'(x) # 0 fiir jedes x €]a,b]. Weiter gelte f(a) =0 =
g(a), und es existiere der Grenzwert

L@
ala g'(x)
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Dann ist g(x) # 0 fiir alle x > a, und es gilt

f(z)

lim —= =
zla g(x)

Beweis. i) Falls g(x) = 0 fiir ein « > a, so gibt es nach Satz[62Tein z¢ €]a, z]
mit ¢’(x0) = 0 im Widerspruch zu unserer Annahme.

ii) Fiir festes s > a betrachte die Funktion
f(s)
9(s)

Die Funktion h: [a, s] — R ist stetig und differenzierbar in ]a, s[ mit h(a) = 0 =
h(s). Nach Satz gibt es z = x(s) €la, s[ mit

ha) = =—=g(x) = f(x), =€ [a,s].

0=H(x)= {19 () ~ (o)
das heisst,
[s) _ @)
9(s)  g'(z)’

Mit s — a folgt dann z(s) — a, und

1) o @)

g(s)  wla g'(x)

Beispiel 6.2.2. i) Es gilt

vergleiche Beispiel B.1.11
ii) Mit Beispiel B Tliv) erhalten wir
Sin(x) Cos(z)

lim —— = lim ———— = 1.
x—0 x x—0

iii) Man kann die Bernoullische Regel auch mehrmals anwenden. Mit ii) folgt
SO

lim 1- C’;)s(z) _ lim Sin(zx) _ 1

z—0 T z—0 2z 2
Es gibt viele Varianten der Bernoulli-de I’'Hospitalschen Regel. Oft kann man
jedoch auch ohne Gebrauch dieser Regeln durch geschicktes Umformen zum Ziel

gelangen.

Beispiel 6.2.3. i) Beachte, dass mit

Exp(x) phtt 1 x
> I 0
P T A o T U )
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auch gilt
1
: k_—x\ _ 712 _
th (:c e ) = th 7(Ezp(z)) =0.
:Ek

ii) Fiir beliebiges o > 0 und x > 0 definieren wir
% := Exp(aLog(x)).

Mit Korollar B8] erhalten wir im Falle « = 1/n, n € N, fiir jedes > 0 die
Gleichung

(Bxp(- Log(x)))" = Bap(Log(x)) = .

Die abstrakte definierte Potenzfunktion stimmt also fiir @ = 1/n iiberein mit
der in Beispiel 5.6.3l1) definierten Wurzelfunktion; wie in Satz[B:9.2 erhalten wir
dasselbe Resultat fiir jedes a € Q.

Analog zu i) wollen wir nun den Limes des Ausdrucks z®Log(z) fir = | 0
bestimmen. Nach Substitution y = —aLog(z) mit y — oo fiir « | 0 erhalten wir
¥ =e"Y und

1
li *L =——1 “Yy) = 0.
zlfol(x og(z)) im (e7Yy) =0

Q y—oo
iii) Da Fxp stetig, folgt mit ii) nun auch
lzi?& = lxiﬁ}(Exp(zLog(:c))) = Exp(0) = 1;
vergleiche Beispiel B2.11iii).

Eine weitere Anwendung des Mittelwertsatzes erhalten wir durch Koppelung
von Korollar [6.2.T1ii) mit Satz (.65

Satz 6.2.2. (Umkehrsatz) Sei f: |a,b[— R differenzierbar mit f" > 0 auf
la,b[, und seien

—oco<c= inf f(z)< sup f(z)=d< 0.
a<z<b a<z<b

Dann ist f: ]a,b[—]c,d| bijektiv, und die Umkehrfunktion f=1:]c,d[— R ist
differenzierbar mit

Ve €la,bf: () (f2) = (f'(2)) 7,

oder

Vy €le, d[: (f_l)/(y) = W)

Beweis. Gemiiss Korollar [5.2.T1ii) ist f streng monoton wachsend und zudem
stetig nach Satz B.I.1l Nach Satz B.6.5 ist f: |a, b[—]c, d[ bijektiv, und £~ ist
stetig.

Behauptung. f! ist differenzierbar mit (ffl)/(f(xo)) = m fiir jedes xg.
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Beweis. Fixiere yg = f(x9). Sei (yx)ren Cle, d] mit

yr = f(xr) = yo (k= 00), yr #yo, k €N.

Es folgt x, # o fiir alle k. Da f~! stetig, gilt zudem

zr =" (k) = 20 = f (o) (k — o0),

also
FYy) —f o) wk—wo 1
Yk — Yo flay) = flzo)  Lepl=flro) = f/(zo)
fir £ — oo, wie gewiinscht. |

Nach der Substitution f(z) = y erhilt man auch die zweite Darstellung von
(F 1. O

Beispiel 6.2.4. i) Exp: R —]0, o0[ ist differenzierbar mit Exzp’ = Exzp > 0.
Also ist Log = Exzp~':]0,00[— R differenzierbar mit

1 1

LOg’(E:cp(ZEO)) = Exp'(x0) - ECUZ7(9UO)7

oder, nach Substitution von y = Exp(zo):

1
Vy >0: Log'(y) = "

ii) Wir kénnen nun auch die in Beispiel [£.2.3]ii) definierte allgemeine Potenz-
funktion

x — z% = Exp(aLog(z)), 0 <z < oo,

fiir beliebiges a > 0 differenzieren. Mit der Kettenregel aus Satz [6.1.3] erhalten

wir
dx® / ’ a—1
—_— = Exp'(aLog(zo)) a Log'(zo) = axg™ .
dx lz=z N—— e N——
:xﬁ‘ -1

Fiir « = n € N stimmt dies iiberein mit der Regel fiir die Ableitung der Potenz-
funktion f(z) = z™ geméss Beispiel B.1.2li); auch fiir deren Umkehrfunktion
f~Hy) = /y:]0,00[— R liefert Satz (.22 mit

1 1 _ 1 1
n ! = -1y’ __ - _n 1n:_n .

(\/g) ’y:yo (f ) (yO) f/(f_l(yo)) n Vv Yo nyo 5
dasselbe Resultat.

iii) Mit Ketten- und Produktregel sowie i) folgt nun auch:

Vo >0: %(:cz) = %(exp(z log(z)) = zI% (zlog(z)) = 2” (1 + log(z)).
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6.3 Die trigonometrischen Funktionen

Wir konnen nun endlich auch die lange vermutete Verbindung zwischen den
iiber ihre Potenzreihe definierten Funktionen Sin und Cos gemiss Abschnitt
3.9. und den elementargeometrisch erklarten Funktionen sin und cos herstellen.

Satz 6.3.1. (Euler) Fiir alle ¢ € R gilt
|Ezp(ig)|* = Cos*(¢) + Sin®(¢) = 1,
und
Exp(i¢) = Cos(¢) + iSin(¢) = cos¢ + isin ¢ = e'?,

wobei cos ¢, sin ¢ Real-, bzw. Imagindrteil der Zahl z = ' € C mit |z| = 1 und
Polarwinkel ¢ bezeichnen (vergleiche Skizze).

N

Beweis. i) Da Cos(—¢) = Cos(¢), Sin(—¢) = —Sin(¢) fiir alle ¢ € R, gilt

Exp(i¢) = Cos(¢) — iSin(¢) = Exp(—i¢),

also
V6 € R: |Eap(ig)|” = Eap(i¢) - Eap(i¢) = Exp(i¢) - Exp(~ig) = 1.
ii) Gemiss Beispiel B.I11liv) gilt weiter

d . . .
dgEanlio) = iBap(io)

d )
‘%Ew(wﬁ)

die Kurve ¢ — Exp(i¢) durchlduft also den Enheitskreis im Gegenuhrzeigersinn
mit Geschwindigkeit 1. Da Exzp(0) = 1, stimmt das Argument ¢ des Punktes
Ezxp(i¢) € C iiberein mit der Bogenlédnge am Einheitskreis.

= [Exp(id)| = 1;

O
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Korollar 6.3.1. Vz € C: Exzp(z + 27i) = Exp(z).

Beweis. Gemiss Satz 6.3 gilt Exp(2mi) = €™ = 1, und die Behauptung
folgt mit Korollar B8] O

Polarform: Jede Zahl z € C besitzt nach Satz [£.3.1] eine Darstellung
2z =re'? = r(cos ¢ + isinp),

wobei r = |z|, ¢ € R. Falls z # 0, so ist das Argument ¢ bis auf Vielfache von
27 eindeutig bestimmt. Die Zahlen (r, ¢) heissen Polarkoordinaten fiir z.

Das Additionstheorem Korollar B8] fiir die Exponentialfunktion ergibt fiir alle
#,1 € R die Beziehung e*®e’ = ¢/(¢+%) Somit folgt fiir

z=re"?, w=se"ecC

die einfache Darstellung
2w = rse! (V)

Beispiel 6.3.1. i) i+ 1 = /2¢'%; also (1 +14)? = 27/2 = 24,

Zur Probe konnen wir dies Ergebnis auch direkt berechnen:

(144) - (1+i)=0+i-2=2i.

i) V3 —i=2e"1%;
iii) Mit i) und ii) erhalten wir nun sehr leicht:

37

(i+1)° 2%’
Va—ip  Be i

27\'1':1

Bemerkung 6.3.1. i) Mit Hilfe der Polarform kann man in C die Gleichung

2% = c fiir jede Zahl ¢ = se*” leicht 16sen. Der Ansatz z = re'® fithrt auf

22 = r2e2® = g™

das heisst,
r=+/s ¢=1/2 mod T,
oder _
z = +/seV/?
ii) Allgemein gilt fiir jede Zahl
c=se¥eC, neN,

dass

. 2
z = /se'®, wobei ¢ = 4 mod 2X
n n
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die n verschiedenen Losungen der Gleichung
M=c

beschreibt. Insbesondere sind fiir jedes n € N die Zahlen z; = e2mik/ "o0<k<
n, die n-ten Einheitswurzeln.

iii) Korollar B3I zeigt, dass es nicht ohne weiteres sinnvoll ist, in € irrationale
oder imaginire Potenzen zu bilden, da das Argument ¢ einer Zahl z = re’® nur
modulo 27 bestimmt ist. Ausser fiir reelle z > 0 oder fiir @ € Z sind daher
Ausdriicke der Form z® im Allgemeinen nicht eindeutig definiert.

Beispielsweise konnte man mit i = e™/2 fiir i* den Ausdruck setzen
.4 1 A _=
it = (671'1/2) e %;

mit § = e27+7i/2 | e 7, wire jedoch auch

ii — e—27rk—7r/2

fiir beliebiges k € 7Z gleichermassen plausibel. Diese und &hnliche Fragen werden
in der Vorlesung Funktionentheorie/Komplexe Analysis vertieft; sie fithren hin
zur Idee der Riemannschen Fliche).

6.3.1 Zyklometrische Funktionen (Arcus-Funktionen).

Im folgenden schreiben wir cos statt Cos, etc. Mit Satz [6.2.2] konnen wir diese
Funktionen auf geeigneten Intervallen auch umkehren.

i) Da sin’ = cos > 0 in | — I, 5[, besitzt sin: ] — 5, Z[—] — 1, 1[ gemiiss Satz
[6.2.2 eine differenzierbare Umkehrfunktion arcsin = sin™': | — 1,1[—] — Z, Z|,

2
und
. 1 1 1
arcsin’ (x) = = = -l<z <1,

sin’(arcsinz)  cos(arcsinz) /1 — 22’
wobei wir ausnutzen, dass cos = \/1 — sin? gemiiss Satz [G.3.11

ii) Analog besitzt cos: |0, 7[—] — 1, 1[ mit cos’ = —sin < 0 in |0, 7| die differen-
zierbare Umkehrfunktion arccos: | — 1, 1[—]0, 7], und
, 1 1
arccos (r) = ———— = ——, —-l<z<Ll

cos’(arccos x) V1—22’

iii) Die Tangensfunktion tan = £2:]— Z Z[— R mit
cos?(z) + sin®(x) 1
tan’(z) = =1+ tan?(z) = >0
an () cos?(x) + tan™(z) cos?(x)

besitzt die differenzierbare Umkehrfunktion arctan: R —] — 7, [ mit

1 1
tan'(x) = = , T€R.
arctan’(z) tan’(arctanz) 1+ 22 *
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6.3.2 Hyperbel- und Areafunktionen.

Die Hyperbelfunktionen

coshz = %: R — [1, 00,
x e—m

sinhx:e_T:R—HR,

inh x _ ,—T
tanha = ——0 = £ ¢ R —]—-1,1]
coshx e*+4e*

erfiillen die Gleichungen
sinh’ = cosh, cosh’ = sinh,

bzw.

cosh? — sinh? 1

tanh’ = =
cosh? cosh?

=1 —tanh? > 0,

wobei wir die Beziehung ausnutzen
cosh?(z) — sinh?(z) = ¢ - 7% = 1.
Insbesondere existieren die Areafunktionen
arsinh =sinh™': R — R,
arcosh = cosh™': [1,00[— R,
artanh = tanh™': ] - 1,1[—= R
mit

1 1

inh'(z) = = R
arsinh(z) cosh(arsinhz) /1 + 22’ zeR,
1 1
artanh’'(z) = = , —l<ax<l
@) (1 — tanh?)(artanh(z)) 1 — a2
t / sinh
cosh —/\
~—_ tanh
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6.4 Funktionen der Klasse C!

Sei 2 C R offen, f: Q — R differenzierbar.

Definition 6.4.1. f heisst von der Klasse C!, falls die Ableitungsfunktion
x — f'(x) stetig ist.

Notation:

CHQ) = {f: Q= TR; f, f stetig} .

Beispiel 6.4.1. i) Die Funktionen exp, cos, sin und Polynome sind in C*.
ii) Sei die Funktion f: R — R gegeben durch

2?2 sin %, x #0,

0, xz=0.

Dann ist f stetig und an jeder Stelle x # 0 differenzierbar mit

1 1
f(x) =2wsin— —cos—, z #0.
T T

Weiter existiert
f(@)

1
f/(0)=lim ——= =lim (zsin E) = 0;

z—0, z#0 X z—0
jedoch ist f’ an der Stelle g = 0 unstetig.

iii) Fiir k£ > 3 ist die Funktion

von der Klasse C! auf R.

Satz 6.4.1. Sei (fi)ken eine Folge in C1(Q) mit

e f 5B g (k- o),
wobei f,g: © — R. Dann gilt f € CH(Q) und f' = g.
Beweis. Nach Satz[B. T sind f und g stetig. Die Aussage folgt somit aus

Behauptung. f ist differenzierbar mit f/ = g.

Beweis. Fir g, x € Q, x # g, gilt nach Satz [6.2.]

f(z) — flzo) o(z0) = Tim fi(@) — fu(zo)

— = 1i / _
T — X0 k—o0 T — To g(zo) kinolo fk(zk) g(zo)v

wobel z, = zg + ti(x — xo) mit geeignetem 0 < ¢, < 1, k € N. Mit f;, gy g

(k — 00), und da fiir jedes k € N gilt |xp —x0| < |x—x¢[, folgt mit der Stetigkeit
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von g:
f(x) = f(z .
1@ = 7@0) _ )| < timsup (1fiex) — glam)] + loex) — g(zo)])
Tr — X9 k— o0
< lim sup |fr(y) —g@W)+  sup  |g(y) — g(xo)| = 0 (z — z0).
k=00 yeq ly—zo|<|z—z0|
Also ist f an der Stelle xq differenzierbar mit f'(z¢) = g(xo). O

Offenbar gilt Satz [6.4.1] auch fiir vektorwertige Funktionen.

Beispiel 6.4.2. Die gleichméssige Konvergenz f; — g (k — 00) ist notwendig
fiir die Aussage von Satz [G.4T] wie das folgende Beispiel zeigt. Sei

fe(z) =22+ (1/k)?, |z| <1, ke N.
Mit der Abschéitzung

0 < ful@) = || = (V& + (1/R)” = o) - %i :i:
(1/k) < A/R? 1

- =0 (k— o)

TR R | T kR

erhalten wir gleichmissige Konvergenz fy gy f fiir |z| < 1, wobel f(x) = |z|.
Zudem konvergiert

1, x>0
x
filw) = ————e {0, z=0
2 1 2
@2+ (1/k) —1, z<0.

punktweise fiir & — oo; jedoch ist f nicht in C*.

Potenzreihen. Sei (aj)ren eine Folge in R oder €, und sei

o0
1
fl@)=> arz®, |z[<p= ———— <00
— lim sup {/|ax|
k=0
k—o0

die zugehorige Potenzreihe f = lim f,,, wobei
n—o0

fnlz) = Zakzk, z € R.
k=0
Nach Beispiel [6.1.2lii) ist jedes f,, differenzierbar mit
fh(z) = Z kapa*~1.
k=0
Da {/k — 1 (k — o), hat die Potenzreihe

glx) = Z kapa®~1
k=0
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denselben Konvergenzradius p wie f, und wie in Beispiel B.7.2] folgt fiir » < p
gleichméssige Konvergenz

fao=f, fn—g inB(0) (n—o0).
Satz liefert somit das folgende Resultat.
o0
Satz 6.4.2. Eine Potenzreihe f(x) = Y. axz® ist im Innern ihres Konvergenz-

k=0
kreises differenzierbar, und

o0
(z) = E kaga*~1L.
k=0

Beispiel 6.4.3. i) Es gilt

oo - o k-1

Exp(x Z kx Zl h = Exp(z).

k=0

ii) Sei f(z) = 3 2% = &=, |z| < 1. Dann folgt mit der Quotientenregel, bzw.
k=0
mit Satz [6.4.2]
/ k—1
fl(x) = a—ae ka , lzl < 1,

vgl. Beispiel B.8.2]
iii) Analog zu Satz [6.4.2] zeigt man, die Zetafunktion

oo

i ~ =Y
— —x-logn
— n¥

n=1

ist fiir x > 1 differenzierbar mit

logn
_ 1 —zlogn _ —. )
321 ogne g " n(x)

n=1

Beweis. Schreibe ( = llim (1, wobei
—00

Schétze ab fir x > s >r > 1:

(@) = Gla) < ni =0 (I - o0)

n>l
1og 1ogn 1
< g E — =0(—
| ( Cl | —~ ul ns—r = nr ( OO)’

wobei wir Beispiel [£.2.3}ii) benutzen. Die Behauptung folgt mit Satz[E41l O
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Riemann-Funktion Sei (¢x)ken eine Abzihlung von Q NJ0, 1.

Behauptung. Die Funktion f :]0,1[— R mit
fl@) =Y 27"z — g
k=1
ist stetig; f ist differenzierbar an jeder Stelle 2o €10, 1[\@Q mit Ableitung

f(x) =g(z) := ZQ‘ksign(x —qr), x €]0,1[\Q,

k=1
und f ist nicht differenzierbar an jeder Stelle xg = qx, k € N.

Beweis. Sei .
fnlz) = 227k|x —qxl, n € N.
k=1
Dann ist f, stetig und an jeder Stelle zyp €10, 1[\Q differenzierbar mit

filw) =" 2 Fsign(a — qr).
k=1

Offenbar gilt

0< f(z) = fale) =D 27Fw—q <) 27" =270 (n - ),
k>n k>n
gleichmiissig in x €10, 1[; also f,, gl fin]0,1[, und nach Satz BT Tlist f stetig.

Zum Beweis der Differenzierbarkeit an jeder Stelle zy ¢ @, fixiere xo €10, 1[\Q.
Zu vorgegebenem € > 0 wihle ng = no(e) € N mit

Y ook=2mm < (6.4.1)

k>ng

Setze

S= mi _ 0.
1grglgnmlsco Q| >

Die Funktion f,, ist affin in Bs(z¢)N]0, 1] mit

fno (1') — fno (1'0>

r — X

= fry(@o) =Y 2 *sgn(wo — ar) (6.4.2)
k=1

fiir alle € Bs(x9)N]0, 1[\{zo}. Beachte weiter, dass die Funktionen
Op(x) = 27"z — g

Lipschitz stetig sind mit Lipschitzkonstante L, = 27% k € N. Fiir  # z9
konnen wir daher abschéitzen

f@) = f@o)  fno(x) = fro(w0) < Z L= Z 9=k _9=no ¢

r — X r — X
0 0 k>ng k>ngo
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Mit (64.1) und ([E4.2) folgt

) z) — f(x
imsup [ =0 g(zo)‘ < £t (o) — glao)| + € < 26
T—T0,TF£T0 T — X0
Da € > 0 beliebig, folgt die Behauptung.
Sei abschliessend zp = g, € QN 10, 1[. Wie oben gezeigt, ist die Funktion
x) = Z 27 %z — g

k+ko

an jeder Stelle zp €]0,1[\Q und zusitzlich an der Stelle gy, differenzierbar.
Wire f an der Stelle g, differenzierbar, so auch f — f = £j,, im Widerspruch
zu Beispiel [(.1.Tli). O

Sei nun 2 C R offen und beschriankt. Analog zu Abschnitt 5.7.3 setzen wir
CHQ;R™) = {f € CYQ;R™); f und f’ sind stetig auf Q ergéinzbar}.
Fiir f € CY(;R™) gilt dann

[fller@ = suplf (@)l +sup [£ (@) = | fllcom) + £ lloo@m) < o

Offenbar ist [||| 1) eine Norm auf C*(Q;R™). Weiter liefern Satz [£.7.4] und
Satz das folgende Resultat analog zu Satz [B.7.4]

Satz 6.4.3. Der Raum C*(Q;R™) ist vollstindig bzgl. ||| (qy; er ist ein Ba-
nachraum.

Beweis. Sei (fr)rex C C'(€;R") Cauchy-Folge. Dann sind (fi)ren, (f])ren
Cauchy-Folgen in C°(€; R™) mit Limites f = hm fr, 9= hm fi € CO(Q;RM)

gemiss Satz B.7.4] und g = f’ gemiss Satz IBEII; also f 6 Cl(Q,IR"), und
Fi S F (k- 00). O

Bemerkung 6.4.1. Offenbar gilt C*(Q) € C°(Q), und || f|lco < ||l o1 fiir je-
des f € C1(Q). Gilt die Aussage von Satz[6.43 auch, wenn wir den Raum C* ()
mit der C°-Norm ausstatten? — Beispielsweise im Falle Q =]0, 1] gibt es nach
Satz 70 fiir jedes f € CY([0,1]) Polynome p, € C*([0,1]) mit ||f — px|lco —
0 (k — o0). Falls f ¢ C'(]0,1]), so hat die CY-Cauchy-Folge (px)ren kei-
nen Grenzwert im Raum C1(]0, 1]). Versehen mit der C°-Norm ist der Raum
C1([0,1]) also nicht vollstéindig. Die C°-Norm und die C!'-Norm sind daher auch
nicht dquivalent.

6.5 Hohere Ableitungen

6.5.1 Der Raum C™(Q)

Tterativ konnen wir auch hchere Ableitungen bilden. Sei m € N.
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Definition 6.5.1. i) f heisst auf 2 m-mal differenzierbar, falls f (m —1)-
mal differenzierbar ist mit differenzierbarer (m — 1)-ter Ableitung ™=V, In

diesem Fuall heisst )
df\m=— dam
f(m):fiz_fzg_ﬂa
dx dx™

die m-te Ableitung von f.

ii) f ist von der Klasse C™(Q), falls f m-mal differenzierbar ist und falls die
Funktionen f = fO, f/ = fO £ stetig sind.

Notation:

C™(Q,R") = {f: Q = R"; fist m-mal diffbar, f,..., f(™ stetig}.

Beispiel 6.5.1. i) Die Funktionen exp, sin, cos, Polynome und rationale Funk-
tionen sind in C™ fiir jedes m € IN.

ii) Potenzreihen mit Konvergenzradius p > 0 sind in C™(B,(0)) fiir jedes m;
die Ableitung erhélt man durch gliedweises Differenzieren; vergleiche Satz[6.4.2]

Falls 2 C R offen und beschrinkt, setzen wir
C™(R") = {f € C"(LR");
f=rO =0 ) gind stetig auf O ergéinzbar}

und definieren

len =3 |19, recm@@mn.
j=0

Dann gilt offenbar
CM(ER"Y) G CMTHORY) G - G CO(BRY)
und
Ve CT (R Ifllco < Ifller < - < MIfllgm -
Analog zu Satz gilt schliesslich
Satz 6.5.1. Der Raum C™(Q;R™) ist vollstindig bzgl. ”'HCm(ﬁ;]R")‘

Beweis. OBdA sei n = 1. Falls (fi)ren Cauchy-Folge im Raum C™(Q) ist,
so ist (fx)ren Cauchy-Folge in C°(Q) mit klim fr = f =: g0 € C°(Q). Analog
— o0

existieren klim f,gj) =1g; €C°Q),0<j<m. Da f,gjﬂ) = dféj)/dx, folgt mit
—00
Satz [6.41] die Beziehung g;11 = g7, 0 < j < m; also
glzf/a 92:9/1: Na RN gm::f(m)v

und f € C™(Q) mit || f — fllgm @y = 0 (k= o0), wie gewiinscht. O
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6.5.2 Taylor-Formel

Sei Q =la, b, —o0 < a < b < oo, und m € N.

Satz 6.5.2. Sei f € C™ ([a,b]) auf]a,b] m-mal differenzierbar. Dann gibt es
& €la, bl mit

£8) = @) + Fa)b— ) + (@

2
—a m—1
% + ()

Eana
(-

e f(m—l)(a) —

Beweis. Wir fithren den Satz zuriick auf den Mittelwertsatz, Satz [6.2.1l Be-
trachte die Funktion
g9(x) = f(z) + f(2)(b—=2) +...
o m—1 _ m 651)
(m—1),.+ (b —2) (b—=z) (
+f () (m—1)! m!

wobei K € R so gewiihlt ist, dass g(a) = g(b) = 0. Nach Annahme an f ist g
stetig auf [a, b], und in ]a, b[ differenzierbar. Nach Satz[G.2 Tl existiert ein & €]a, b]
mit ¢’(§) = 0; das heisst,

0= 1)+ (11©0-9-r©) + (1oL~ ee-9) +..

m bié.mil m—1 b7§m72 bigmil
+(r )(g)ﬁf( >(£)((m_)2)! )K((m_)m
= (f(m)(ﬁ)—K)%’

da sich alle iibrigen Terme paarweise aufheben. Da b— ¢ > 0 folgt K = f(™)(¢),
und mit g(a) = 0 erhalten wir nach Einsetzen von z = @ in (G.5.1]) die Behaup-
tung. ([l

Bemerkung 6.5.1. Die Tangente an f € C'([a,b]) im Punkt ¢ = a,

Tif(w;a) = f(a) + ['(a)(x — a),
die Schmiegeparabel fiir f € C?([a,b]),
(z —a)?
2 )

Tof(z;a) = f(a) + f'(a)(x — a) + [ (a)
und allgemein das Taylor-Polynom m-ter Ordnung fir f € C™([a, b)),

(x —a)™

m!

T f(w;0) = f(a) + f'(a) (2 — @) + -+~ + [ (a)

)

hat nach Satz[6.5.2] die folgende Approximationseigenschaft. Fiir a < z < b gilt

(x —a)"

m!

f(@) = T f(x30) = (£ (&) — f™(a)) - = f(z;0)
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fiir ein £ €]a, x[. Fiir den Restterm r,, f erhalten wir die Abschétzung

xr—a)™
rnf(50) < sup fg=a)?
a<é<zm m.

7€) = £ (a)

Falls f € C™*!, kénnen wir dies mit Satz 2.1 noch verbessern zu

(x —a)m*? -

rm f(a30)] < sup 2

a<é<lz

o @)

Beispiel 6.5.2. Was ist der Sinus von 47°=7% + 25?7 — Mit sin’ = cos, sin” =
cos’ = —sin, usw., folgt aus Bemerkung[6.5.11 bei Wahl von m = 2 die Nidherung

2
. i e . T i e . m e
SIH(Z —+ %) = SIH(Z) —+ COS(Z) % — Sln(z)m —+ T2
\/5 2 7 \/5 2
- —_— . + rr2,
2 2 90 2 2-902
wobei
ra < =~ 107
"21=97908 ©
é/sin(t)

6.5.3 Lokale Extrema.

Sei Q C R offen, f: O — R.

Definition 6.5.2. Ein xo € ) heisst (strikte) lokale Minimalstelle von f,
falls in einer Umgebung U von xy gilt

Ve eU: f(x)> f(xo), (baw. Vo € U\ {zo}: f(z) > f(x0)).

Falls f an einer lokalen Minimalstelle zy differenzierbar ist, so folgt wie im
Beweis von Satz

f— )

0 < lim
zlxo T — Xo xTxo r — X9

also f'(zg) = 0. Allgemein gilt der folgende Satz.
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Korollar 6.5.1. Sei f € C™(Q), 29 € Q mit f'(v0) == fm D (xg) = 0.
i) Falls m = 2k + 1, xo lokale Minimalstelle, so folgt f™ (zq) = 0.

ii) Falls m = 2k, und falls f™) (x0) > 0, so ist xo strikte lokale Minimalstelle.
Beweis. Nach Satz existiert fiir x € €2 nahe x( ein £ zwischen x und x(

mit
(x —zp)™

Flw) = flwo) + £ () —
i) Falls m = 2k + 1, und falls zy lokales Minimum, so folgt

m! lim 7]0%:5) fgmo) >0,
(m) T (m) . zla o)™
F o) = i O =\ gt i L=t <
xTxo T -

also f(™)(zq) = 0.
it) Fiir m = 2k, x # 20 gilt (z — 20)™ > 0. Falls f(™)(zq) = 51im Fme) > o,
— X0
folgt f(z) > f(xo) fiir © # z nahe xo; also ist xq striktes lokales Minimum. [
Beispiel 6.5.3. i) Sei f(x) = 2* — 22 + 1, # € R. Nach Korollar B5.li) ist
notwendig fiir das Vorliegen einer Extremalstelle im Punkt zy die Bedingung
f(wo) = 4ad — 220 = 2(223 — 1)z = 0;
das heisst,
c{ L o2 }
x -—,0,—}.
’ V2 TV2

Nach Korollar [6.5.71ii) und mit

4>0, z=+1/2

" —12 2_2:
filw) = 122 {2<0, =0

liegt in xg = 1/v/2, zo = —1/+/2 jeweils ein striktes lokales Minimum, in 2o = 0
ein striktes lokales Maximum vor.

ii) (Minimierungseigenschaft des arithmetischen Mittels) Seien ag,...,a, € R.
Gesucht ist die “least square”-Néherung zo € R von (a;)1<i<n, mit

Z To — a) _mminf(ac).

k=1

Beachte f(z) = oo (Jz| — 00); also existiert zp € R mit f(x¢) = min f(z).

Korollar [6.5.111) liefert die notwendige Bedingung;:

fxo) = QZ(xO —ag) = 2nxy — 22 ay = 0;
k=1 k=1
das arithmetische Mittel

1 n
Trog = — E Q.
n

k=1
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ist also die einzig mogliche Minimalstelle. Zur Probe bestimmen wir noch
f"=2n>0.

Der Punkt z ist also tatséchlich die gesuchte Minimalstelle.

6.5.4 Konvexe Funktionen.

Sei —oco < a < b < oo.

Satz 6.5.3. Sei f € C?(Ja,b]) mit f” > 0. Dann gilt fir alle zo # 1 €a, b],
0 <t <1 die Ungleichung:

ftz1 + (1 —t)zo) < tf(z1) + (1 — 1) f(20), (6.5.2)
und die Ungleichung ist strikt, falls f"” > 0.

Beweis. i) Fixiere x¢ # 21 €]a, b[. Betrachte die Hilfsfunktion g € C?([0, 1]):

g9(t) = f(tzy + (1 = t)xo) — (tf (1) + (1 — 1) f(20))

9(0) = g(1) =0, ¢"(t) = f"(tw1 + (1 — t)zo) (21 —20)* 20, 0 <t < 1.
Nimm widerspruchsweise an,

Org%xlg(t) = g(tmaz) > 0, wobei 0 < tpmaz < 1.

Gemiss Korollar [6.5.111) folgt ¢/ (timas) = 0. Nach Satz 652 gibt es 7 €]tmaz, 1]
mit

(1 - tmam)2

0= 9(1) = g(tmaZ) + g/(tmaw)(l - tmaﬂc) + 9//(7') 9

> g(tmaz) > Oa

und es folgt der gewiinschte Widerspruch.

ii) Analog erhilt man einen Widerspruch im Falle f” > 0, wenn man annimmt,
dass g(tg) = 0 fiir ein 0 < tp < 1. O

Definition 6.5.3. Fine Funktion f:]a,b|[— R mit der Eigenschaft (6.5.2)
heisst konvex; sie heisst strikt konvex, wenn gilt

Vzg # o1 €la,bl, 0 <t <1: f(tx1 + (1 —t)zo) < tf(z1) + (1 —t)f(zo).

Bemerkung 6.5.2. i) Offenbar ist f (strikt) konvex genau dann, wenn der
Epigraph von f,

epi(f) = {(z,y); = €la,bl, y > f(x)} C R,
eine (strikt) konvexe Menge ist.

ii) Satz[6.5.3 liefert ein bequemes Kriterium fiir (strikte) Konvexitit von f.
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Beispiel 6.5.4. i) Die Funktion f(z) = |z|, z € R, ist konvex.

ii) Mit f,g: Ja,b]— R ist auch f + g: ]Ja,b]— R konvex, mit fy: |a,b[— R,
k € N, auch f =377, fx. Insbesondere ist die Riemann-Funktion aus Beispiel
[6.43liv) konvex.

iii) exp” = exp > 0; also ist die Funktion exp strikt konvex.

iv) Sei f(z) = zlogz, = > 0. Es gilt

f(x)=logz+1, f'(z) = % > 0;
also ist f strikt konvex gemiss Satz
v) Fiir eine feste Zahl oo > 1 sei f(x) = 2® = exp(alogz), = > 0. Da
f(x) = az*t, f(z) = ala —1)z*"% >0,

ist f strikt konvex gemiss Satz [6.5.3]

Die Eigenschaft (6.5.2) gilt analog auch fiir mehr als zwei Punkte.

Satz 6.5.4. (Jensen) Sei f: |a,b[— R konvex. Dann gilt fir beliebige Punkte

N
Z1,..., TN €la,b] und Zahlen 0 < ty,...,txy <1 mit > t; = 1 die Ungleichung
i=1

N

f(i ti%) < thf(zz)

=1

Beweis (Induktion nach N). N =1 ist klar; ebenso N = 2 nach Definition.
N — N +1: OBdA sei t; < 1. (Sonst sind wir im Fall N = 1.) Setze

N+1

t.
To = Z 1_Zt1zi'

=2

Da f konvex, erhalten wir
N+1

f(z tixi) = f(tiz1 + (1 —t1)xo) < tif(xr) + (1 —t1) f(xo)

Da nach Induktions-Annahme gilt

N+1 N+1

t; t;
I (o) f(;; ) < > g )
folgt die Behauptung. O
Beispiel 6.5.5. (Vergleich von arithmetischem und geometrischem Mittel) Fiir
alle 0 < x1,...,2, <00, 0 < 1,...,an <1mit > a; =1 gilt
i=1

a;
[1=

i=1 i=

IN

;5.
1
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Beweis. Da die Funktion exp nach Beispiel[6.5.411) konvex ist, folgt die Aussage
mit Satz [6.5.4] aus der Darstellung

n

H z = ﬂ exp(«; logx;) = exp (i a; log xz)

i=1 i=1 i=1
(Satz[G.5.4) ™ n
< Z a; exp(logx;) = Z ;T
i=1

=1

Insbesondere erhalten wir fiir a; = %, 1<i<n,

Konjugiert konvexe Funktion. Sei Q =]a,b[, f : @ — R konvex. Fiiry € R
definiere:

f*(y) = sup (zy — f(z)) < 0. (6.5.3)
TEQ N —
=l (y)

mit
epi(f*) = () epi(fa).
FISY]

Da der Durchschnitt konvexer Mengen konvex ist, ist epi(f*) konvex. Also ist
f*: R — RU{oo} konvex und

O ={yeR; f*(y) <oo} CR
ist konvex, ein Intervall.

Definition 6.5.4. Die Funktion f* : Q* — R heisst die zu f konjugiert
konvexe Funktion .

Beispiel 6.5.6. i) Sei 1 < p < oo. Fiir z > 0 sei

mit f’(z) = (p — 1)2P=2 > 0 fiir x > 0. Also ist f konvex mit konjugierter

Funktion )
T

f*(y) = sup (zy — f(x)) = sup (zy — —).

>0 >0 p

Das Supremum wird fiir jedes vorgegebene y > 0 angenommen in zg > 0 mit
xP p—1
= (fﬂy—;) ‘z:xo =Yy—% -

Das heisst, xg = yp%l, und mit g := % erhalten wir

xb e 1 p—1 _» y4
f*(y):xoy*;o:ypfl(lf—): =y >0
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Beachte i

1
p qg P p
Derartige Exponenten 1 < p, ¢ < oo heissen konjugiert. Insbesondere gilt
(f )=
ii) Zu f(z) =e”, x € R ist

ffy) =40, y=0,
00, y < 0.

Sei f: Q@ — R konvex mit konjugierter Funktion f*: Q* — R. Aus ([G.5.3) folgt
unmittelbar die Abschétzung:

VeeQ,ye: ay < f(x)+ f*(y)
Mit Beispiel folgt:

Satz 6.5.5. i) Seien 1 < p,q < oo konjugiert mit % + % = 1. Dann folgt:

|z [?

Ve,y>0: oy < — +
p

q
% (Youngsche Ungleichung).

ii) Weiter gilt:
VzeR,y>0: ay <e” +y(logy) —1).
Anwendung. Seil <p<oound | -|,:R" — R die Norm

lllp =

n
> lwlp, zeR™
i=1

Mit dem zu p konjugierten Exponenten g = 27 erhalten wir die folgende “dua-
le” Charakterisierung der Norm.

Behauptung. ||z[|, = sup,cpn; |y, <1 (:¥) % + % =1

Beweis. Fiir x = 0 gilt die Behauptung trivialerweise. Betrachten wir fiir z # 0

den Vektor i, diirfen wir oBdA annehmen |z||, = 1. Firy € R™ mit ||yl <1
P

folgt aus Satz [6.5.5]

- - |lzi|”  |ya]?
(z,y) = szyz < Z (— + —)
i=1 i—1 N P q
lalls ol 1, 1
p q p q
mit Gleichheit fiir y € R™ mit y; = x;|2;[P72, 1 < i < n. O
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Es folgt fiir alle z,y € R™ die Minkowski-Ungleichung:

lz+yll, = sup (z+y,2)= sup ((2,2)+(y,2)) <|lz]l, + 1yl
z€R™ z€R™
llzllg<1 llzllg<1

das heisst, die Dreiecks-Ungleichung fiir die p-Norm aus Abschnitt 5.4.
Weiter folgt fiir alle z,y € R™ \ {0} aus der Abschétzung

@) _ . .

die allgemeine Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

Va,y e R": (z,y) < [[zllpllylly-

6.5.5 “Glatte” Funktionen, analytische Funktionen

Sei Q =]a,b[, f: Q=R
Definition 6.5.5. f heisst glatt, falls f beliebig oft differenzierbar ist.

Notation:

C®(Q) ={f:Q—R; f glatt} = ﬁ cm(Q).

m=0

Beispiel 6.5.7. i) Polynome sowie rationale Funktionen sind glatt auf ihrem
Definitionsbereich.

ii) Potenzreihen sind glatt im Innern des Konvergenzkreises.

iii) Die Funktionen exp, sin, cos sind glatt auf R.

Gibt es eine Taylor-Approximation der “Ordnung m = 00”7 - Kann man jede
glatte Funktion exakt durch eine Potenzreihe darstellen?

Definition 6.5.6. Sei f € C*°(Ja,b[), xo €]a,b[. Die formale Potenzreihe

> (x — z0)"
pr(;w0) = D F O (wo) ==
k=0
heisst die Taylor-Reihe von f um xg.

Beispiel 6.5.8. i) Sei f(z) =1+ 2%, 79 € R. Zerlegen wir z = zo + (z — 70),
so erhalten wir die Darstellung

f@) =1+ (zo + (z — ,7:0))2 =1+ 23+ 2z0(x — x0) + (T — 0)?
— Flao) + F/(0)(x — a0) + £ (20) EZE0 — 1y (s o) = py (a1 20).

Analog kann man zeigen, dass jedes Polynom durch seine Taylorreihe um einen
beliebigen Punkt x¢ € R dargestellt wird.
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ii) Offenbar hat f(z) = ¢® um z9 = 0 die Taylor-Reihe

exp(z Z L

Fiir zp # 0 folgt mit dem Additionstheorem

f(@) = exp((z — 20) + )—exp( 0) exp(z — o)

:Eo - IL'*:EO - o (‘T*‘To)k
I e et]
=0 k=0
da f%)(z0) = e® fiir jedes k € No.
Allgemein gilt:
Satz 6.5.6. Sei -
e Z apa®
k=0
mit Konvergenzradius
1
0<p= < o0,

lim supy, o {/]ax|

und sei g € B,(0). Dann ist die Taylor-Reihe py(z; o) von f fir x € By(xg)
mit r = p — |xo| absolut konvergent, und

Va € By(xo) : f(x) = pylaiao)

Beweis. Nach Satz[6.5.2] hat
0 Tz .ro)k %S
pr(z;20) = Zf(k)(fﬂo)(T = bi(z — )"
k=0 k=0

die Koeffizienten b, € R mit

f(k)

oo

Z k
Zae f kj 'k' 5 kGNo.

Falls Umordnen erlaubt, so folgt nach Einsetzen:

by =

= ((zf:co)erg)E:xl
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Umordnen ist nach Satz B8] zuléssig, falls py(z;zo) absolut konvergiert.
Betrachte dazu die Reihe

fe'e) L
= _laxle* = Jim fr(a), fo(e) =) lawle", LeN.
k=0 k=0

Der Konvergenzradius von fist
. 1
pP=z =p-
lim supy,_, oo ¥/|al

Die obige Rechnung zeigt die Gleichheit

TLfL x;x0) ZZ|ak| 'k' k(x—xo)k = fL(x)

k=0 (=K

fiir jedes L, analog zu Beispiel £.5.8.1). Da f(z) fiir |z| < p konvergiert, erhalten
wir fiir 0 < xp < z < p absolute Konvergenz der Reihe

p(z;20) = hm ZZ|ak| = k o zh (zfxo)k:f(x)<oo.

% k=0 1=k 5
Also konvergiert auch py(z; zo) absolut fur |:L' —To| < T =p—|zo] O
Beispiel 6.5.9. Sei
1
= , z<l.
f@) =1t

Fiir 29,2 € R mit zg,z < 1 schreibe x = (z — xg) + x¢. Es folgt:

[e'S) k
1 1 1 1 T — xg
f(x)_17(1‘71‘0)71‘0_171'0.1fw _1xoz(1xo)

1—-zo k=0

= k! x—xo i )k
:Z (1 — z0)F+1 I Zf( )( = ps(a;20),

k=0

mit Konvergenzradius

1
Pps(-wo) = =1—1x0>p—|zo|

: 1
hmsupk_mo N W

Insbesondere fiir g = 0 erhalten wir die bekannte Summenformel
1
k
- — < 1.
x) ,;_0 T . ||

Definition 6.5.7. Fine glatte Funktion f € C*(Q) heisst analytisch, falls f
in einer Umgebung eines jeden Punktes xo € 2 durch die Taylor-Reihe py (-, xo)
dargestellt wird.

Notation:
C*(Q) = {f € C(Q); f ist analytisch}.
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Bemerkung 6.5.3. Beispiel [.5.9 zeigt, dass die durch die Potenzreihe f(x) =
> reox¥ zunéchst nur auf By(0) definierte Funktion durch f(z) = = auf
0 =] — oo, 1] analytisch fortgesetzt werden kann.

Nicht alle glatten Funktionen sind analytisch, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 6.5.10. Sei f: R — R gegeben durch

6_1/””, z >0,
fw){ 0, z <0.

FO(g) = PE®) —1/e 0 S0 ke Ny,

wobei py, ein Polynom vom Grad < k ist. Mit Beispiel [£.2.3]1) erhalten wir nach
der Substitution y = 1/ fiir alle £ € Ny die Identitit

. -4, —1/x — T l —y _
Eirol(z e ) ;#g(ye ) 0.

Damit folgt rekursiv fiir alle k € Ny, dass f*) differenzierbar ist an der Stelle
zo = 0 mit fF+D(0) = 0; das heisst, f € C(R). Jedoch ist f nicht analytisch,
da fiir zop = 0 < x gilt

0=p¢(z;0) < f(x).

Schliesslich kénnen wir mit den Ideen aus Satz [6.5.2] einen Beweis des Funda-
mentalsatzes der Algebra geméss Abschnitt 2.6 gewinnen.

Satz 6.5.7. Jedes Polynom p: C — C vom Grad > 1 hat (mindestens) eine
Nullstelle.

Beweis(indirekt). Sei p(z) = anz™ + -+ + ap mit a,, # 0 ein Polynom vom
Grad n > 1 ohne Nullstelle. OBdA sei a,, = 1. (Sonst betrachte p = £.) Sei

an "
= inf > 0.
p = inf [p(2)] =
Da wir fiir geniigend grosses rg > 0 fiir |z| > ro abschétzen kénnen

1

1
P2 = [el" (1 anorz™ 4+ az™) > S]el

konnen wir einen Radius rg > 0 wéahlen mit
lp(2)] > 1+ p
fiir |z] > rp. Nach Korollar 531] gibt es zg € B, (0) mit
0< = mi = inf = L.
Ip(=20)] nin Ip(2)| = inf [p(2)] = p

Entwickle p um zy analog zu Beispiel [.5.8l1). Dies ergibt die Darstellung

n

p(z) = p((z = 20) + 20) = Y bi(z — 20)"

k=0
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von p als Polynom in (z—zp), wobei Einsetzen von z = zq die Identitit by = p(zo)
ergibt.

Setze
ko =min{k € {1,...,n}; by # 0}.

Da p # const, ist 1 < kg < n wohldefiniert. Schreibe

p(2) = p(20) + bry (2 — 20)™ + 74, (23 20)
mit dem Restterm
Tio (25 20) = Z br(z — 20)".
k=ko+1
Beachte, dass
o (23 20) /(2 — 20)F0 = 0 (2 — 20).

Schliesslich seien sg > 0, 0 < ¢¢ < 27 mit

p(20)

_ %o
bk,

= 5p€"

Fiir z = zo + se'®/ko_ s > 0 folgt

I rko(z;zo))‘

B ko igpo . = —gho( —
|p(z)| = ’p(ZO) + kaS e + Tkg (Z,ZO)‘ - |p(ZO)| ’1 s (SO p(zo)sko

Da 73, (2; 20) /5" — 0 (s — 0), folgt der gewiinschte Widerspruch

Ip(2)] < |p(z0)] = p, falls 0 < s << 1.

6.6 Gewohnliche Differentialgleichungen

Differentialgleichungen erscheinen in vielfiltiger Weise in der physikalischen Be-
schreibung der Natur und in technischen Anwendungen, deren Eigenheiten sich
auch in den Eigenschaften gewisser “natiirlich” vorkommender Funktionen spie-
geln.

Beispiel 6.6.1. i) Die Funktionen exp, sin, cos, tan stehen mit ihrer Ableitung
in Beziehung:

’ 7 . " !
exp’ = exp, sin” = —sin, cos” = —cos, tan’ = 1 + tan?.

Solche Beziehungen bezeichnet man allgemein als Differentialgleichungen. Die
Funktion f(z) = tan(z) 16st also fiir —7/2 < 2 < w/2 die Differentialgleichung

fI:1+f2-
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ii) Physikalische Prozesse lassen sich oft durch Differentialgleichungen beschrei-
ben. Beispielsweise ist beim radioaktiven Zerfall die pro Zeitenheit zerfallende
Masse proportional zur noch vorhandenen Masse f(t) eines Stoffes; das heisst,
mit einer Zahl oo > 0 gilt

: ﬁ . B
f=2=—af. JO)= fo (6:6.1)

Geméss Beispiel 6.2.111) ist die Losung dieser Differentialgleichung stets von der
Form

f(t> = foeiata t> 07
wobei die Konstante f(0) durch die Anfangsbedingung festgelegt ist.

iii) Die Auslenkung f(¢) eines ungeddmpften Federpendels aus der Ruhelage
f = 0 erfiillt nach dem Newton’schen und Hooke’schen Gesetz die Gleichung

d(mf)
dt

wobei m > 0 die Masse des Pendels und K > 0 die Federkonstante bezeichnen;
das heisst, wir haben die Gleichung

:mf: 7Kfa

. K
fHwif=0, wi=—>0. (6.6.2)
m
Nach i) sind die Funktionen
f(t) = acos(wot) + bsin(wpt)

fiir beliebige a,b € R Losungen von (6.6.2)). Sind alle Lésungen von (6.6.2) von
dieser Form?

iv) Beim mehrstufigen radioaktiven Zerfall eines Substanz s; in die stabile Sub-

stanz s, iiber Zwischenstufen ss,...,s,—1 mit Massen f;(¢) und Zerfallsraten
a; > 0 erhalten wir das System von Differentialgleichungen
fi=—aifi,
fo=a1fi — azfo,
(6.6.3)
fn = an—lfn—l-
Mit der Notation
—a
h . 0
F=Ft)=|:|:RoR", a=| ™
fn e ~On-1
0 Qp—1 0
koénnen wir (G.6:3)) in der Form schreiben
F = AF. (6.6.4)

analog zu (G.6.1]).
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v) Fiihren wir im Fall (6.6.2)) die Funktion

F:(?) : R — R?

ein, so lasst sich auch diese Gleichung in der Form (6.6.4]) schreiben mit

()% ) (-
= 0)

Definition 6.6.1. Die Gleichung (6-6-4)) ist die Standardform eines homoge-
nen Systems linearer Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizien-
ten.

WO

Bemerkung 6.6.1. Mit F, Fy, F5 sind fiir jedes a, a1, a2 € R offenbar auch die
Funktionen aF und a; F; +as F> Losungen von ([6.6.4) ( “Superpositionsprinzip”).

Natiirlich kénnen wir die Gleichung (6.6.4) auch mit einer komplexen Matrix A
und einer Funktion F': R — C" betrachten.

Satz 6.6.1. (Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir (6.6.4])) Sei A eine
n x n-Matriz mit Koeffizienten in R (oder C), Fy € R™ (oder C™). Dann
besitzt das Anfangswertproblem

dF

prl AF, F(0)=F, (6.6.5)
genau eine Lésung F € C1(R;R™) (bzw. C*(R;C")). Die Komponenten von
F sind analytische Funktionen auf R; insbesondere F € C°(R;R"™) (bzw. F €
C>®(R;C™)).

cost

Beispiel 6.6.2. Insbesondere ist die Funktion F(t) = ( sint

) die einzige

Losung des Anfangswertproblems

F= (01 (1)) F, F(0)= ((1)) . (6.6.6)

Somit ist auch f(t) = cost die einzige Losung des Anfangswertproblems
fHf=0, f0)=1, f(0)=0, (6.6.7)

denn jede Losung f von ([G.6.7) induziert eine Losung F = (;) von (G.6.6]).

Beweis von Satz[6.6.1. Nach Identifikation C > z = z + iy — (x,y) € R?
geniigt es, den Fall reeller Koeffizienten zu behandeln.

i) (Eindeutigkeit.) Es seien F, G € C'(R;R") Losungen von (6.6.5). Dann 16st
die Funktion
H=F—-GecCYR;R")
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die Gleichung
dH dF dG
— =——- —=AF - AG=AH
dt dt dt ¢
mit Anfangswert
H(0) =0.

Betrachte die Hilfsfunktion 1 mit
n(t) = [HO =Y |H(@t)]*, teR.
i=1

Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung gemiss Satz 251 folgt

d dH
d—Z:2<H,E>:2(H,AH)§2|H|-|AH|§01|H|220177.

Somit gilt
d d
= (e—cltn(t» _ (d_;? _ Cln)efcﬂf <0,

und Korollar [6.2.T]ii) ergibt
¥t >0: e ip(t) < n(0) = [H(0)* = 0.
Das heisst, n(t) = 0 und somit auch H(t) = 0 fiir alle ¢ > 0; analog fiir ¢ < 0.

ii) (Existenz.) Analog zu Beispiel [(.6.1]ii) machen wir fiir die Lésung von (6.6.0)
den Ansatz
F(t) = Exp(At)Fy, teRR, (6.6.8)

wobei die Reihe (mit A° = id)

°° ktk
At —'@At

kK
k=0

Exp(At) =

in jeder Matrix-Norm analog zu Beispiel B.7.2]1) fiir beliebige ¢ € R konvergiert.
Weiter gilt analog zu Beispiel G.4.3}i), dass Exp(At) € CY(R; R™ ™) mit

d . d s ARtR

—FExp(At) = —(——) = AExp(At);

ar PpAn I;)dt( ) = ABap(4t);
das heisst,

dF

— = AF, F(0)= Exp(A-0)F, = Fy,
dt —_————

=id
wie gewiinscht. Schliesslich sind nach Satz die Komponenten von e“*, also
auch die von F' analytisch. [l

Bemerkung 6.6.2. Fiir invertierbares A ist die Definition A° = id offenbar
sinnvoll. Eine beliebige quadratische Matrix A kann man durch invertierbare
Matrizen approximieren, was die Vereinbarung A° = id fiir beliebige quadrati-
sche Matrizen rechtfertigt.
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Definition 6.6.2. Die Matriz-wertige Funktion
., ad® .
t— ®(t) = Exp(At) mit i A®, ®(0) =id

heisst Fundamentallésung von (6-6-4)).

Die Darstellung ([6.6.8) der allgemeinen Losung von ([G.6.4) erlaubt die folgende
prézise Charakterisierung.

Satz 6.6.2. i) Der Ldsungsraum

dF
X ={F € C*(R; R"); o= AF}

von (6.6.4) fir eine reelle nxn-Matriz A ist ein n-dimensionaler R-Vektorraum.

ii) Analog ist fiir eine n x n-Matriz A mit Koeffizienten in C der Lisungsraum

X ={F € C}(R,C"); ‘il—l: = AF}

von (6.6.4) ein n-dimensionaler C-Vektorraum.

Beweis. Gemiss Satz[B.6.1]ist jede Losung von ([E.6.4) von der Gestalt (6.6.5)).
Da ®(0) = id, ist die lineare Abbildung L: R" > Fy — ®(t)F, € CH(R;R")
injektiv, ihr Bild L(R™) = X also wiederum ein Vektorraum der Dimension n.
Analog in C. (|

Bemerkung 6.6.3. i) Ohne Vorbereitung kann man ®(¢) = Exp(At) nur mit
Miihe berechnen. Falls man jedoch durch eine lineare Transformation 7': R™ —
R™ die Matrix A in Diagonalform

A\ 0
TAT ' = =A
0 An

bringen kann, so ldsst sich diese Rechnung wesentlich vereinfachen. Es gilt
némlich

(TAT Y = TAT'TAT'.. . TAT ' = TAFT~!, k€ Ny,

also auch
e)\lt 0
T - Exp(At)T ™" = Exp(TAT™'t) = Exp(At) = ,
0 etnt
und wir erhalten
e)\lt 0
o(t)y=T"" T
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11) Allgemein kann man iiber dem Skalarkorper € jede Matrix A durch eine
Ahnlichkeitstransformation T: C* — C™ auf Jordan-Normalform bringen; das
heisst,

At O ... O
rar-t— | 0 A =A
' 0
0 0 Ax
mit Jordan-Blocken
VI 0 0
0
A, = 0
o
0 0 X
der Lange m;, 1 <17 < /¢, und
Mt 0
oAt ’
0 eAkt
wobei fiir 1 <1 < /£ gilt:
T b
0 .
eAit — e)\,;t :
;
0 0 1

siehe die Vorlesung Lineare Algebra.

iii) Falls insbesondere ([6.6.4) die dquivalente Form ist fiir eine skalare Differen-
tialgleichung n-ter Ordnung

f(n) + an_lf(”fl) +-+aof=0 (6.6.9)
mit
f 0 1 0 0
f . : :
F = : e C*(R,R"), A= 0 1 0 5
fo=n 7(()340 —ay ... ' —0417171

so erwarten wir, dass die allgemeine komplexe Losung f von (6.6.9) dargestellt
werden kann als Linearkombination von Funktionen der Form e** oder t*ei?,
wobei k < m;, die Vielfachheit des Eigenwerts A\; von A. In der Tat fithrt der
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Ezxponentialansatz f(t) = e fiir eine Losung von (6.6.8) auch direkt auf die
Gleichung
pA) = A"+ an 1 A"+ Fag =0,

wobei p(\) = det(X id— A) das charakteristische Polynom ist von A. Wir nennen
p daher auch das charakteristische Polynom von (6.6.9).

Ubertragen auf die Gleichung (6.6.9) ergibt Satz das folgende Ergebnis.

Korollar 6.6.1. Seien ag,...,an,—1 € R (oder C). Der Lisungsraum
Z={f e C"(R;R"); f™ +an_1f" D+ +aof =0}

der Gleichung ([6.6.9) ist ein n-dimensonaler R-Vektorraum (analog in C).

Beweis. Sei (6.6.4) das zu (6.6.9) dquivalente System erster Ordnung, X der
zugehorige Losungsraum nach Satz [6.6.21 Die Abbildung

Zaf=sF=(ff,. ., fONex

ist offenbar ein linearer Isomorphismus. O

Beispiel 6.6.3. i) Betrachte die Gleichung
@ —3f@ yaor=o. (6.6.10)
Das charakteristische Polynom lautet
p(A) =2 =322 +2=(\ -1\ -2).

Es hat die Nullstellen
Mo==41, Az4=4V2

Folglich lidsst die allgemeine Losung von (G.6.10) sich in der Form darstellen
f(t) =ae' +be " + ceV? 4 de= V2,

Durch Vorgabe von F(0) = (f(0),..., f(3)(0))t ist f geméss Satz[6.6.2 eindeutig
bestimmt, und man kann die Konstanten a, . .., d aus den vorgegebenen Werten
fiir £(0),...f®)(0) bestimmen.

ii) Die Differentialgleichung ([6.6.2]) hat das charakteristische Polynom
p(N) =M +wp

mit den Nullstellen A\ » = +iwg. Die allgemeine Losung f € C1(R; C) hat die
Gestalt . '
f(t) = ae™°! 4 be= 0t t € R,

wobei a,b € C durch die Anfangsbedingungen
F0)=fo. fO)=h

bestimmt sind. Da die Koeffizienten von ([6.6.2) reell sind, sind mit f € C*(R; C)
auch die Funktionen Re(f), Im(f) € C*(R;R) Losungen; das heisst, die allge-
meine reelle Losung f € C!'(R;R) hat die Gestalt

f(t) = acos(wot) + bsin(wpt), t € R, (6.6.11)



6.6. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 147

wobei a,b € R. Der R-Losungsraum von (6.6.2)) ist 2-dimensional; die Losungen
f1(t) = cos(wot), f2(t) = sin(wpt) sind linear unabhéngig; also ist jede reelle

Losung von ([6.6.2) von der Form (G.6.1T]).

Wir betrachten nun den Fall, dass das charakteristische Polynom p(\) der Glei-
chung ([E.6.9) mit Koeffizienten ag, . ..,a,-1 € R oder € mehrfache Nullstellen
besitzt. Gemiiss Satz[6.5. 7 konnen wir p durch sukzessives Abspalten von Linear-
faktoren darstellen als Produkt

l
p(/\) _ >\n+an71>\n—1 4+ dag = ]‘_‘[(/\7/\”77“7

=1

wobei A1,...,\ € C die paarweise verschiedenen Nullstellen von p bezeichnen
und my,...,m; € N deren Vielfachheit.

l
Satz 6.6.3. Seip(\) = [T (A=X)™ mit \; # \; (i # 7). Dann ist jede Lisung
i=1
der zugehdorigen Differentialgleichung (6.6.9) darstellbar als Linearkombination
der n linear unabhingigen Funktionen

fur(t) =thert, 1<i<l, 0<k<ms.

. . . i . . . .
Beweis. Mit D = 7 kénnen wir (6.6.9) in der Form schreiben

F™ 4 an o fOV o taof = p(D)f =0,

wobei
l

p(D) =D" +an D"+ +agid=[[(D -\ id)™.

i=1

Hier fassen wir D = % auf als lineare Abbildung

D:C*®(R,C)> fr f € C*R,0);
analog id = D°: f — f. Fiir ¢ € C'(R) und beliebiges A € C gilt weiter:
(D = Xid)(q(t)e*) = (¢'(1)eM + Aq(t)e) — Aq(t)e = ¢/ (t)e .
Nach Iteration folgt fiir ¢ € C*(R):
(D — XNid)*(q(t)eM) = ¢W e, ke N.
Firie {1,...,4}, k < m; erhalten wir damit

dmit

dt™mi e/\it =0.

(D — X id)™ (tFett) =
Beachte, dass fiir \,u € C, f € C?(R) stets gilt

(D= Nid)(D — pid)f = f" — A+ wf' + uf = (D — wid)(D — Xid) .
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Es folgt
p(D)fie = [1(D = A id)™ ((D = A id)™ fir) =0, 1<i <0<k <ms.
i
Also 16st jede der Funktionen f;; die Gleichung (6.6.9)).
Behauptung. Die Funktionen (fix)i<i<s, o<k<m,; sind linear unabhéngig.
Beweis (indirekt). Seien by, € C, 1 <1< /¢, 0 <k < m;, mit
4 m.;fl
VteR: Z Z bir fir(t) =0,
i=1 k=0
wobei by, # 0 fiir ein ig € {1,..., £}, kg < m;,. OBdA gelte
ko = max{k < my,; bi,x # 0}.

Gemiiss Teil i) gelten die Gleichungen

m;—1
[T@ =iy Y7 37 bifir =0, (D= Nig id)* Y fior =0,
i#io i#io k=0 h<ko

sowie

(D — Ny id)* fiono = kol Mo’
Mit Zi,k bik fi = 0 erhalten wir dann

0= [ @ - id)™ (D = X, id)* <Z bir fik(t))
ik

J#to
- H (D A id)mj ko! biokoe)\iot = ko! bigk, H ()\10 - )\j)mjt?)\iota
7 i#io
und b;,k, = 0 im Widerspruch zu unserer Annahme. 0
Da ;<o mi = n, folgt mit Korollar [6.6.1] die Behauptung. O

Beispiel 6.6.4. i) Die Gleichung
f=2f+f=0 (6.6.12)
hat das charakteristische Polynom

) =X =2 +1=(A-1)?

mit der doppelten Nullstelle A\; = 1. Jede Losung f der Differentialgleichung
(66.12) ist also von der Form

ft) = (a+bt)e', teR,

wobei a,b € R.
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ii) Ein Federpendel mit Didmpfung wird beschrieben durch die Differentialglei-
chung ) .
fH+25f+wif=0 (6.6.13)

mit Dampfungskonstante § > 0 und wy > 0. Das charakteristische Polynom
p(A) = A% + 20\ + wi

hat die (im allgemeinen komplexen) Nullstellen

ALQ :75:|:\/527w8 = 7(5:&7:\16037(52.

Wir unterscheiden folgende Fille:

a) Sei 62 > w? (“superkritische Dampfung”) Die allgemeine Lésung von (6.6.13)
hat die Form

f(t) = Cle(u_é)t + 026_(M+6)t = e(“_‘s)t(cl + 026_2Ht),

wobel = /0% —w3 < 4, ¢1,¢2 € R.

Cq —+ (SRS

b) Sei 62 = w? (“kritische Ddmpfung”). Analog zu Beispiel i) ist die allgemeine
Losung in diesem Fall von der Form

fit) = cre”% 4 eote 0 = (1 + czt)e_ét.

Die Losungen in den Fiillen a) und b) sind also stets exponentiell abfallend mit
hochstens einer Nullstelle (Stossddmpfertest).

c) Sei 6% < wg (“subkritische Ddmpfung”). Schreibe A\; o = —d & i, wobei wir

diesmal u = /w3 — 82 > 0 setzen. Die allgemeine Losung von ([G.6.13) in C
lautet ' '
f@) = e 0t (cle”“5 + 026_’“t),

wobei ¢1,2 € C. Die allgemeine reelle Losung von (6.6.13) erhalten wir, indem
wir hiervon den Realteil nehmen. Mit ¢; + ¢2 =: a + ib, wobei a,b € R, ergibt
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dies die Darstellung

. . 1 . .
ft) = Re(e*‘”(cle“ﬁ + coe M) = 567&((61 +@)e™ + (T + ca)e ™)

= %e_‘st((a +ib)e™ + (a — ib)e” ") = e 0t (acos(ut) — bsin(ut));

die allgemeine reelle Losung beschreibt also eine geddmpfte Schwingung.

6.7 Inhomogene Differentialgleichungen

Bisher haben wir nur homogene lineare Differentialgleichungen betrachtet. Sehr
oft treten jedoch auch Zusatzterme in den Gleichungen auf.

Beispiel 6.7.1. i) Ein geddmpftes Federpendel wird mit der periodischen Kraft
b(t) = bg cos(wt) mit der Frequenz w > 0 angetrieben. Mit dem Newtonschem
und Hookeschem Gesetz folgt die Gleichung

mf=—Kf—df +b.
Schreiben wir wieder w3 = % und setzen wir 20 = %, Bo = %" so erhalten wir
f426f 4+ wif = Bocos(wt). (6.7.1)

Als partikulire Losung dieser Gleichung erwarten wir eine Schwingung mit der-
selben Frequenz w. Am leichtesten gelingt die Rechnung im Komplexen.

Fiir eine Losung f € C?(R; C) der Gleichung
f420f +wWif = Boe™t (6.7.2)

machen wir den Ansatz
ft) =ce™t, teR,
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Jim o w=0
e'?
w = Wwo
Abbildung 6.1: Phasenwinkel ¢ Abbildung 6.2: Resonanzampli-

tude R

mit einer beliebigen Konstanten ¢ € C. Einsetzen in (6.7.2) ergibt
(((wg — w?) + 2idw)c — ﬁo)em =0

als Bestimmungsgleichung fiir c¢. Falls w # wg, oder falls 6 > 0, kann diese
Gleichung nach c aufgelost werden, und wir erhalten

Bo
(wg — w?) + 2idw’

CcC =

Schreiben wir

1 _ wi — w? — 2idw _ Reit
wi —w?+ 20w (Wi — w?)? 4 462w? ’

so konnen wir

R =

V(Wwg — w?)? + 462w?
als “Resonanzamplitude” und

0
¢ = arctan(r:)?) E] -, 0]
0

als “Phasenverschiebung” gegeniiber der von aussen wirkenden Kraft deuten.
Schliesslich liefert _
fpart (t) = ﬁoR@Z(Wter)), teR,

die gesuchte partikulidre Losung von (6.7.2), bzw.

fpart(t) = Re(fpare(t)) = BoRcos(wt + ¢), t€R

die gesuchte partikulire Losung von (G.7.T]).

Beachte: Fiir § ~ 0 tritt bei w = wp ein unkontrolliertes Aufschaukeln der
anregenden Schwingung ein (Resonanzkatastrophe).
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ii) Eine partikulire Losung der Gleichung
f+25f+wif=1 (6.7.3)

kann man ebenfalls leicht erraten. Die “Kraft” der Grosse 1 suf der rechten Seite
von (673) fithrt zu einer Verschiebung der Ruhelage des Pendels um %; neu
0

entspricht also die stationére (zeitunabhéngige) Losung
1
fpart(t) = "35> teRR,
wo

dem Pendelgleichgewicht.

iii) Kommen beide Effekte aus i) und ii) zusammen, so ergibt dies die Gleichung

f420f 4+ wif =1+ Boe™t. (6.7.4)

Nach dem Superpositionsprinzip ergédnzen sich die oben bestimmten partikuléren
Losungen von ([6.7.2) und (6.7.3) zu einer partikuliren Losung

Ft) = et — 2,

von ([G.7.4]), wobei ¢ € C wie in i) gewéhlt wird.

Wie findet man Losungen zu vorgegebenen Anfangswerten? Wie findet man
alle Losungen? — Die Antworten auf diese Fragen formulieren wir wie vorher im
Kontext von Systemen linearer Differentialgleichungen 1. Ordnung

dF

— =AF+B 7.
7t + B, (6.7.5)

wobei B = B(t) € C°(R;R") (oder € C°(R; C")).

Satz 6.7.1. Sei Fport € CH(R;R™) eine beliebige (“partikulire”) Losung von
©5). Dann ist jede Lisung F von (6205 von der Form

' = e A Flemms (6.7.6)

wobei Fpom eine beliebige Lisung der homogenen Gleichung (6.6.4) ist. Insbe-
sondere gibt es zu jedem Fy € R™ stets genau eine Lisung F von (G.7.5) mit
F(0) = Fy. (Analog in C.)

Beweis. i) Jedes F' der Form (6.7.0) lost ([@75). Sind umgekehrt Fy, Fy €
C1(R;R") Losungen von ([6.7.5)), so gilt

d(Fy — Fy)
dt

das heisst, jede Losung von (G.7.0) ist von der Gestalt (G.7.6).

= A(F1 —FQ) +B—B = A(Fl —FQ);

ii) Zu vorgegebenen Anfangswerten Fy € R sei Fpopm die Losung des Anfangs-
wertproblems (6.6.5) mit Fyom (0) = Fy — Fpart(0). Dann 16st F' = Fpart + From
das Anfangswertproblem (7.5 mit F'(0) = Fy. Eindeutigkeit der Losung F'
folgt mit i) und Satz O
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Beispiel 6.7.2. i) Radioaktiver Zerfall mit konstanter Zufuhr wird beschrie-
ben durch die Modellgleichung

f=—af+s, (6.7.7)

wobei «, s > 0 gegeben sind. Eine partikuldre Losung ist offenbar die Gleichge-
wichtslosung

S
fpart(t) = o t e R.

Mit der Darstellung from(t) = ce™* der allgemeinen Losung der homogenen
Gleichung aus Beispiel [£.6.11ii) erhalten wir die allgemeine Losung

F(t) = cem™ 4 =

von ([B.7.7), wobei ¢ € R durch f(0) bestimmt wird.
ii) Die (nichtlineare) logistische Gleichung
y' = ay — by

fiir y = y(t) > 0 mit a,b > 0 kann nach Division durch y? auf die Form

1
) = ——
€ y()
erhalten wir die Gleichung
fl=-af +0b.

Mit i) folgt die Darstellung

also

2 (t — 0).

y(t) = b/a+C€7at - b

Ein analoges Resultat gilt fiir allgemeine Differentialgleichungen vom “Bernoulli-

Typ”
Yy =ay — by, a>1.

Wie findet man im allgemeinen Fall eine partikuldre Losung zu (62030)7 Bereits
im Fall A = 0 miissten wir in der Lage sein, zu vorgegebenem B = B(t) €
C°(R;R") die Gleichung ‘Z—IZ = B zu l6sen. Genau dies leistet die Integration,
der wir uns nun zuwenden wollen.
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Kapitel 7

Integration

7.1 Stammfunktionen

Seien —oo < a < b < oo, f € CY(a,b]).
Definition 7.1.1. Ein F € C'(Ja,b]) heisst Stammfunktion zu f, falls gilt

dF
= T =f inla,bl.

Beispiel 7.1.1. i) Wegen log'(z) = 1, > 0, ist F(z) = log(z) Stammfunkti-
on zu f(z) = 1, x> 0; ebenso F(z) = log(z) + 1, etc.

ii) Wegen arctan’(z) = ﬁ ist die Funktion F'(z) = arctan(x)+c, wobeic € R

beliebig, Stammfunktion von f(z) = ﬁ

Allgemein ist mit I’ auch F'+c¢ Stammfunktion zu vorgegebenem f, wobei c € R
beliebig. Umgekehrt gilt:

Satz 7.1.1. Sind F1, Fy € C(Ja,b]) Stammfunktionen zu f € C°(Ja,b]), so gilt
F1 — FQ =ceR.

Beweis. (Fy — F3) = f — f = 0, und die Behauptung folgt mit Korollar
G21i). O

Sei f € C%(Ja,b]) und F € C'(Ja,b]) eine Stammfunktion zu f.

Definition 7.1.2. Fiir a < zg < x < b heisst
| 1t = F@) - Fla)
xo

das Integral von f dber [xg,x].

155
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Bemerkung 7.1.1. i) Wegen Satz[Z.1.1list die Definition unabhiingig von der
Wahl der Stammfunktion.

ii) Das unbestimmte Integral [ f(£)d¢ (ohne Grenzen) ist eine praktische und

suggestive Notation fiir “die” Stammfunktion von f.

Aus den Beispielen in Kapitel 6 ergeben sich sofort Stammfunktionen fiir eine
Reihe von elementaren Funktionen wie in der folgenden Tabelle:

f J f(&) dg
% a# -1 ”gjll
x1 log(z)
exp(z) exp(x)
cos(x) sin(z)
1£I2 arcsin(x)
57 arctan(x)

Das Auffinden einer Stammfunktion — und damit die Integration — ist also eine
“Umkehrung” der Differentiation (Englisch: “Anti-differential”).

Weiter ergeben die Regeln aus Kapitel 6 unmittelbar die folgenden Regeln.

Satz 7.1.2. i) (Linearitét) Seien f,g € C%(a,b]) mit Stammfunktionen
F,G € C'(Ja,b]), und seien o, B € R. Dann ist aF + BG € C'(Ja,b]) Stamm-
funktion zu af + Bg; das heisst,

/(af+ﬂg) dx:a/fdz+ﬂ/gdx.

ii) (Partielle Integration) Seien u,v € C'(Ja,b[), und es existiere eine
Stammfunktion F 2u f = wv' € C°(Ja,b]). Dann besitzt die Funktion v'v €
C%(Ja,b]) die Stammfunktion

/u'v daczuv—/uv' dz.

Beweis. i) Summen- und Produktregel gemiiss Satz [G.1.2] ergeben
(aF + BG) = aF' + BG" = af + Bg.
ii) Analog folgt mit F’ = uv’ sofort
(wv — F) =v'v+w' — F' =u'v.

O

Beispiel 7.1.2. i) Sei p(z) = a,2™ + --- + a1z + ag. Mit ka do = &0
k € Ny, und Satz [[.T.2i) erhalten wir

/pdz:%xn+l+"'+aox-
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ii) Seien u(z) = z, v(z) = log(z) mit w'(z) = -1 =1, z > 0. Mit Satz

[C12li) folgt
/10g(:1:) dr = /u’v dr = uv — /uv' dx

= zlog(z) — / 1 dz = zlog(x) — .

iii) Mit e™® = —% (e_””) erhalten wir nach k-facher partieller Integration

/zke_m de = —zFe ™ + k/xk_le_m dx

= —zFe ™ — k2t le™® 4 k(k — 1)/:Ck_26_”” dx

k el
_ _ ol —x —x _ . —x
_...__lgl—l!xe —|—k:!/e dr = E—“me .
= N——

—e—

Mit Beispiel [6.2.3]1) folgt die Identitéit

P(k+1):= lim afe " dr =k, k€N,

r—00 0

Satz 7.1.3. (Monotonie) Seien f,g € C%(Ja, b]) mit Stammfunktionen F,G €
CY(Ja,b]), und sei f < g. Dann gilt fir a < xo < 21 < b:

Tl Tl
/ fdx< / g dz.
xo xo

Beweis. OBdA f = 0. (Betrachte § = g — f > 0 und benutze Satz [[[T.2li).)
Mit Korollar [6:2.71ii) folgt aus G’ = % = g > 0 und Definition

1

/jlgdx:G(:Cl)—G(:Eo)ZOZ/ f dx.

0 Zo

Beispiel 7.1.3. i) Da fiir 0 < z < 7/2 und beliebiges k € Ng gilt

sin® () — sin® ™ () = sin®(2)(1 — sin(z)) > 0,
—— ———
>0 20

erhalten wir mit Satz[[.1.3] die Ungleichung

/2 /2
Vk € Np : / sin* 1 (z) dx < / sin®(z) da.
0 0
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ii) Mit partieller Integration gilt fiir jedes k € N andererseits

/2 /2
/ sin**1(z) do :/ sin(z)  sin®(z) dz
0 0

——

=5 (= cos(x))

w/2 m/2

= — cos(z) sin”(x) —|—k/ cos®(x) sin" ! (z) da
=0 0 N——

=1-sin?(z)

/2 /2
= k:/ sin* 1 (z) dx — k:/ sin**(z) da;
0 0

das heisst,
71'/2 k 71'/2
Vk e N: / sin**1(z) do = —/ sin*~1(z) da.
0 0

Iterativ erhalten wir so die Gleichungen

/2 om—1 2n— 1 [/ 2n)!
/ sin®"(z) dx = n il 3~~~—/ 1ldx = (2n) il
0 on -2 2),

71'/2 2 2 _ 2 2 71,/2 277, ' 2
/ Sin2n+1(1‘) dx = n i n— - / sin(x) dr = (( n ) )
0 0 !

Mit i) folgt

(2"n!)? 2n)! 7 _ @ '(n—-1)H2 1 (2"n!)?
Ent Dl = @m)? 25 @n_1) 20 (2n)
oder (2nn')4 2 o 3 (2nn|)4
(@))22n+1 =" = 2n((2n))2
und somit 1y |
T = nhﬂn;o - (W) (Wallissches Produkt).

Einige Werte des Néherungsausdrucks:

4, n=1,
1/22(n!)2\2  ]3.221..., n=10,
H( (2n)! ) ©)3.157..., n=50,

3.149..., n = 100.

Satz 7.1.4. (Gebietsadditivitit des Integrals) Sei f € C%(a,b]) mit
Stammfunktion F € C(Ja,b[), und seien a < o < o1 < w3 < b. Dann gilt

/m @) dx+/:2 (@) dac:/: (@) da.
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Beweis. Gemiéss Definition ist die linke Seite gegeben durch
(F(z1) = F(z0)) + (F(22) — F(21)) = F(x2) — F(z0),

was genau der rechten Seite entspricht.

Beispiel 7.1.4. (Stirlingsche Formel) Fiir n € N gilt

log(n!) Z log(k

159

Da F(z) = zlog(z) — « geméss Beispiel [[.1.2lii) Stammfunktion ist von f(z) =

log(x), erhalten wir zudem fiir jedes k € IN die Identitét

k+1/2

k+1/2
/ log(z) doz = (zlog(z) —
k—1/2

r=k—1/2

Entwickeln wir geméiss Bemerkung [6.5.] so folgt

(k+ = )log(kj: 1) (kil):

T T 1
=(k=+= )(log(k) T @Hk) - (kii)
L+
=klog(k) — k + 3 log(k) tg ok
it 1 1 1 1
+ +| + +
also
k+1/2
/ log(z) dox =log(k) — ry
k—1/2
mit 5
i < Jst| + s | < 2, ke,
Mit Satz[[.1.4] erhalten wir
k+1/2
log(n!) / log(z) dx + 7y,
Z k—1/2 )

n+1/2 n 3/2
:/ log(x) dx + Zrk —/ log(z) dx
1 P 1

Einsetzen von (ZLT]) liefert

1 1
log(n!) = (n+ 5) log(n) —n + i +st+1

(7.1.1)

(7.1.2)
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wobei wegen (Z.1.2) die Folge (a,) konvergiert. Sei a = lim a,. Exponenzieren
n—oo
ergibt
n! =+/n-n"e "etn
mit
bp=¢e" = b=¢c" (n— o0).

Uberraschenderweise kann man b bestimmen, da gemiss Satz 3.2.2 und Beispiel
713i) gilt

. . 2 , nle™ \2 /+/2n2%p2n
b:hmbn:hm—:hm( )( )
n—o00 n—o0 bay, n—o00 \/ﬁnn (27’),)'62”

2 22n | 2
= lim \/ji(n) = V2.
n—oo ' n (2n)!

Wir erhalten somit die Ndherungsformel

n! ~V2mn-n"e ".

Satz 7.1.5. (Substitutionsregel) Seien f,g € C'(Ja,b[). Dann gilt fir a <

To < x1 < b:
1 g(zl) p
- [ 1w
g

r=x0 (z0)

/mf@@Mﬂ@dz=ﬂd@)

Beweis. Mit der Kettenregel (Satz [61.3))

(fog)(z) = f'(g(x))d (x)

folgt die Behauptung unmittelbar aus Definition [Z.T.2] O

Bemerkung 7.1.2. Wir kénnen formal in Satz die Variable y = g(x)
“substituieren” mit “dy = ¢'(z) dx”.

Beispiel 7.1.5. i)

2 5
x (y=1+1z2) 1/ dy 5
—_— dw = —_ _—
A\EIF 2 1ﬂi\@

1 2
=1+x2) 1 d 1 2 log 2
/ T g vTY )—/ —y:—log(y)’ — 082
0 1 Y

1422 2 2 y=1 2
iii)
/2 1 =cos(¢) d¢
n r—sin S
/ cos?(¢) dgp ") / V1= a2 dr
—7/2 -1 ~—

=/1—sin?($)=cos(¢)
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Andererseits folgt nach partieller Integration (mit u = sin ¢, v = cos ¢)

" / o 2(¢) d
+ sin
p=—7/2 —m/2 ¢ ¢

/2
/ |, co(6) 4o =sin(6) cox(0)

— /W/2 (1 — cos’(¢)) dop = 7 — /W/2 cos’(¢) dgy

—m/2 —m/2
das heisst,
1 /2
/ V1—a? dx:/ cos?(¢) do = /2.
-1 —m/2
iv)

T/ — ol g(z1) d (z1)
/ g@) , (=g) / L 1Og(g(sn))
zo g((E) g(zo) Yy y=g(xo) g(.To)
fir 0 < g € C*(Ja,b]), a < o < 21 < b.
v) Insbesondere konnen wir nun das Anfangswertproblem
fr=af, f(0)=fo>0 (7.1.3)

auch fiir eine zeitabhiingige Funktion a = a(z) € C°(R) mit Stammfunktion
losen. Solange f(z) > 0, gilt

F
f

und Beispiel iv) liefert

o (R = [ de= [ ate) ae

a (“Separation der Variablen”),

das heisst,

analog zu Beispiel [6.6.11ii).

vi) Die zu (ZI3]) gehorige inhomogene Gleichung

f=af+b (7.1.4)

mit a,b € C°(R) kann man nun ebenfalls 16sen. Fiir eine partikulire Losung
von ((C.T4) machen wir den Ansatz

t
fpart(t) = / b(s) efst a(r) dr g4
0

t (7.1.5)
— ef[f a(T) dT/ b(S) e~ fos a(T) dr dS,
0
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sofern die Stammfunktionen existieren. Die rechte Seite in (T.5]) kann man deu-
ten als Uberlagerung der Impulsantworten der Gleichung (ZL3) auf die infinite-
simalen Auslenkungen um den Wert b(s) zu den Zeiten 0 < s < t. Andererseits
erhéilt man denselben Ausdruck auch leicht aus dem Ansatz

Fpars () = c(t)elo 7 o7
mit variablem ¢ = ¢(¢). Daher tréigt die Darstellung (7LD auch den Namen
Variation-der- Konstanten Formel. Wir verifizieren
d

t
Fpart(t) = a(t) fpare(t) + elo ) 47 = ( /0 b(s)e~ J5 a() dr ds)

:b(t)e— fUt a(r) dr
= A(t) fpare () + (1)

Im Fall a = —a, b = 8 € R erhalten wir so die partikuldre Losung

t
Fpars0) = e [ e ds = et B et 1) = 21— )

von (G.7.7); vergleiche Beispiel [6.7.211).

vii) Analog kénnen wir vorgehen im vektorwertigen Fall. Sei A eine reelle n x n-
Matrix, B € C°(R; R"). Fiir eine partikulire Losung der inhomogenen linearen
Differentialgleichung

F'=AF+B

machen wir den Ansatz

t t
Fpart(t) = eAt/ e AB(s) ds = / eA(t_S)B(s) ds,
0 0

wobei wir komponentenweise integrieren, und verifizieren

d t
Fpar®) = 5 (4 [ B(5) s ) = AFura(t) + ¥ B) .,
0

= AF,pan(t) + B(1).

Hier nehmen wir wieder an, dass die Funktion e =% B(s) eine Stammfunktion be-
sitzt. Wie wir spiiter sehen werden, ist dies fiir B € C°(R, R") jedoch immer der
Fall. Ein wenig Vorsicht ist dennoch geboten: Der Ansatz ®(t) = ezp(fot A(s) ds)
fiir die Fundamentallgsung der homogenen Gleichung F” = AF funktioniert im
Allgemeinen nur im Falle konstanter Koeffizienten. Falls A = A(¢) mit der Zeit
t variiert, so liefert die Produktregel beispielsweise fiir den quadratischen Term
Qt) = (fot A(s)ds)2 in der Exponentialreihe die Identitét

Q'(t) = %(/0 A(s)ds~/0 A(s)ds) :A(t)/o A(s)ds+/0 A(s)ds A(t),

und die Gleichung Q'(t) = 2A(t) fot A(s)ds gilt im Allgemeinen nur dann, wenn
simtliche Kommutatoren [A(s), A(t)] = A(s)A(t) — A(t)A(s) verschwinden.

Analog kann man die Identitét

%(emp(/o A(s)ds)) = A(t)e:z:p(/o A(s)ds)
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auch nur in diesem Fall erwarten. Spéter werden wir jedoch auch fiir beliebige
A = A(t) der Klasse CY die Existenz einer Fundamentallésung mit anderen
Methoden beweisen.

viii) Mittels Separation wie in Beispiel v) kann man auch gewisse nichtlineare
Differentialgleichungen 16sen. Beispielsweise geht die Gleichung

y = 2xy? (7.1.6)

fiir eine Funktion y = y(x) > 0 mit der Anfangsbedingung y(0) = 1 nach
Separation iiber in die Form

das heisst,

also

1
y(SC)— 1—562.

Beachte, dass im Unterschied zu linearen Differentialgleichungen die Losung y
von ([CI6) nur fiir |x| < 1 existiert.

ix) Allgemeiner seien g,h : R — R stetig mit A > 0. Weiter nehmen wir an, es
existieren die Stammfunktionen

Glx) = /0 "9 de. H(y) = / y%

Nach Separation erhalten wir aus der Gleichung

fiir eine Funktion y € C1(IR) mit Anfangswert y(0) = yo die Gleichung

y'(z)

Ry ~ )

mit separierten Variablen z und y. Es folgt

das heisst,

H(y(z)) — H(yo) = G(z) — G(0).
Da H'(y) = 1/h(y) > 0, ist H nach Satz [6.2.2] invertierbar mit H~! € C!, und
wir erhalten als Losung unseres Anfangswertproblems

y(z) = H '(G(z) — G(0) + H(yy)) € C".
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Partialbruchzerlegung Mit Hilfe von Satz [(.1.5] kann man die rationalen

Funktionen r(z) = % elementar integrieren.

Beispiel 7.1.6. Das unbestimmte Integral

/ de = artanh(z)

1—22

kann mittels der Zerlegung
-2 =(1—-2)(1+2)
iiber den Ansatz

1 a N b a(l+2x)+b(1—x)
1—22 1—2 14z 1— a2

mita=>b= % elementar berechnet werden

/d_x l/d_wg/d_wfllo(lﬂw
1-22 2/ 1-2 " "2)1+z 2%®\1-2)7%

Beispiel [[.1.6] ldsst sich verallgemeinern mit Hilfe des folgenden Satzes.

Satz 7.1.6. Seien p,q Polynome in R mit

deg(p) < deg(q) =n
und ohne gemeinsame Nullstelle. Sei weiter

!
q(x) = 2" + an_13" 4+ ag = H(z — )",
=i

wobei x1, . . ., x; die paarweise verschiedenen Nullstellen x; € C mit Vielfachheit
m; € IN bezeichnen. Dann gibt es genau eine Partialbruchzerlegung

I my;
p(x) Yik
— = —_— (7.1.7)
@)~ T
mit v € C, und fiir 1 <14 <1 erhalten wir fir k = m;,m;_1,...,1 iterativ

m;

: p(x) Vij K

Yik = lim (— - E 7>(:v — ) (7.1.8)
TTi, TET; q(z) i (JC = :L'Z')J

Beweis. i) Findeutigkeit. Offenbar folgt (18] aus (ZI1.1).

ii) FExistenz. Mache den Ansatz (ZI7) und bringe die rechte Seite auf den
Hauptnenner ¢(z). Der Zéhler ist ein Polynom p vom Grad < n. Die Gleichung

M:M, z € R,
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also die Gleichung p(x) = p(z) fiir € R, liefert ein System von n Gleichungen
fiir die n Koeflizienten v;, € C, 1 <i <[, 1 <k <m,.

Da dieses Gleichungssystem linear ist und nach i) hdchstens eine Losung besitzt,
folgt die Existenz einer Losung mit der Rangformel. O

Bemerkung 7.1.3. Da g nach Annahme reell ist, treten wegen der Identitét

l l
[ =) =@ = [[e 7)™, 2 € R,

nicht reelle Nullstellen in komplex konjugerten Paaren z;, z;11 = T; auf mit
Vielfachheiten m; = m;11. Da fiir x € R ebenfalls gilt

my

b1

1=1 k=1 q(ZE) i=1 k=1

my

Yik
(x — @)k’
folgt wegen der Eindeutigkeit der Zerlegung (Z.I.1]) dann auch

Yir)k = Yiks 1 <k <m;.

Wir kénnen die entsprechenden Terme somit zusammenfassen

Vik ok Yir (@ — Tip1)" + Yigyp (T — z)F
(@—z)F (2 — 2" (@ — z)*(z — zig1)*
2R i — T k
= e(’yk(:c 25)), 1 <k<m,.
|x — ;]

Stammfunktionen lassen sich nun wieder elementar angeben.

Beispiel 7.1.7. i) Berechne [ de  Zerlege dazu

1—2*=1—-2HA+2*) =1 —2)1 +2)(1 +2?).

Satz und Bemerkung [[.T.3] fithren auf die Zerlegung

1 a n b +c+d:c
1—24 1—z 142 1422
mit
I 1—x 1 1
a = lim = I
a=11 -2t (1+2)1+22)le=1 4
b I 1+ 1 1
= 1m = [
a—-11—2t (1-2)1+22)la=a 4’
1 1 1 1
d :( - )1 2
ctde =\ 77— T 15))0+e)
11 1422 1
S 1—22 2 1—22 2
das heisst,
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Es folgt

dx 11 1+:L'+1 tan(z) +
——— = -log—— + — arcta .
1_ gt 4087, Tparctanm) e

ii) Berechne

3 —2r+1
— dux.
2 +1

Polynomdivision liefert

=2 +1=xa(?+1) -3z +1.

Nach Bemerkung [7.1.3] kann iﬁ;i im Reellen nicht weiter zerlegt werden. Wir
erhalten

3 —2x+1 3x dx
T e = de — | =224 _@r
/ 22 +1 v /x v /x2+1 x+/:c2+1

3
3 log(1 4 2%) + arctan(z) + c.

2
2
7.2 Das Riemannsche Integral

Wir wollen nun den Integralbegriff ausdehnen auf eine moglichst grosse Klasse
von Funktionen f: [a,b] — R, wobei —0co < a < b < 00. Insbesondere wollen
wir zeigen, dass jedes f € C°([a,b]) eine Stammfunktion besitzt.

Ausgangspunkt ist die folgende geometrische Interpretation der Stammfunktion.

Beispiel 7.2.1. i) Sei f = c fiir ein 0 < ¢ € R mit Stammfunktion F(z) = cz,
z € R. Dann stimmt fiir a < b das Integral

b b
/fdx:/ cdxr =cr

iiberein mit dem elementargeometrisch definierten Flidcheninhalt des Bereiches
zwischen dem Intervall [a, b] und dem Graphen von f.

b
=c(b—a)

a

¢t ()

a b

ii) Fir f = ¢ mit ¢ < 0, ¢ € R gilt die Aussage i) analog, sofern wir den
Fldacheninhalt “mit der richtigen Orientierung” messen; vgl. spéter.
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iii) Falls f(z) = ma fiir ein m € R mit Stammfunktion F(z) = ma?, z € R,
so konnen wir fiir a < b das Integral

. 2" ema” 2 2

ebenfalls interpretieren als den “orientierten Flidcheninhalt zwischen [a,b] und

g(f).

f(=z)

F(b) — F(a) = Flicheninhalt
mb

Fragen: Fiir welche Funktionen f: [a,b] — R kann man den Flicheninhalt
zwischen [a, b] und G(f) messen? - Liefert dies den gewiinschten Integralbegriff?

' '
i }
T T

a b

Definition 7.2.1. i) Eine Funktion f: [a,b] — R heisst Treppenfunktion,
falls fiir eine Zerlegung von I = [a,b] in disjunkte (abgeschlossene, offene, halb-
offene) Teilintervalle I, ..., Ix mit Konstanten ¢ € R gilt

f@)=ck firzelx, 1 <k<K;

das heisst,

K
=" exa
k=1

1, zel
xzk<x>={ g

wobet

0, :Z?%Ik

die charakteristische Funktion von I} ist.
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K
ii) Das Integral einer Treppenfunktion f = > ckxr, : [a,b] = R ist
k=1

p» K K
/ (ZCkX[k) dac:ch [Tk |,
@ k=1 k=1

wobei |I;| die Linge von Iy bezeichnet, 1 <k < K.

Cc3
C1

Cc2

a b
I I I3

Bemerkung 7.2.1. i) Die konstante Funktion f = ¢, ¢ € R, kann man auch
schreiben in der Form einer Treppenfunktion

K
f:ZCkX[k mit ¢z = ¢, 1 <k <K,
k=1
wobei I1, ..., Ik disjunkte Zerlegung von I = [a, b], und

K
=1

b
/ fdz:c(b—a):ch|Ik|.
a e

K
ii) Analog kann man bei einer beliebigen Treppenfunktion f = > cpxr, die
=1

Zerlegungsintervalle Iy, weiter zerlegen (“verfeinern”), und das Intggral andert
sich nicht.

Die vorherige Bemerkung ist wichtig fiir den Beweis der folgenden Aussage, die
fiir das Weitere fundamental ist.

Lemma 7.2.1. Sind e, g: [a,b] — R Treppenfunktionen mit e < g, dann gilt

b b
/edﬂcg/gdac.

K L
Beweis. Seiene = > cixr,,9 = Y dix, mit disjunkten Intervallen Iy, ..., Ix
=1 =1
bzw. Jy,...,Jr, wobei

I:[a’b]:UIk:UJl'

k=1 =1
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Die Intervalle
Iy=Ir;nJ, 1<k<K, 1<I<L

sind dann ebenfalls disjunkt mit

L K

L=JIu, Ji=JIu (7.2.1)

1=1 k=1

fiir jedes 1 < k < K und jedes 1 <1 < L, und es gilt

&JZIM - G(LLJIM) :kf—jllk —I.

k=1 =1

Aus der Annahme e < g folgt fiir beliebige 1 < k < K, 1 <[ < L die Unglei-
chung
Vo € Iy : ¢ =e(x) < g(x) =dy;

also
Ck S dl, falls Ikl 7é (Z) (722)

Da mit (TZT]) auch gilt

L K
Tel =D [Tl [T => [Tl
=1 k=1

erhalten wir mit Bemerkung [[.2Z1]

b K
/ 6d$=20k|lk|=z:ck|[kl|
a k=1 k,l

22 L b
< > d |Ikl|:Zdl|Jl|:/ g du,
el =1 a

wie gewiinscht. O
Sei f: [a,b] = R beschriinkt; das heisst,
Jee RVx € [a,b]: |f(z)] <c.

Dann gibt es stets (mindestens) ein Paar von Treppenfunktionen e, g: [a,b] — R
mit e < f < g, und die folgende Definition ist sinnvoll.

Definition 7.2.2. i) Fir beschrinktes f: [a,b] — R bezeichnen
b b
/ fdx = sup{/ e dx; e Treppenfunktion, e < f},

bzw.

b b
/ fdx = inf{/ g dz; g Treppenfunktion, f < g}

das untere, bzw. obere Riemann-Intergral (R-Integral) von f.
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ii) FEin solches f heisst iber [a,b] Riemann-integrabel (R-integrabel), falls

/abfdz:ffdx::A.
A::/abfdx

das Riemann-Integral (R-Integral) von f.

In diesem Fall heisst

Bemerkung 7.2.2. i) Lemma [[27]liefert fiir jedes beschrénkte f die Unglei-
chung

/abfdzg/abfd:c.

ii) Eine Funktion f ist R-integrabel genau dann, wenn zu jedem e > 0 Trep-
penfunktionen e, g: [a,b] = R existieren mit e < f < g und

b b
/gd:c—/ e dr < e.

Beweis. i) Fiir Treppenfunktionen e, g: [a,b] — R mit e < f < g gilt nach

Lemma [T.2.7] , ,
/edxg/ g dz;

b b b
/ fdx= sup / edr < / g dz,
Ja_ e<f,e Treppenfkt.Jq a

und die Behauptung folgt nach Ubergang zum Infimum bzgl. g > f.

also auch

ii) Die Aussage ii) folgt nun unmittelbar aus der Ungleichung

b b i) b b
/edacg/fdxg/fdacg/gdx

fiir alle Treppenfunktionen e, g: [a,b] - R mit e < f < g.
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Wir kénnen nun fiir eine grosse Zahl von Funktionen f: [a,b] — R zeigen, dass
sie R-integrabel sind.

Satz 7.2.1. Sei f: [a,b] = R monoton. Dann ist f dber [a,b] R-integrabel.

Beweis. OBdA sei f monoton wachsend, also
Va<z<y<b: fla) < f(z) < fly) < f(b).

Setze
¢= sup |f(2)] = max{|f(a)[, | f(b)[} < oo

alz<

Fiir K € N unterteile [a, b] in K disjunkte Teilintervalle I, mit Endpunkten

b—

b
ap=a+ k—-1)—2 by =ap + —2 =app1, 1<k <K,

K K

und Linge
b—a

K K
Dann sind e = > cxxr,, 9 = > deXr, mit
k=1 k=1

Ck =i}lffk, dp =sup fr, 1<k<K,
k

Iy
Treppenfunktionen mit e < f < g.
Weiter gilt

deS}lpfo(bk)Zf(akﬂ) < inf f=cppy, 1<k <K
& k41

also
b K b—a K
/agdilf—/a Z r—ck) | Ik] = I Z & — Ck)
k=1 k=1
b—a i b—a
:T(dk’—cl de—ck+1)§2c K —0 (K—>OO)
<2c k= <0

Die Behauptung folgt somit aus Bemerkung [7.2.21ii). O
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Satz 7.2.2. Sei f: [a,b] = R stetig. Dann ist f dber [a,b] R-integrabel.

Beweis. Da [a,b] kompakt, ist f nach Satz und beschriankt und
gleichméssig stetig. Zu € > 0 wéhle § > 0 mit

Va,y € [a,b] : |z —y| <d=|f(z)— fly)| <e. (7.2.3)

Fir K € N mit 17_7“ < § unterteile [a,b] in disjunkte Teilintervalle I} mit
Endpunkten
b—a b—a
ak:a—l—(k:—l) K b = ap + K

und Lénge
b—a
K ) —

Lk | =
wie in Satz [[.2.1] und setze

cp=inf f <supf=di, 1<k<K.
Iy I

Dann sind
K K
e= cxn, 9= dixi,
k=1 k=1

Treppenfunktionen mit e < f < g.

Da fiir 1 < k£ < K nach Konstruktion

sup [z~ yl = | Il < 6
z,y€lk

folgt mit (ZZ3) auch

dp —cr < sup |f(z) — f(y)] <e,

z,yel}
und wir kénnen abschétzen
b b K K
/ g dx f/ edr = Z(dk — ) | Ix| < ez || = (b— a)e.
@ @ k=1 k=1
Die Behauptung folgt aus Bemerkung [7.2.2]ii). O

Das Integral einer Funktion f € C°([a,b]) kann man numerisch bequem appro-
ximieren. Es gilt

Satz 7.2.3. Sei f € C°([a,b]). Dann gilt fiir eine belicbige Folge von Zerlegun-
gen

Ky
I=lab]= ]I}
k=1
von I in disjunkte Teilintervalle I}}, 1 < k < K,,, mit Feinheit

op= sup |I}|—=0 (n— o0)
1<k<K,
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und eine beliebige Auswahl von Punkten xi € I]!, 1 < k < K,,, stets
b Kn Ky b
[ (X faiing) do = s ) - [ £ do (2 o0)
L. k=1 @

Beweis. Zu € > 0 wihle 6 = () > 0 mit (23) wie in Satz [[2Z2] dazu
ng = no(e) € N mit
Yn>ng: 0, <9.

Fiir n € IN setze weiter

c}c‘:ilnffgf(x}c‘)gsupf:dz, 1<k<K,.
4 I

Wie in Satz [[.2.2] erhalten wir fiir n > ng die Abschitzung

dy —cj < SHP lf(z)— f(y) <e 1<k<K,.
z,y€

Definiere die Treppenfunktlonen

K, K, K
€n = ZCZXI,Z' < fn = Zf(xZ>XIg < gn= ZdZXI,?
k=1 k=1 k=1

Da f gemiiss Satz[[.2.21 R-integrabel ist, konnen wir fiir n > ng(e) abschitzen

Rn:/abfdx—/a fokxfn dx_/fdx—/fnd:v

b K,
S/gndx—/endx:Z(d"—ck)|Ik|<eZ|Ik|— —ae .
@ @ k=1 k=1
Analog erhalten wir R,, > —(b — a)e, und die Behauptung folgt. O

Beispiel 7.2.2. i) Die stetige Funktion f(z) = e ist {iber jedes Intervall [a, b]
R-integrabel; eine Stammfunktion ldsst sich jedoch nicht elementar berechnen.

ii) Die Funktion f = xqno,1): [0,1] — R ist nicht R-integrabel. Fiir jedes
Intervall I C [0, 1] mit |I| > 0 gilt geméss Beispiel 1. 4liv),v)

INQA0£N\Q
und daher
O=inf f <supf =1
I I
K L
Fiir Treppenfunktionen e = > cpxr, < f <g= > dixy,:[0,1] = R folgt
k=1 i=1
1 n 1 L
/ edz:ch|Ik|§O, / gdx:Zdl|Jl|21;
0 k=1 0 =1
also

1 s
/fdx§0<1§/fdac.
JO 0
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Mit Hilfe von Satz [[.2.3] konnen wir den Wert gewisser Summen approximativ
berechnen, indem wir sie als “Riemann-Summen” deuten. Dabei benutzen wir,
dass nach dem im folgenden Abschnitt bewiesenen Korollar [[.34] die Stamm-
funktion F' einer Funktion f = F’ mit dem R-Integral iibereinstimmt.

Beispiel 7.2.3. i) Fiir @ > 0 schreibe

n
ka
kzz:l . 1 n kN«
notl Z(E)
k=1
und deute + = |I| fiir eine fquidistante Zerlegung von I = [0,1] in n disjunkte
Intervalle I, ..., I7. Setzen wir nun fiir festes n noch % =z, 1 <k <n,

und definieren wir f(xz) = z%, z € I, so kénnen wir die Summen deuten als
Riemann-Summen fiir f. Gemiiss Satz [[.2.3] erhalten wir somit

> ke n 1

_ 1 kN (n—)oo)/ 1
k=1 E :

_ = — — — @ d == .
notl nk_l(n) 0 v a+1

ii) Analog erhalten wir

1 11 1 (nooo) [?dx
e — = = — = log(2) .
n—i—ljL +2n n - /1 0g(2)

iii) Es gilt

das heisst,

" Nz 4
li 1 v _ 2log(2)—1 ———
Jm T (145) = :

7.3 Integrationsregeln, Hauptsatz

Analog zu Satz [[.1.3] fiir das Rechnen mit Stammfunktionen gilt

Satz 7.3.1. (Monotonie des R-Integrals) Seien f12: [a,b] — R beschrinkt
und R-integrabel mit f1 < fo. Dann gilt

/abfldacg/abfgdac.
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Beweis. Jede Treppenfunktion g: [a,b] — R mit fo < g erfiillt auch f; < g;

also
b e b
/fldHC:/fldacg/gdx.

Nach Ubergang zum Infimum bzgl. derartiger Treppenfunktionen g > fo erhal-

ten wir
b b b
/fldl’g/fgdl':/fgdm,

wie gewiinscht. |

Bemerkung 7.3.1. Mit der Interpretation des Integrals als (orientierter) Flichen-
inhalt ist Satz [.3.1] auch geometrisch evident.

Satz 7.3.2. (Linearitit des R-Integrals) Seien f, f1, fo: [a,b] — R be-
schrinkt und R-integrabel, und sei o € R. Dann sind die Funktionen af, f1+ fo
iber [a,b] R-integrabel, und

ba dr =« : dz
[epdo=a [t

L%ﬁ+j@dx[fﬁdz+[fﬁd$

Beweis. Die Behauptung gilt offenbar fiir Treppenfunktionen. Der allgemeine
Fall ldsst sich darauf zuriickfiihren.

i) Sei a > 0. Fiir Treppenfunktionen e, g mit e < f < g gilt e < af < ag; also

b b
/ (af) do < inf {/ (ag) dz; g Treppenfunktion, g > f}
a a

:affg dx

b b
= ainf {/ g dx; g Treppenfunktion, g > f} = a/ fdx
(f R-int.) b b
= a/ f dx = asup / e dx; e Treppenfunktion, e < f

b b
= sup{a/ e dr; e Treppenfunktion, e < f} < / (af) dx .
a Ja_
:f;’(ae) dx

Nach Bemerkung [T.2Z21) ist die Funktion af daher R-integrabel mit

h[mﬁm:alﬂm.

Analog fiir @ = —1 (und damit auch fiir beliebiges a < 0).
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ii) Fiir Treppenfunktionen e;, g; mit e; < f; < g;, i = 1,2 gilt
e1+ex < fi+ foa < g1+ g9,

und ej + ez, beziehungsweise g1 + go sind Treppenfunktionen. Es folgt:

b b
/ (fl + f2) dx < lnf{/ (gl +92) dZC, gi Treppenﬂ{t'a gi > fia 1= 152}

—_— ——
:f(f gle-i-f: gadx

b
= inf {/ g1 dx; g1 Treppenfunktion, g; > fl}
b
+ inf / g2 dx; g2 Treppenfunktion, gs > fo
b ) b b
) Ja_ Ja_
= sup / ey dz; eq Treppenfunktion, e; < f
b
+ sup / es dx; eo Treppenfunktion, es < fo
b
= sup / (e1 + e2) dx; e; Treppentkt., e; < f;, i =1,2

b b
S/(f1+f2)dx§/(f1+f2)d:c.

Also ist f1 + f2 R-integrabel mit

/ab(f1 + fa)d = /ab fld:ch/ab Foda |

Korollar 7.3.1. Fiir f € C°([a,b]) gilt

/abfd:c

Beweis. Mit &f < |f| < | f]|oo folgt die Aussage aus Satz[L3Tund 32 O

b
< / 1 dz < | fllo (b— a).

Korollar 7.3.2. Seien f, fi, € C°([a,b]) mit fy g f (k= o0). Dann gilt

/abfkdﬂc—/abfdac

b
< [ =11 do < @) = Flloo >0 (k> o0).
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Bewets. Unmittelbar aus Satz [[.3.2] und Korollar [.3.1] O
Gemiiss Beispiel 6.7.2] sind Potenzreihen

o0

p(x) = Z cpxh

k=0
fiir jedes
1
r<p= —"797¥—"—7—
P lim sup &/|ex|
k—o0

in B,(0) gleichmissig konvergent. Korollar [[.3.2] zusammen mit Korollar [[.3.4]
ergibt somit fiir —p < a < b < p die Darstellung

Korollar 7.3.3. Potenzreihen diirfen im Innern ihres Konvergenzkreises glied-
weise integriert werden.

Beispiel 7.3.1. Fiir 0 < b < 1 erhalten wir

b gz 1+ dz
1 —g)kth 1+b

1+b A6 o© oo
By T S

=1
k=0 *

kbk+1

gkz—i—l:

das heisst, wir erhalten die Taylor-Reihe der Funktion log um zy = 1. Beachte,

dass nach Beispiel B.5.11iii) die alternierende Reihe > (—1)*~1 b sogar fiir alle
k=0

(71)k71bk .
k )

NE

~
Il

1

0 < b <1 konvergiert mit Fehlerabschatzung

n k 1bk bn+1
log(1 +b) — Z < , neN.
— nJr 1

Grenziibergang b — 1 und anschliessend n — oo liefert die Summenformel

k—1

Z 7(71]2 = log 2

fiir die alternierende harmonische Reihe.
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Satz 7.3.3. (Gebietsadditivitit) Sei f: [a,b] — R beschrinkt und R-
integrabel tber [a,b], und sei xg € [a,b]. Dann sind die Funktionen f|[a 2o’

bzw. f|[$07b] R-integrabel, und es gilt

/abfdx/:ofder/:fdx.

Beweis. i) Offenbar gilt die Aussage fiir Treppenfunktionen.

ii) Sei f: [a,b] = R R-integrabel. Zu e > 0 wihle Treppenfunktionen e, g mit

e< f<gund
b b
/gd:c—/ e dr < e.

Dann gilt e < f < g auf [a, o], bzw. auf [z, b], und nach i) gilt weiter

(/amogdz/;oedx)Jr(/migdx/g:edx)

>0 >0

R b b
:/ gdx—/ e dr <e.

Also ist f iiber [a,x0] sowie iiber [zg,b] nach Bemerkung [[2.2]ii) R-integrabel.

Weiter gilt

b o b
A::/fdx—(/ fd:c+/fdx)
b z0 b0 b b
S/gdx—(/ edm+/edw>=/gdm—/edw<e;
a a xo a a

analog A > —e. Da € > 0 beliebig, folgt die Behauptung.
O
Aus Satz[.3 3 folgt nun der “Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung”.

Satz 7.3.4. Sei f € C%([a,b]). Setze
F:x»—)/ fdz, x€]la,b].

Dann gilt F € C(]a,b]) mit F' = f.
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Beweis. Fixiere xy €]a, b[, und wihle € > 0 beliebig. Wiihle § > 0 mit
Vo € [a,b] : |z — x| <= |f(z) — flxo)| <e.

Sei zg < x < xg + 0. Mit Satz [[.3.3] folgt:

F@) = F(ao) = [ 1 de.

x

Schétze ab mittels Korollar [.3.1}

/wfdﬁ—(fc—xo)-f(wo)

/(7€) - staw) ag

0

<o —wol sup  [f(y) — f(xo)| < €]z — w0l

ly—zo|<d
Es folgt:
sup Flz) = Flwo) _ f(zo)| <e.
ro<xr<To+6 T — o
Analog fiir g — § < z < xg. Die Behauptung folgt. O

Korollar 7.3.4. Fir Funktionen mit Stammfunktion (“elementar integrierbare
Funktionen”) ist deren R-Integral durch deren Stammfunktion gegeben.

Beweis. Sei f = F' mit F € C'([a,b]). Dann gilt nach Satz [[.3.4]

%(F(z)/:fdz)ffo,

also wegen Korollar [6.2.111)

F(x) — /w f dx = const = F(a).

7.3.1 Das R-Integral vektorwertiger Funktionen

Definition 7.3.1. f = (f;)1<i<n : [a,b] = R" ist R-integrabel iber [a,b] genau
dann, wenn f; : [a,b] = R™ R-integrabel ist fir 1 <i <n und

/abfdx: (/abfldx,...,/CLbfndx>t.

Analog zu Korollar [[.3.7] gilt:

Satz 7.3.5. Sei f € C’O([a,b];Rn). Dann gilt:

/abfdﬂc

wobei | - | die euklidische Norm auf R™ bezeichnet.

b
< [(1fl1do < p-allflco.
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Beweis. Setze
b
P .= / fdr e R™

Dann gilt:
b b b
(Satz [C32) (Cauchy-Schwarz)
PR = ([ fdo)-p ™R [ ppyan S 1.z 1P
also mit Korollar [.3.T}

b b
[ dal=1P1< [ 1f1do < - allfleo

7.4 Uneigentliches Riemann-Integral

Sei f: ]a,b[— R iiber jedes kompakte Intervall [c, d] Cla, b[ R-integrabel.

Definition 7.4.1. f heisst tiber |a,b] uneigentlich R-integrabel, falls

b d
= i
/a f dv c\Lal,HéTb/c f dv

Beispiel 7.4.1. i) Fiir o < —1 existiert

%) d
detl —1 1
/ z% dxr = lim % dx = lim = .
1 d—oo Jq d—oo a+1 |a| -1

existiert.

ii) Fiir a > —1 existiert

1 1 _ Ca+1 1
/ % dx = lim z% dr = lim = .
0 clo /. clo a—+1 a+1
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iii) Die uneigentlichen Integrale

[ =aes(). [ = Jm o
existieren nicht.
iv)

/000 e tdt = lim(1—e %) =1.

d—o0

v) Fiir alle a > 0 existiert

vgl. Beispiel [LL2}ii).

Die Konvergenz gewisser Reihen ldsst sich auf die Konvergenz von uneigentlichen
Integralen zuriickfiithren.

Satz 7.4.1. Sei f: [1,00[— Ry monoton fallend. Dann konvergiert die Reihe
(oo}
> f(k) genau dann, wenn das uneigentliche Integral floo f dx konvergiert, und
k=1

z; diesem Fall gilt

1

Beweis. Die Treppenfunktionen

e= Z J(E+ DX 9= Z F(B) X[k ko1

k=1 k=1
erfiillen wegen der Monotonie von f die Ungleichung e < f < g; somit folgt

n n

/nedx=§jf(k+1)=2f(k>—f(1>s f do

1 k=1 k=1 1
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Wir erhalten also

0<f(n)<> f(k /1fdx§f(1).

k=1

Die Behauptung folgt. (|

Beispiel 7.4.2. i) ((s) Z 7= existiert fiir alle s > 1 gemaéss Satz [L4.1] und
Beispiel [[4T11); vgl. Belsplel m Satz [[4T] liefert zudem die Abschitzung

os«a—ﬁmdexzqa—

fir alle s > 1.

ii) Die Reihe ) m konvergiert geméss Satz [[4]] fiir alle s > 1, da nach
k=2

Beispiel [[.4.711)
o d =logx d
/ SCS (y=log )/ W _
2 X lOg € log 2 y

7.5 Differentialgleichungen

Sei f: RxR™ — R" stetig, up € R"™. Gesucht ist eine Losung u € C1([0, T[, R™)
der Differentialgleichung

0= ‘Zf Ftu(t), 0<t<T, (7.5.1)

mit Anfangsbedingung
u(0) = uo. (7.5.2)

Beispiel 7.5.1. i) Die allgemeine lineare Differentialgleichung (6:6.4)) lésst sich
in der Form (Z5J]) schreiben mit f(¢,y) = Ay, y € R™.

ii) Die Form (Z5.0]) umfasst aber auch nichtlineare Gleichungen wie in Beispiel
6.72lii) oder inhomogene Gleichungen.

Geometrisch kénnen wir die Losungen u von (5 als “Integralkurven” des
durch f gegebenen “Richtungsfeldes” deuten.

Beispiel 7.5.2. i) Sein =2, R? = C, f: C — C gegeben durch f(u) = iu,
u € C. Die Losung u € C1(R; C) von

i = f(u) = iu, u(0) = uo

ist u(t) = uge™, t € R; sie beschreibt einen Kreis um 0 € € mit Radius |ug.
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&\ f(u)
Al
NE

ii) Fiir n = 1 fiihrt man mit Vorteil die Zeit ¢t = u® als zusitzliche Variable ein.
Fiir U(t) = (t,u(t)) ergibt (C51) das Gleichungssystem

0= (&) = (o) =r0

mit F(¢t,u) = (1, f(t,u)) € C°(R?,R?).

Im Falle f(t,u) = s — au mit Konstanten s,a > 0 erhilt man ein Richtungsfeld,
das sehr schon zeigt, wie jede Losung u € C*(R) der Gleichung

U=S8—au

fiir t — oo gegen die Gleichgewichtslage s/a konvergiert; vgl. Beispiel B.7.211).

AN

NN
7T Z
777,

Fragen Was fiir lineare Differentialgleichungen selbverstandlich war, muss im
allgemeinen Fall des Anfangswertproblems (Z5.0), (.5.2) nicht mehr gelten.
Einige Fragen dridngen sich auf:

i) Gibt es zu jedem uy € R™ stets eine “lokale” Losung u € C1([0,T];R™) des
Anfangswertproblems (Z5.0]), (T5.2)) fiir geniigend kleines T' > 07

ii) Ist diese Losung eindeutig durch ihre Anfangswerte bestimmt?
iii) Kann man sie fiir alle ¢t > 0 fortsetzen?

iv) Was kann man in den Féllen aussagen, wo eine Fortsetzung nicht moglich
ist?



184 KAPITEL 7. INTEGRATION

Beispiel 7.5.3. i) Sei n = 1, f(u) = u?, up > 0. Nach Separation erhilt man
zu dem Anfangswertproblem

u=u? u(0)=up (7.5.3)

die dquivalente Form

mit der eindeutigen Losung

)= —— <t < 1/uyg.
u() 1/’U/0—t, 0_ < /UO

Offenbar gilt u(t) — oo fiir ¢ T 1/ue; die Losung u ldsst sich demnach nicht fiir
alle t > 0 fortsetzen.

U —

Beachte, dass gilt f(u)/u — o0 (n — 00).
ii) Sei n = 1. Das Anfangswertproblem
i =2v/Jul, u(0)=0, (7.5.4)

hat neben der offensichtlichen Losung u = 0 auch die Funktion u(t) = 2 als
Losung. Tatséchlich sind alle Funktionen

u(t) = (t — to)% = (max{0,t —to})*
Losungen von ([L.5.4]), wobei der Parameter ¢y > 0 beliebig gewiihlt werden kann.

to
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Beachte, dass die Funktion f(u) = 24/|u| in keiner Umgebung von ug = 0
Lipschitz stetig ist, da
[f(w) = fO)] _ 1

= — oo (u—0).

|ul Vul

Wenn wir uns nun der Aufgabe zuwenden, das Anfangswertproblem (T.5.1]),
(T52) zu losen, miissen wir also einerseits damit rechnen, dass Losungen von
[C50), (T52) im Allgemeinen in endlicher Zeit “explodieren”; andererseits gilt
es, geeignete zusétzliche Voraussetzungen an f zu finden, welche die Eindeutig-
keit der Losungen garantieren.

Satz 7.5.1. (Picard-Lindel6f) Sei f = f(¢t,u): RxR™ — R™ stetig und bzgl.
u € R™ lokal Lipschitz stetig, lokal gleichmdssig in t € R; das heisst, fir alle
ug € R™, alle tg > 0 existieren rq > 0, To > 0 und eine Konstante L, so dass

|£(t,u) — f(t,v)| < Llu—v| fiir [t — to] < To und alle u,v € By, (ug). (7.5.5)

Dann gilt

i) Zu jedem ug € R™ ewistiert ein T = T(upg) > 0 und genau eine Ldsung
u = u(t;up) € C([0,T],R") von [TEI), (T52).

ii) Die Lisung u = u(t;ug) hingt stetig ab von ug im folgenden Sinn: Fir jedes
uy € Bry/2(uo) sind die zum Anfangswert uy gehorigen Liosungen u(t;ui) €
C1([0,T)) der Gleichung [T5.0) fiir 0 <t < T erklirt, und mit einer Konstanten
C eR gilt

[[u(t; wo) — u(t; ur)ll e go,ryy < € lua — ol

wobei T > 0 wie in 1) und ro > 0 wie in ((50) zu ug und to = 0 gewdhlt sind.

Beispiel 7.5.4. i) Die Funktion f: R — R mit f(u) = u? aus Beispiel [.5.3}i)
zeigt, dass wir im Allgemeinen nur die Existenz einer lokalen Lésung von (Z5J),
[T52) erwarten diirfen, das heisst, einer Lésung in einer Umgebung von ¢t =0 .

ii) Das Beispiel der Funktion f: R — R mit f(u) = y/|u| aus Beispiel [[5.3]ii)
zeigt, dass die Annahme (Z5.05]) im Allgemeinen notwendig ist fiir die Eindeu-

tigkeit der Losungen von (T5.0), (C5.2).

iii) Die Annahme (7.5.5) ist fiir “autonome” Funktionen f = f(u) € C*(R)
stets erfiillt. Fiir jedes R > 0 und beliebige u,v € Br(0) gibt es ndmlich gemiss
dem Mittelwertsatz, Satz [E.21] ein w € Br(0) mit

fu) = f(v) = f'(w)(u—v).
Zum Nachweis von (T5.0]) geniigt es daher,

L= sup [f(w)| <oo
wEBR(O)

zu setzen.
iv) Sei f: R x R™ — R" gegeben durch
f(tu) = A(t)u +b(t)
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mit stetigen Funktionen A,b. Dann ist die Funktion f lokal in ¢ € R bzgl.
u € R™ sogar gleichméssig Lipschitz stetig. Zu gegebenem T' < oo kénnen wir
némlich fiir beliebiges |¢| < T und beliebige u,v € R™ abschétzen

() — £ 0)] < [AD] 1= v] < | Allgog_gry I — ol
das heisst, wir erhalten (L5.3) mit L = || Al[co(_7 1)
Den Beweis der Aussage i) von Satz[Z.5. 1l fiihren wir zuriick auf ein Fixpunktpro-
blem im Funktionenraum C°([0, T]; R™) fiir geeignetes T > 0. Zur Losung dieses

Fixpunktproblems verwenden wir das Kontraktionsprinzip von Stefan Banach,
welches uns spéter auch in anderem Kontext gute Dienste leisten wird.

7.5.1 Der Banachsche Fixpunktsatz

Sei (M, d) ein metrischer Raum.

Definition 7.5.1. Eine Abbildung ® : M — M heisst kontrahierend, falls
fiir eine Konstante g < 1 gilt

Va,ye M: d(®(z),®(y)) < q-d(z,y).

Satz 7.5.2. (Banachscher Fixpunktsatz, Kontraktionsprinzip) Sei
(M, d) wvollstindig, und sei ® : M — M kontrahierend mit Konstante ¢ < 1.
Dann gibt es genau ein T € M mit ®(T) =T. Zudem gilt fir jedes xo € M und
die Folge

21 = ®(20), ..., Tk = P(zp-1) = - = D*(20), k€N, (7.5.6)
die Abschdtzung
d(z,Z) < ¢*d(20,Z), keN.

Beispiel 7.5.5. Sei (X, ||| y) ein Banachraum, M C X mit der induzierten
Metrik
d(l‘,y) = HZE _yHXa T,y < M.

(Im Beweis von Satz [[.5.1] werden wir X = C°([0,T]; R") wihlen.) Dann ist
(M, d) vollstéindig im Sinne von Definition B53liii), falls M C X abgeschlossen
ist im Sinne von Satz L.2.7] das heisst, falls gilt:

V(zg) CM: zp —»x (B — o00) = ax € M.
Weiter ist eine Abbildung ®: M — M kontrahierend, falls gilt
dg <1Ve,ye M: [|2(z) - 2(y)lx <qlz-ylx,

das heisst, falls ® Lipschitz stetig ist mit Lipschitz Konstante ¢ < 1.

Bemerkung 7.5.1. Falls (X, ||-||x) ein Banachraum, M C X abgeschlossen,
®: M — M kontrahierend, so existiert geméss Satz [[.5.2 genau ein T € M mit



7.5. DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 187

®(7) = 7, und fiir jedes zp € M und die geméss (T.5.6) definierte Folge (x)
gilt

lz =Tl x < ¢"llzo —7llx , k€N
Beweis von Satz[7.5.2. i) Wikle ein 2y € M und definiere (2)rex C M
wie in (T.5.0). Schétze ab

d(zp, Tit1) = d(P(@p-1), P(zk)) < q d(wp—1, 1)
<. < qkd(l'o,l'l), ke N.

Fir { > k € N folgt so

-1

-1

d(zy,m) < d(zj,2i0) <Y ¢ d(zo,71)
j=k j=k

k

q
1—¢

IN

d(zg,z1) >0 (I >k — o0);

das heisst, (zx)ren ist Cauchy-Folge in M.
Da M nach Annahme vollstindig ist, existiert T = klim zr € M. Da @ insbe-
—00

sondere stetig ist, ergibt (Z5.0) die gewiinschte Beziehung

T = lim zx = lim ®(z4_1) = (7).
k—o00 k—o00

Die behauptete Fehlerabschétzung erhélt man nun mittels

d(zg,T) = d(P(x—1), P(T)) < ¢ d(z-1,T) < -+ < qkd(:co,f).

ii) Zum Beweis der Eindeutigkeit von T seien z,y € M Fixpunkte von ®. Mit

d(z,y) = d(®(x), 2(y)) < q d(z,y)
folgt d(x,y) =0, also z = y.
([l

Die Annahme der Vollsténdigkeit von M und die Kontraktionsbedingung kann
man im Allgemeinen nicht weiter abschwichen, wie die folgenden Beispiele zei-
gen.

Beispiel 7.5.6. i) Die Abbildung
£:10,1] 3z s g €)0, 1]

ist kontrahierend mit der Konstanten ¢ = 1/2, besitzt aber keinen Fixpunkt in
]0,1]. (Die auf das abgeschlossene Intervall [0, 1] stetig fortgesetzte Abbildung
f hingegen hat T = 0 als Fixpunkt.)

ii) Die Funktion f: {0,1} — {0,1} mit f(0) =1, f(1) = 0 ist Lipschitz-stetig
mit Lipschitz-Konstante L = 1, hat aber keinen Fixpunkt.
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iii) Sei
1
filo0[=[1,00], z—ax+—
T

mit
Yy

[f(@) = )l =[(z —y) +

Beachte, dass

—x 1
= \:(1*@)|~"E*y|-

1
Ve,y>1: 0<1— — <1;
ry

jedoch besitzt f offenbar keinen Fixpunkt.

iv) Sei 1 <a <2, und sei f: [1,00[— R mit

1 a
f(x) = §(¢E+ 5);
vgl. Beispiel B3liii). Beachte
1 a 11 a
’ _ " _ .. .
f(x)—i(l—ﬁ)e[—i,i],f(m)—;>0furm21,

insbesondere hat f genau eine Minimalstelle bei = y/a, und wir erhalten

fl@) > f(Va)=+Va>1firz>1;

also f: [1,00[— [1, 00]. Weiter gibt es zu 1 < x < y gemiiss Mittelwertsatz, Satz

621 ein £ €]z, y[ mit
7) — @] = £ @)y~ < 5 ly—al,

und f ist kontrahierend.

Gemiss Satz [[.5.2 ist der Fixpunkt T = /a von [ eindeutig bestimmt. Satz
[5.2 liefert zudem ein Verfahren zur niherungsweisen Berechnung von /a fiir
jedes a € [1,2] mit der Fehlerabschitzung

e~ val < () fro —va

fiir die gemiiss (C5.6) bestimmte Folge von Niherungen xzy, k € No.

7.5.2 Beweis von Satz [7.5.1]

Zu gegebenem uy € R™ existieren nach Voraussetzung ro > 0, 7o > 0, L € R
so, dass gilt
|f(t,v) = f(t,w)] < Lv—wl (7.5.7)

fiir alle t € [0,Tp] und alle v, w € By, (ug). Setze

Co:=Lro+ sup [f(t,uo)| < oo.
0<t<To

Wihle
o 1

T = min{T, -
win{To, 55 57

>0
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und setze
M ={ue C°0,T];R"); sup |u(t) — uo| < ro}.
0<t<T
Dann ist M abgeschlossen im Banachraum X = C°([0, T]; R™).

Fiir uy € B, 2(uo) definiere die Abbildung ®,,,: M — X wie folgt: Zu vorge-
gebenem v = v(t) € M sei @, (v) € C([0,T];R") die Funktion mit

(D, (v))(t) :=uq —l—/o f(s,v(s)) ds, 0<t<T.

Unser Ziel ist es nun zu zeigen, dass die Abbildung ®,,, einen Fixpunkt besitzt.
Anschliessend benutzen wir Satz [[.3.4] zum Nachweis, dass dieser Fixpunkt die
gesuchte Losung u = u(t;uq) € CH([0,T],R") von (T5J)) mit u(0) = u; ergibt.
Dazu verifizieren wir zunéchst die Voraussetzungen des Satzes

Behauptung 1. Fiir alle uy € B, 2(uo), v € M gilt ®,, (v) € M.
Beweis. Schitze ab mit Korollar [[.3.7]

|(q)u1 (v))(t) — u0| < |up —uo| + /0 f(s,v(s)) ds

gmﬂ+T£%%U@w@m,0§t§T

Da wegen (Z5.1) fiir 0 < s < T weiter gilt

|f(S,U(S))| < |f(S,U(S)) - f(S,UO)l + |f(S,UO)|

<L sup |v(s)—up|+ sup |f(s,ug)| < Cy,
0<s<T N~ 0<s<T
<ro

folgt mit unserer Wahl von T' < 52 die Abschiitzung
[0)

(@0, (0)) (1) —uo| <m0, 0<E<T,
und &, (v) € M wie gewiinscht. O

Als Vorbereitung zum Nachweis der Kontraktionsbedingung schitzen wir fiir
alle u1,us € By, 2(uo) und alle v,w € M mit (Z5.7) und Satz[L3.5 ab

(@, (0))(8) = (o (w)) ()]
wn —uz + /O (f(s,0(5)) — £ (5, (s)) ds

t (7.5.8)
< |ug — ua| + L/o lv(s) —w(s)| ds

< fur —ug| + LT |Jv — wl[ cojo, 1) »

gleichméssigin 0 <t < T

Insbesondere erhalten wir nun die gewiinschte Kontraktionseigenschaft.

Behauptung 2. Fiir alle u; € B, 2(uo) ist ®,, : M — M kontrahierend.
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Beweis. Bei Wahl von u; = uz € B, /2(ug) ergibt sich wegen LT < 1/2 aus

[TE58) sofort

1
Vo,w € M [y, (0) = By, ()l|oo < 5 10— wlco

Wir kénnen nun den Beweis vollenden.

Beweis von Satz[7.5.1. i) Da ®,,: M — M kontrahierend, hat ®,, geméss
Satz fiir alle u; € B, 2(uo) genau einen Fixpunkt u = u(t) € M mit

u(t) = uy + /Ot f(s,u(s)) ds, 0<t<T. (7.5.9)

Nach Satz 3.4 ist u € C*([0, T]; R™), und u erfiillt

a(t) = %(t) — f(tu(t)), 0<t<T.

Weiter gilt offenbar
u(0) = uq;

also 16st u = u(t;u1) € C([0,T],R™) das Anfangswertproblem (Z5.) mit
u(0) = uy.

Da umgekehrt jede Losung dieses Anfangswertproblems auch (Z.5.9)) erfiillt, folgt
mit Satz auch die Eindeutigkeit dieser Losung, und Aussage i) von Satz
[[5.d]ist bewiesen.

ii) Seien v = ®,,(v), w = P,,(w) die Losungen des Anfangswertproblems
CET) mit v(0) = ug, bzw. w(0) = ug. Mit (53] folgt zunichst

1
lv = wllgo = [|@u; (v) = Pua (W)llco < Jur —uz| + 5 [Jo —wllco;

das heisst,

[0 —wllgo < 2fur —ual.

Gleichung (Z5.0]) zusammen mit (T.5.7) ergibt weiter fiir 0 < ¢ < T die Abschiitzung

[0(t) —w(t)] = [f(t v(t) = ft, w(t))|
S Lu(t) —w®)| < Llv = wlgo -

Wir erhalten also

[0 —wler < lv—wllgo + Lo —wllgo
=1+ L)lv-wlgo <2(1+ L) Jur — uaf,

und somit Aussage ii).
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7.5.3 Stetige Abhéngigkeit von den Daten

Die Losung von (C5.0), (Z52) héngt auch stetig ab von der rechten Seite f im
folgenden Sinne.

Satz 7.5.3. Seien f, fr : R x R™ — R" stetig und beziiglich v € R™ lokal
Lipschitz stetig, lokal gleichmdssig in t € R, gleichmdssig in k € N, und nimm
an,

fe = f  lokal gleichmissig auf R x R™ (k — o).

Zu ug, ugr, € R™ mit uop — ug (k — oo) gibt es dann T = T(ug) > 0 und
Lésungen u,uy € C1([0,T];R"™) von (T5J), (T52), bzw.

’l:Lk(t) = fk (t,uk(t)), 0 S t S T, ’U,k((]) = UQk, (7510)
und ur — u in C1([0,T]; R™) fiir k — oo.

Beweis. Nach Annahme beziiglich f, fi konnen die Zahlen rq, Ty, L in (T5.7)
gleichméssig fiir f und alle f gewihlt werden. Wie in Satz [[.5.1] erhalten wir
dann eindeutige lokale Losungen u, ug, € C*([0, T]; R™) von (Z5.1)), (T.5.2)), bzw.
([CEI0) auf einem von k unabhingigen Intervall [0, T, wobei

u(t), up(t) € Bry(ug), 0<t<T, keN.
Fiir 0 <t < T schitze ab:

| fr(tun(t) — f(tuw(t)] < |frtun(t) — frlt,u(t)] + [fu(t, u(t) — f(t,u(t))]
< Llug(t) — u(@®)| + I,

mit Fehlerschranke

Ik = sup |fk(tvv)7f(tvv)| -0 (k‘)OO)
0<t<T
vE Brg (uo)

Es folgt:

lug () —u(t)| = |u0k +/O fe(s,uk(s))ds — (uo +/O f(s,u(s))ds)‘

< Juox — uo| + / | (s ux(s)) — (s, u(s)) |ds

<Lljur—ullgo+1k
< |u0k — Uol + LT||uk - ’u,Hco + T,
gleichméssigin 0 <t <T.Fur T < ﬁ erhalten wir somit

1
§||Uk —ullcogo,r)) < |uor — uol + Tk,

und es folgt
Jug — ullcoqo,ryy =0 (k= 00).
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Mit (Z50), (75.2), bzw. (5I0) und (C5IT) folgt zudem

ik —llcoqo,ryy = I fu(t, ur(t)) — f(t,ut))llcogo,r)
< L||uk — ’UJHCU([O’T]) + 1. —0 (k — OO)

O

Beispiel 7.5.7. Mit Satz erhalten wir insbesondere auch die stetige Ab-
hiingigkeit der Losung des Anfangswertproblems fiir (Z5.1]) von der Anfangszeit.
Beachte, dass wir analog zu Satz [[.5.1] das Anfangswertproblem auch fiir nega-
tive Zeiten losen konnen. Fiir tp — 0, ugr — wuo betrachte Losungen vy des
Anfangswertproblems

’Uk(t) = f(t,vk(t)), Uk(tk) = Uok-

Dann sind die Funktionen wug(t) = vi(t + tx), k € N, Losungen des Anfangs-
wertproblems

g (t) = fr(t,un(t), ur(0) = uox,

wobei
fet,y) = f(t+te,y) = f(t,y) lokal gleichmissig in ¢ und y.

Satz [[5.3] ergibt Konvergenz uy — w in C1([—To, To], R™) fiir geeignetes Ty =
T (up) > 0, wobei u € C([-Tp, Ty}, R"™) die Losung ist von (Z51), (T52). Zu
vorgegebenem 0 < T' < Ty wéhle kg € N so, dass T + |tg| < Ty (k > ko). Fiir
k> ko, =T <t <T erhalten wir dann die gleichméssige Abschéitzung

vk () — u(®)] < fur(t —tr) — ur(t)] + [ur(t) — u(?)]
< ltelllul ot -0, 1)) + Nk — ullor-mo,m)) =0 (B — 00);
das heisst, vy — u € CO([-T,T],R"). Mit (Z51), (T5.1) sehen wir nun, dass

auch v, — u € C°([-T,T],R"), also vy — u € CH([-T,T],R") mit k — oo fiir
jedes T' < Ty.

7.5.4 Globale Fortsetzbarkeit

Was kann man iiber den Verlauf der Losungen “im Grossen” sagen?

Satz 7.5.4. Sei f: R x R" — R™ wie in Satz[7.5.1], und zu vy € R" sei u =
u(t;ug) € CH([0,T);R™) die eindeutig bestimmte Lisung des Anfangswertpro-

blems (T80, ((5.2) gemdss Satz[T.5.1] Dann gibt es ein mazimales Tz > T,
so dass u fortgesetzt werden kann zu einer Lisung umar € CH([0, Traz[; R™)

von ([CH), (T52), und entweder gilt
Trmaz = 00,

oder
[tmaz(t)] = 00 (t = Tmaz)-
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Beweis. Setze

Trnae = sup{T; Ju € C*([0,T];R"™) mit (Z51), (T52)}.

Wegen der Eindeutigkeitsaussage in Satz [[.5.1] stimmen je zwei Losungen u(?) €
CL([0,T;;;R™), i = 1,2, von (T5J), (T52) auf ihrem gemeinsamen Definiti-
onsbereich [0,77] N [0, T3] iiberein. Somit ist fir 0 < ¢ < T4, die Funktion
Umaz (t) := u(t) wohldefiniert, wobei u € C*([0,T];R") eine beliebige Losung
von (L5T), (C52) ist auf einem Intervall [0, T] mit T' > ¢, und tmqy 16st (C5.0)),
([T52) auf [0, Tzl

Nimm an, Ti,q, < 0o. Falls wir widerspruchsweise annehmen, dass

lim inf |[tqz(t)] < o0,
tTT'nLO/I

so gibt es (tx)ren mit ty — Tinaz, SO dass
U = umm(tk) — U (k’ — OO)

fiir ein Wy € R™. Wihlen wir im Beweis von Satz [.5.1] die Konstanten rg > 0,
To > 0, L € R so, dass (I5T)) gilt fiir alle v,w € By (up), t € R mit
|t — Tiaz| < To, so liefert der Beweis ein von k unabhéingiges T > 0 und Losun-
gen Uy, € C([ty, Trnax + T)) des Anfangswertproblems (T5.1)) mit @y (tx) = ok,

k > ko, sofern kg € N so gewihlt ist, dass
ti > Tmae — T, Uk € BT0/2 (ﬂo) fiir alle k > k.

Wegen der Eindeutigkeit der Losung u des Anfangswertproblems (Z5.1) mit
Anfangswert u(ty) = Uog stimmt uy, fiiv & > ko auf [tg, Tna| iiberein mit wmqq-

Wir kénnen daher t,q, durch Ty, auf das Intervall [0, Tyq. + T'] fortsetzen, im
Widerspruch zur angenommenen Maximalitit von T},,q- ([l

t t t 1
[
Tmaz -T tk Tmaz Tmaz + T

Bemerkung 7.5.2. In jedem Fall ist gemiiss Satz [[.5.4] das maximale Existen-
zintervall [0, Ty, der Losung w von (ZEI), (T5.2) rechtsseitig offen.

Beispiel 7.5.8. i) Sei f(t,u) = A(t)u + b(t) mit stetigen Koeffizientenfunktio-
nen A € CO(R;R™™"), b € C°(R;R™). Dann besitzt das Anfangswertproblem
CxI), (C52) fir jedes ugp € R™ eine eindeutig bestimmte “globale” Losung
u=u(t;up) € CL{R; R").
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Beweis. Nimm an, das maximale Existenzintervall [0, T}, [ fiir u wére endlich.
Fixiere ein T > T),42- Schitze ab

v f(t,v) < sup [A@®)|[v]* + sup |b(t)| |v] < C(1+[v]?)
0<t<T 0<t<T

fur alle 0 <t < T, v € R™. Es folgt

S () = (u Su)) = ult) - Ftu(t) < OO+ ut) )
das heisst,

d
E(1og(1 +u®))?) —2Ct) <0, 0<t< Tnga-

Korollar [6.2.T] ergibt nun fiir alle 0 < ¢t < Tinq, die Abschitzung
log(1 + |u(t)]?) < 2Ct +log(1 + |uol®) ;
insbesondere erhalten wir die gleichméssige Abschitzung
Lt Ju(®)* < (1 Jug|*)e?Tme
im Widerspruch zur erwarteten Divergenz
()] = 00 (t+ Trnas)

gemiss Satz [[.5.4 O

ii) Wéhlen wir insbesondere b = 0, up = ¢;, 1 < i < n, so erhalten wir mit
Beispiel i) nun auch fiir variable Koeffizienten 4 € C°(R;R™*") eine global
definierte Fundamentallosung ® = ®(t,t¢) der Gleichung (6.6.4) mit der Eigen-

schaft, dass

d
Z(tt) = A)(t,t0), Bt ty
fir alle t € R und jedes vorgegebene o € IR. Wegen der Eindeutigkeit der

Losung des Anfangswertproblems folgt zuséitzlich die Identitét

=1d

) | t=to

Vs, t,tg € R: B(t,to) = B(t,s)B(s,to), (7.5.12)

denn fiir festes s und beliebig vorgegebenes ty € R ist sowohl die Funktion
Ui(t) = ®(t,to) als auch die Funktion Us(t) = ®(t, s)P(s, o) eine Losung von

LU= AU, UW)lems = 2(s,10)

Wie in Beispiel [LT.5vi) erhalten wir dann mit (T512) zu vorgegebenem b €

C°(R; R") eine partikulire Losung der inhomogenen Gleichung

d
Eu:Au—i—b,

indem wir setzen

Upart () = /0 O(t,s)b(s)ds = @(t,O)/O ®(0, s)b(s)ds .
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iii) Lorenz-Attraktor. Sei f = f(u): R3 — R? gegeben durch

a(ug — uq)
f(u) = bu1 — Uz — U1U3
UjUg — Cus

fiir u = (u1, u2,us3) € R3, mit Konstanten a, b, c € R. Dann gilt

u- f(u) = (a+bujug — (au? +ud + cud) < Clul*, Vue R

Also sind wie in Beispiel i) die Losungen auf ganz R fortsetzbar.

Fiir a # 0 # ¢ gibt es zudem genau drei Lésungen u = (u1, us, u3) der Gleichung
f(w) =0, ndmlich u; = ug = ug = 0 oder u; = us = £+/¢(b—1).

Speziell fiir die Wahl
a=10, b=28, c=8/3

streben alle Losungen fiir ¢ — oo hin zu einem kompakten “Attraktor” K, der
diese Gleichgewichtslosungen enthélt, wobei das Langzeitverhalten der Bahnen
u(t;up) sehr empfindlich auf kleinste Variationen des Startwerts wg reagiert.
Da nach Satz [7.5.]] die Losungen auf jedem kompakten Zeitintervall stetig vom
Anfangswert abhéngen, spricht man von “deterministischem Chaos”.

Dieses System enstand als einfaches Modell des globalen Klimageschehens; die
Sensitivitdt bzgl. der Daten fithrte zur Bezeichnung “Schmetterlingseffekt”.

Unter dem Stichwort “Lorenz-Attraktor” findet man bei Wikipedia eine Java-
Animation im web.
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Kapitel 8

Differentialrechnung im R"

8.1 Partielle Ableitungen und Differential

Wie kann man die Konzepte der Differentialrechnung in einer reellen Variablen
auf Funktionen f: Q C R™ — R erweitern?
Beispiel 8.1.1. Sei f: R? — R gegeben durch

f(x7y) = :Eey7 :C)y E ]R‘7

und sei (z0,y0) € R2. Fassen wir y € R als Parameter einer Schar von Funktio-
nen f(-,y): R — R auf, so konnen wir f fiir festes y = yo € R “partiell” nach
x differentieren und erhalten so die “partielle Ableitung”

af f(:L' y()) — f(l'() yO)
_9 - 1 : ’
folwo,g0) = 5o (v0,p0) = Jim ==
— gm0 e
z—x0 THTo T —Xo
ebenso 9
fy(zo,90) = 8_5(%71/0) = e’
Sei Q C R™ offen, zo = (zf)1<i<n € 2, ¢ = (0,..., 0,1,0 ,...,0),1 <i < n.
RS ——
i-te Stelle

Allgemein definieren wir:

Definition 8.1.1. Die Funktion f: Q — R heisst an der Stelle xg in Richtung
e; (bzw. nach x*) partiell differenzierbar, falls der Limes

af = . _ . f(CL‘O =F hei) = f(;L‘O)
ox® (0) = fat (o) = h—>101,H}17£0 h
= lim f(x67’z6+h77x8)7f(x67,1'657x8’)
h—0, h#0 h

existiert.

197
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Notation: Von nun ab ist es zweckmaéssig, die Komponenten des Ortsvektors
x = (2%)1<i<n mit hochgestelltem Index zu schreiben. Wir werden bald erken-
nen, welche Vorteile dies bietet.

In einer Raumdimension (n = 1) hat die Differenzierbarkeit der Funktion f
an einer Stelle xy zur Folge, dass f fiir  nahe zy gut durch die affin-lineare
Funktion

x> T1f(2;20) = f(20) + f'(20)(x — o)
angenidhert wird: Aus

@) = 1)

T—x0, THTo T — X9

= f'(z0)

erhalten wir sofort

e @) = (o) + @) — 20)

T—xTo, THXO T — X9

=0.
Gilt eine vergleichbare Approximationseigenschaft auch fiir n > 17

Beispiel 8.1.2. i) Sei f(z,y) = ze¥ wie in Beispiel BRI und sei (zo,%0) € R2
gegeben.

Fiir (z,y) € R? erhalten wir mit Satz G.2.1]

f(xay) - f(xo,yo) = f(xay) - f(iﬂo,y) + f(-TO,y) - f(xo,yo)

— 60— 20) + G (a0, o)
o7

— S (oo, u0) o = a0) + F 0,00~ 90) + Rz, )

mit geeigneten Zwischenstellen £ = £(y), n und Restterm

Rla,y) = (6w 0) - 5@0,0)) (0 a0) + (5 20, = 57 20 90)) (r-0)

Wegen der Stetigkeit der Funktionen

of
ox

of
0y

(x,y) = €Y, (x,y) = xe¥

konnen wir den “Fehler” R(z,y) leicht abschétzen

R
| ($a9)| < sup (|ey_eyo|+|x0||en_eyo|) =0
|x—z0| + |y*y0| [g—agl<|z—=z0]

In—vyol<ly—vol

fiir (z,y) — (xo,v0), (x,y) # (x0,yo); das heisst, es gilt

f(@,y) = f(@o,50) — FE (0, y0) (x — 20) — §E (x0, 90) (¥ — v0)
|z — ol + |y — wol

—~0 (8.1.1)

fur (z,y) — (2o, v0), (x,v) # (20, Yo)-
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N

ii) Sei f: R? - R die Funktion

25 () £ (0,0)
0, (z,y) = (0,0).

Offenbar ist f an jeder Stelle (z9,%0) € R? partiell nach x und y differenzierbar.
Insbesondere gilt
of of

5,00 =0= 8—y(0,0).

f(w,y)Z{

Jedoch gilt beispielsweise

f($,$)2174>f(0,0)20 (‘T_>O’ $750),

die Funktion f ist also bei (zg,y0) = (0,0) noch nicht einmal stetig; schon gar
nicht kann man die Approximationseigenschaft (81.1]) erwarten.

Definition 8.1.2. Die Funktion f: Q — R heisst an der Stelle xy € € diffe-
renzierbar, falls eine lineare Abbildung A: R™ — R existiert mit

lim f(z) = f(®o) — Az — z0)

T—T0, THT0 |$ = ac0|

=0.

In diesem Fall heisst df (xo) := A das Differential von f an der Stelle x.

Bemerkung 8.1.1. i) Falls f differenzierbar ist an der Stelle x, so gilt fiir jede
Folge xr — xo offenbar f(xzx) — f(zo); also ist f insbesondere stetig an der
Stelle . Weiter existieren samtliche partiellen Ableitungen g mf (o) = df (zo)es,
1 <4 < n; die Umkehrung gilt aber nicht (vgl. Beispiel B1.2]).

ii) Ist f an der Stelle z( differenzierbar, so hat df (x¢) die Darstellung

df (z0) = (%(mo), o %(mo)).

Notation: Es zeigt sich nun, wie vorteilhaft es ist, Zeilen- und Spaltenvektoren

SCl

zu unterscheiden. Schreiben wir némlich z = (2%)1<;<, = | : | fiir einen Vek-

xn

tor ¢ € R" und A = (Ay,..., A,) fiir die Darstellung einer linearen Abbildung
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A: R™ — R beziiglich der Standardbasis, so ist

1 1
n - — Ty

=1 " _:661

interpretierbar als Matrixmultiplikation des co-Vektors A = (41,..., A,) mit
dem Vektor x — zg.
Diese Schreibweise lddt ein zur Einsteinschen Summenkonvention: Uber
doppelt auftretende obere und untere Indizes wird stillschweigend summiert.
Beispiel 8.1.3. i) Jede affin lineare Funktion f(z) = Ax 4+ b, x € R", ist an
jeder Stelle zop € R differenzierbar mit df (zo) = A, denn es gilt

Ve, zg € R": f(z) — f(xo) — Az — x9) = 0.

ii) Insbesondere sind die Koordinatenfunktionen z° : z = ()<<, > 2°
an jeder Stelle zp € R™ differenzierbar mit

i-te Stelle
: =~ .
de*| _ =1(0,...,0, "1 ,0,...,0), 1<i<n.
T=I0
Die Differentiale dz', ..., dz" bilden also an jeder Stelle xy € IR™ eine Basis des

Raumes
L(R™R) = {4: R" - R; A linear},

wobei wir A € L(R"™;R) mit der Darstellung A = (Ay,..., A,) bzgl. der Stan-
dardbasis eq,...,e, des R™ identifizieren, und mit A; = Ae;, 1 <i <n.

Da offenbar gilt
i oz’ 1, i=4j,
dr'ej = — = Y
9z |0, i# 7],
ist (daci)lgign sogar die zur Standardbasis (e;)1<i<n des R" duale Basis von

L(R™R).
iii) Jedes f € C'(R) besitzt das Differential

d
(o) = L (o) = /(w0
x
das heisst, f’(x¢) ist die Darstellung von df (z¢) bzgl. der Basis dz von L(RR;R).

iv) Die Funktion f(z,y) = zeY: R? — R ist an jeder Stelle (zg,70) € R?
gemiss Beispiel B1.2li) differenzierbar, und es gilt

of

df (zo,y0) = (%(anyO)v g—z(zo,yo)) = (e¥, wge¥).

(Eigentlich miissten wir auch hier und im folgenden <§O> anstelle von (xo, yo)
0
schreiben; dies wire aber doch zu umsténdlich!)

v) Die Funktion aus Beispiel B1.2lii) ist an der Stelle (zo,y0) = (0,0) nicht
stetig, nach i) also auch nicht differenzierbar.
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8.1.1 Funktionen der Klasse C!

Die Funktionen in den Beispielen BT.2i) und ii) sind beide partiell differen-
zierbar, aber nur die Funktion in Beispiel RI.2li) ist auch differenzierbar. Was
macht den Unterschied aus?

Definition 8.1.3. Die Funktion f: Q — R heisst von der Klasse C!, f €
CL(Q), falls f an jeder Stelle xo € R™ in jede Richtung e; partiell differenzierbar

ist und falls die Funktionen x — ggfi (z), 1 <i<mn, auf Q stetig sind.

Beispiel 8.1.4. Die Funktion f(x,y) = x ¢¥: R? — R aus Beispiel BI.2i) ist
von der Klasse C!, die Funktion aus Beispiel BI.2lii) nicht.

Satz 8.1.1. Sei f € CY(Q). Dann ist f an jeder Stelle xog € Q differenzierbar.
Insbesondere ist f auch stetig auf €.

Beweis. Der Beweis folgt dem Vorgehen in Beispiel BI2i). Fiir z = (2%)1<i<n,
schétze ab mit Satz

f(x) = f(zo) — df (x0)(x — x0)

n

o . 9 S
:Z(f(zl,...,xl,:c?l,...,:Eg) ,f(xl,_,_,%’._,’xg), ai.(:c())(:rZ fx%)))

.(xl,...,fi,zg"l,...,xg) - %(xo))(zz f:cé)

fiir geeignete Punkte £ zwischen xf, und 2%, 1 < i < n. Wir erhalten somit fiir
T # xo die Abschétzung

f(@) = f(xo) — df (xo)(x — 20)

|z — ol

of | 8f( )
9z T g V|

<n sup
<

iyt
z ‘TU

i__ i
x ‘TU

und die rechte Seite strebt wegen der Stetigkeit der partiellen Ableitungen mit
x — xo gegen 0. Das heisst, f ist an der Stelle z¢ € Q differenzierbar. |

Beispiel 8.1.5. i) Polynome auf R" sind von der Klasse C!. Eine handliche
Notation erhidlt man mit Multi-Indices a = (a1,...,a,) € Nj, indem man
fir x = (2%)1<i<n € R™ setzt

Somit kann man ein Polynom p: R™ — R vom Grad N in der Form schreiben
p(z) = Z aqgz®, x € R",
lo| <N
wobel |a] = ag + - + ap.

ii) Rationale Funktionen r = p/q sind von der Klasse C'! auf ihrem natiirlichen
Definitionsbereich 2 = {z; ¢(z) # 0}.
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Schliesslich definieren wir analog zu Abschnitt 6.4 fiir beschrénktes, offenes 2 C
R"™ den Raum

C'Q) ={feC'(Q); fund % sind stetig auf Q ergéinzbar, 1 < i < n}
x

mit der Norm

of
ox?

CU.

Ifller = 1 Fllo + >
=1

Vollig analog zu Satz [6.4.3] zeigt man nun die Vollstéindigkeit von C(€).

Satz 8.1.2. Sei Q C R™ beschrinkt. Dann ist der Raum (C*(Q), || - lcr@y) ein
Banachraum.

Beweis. Offenbar definiert die ||-||¢1-Norm eine Norm. Sei (fx)ren eine Cauchy-

Folge in C1(Q). Dann sind (fx)ren sowie (gi’;)keN Cauchy-Folgen in C°(Q),

und nach Satz 574 existieren die gleichmiissigen Limites

O fr

=1 ;= i -
! Pl Frs gi Koo O

cC’(Q), 1<i<n.

Nach Satz B4 ist f in jeder Richtung z* partiell differenzierbar mit

6f_ =g cC'Q), 1<i<n,
ox?
Nach Satz BT Tlist f € C*(Q) und
|| 0f
i = Fllery = e = flloogmy + D || 55 — 91| =0 (k= o0).
i 1192 co@)

8.1.2 Landau-Symbole

Viele Grenzwertbetrachtungen werden in héheren Dimensionen schnell uniiber-
sichtlich, wenn man versucht, alle Terme explizit mitzufithren. Suggestive Ab-
kiirzungen liefern die Landau-Symbole.

Definition 8.1.4. Fiir k € Ny bezeichnen wir mit O(s*) fiir s | 0, beziehungs-
weise o(s*) fir s | 0 irgendwelche Terme, abhingig von s > 0, mit

O k
lim sup @ < 00,
sl0 S
bzw. .
tim 25 g,
sl0 S

Das heisst, fiir Terme O(s*) (s | 0) existiert C > 0 mit
0(s®)| < Cs*  firs )0
und

0(5:) —0 (sl0).

S
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Beispiel 8.1.6. i) Sei f : @ — R differenzierbar an der Stelle zy € Q. Dann
gelten die Abschiitzungen

f(@) = f(wo) — df (zo)(x — x0) = o(|x — wo|) (z — x0),

bzw.
f(@) = f(zo) = df (wo)(z — @0) + oz — zo|) = O]z — z0|) (= — o).
ii) Sei f:Q — R stetig an der Stelle zo € Q. Dann gilt
f(@) = flzo) = oflz — 2o|°) = o(1) (= o).
iii) Sei f: R — R mit f(z) =22, und sei o = 1. Es gilt
fl@) = flao) =2” =1=(z+1)(z 1) =0(lz = 1]) (z = 1),
bzw.

f(w)—f(ﬂﬁo)—fl(fﬁo)(x—xo)=$2—1—2($—1):($—1)2
=0(lz = 1) = o(jx =1|) (z —1).

iv) Sei g: Q — R an der Stelle 2y € Q differenzierbar. Dann gilt g(z) — g(zo)
fiir £ — xg, und die Notation o(|g(x) — g(z0)|) (x — x0) ist sinnvoll. Weiter gilt

o(lg(x) = g(wo)|) = oz — xol) (& = o),

denn fiir g(z) # g(xo) folgt mit Beispiel i):

ollgl) ~ glea)l) _ ollgle) — g@o)) lol) —glea)] _ 1 oo
worol o) (o) Jr—wm] M 70
—0 (z—z0) <C

Bemerkung 8.1.2. i) Das obige Beispiel RI.0lii) zeigt, wie wichtig die kor-
rekte Syntax beim Einsatz der Landau-Symbole ist. Ohne die Angabe des be-
trachteten Grenzprozesses © — x¢ ist das Landau-Symbol o(1) sinnlos.

ii) Wie Beispiel iii) zeigt, erlauben die Landau-Symbole nur Abschitzungen;
die “Identitat”
O(lz = 1) = o(jr —1|) (z —1)
sagt nur aus, dass
O(lz —1%)

1).
o 1] =0 (x—1)

8.2 Differentiationsregeln

Sei 2 C R™ offen.
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Satz 8.2.1. Seien f,g: Q — R an der Stelle xo € Q differenzierbar. Dann sind
auch die Funktionen f + g und f-g an der Stelle xqy differenzierbar, und es gilt

i) d(f + g)(xo) = df (o) + dg(zo),
ii) d(f - g)(wo) = g(wo)df (xo) + f(x0)dg(zo).-
Falls zusitzlich g(xo) # 0, so ist auch f/g an der Stelle xo differenzierbar mit
iii)
(zo)df (z0) — f(x0)dg(x0)
(9(x0))? '

d(f/g)(wo) = 2

Beweis. Analog zu Satz[6.1.2] Zum Beispiel erhalten wir ii), indem wir entwi-
ckeln

(fg)(x) = (f9)(w0) — (g(xo)df (z0) + f(x0)dg(x0)) (x — o)
= f(x) (9(35) — g(wo) — dg(xo)(x — SUO))
=o(|z—=ol)
+ g(xo) (f(z) — fxo) — df (zo)(x — xo))
=o(lz—xol)
+ (f(x) = f(zo)) dg(wo)(x — o)

=0(|z—=zo|) =0(|z—wol)

= o(| — o).
O

Satz 8.2.2. (Kettenregel, 1. Version) Sei g: Q@ — R an der Stelle xy €
differenzierbar, und sei f: R — R differenzierbar an der Stelle g(xq). Dann ist
die Funktion fog: Q — R an der Stelle zg € Q differenzierbar, und es gilt

d(f o g)(xo) = f'(g(x0))dg(x0).

R R
R" g /_,f\
o g(a0) J (o)
fog

Beweis. Fiir ¢ — xg, x € Q, gilt g(x) — g(xo). Da f bei g(zo) differenzierbar,
folgt mit Beispiel BI.6li) und iv) fiir  — z¢ die Abschiitzung

flg(x) — flg(xo)) — f'(9(z0)) (9(x) — g(x0))
= o(|g(x) — g(z0)]) = o(|z — z0]).
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Ebenso gilt

g9(x) = g(x0) — dg(zo)(x — x0) = o(|x — xo]) (x — o).
Wir erhalten
(fog)(x) = (fog)(xo) — f(g(x0))dg(wo)(x — o)
= f(g9(x)) — f(g9(x0)) — f'(9(x0))(g(z) — g(x0))
+ f'(9(x0)) (9(x) — g(zo) — dg(o)(x — 0))

= o(|z — o) (x = 20),

und die Behauptung folgt. |

Beispiel 8.2.1. Sei h: R? — R mit

h(z,y) = €Y.

Schreibe h = f o g mit f = exp und g(z,y) = zy. Mittels direkter Rechnung
erhalten wir
dh(z,y) = (ye, we™?) .

Dasselbe Resultat erhalten wir durch Anwendung von Satz [8.2.2] in der Form

dh(z,y) = f'(g9(x,y)) - dg(z,y) = ™ - (y,z) .

Satz 8.2.3. (Kettenregel, 2. Teil) Sei I C R und sei Q@ C R™ offen. Sei
weiter g: I C R — Q an der Stelle tg € I differenzierbar, und sei f: Q@ — R
an der Stelle xg = g(to) differenzierbar. Dann ist die Funktion fog: I — R an
der Stelle to differenzierbar, und es gilt

95 0 9)(t0) = dfglt0)) 2 1),

oder -dazu dquivalent-

d(f o g)(to) = df (g9(to)) dg(to)-

R

R R* .
g {
— T f
/\
Bemerkung 8.2.1. Im ersten Fall deuten wir %(to) € R™ als “Geschwindig-
keitsvektor” der Kurve t +— g(t) zur Zeit to, auf den die lineare Abbildung
df (g(to)): R™ — R wirkt. Im zweiten Fall deuten wir dg(to) als Differential der

vektorwertigen Funktion g, das heisst, als lineare Abbildung dg(¢p): R — R”,
die wir mit der linearen Abbildung df(g(t9)): R™ — R verkniipfen.
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Beweis. Der Beweis ist vollkommen analog zum Beweis von Satz [8.2.2] |

Beispiel 8.2.2. i) Sei f(x,y) = 22 + 2, (z,y) € R?, und sei g: R — R? die

Kurve
o) = (Guy)+ tE R
Dann gilt
Vt € R: (fog)(t) =cos?(t) +sin?(t) = 1,
also

Vte R: %(fog)(t):().

Dasselbe Ergebnis erhalten wir auch mit Satz B2.3] denn

Ve R: L(fo9)t) = dilot) L)

. (— sin t)
(z.y)=g(t) \ COSl

= 2(cost,sint) - <_ smt) = 0.

= (2z,2y)

cost

ii) Sei f: Q — R differenzierbar an der Stelle zp € Q, und sei e € R™\{0}.
Betrachte die Gerade g(t) = zp + te, t € R, durch zp mit Richtungsvektor
%(to) =e, Vty € R.

Dann ist die Funktion f o g in einer Umgebung von tyo = 0 definiert, und nach

Satz B2 ist f o g an der Stelle ¢ty = 0 differenzierbar mit

dg

(5 0.9)(0) = df(9(0)) 2 0) = df o).

Wir deuten den Ausdruck df (xp)e als Richtungsableitung von f in Richtung
e. Fiir e = e; ergibt sich insbesondere wieder

of
ozt

(2760) = df(xo)ez‘,

in Ubereinstimmung mit Bemerkung 8111
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Satz 8.2.4. Sei f: B,(0) C R™ — R differenzierbar, und seien xq,x1 € By(0).
Dann existiert 0 <9 <1 mat

f(x1) = f(z0) = df (z9)(z1 — 70),

wobei
xe =1 —t)xg +tzy, 0<t<1.

Beweis. Setze g(t) = x4, 0 < t < 1. Dann ist nach Satz [5.3.1] und Satz
die Funktion f o g: [0,1] — R stetig und in ]0, 1| differenzierbar. Geméss Satz
6271 gibt es ¢ €]0, 1] mit

Fla) — Fawo) = Flo(1) ~ F(9(0)) = (0 9)(9)

= d7(9(9)) L (9) = df (o) 1 — o).

O

Korollar 8.2.1. Sei Q C R"™ offen, f € C*(). Dann ist f lokal Lipschitz
stetig.

Beweis. Sei xg € Q, dazu r > 0 mit B,(z¢) C Q. Nach Satz K24 gilt
Va,y € Br(zo) : [f(y) — f(@)] < Lz —yl,

mit L = sup{|df(z)|; = € B,(z0)} < 0. O

Integrale mit Parametern. Sei h = h(s,t): R? — R stetig und bzgl. ¢
partiell differenzierbar mit 22 € C°(IR?). Setze

u(t) = /Ot h(s,t) ds, te€R.

Fragen i) Ist u € C'?

ii) Wie lésst sich in diesem Fall die Ableitung @ bestimmen?

Deute u = f o g mit

Fla,y) /Omh(s,y) ds: R 5 R, g(t) = <§> . R — R2.
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Offenbar ist g € C*(R,R?), und nach Satz [[3.4]ist f partiell bzgl. z differen-

zierbar mit

9]
O (2.9) = h(ay) € C°®?).
Behauptung. f ist partiell nach y differenzierbar mit

of [T Oh
8—y(m,y) = /0 8—y(s,y) ds € C°(R?).

Beweis. Fiir festes x > 0, yo € R und y # yo gilt geméss Satz [(.2.1]

F(e,y) - Flayo) = / *(h(s,9) — (s, o)) ds = / ' Sl u(s)) o — o) ds

mit Zwischenstellen y(s) zwischen yo und y, 0 < s < z. Mit Korollar [337] folgt

f($7y>*f(1',y0) * 0h *
& d
Y — Yo /0 ay ('rvyo) s| < /0
oh oh

a_y(sa 77) - a_y(svy())

oh oh
a_y('rvy(s)) - a_y(svy()) ds

<z sup

< —0 (y — yo),
0<s<z,|n—yo|<|y—yol|

da % auf dem kompakten Streifen {(s,y); 0 < s < z; |y —yo| < 1} gemiiss
Satz m gleichméssig stetig ist.

Ebenso erhilt man die Stetigkeit von 95 aus der Abschétzung

Oy
0 0 0 0 0 0
a—£<x,y>—a—§(zo,yo> < \a—g(z,y>a—§(zo,y>\+ a—£<xo,y>—a—§<xo,yo>
T Oh o Oh oh

— [ DL,y 4 I gy — L2 d

| Gyt as| | [ (Gt - Gots.m) d
< s Oh >\ =0l 420 sup |22 (s,y) — 2 (s, y0)

u —(s,y)| " |lx —=x x9 sup |—(s,y) — —(s,

_|5—10\S171\:;—y0\ﬁl oy Y 0 OOSSSpﬂEo oy YT gy

=0 (= x0, Yy = Yo) -

([l
Satz ergibt somit u € C! mit
it) = 57 29)(0) = (5L (00, 5 (6()) G0
(8.2.1)

= (e.o. [ St as) (1) = e+ [ Sy as

Beispiel 8.2.3. i) Sei b € C°(R), und setze an

u(t) = /O "o ti(s) ds,

Die Funktion
h(s,t) = e*~'b(s)
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ist stetig, nach t € R partiell differenzierbar mit stetiger Ableitungsfunktion

oh s—t —
O (5.1) = —e"~"bls) = —hs,1).

Es folgt, u € C! mit

* Oh
a(t) = h(t,1) +/ Oh (s 4) ds = b(t) — u;
o Ot
vgl. Beispiel [[LTHlvi) mit a = —1. Beachte, dass
(s, t) =t
die Losung ist des Anfangswertproblems

u=—u, u(s)=1.

ii) Die Gleichung ([B21) ermoglicht einen neuen Zugang zur Variation-der-
Konstanten Formel zur Losung der inhomogenen linearen Differentialgleichung

a(t) = A(t)u(t) + b(t) (8.2.2)

mit A € CO(R;R™*"), b € C°(R;R"™). Nach Beispiel [[.(5.8}ii) besitzt das An-
fangswertproblem

%(t; s)=At)D(t;s), P(s;s)=1id (8.2.3)

fiir alle s € R eine eindeutige Losung ®(t) = ®(t;s) € CH(R; R™*"). (Fiirn = 1,
A(t) = —1 erhalten wir ®(¢;s) = e*~* fiir alle s,t € R.)

Den Ansatz

u(t) = /Ot D(t;5)b(s) ds, t€ R (8.2.4)

aus Beispiel [[5.8ii) fiir eine partikuldre Losung von (822) kénnen wir nun
auch ohne Benutzung von (T.5.12) leicht verifizieren. Mit (821]) erhalten wir
u € CH(R; R™) mit

w(t) = D(t;£)b(¢) +/0 %(t;s)b(s) ds
BZD )+ A1) /O B(t; 5)b(s) ds = A(t)ult) + b(t) |
wie gewiinscht.

Ebenso wie die Darstellung (L5 einer partikuldren Lésung im Falle n = 1
erhiilt man auch in Dimensionen n > 1 die Losungsformel (824]) aus dem
Ansatz u(t) = ®(¢;0)c(t) mit variablem ¢ = ¢(t).
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8.3 Differentialformen und Vektorfelder

In Abschnitt 7.5 haben wir bereits Funktionen v:  C R™ — RR"™ als Vektor-
felder gedeutet, wobei wir den Vektor v(z) € R" fiir jedes x € Q als einen von
diesem Punkt ausgehenden Richtungsvektor auffassen, also als ein Element des
Tangentialraums 7,R™ des R™ am Punkt z.

Analog konnen wir auch Abbildungen A: @ € R"™ — L(R™;R) betrachten,
welche jedem x € Q eine lineare Abbildung A(x): T,R™ = R™ — R zuordnen.
Beziiglich der Basis dz', ..., dz™ von L(IR™;R) schreiben wir

Ma) = Z Ai(z)da!

und koénnen jedes derartige A so mit einer Abbildung
A=A, 0, A): Q= R"
identifizieren.

Definition 8.3.1. Eine Abbildung A: @ — L(R™;R) heisst eine Differential-
form vom Grad 1 (kurz 1-Form oder Pfaffsche Form).

Beispiel 8.3.1. i) Fiir jedes f € C''(Q) ist das Differential df eine 1-Form (von
der Klasse CY).

ii) Der Ausdruck
Mz, y,z) = 3dx + 2zdy + zydz

definiert eine 1-Form auf R3. Beziiglich der Standardbasis hat \ die Darstellung
Az, y, 2) = (3,22, 2y).

Bemerkung 8.3.1. i) Mit Hilfe des Skalarprodukts (-, ). kann man ein Vek-
torfeld v = (v')1<i<n: @ — R™ in eine 1-Form A verwandeln. Setze dazu fiir
jedes x € Q2

Vw e T,R" : Mx)w = (v(x), w)gn (8.3.1)

Beziiglich der Standardbasis gilt A = (A;)1<i<pn mit

Vo € Q: N(z) = Mx)e; = (v(2), €;) g = v'(2). (8.3.2)

ii) Umgekehrt kann man via (831 (z.B. mit dem Rieszschen Darstellungs-
satz; siehe Beispiel B5.H1)) auch 1-Formen A auf Q in Vektorfelder v: Q@ — R™
umwandeln; vergleiche Beispiel R5.11).

Speziell fiir A = df ergibt Bemerkung R31ii) die folgende Definition
Definition 8.3.2. Sei f € CY(Q). Das durch die Gleichung
Vw e R™ : (Vf(x), w)gn = df (z)w

definierte Vektorfeld V f: Q — R™ heisst Gradientenfeld von f bzgl. (-, )pn-
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Beziiglich der Standardbasis e, ..., e, des R™ folgt mit (83.2) die Darstellung

VeeQ: Vf(x)=

Bemerkung 8.3.2. Sei f € C'(), und sei zg € Q. Dann gibt Vf(zg) die
Richtung und den Betrag des “steilsten Anstiegs” des Graphen G(f) an der
Stelle zy an in dem Sinne, dass

Vf(xo) _
PG o) ~ VI = g, B gy ()

Beweis. Fiir jedes e € T, ,R™ = R" mit |e] =1 gilt

(Def) (Cauchy-Schwarz)

df (zo)e (Vfzo,e)gn < |V f(o0)]
B V f(x0) > - V f(xo)
- <Vf ) 9 o) = PR o)
mit Gleichheit fiir e = SHS,. O

Beispiel 8.3.2. i) Sei f(z,y) = 5%, (z,y) € R2, mit

) = -, Vi = (7).

und sei (zg,yo) = (1, —1) mit

IV f(z0,y0)| = V2, (lg—;l)(xo,yo) = % <}> .

ii) Sei f € C'(R?) mit

o) (3) = ez = 50) =3,

g0 (1)) - 350~ Lo -

Es folgt %(0) = 4; das heisst,
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8.4 Wegintegrale

Sei Q@ C R™ offen, v: [0,1] — Q ein “Weg” in Q von der Klasse C! (kurz
v € CH([0,1];Q)) mit “Geschwindigkeitsvektorfeld”

o ([
Y(t) = == (t) = : <t<1.
W=30=| ¢ | 0sts
(1)

Sei weiter A = >° \;(z)dz® mit
i=1

A=(A,..., ) € CYU(QR™)
eine 1-Form auf . Dann wird durch

o NGO = SNV

eine stetige Funktion auf [0, 1] definiert.

Definition 8.4.1. Der Ausdruck

L = XA d

heisst Wegintegral von A lings .

Bemerkung 8.4.1. i) Anstelle [0,1] kann man ein beliebiges Intervall [a, b]
mit a < b als Parameterbereich betrachten.

ii) Das Wegintegral f,y A ist unabhéngig von orientierungserhaltenden Umpara-
metrisierungen von . Bei orientierungsumkehrenden Umparametrisierungen 7y

von y gilt
[r=-[x
¥ v

Beweis. Sei v € C'([0,1];€2), ¢ € C*([a,b];[0,1]). Offenbar ist der Parame-
terwechsel ¢ € C*([a,b]; [0,1]) orientierungserhaltend, falls ¢(a) = 0, ¢(b) = 1;
er ist orientierungsumkehrend, falls p(a) = 1, p(b) = 0.

Sei zunéchst ¢ orientierungserhaltend mit ¢(a) = 0, ¢(b) = 1. Betrachte
y=70p€C([a,b];Q).
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Fiir A € CO(Q;R") gilt:

//\ = /0 A(y ()3 (t)dt
— s b
(t=0(s)) / A(v(@(S)))z—Z(@(S))i—f(S)ds

Fiir den Fall orientierungsumkehrender Umparametrisierungen geniigt es, die
Abbildung ¢(t) = 1 — t zu betrachten, mit ¥(¢) = (1 —t), 0 <t < 1. Es gilt:

1 d3 (s=1-t) [° ,
L A= [aaa-n) Fw a0 [ape)ies

——4(1-1)

Wir bezeichnen den obigen Weg ¥(t) = v(1 —t), 0 <t <1, als —.

iii) Wege 71,72 € C*([0,1];2) mit v1(1) = 72(0) kann man aneinanderhéingen
zu einem stetigen, stiickweise C1-Weg v = v1 + v2: [0,2] — Q mit

<t<
L dm), 0<t<1
Yot —1), 1<t<2.

Offenbar kann man das Wegintegral einer 1-Form A\ auch fiir derartige v =
7+ 72 € Cp,([0,2];Q) erkliren (mit Index “pw” fiir Englisch “piece-wise”),

und es gilt
/ A= / At / A
Y172 71 2

Beispiel 8.4.1. i) Sei v € C'([0,27]; R?) mit

y(t) = (COSt) , 0<t<2m

sint
eine Parametrisierung des Einheitskreises, A = A(z,y) die 1-Form mit
Na,y) = —y de +x dy, (z,y) € R?.

Dann gilt

2m . 2m
/ A= / (—sint, cost) ( S t) dt = / (sin®(t) + cos®(t)) dt = 2.
~ 0 cost 0
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ii) Sei Q € R"™ offen, v € C1([0,1];9), f € C1(Q). Betrachte A = df. Gemiiss
Satz gilt
: d
df (v(1))¥(t) = —(f o )(1);

Tt
das heisst,

Jar= [ e = rem) - rao)

héngt nur von Anfangs- und Endpunkt des Weges ~ ab.

Beispiel B4Tlii) liefert ein Analogon zu Korollar G.2:111).

Satz 8.4.1. Sei Q C R™ offen und (C*-)wegzusammenhingend im Sinne von
Definition [5.6.2, und sei f € C1(Q) mit df = 0. Dann ist f konstant.

Beweis. Zu je zwei Punkten xq, 71 € Q gibt es ein v € C1([0,1]; Q) mit o =
~(0), 21 = v(1). Mit Beispiel B4Tlii) erhalten wir

f@ﬁ—f@@=fﬁ0»—ﬂﬂm%i/#=0

~
O

Bemerkung 8.4.2. Analog zu Satz[(.6.8ist eine offene und zusammenhéngen-
de Menge Q C R™ stets C''-wegzusammenhiingend. Das Beispiel

Q= {(z,sin(1/2); 0 <z <1}U{(0,y); -1 <y <1} C R?

zeigt jedoch, dass dies im Allgemeinen nicht mehr gilt, wenn 2 nicht offen ist.

Wie kann man entscheiden, ob eine Differentialform A von der Form A = df ist
fiir ein f € C1(Q)?

Satz 8.4.2. Sei A € C°(Q;R™). Es sind dquivalent:
i) 3f € CY(Q): A =df. (“) ist exakt mit Potential f.”)
il) Fir je zwei Wege v1,2 € C;w([(), 1];92) mit v1(0) = 72(0), 11 (1) = 72(1) gilt

/A:/x
71 Y2

iii) Fir jeden “geschlossenen” Weg ~ € C,,,(10,1]; Q) mit v(0) = ~(1) gilt

[r=o
~

Beweis. i) = ii): Dies ist Beispiel B4Tlii).

ii) = i): Fixiere pg € Q. Setze f(po) = 0. Fiir z € Q sei v € C},([0,1];Q) ein
Weg mit v(0) = po, v(1) = z. Nach Annahme ii) ist die durch

f@%LA
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definierte Funktion f auf 2 wohldefiniert.

Behauptung. f € C1(Q), df = \.

Beweis. Sei z9 € Q, v € C},([0,1];Q) ein Weg von pg = 7(0) nach zy =
vo(1). Sei 7 > 0 mit B,(xg) C Q. Fiir beliebiges i € {1,...,n}, 0 < |h]| < r gilt

y(t) = xg + the; € C1([0,1];Q)

und

1
f(z0+hei)f(z0)/+ )\—/ )\:/)\:/0 Ao + the;)he; dt.
Yo+ o0 2!

Da A stetig ist, existiert

. flwo+he) — flzo) [ Neo dt — .
}1112%) A = %g% ; Axo + the;)e; dt = A(xo)es;

das heisst, f ist auf € partiell in Richtung e; differenzierbar mit

of
ozt

und f € CY(Q) mit df = \. O

(z0) = Mxo)e; € CO(Q), 1<i<n,

ii) = iii): Sei v € Cp,,([0,1];€2) geschlossen mit (0) = (1) = xo. Wihle zum
Vergleich den konstanten Weg 71 () = xo, 0 <t < 1. Mit ii) folgt

/A:/)\zo.
ol 71

iii) = ii): Seien 1 2 € C},([0,1]; Q) mit 71(0) = 72(0), 1(1) = 72(1). Definiere
den Weg —72(t) := 72(1 —t) € C,,,([0,1]; Q) mit

/_WAZ—/Olk(vz(l—t))%(l—t) dt:-/ﬁ)\.

Der Weg v =71 — 72 =71 + (—72) € C},,([0,1]; Q) ist geschlossen, also

0:/)\://\+/ )\://\—/)\.
v Y1 -2 71 Y2
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Bemerkung 8.4.3. Der Beweis von Satz [8.4.2 liefert offenbar ein Verfahren
zur Berechnung des Potentials f der 1-Form A\ = df.

Beispiel 8.4.2. i) Sei
Nz, y) = 2zyde + 222ydy, (x,y) € R

Wir setzen an f(0,0) = 0 und bestimmen zunéchst einen Ansatz fir f(z,0),
indem wir setzen

f(x,O):/)\, wo v(t) = (tx,0), 0<t<1.

Da y = 0 lidngs ~, folgt

1 1
f@ﬁ):/’Mﬂﬂﬁ@ﬂn:/&%xnﬂﬁﬁ-m-ﬁo<u=&
0 0
Anschliessend machen wir fiir beliebiges (z,y) € R? den Ansatz

flay) = f(z,0) + / A

Y

wobei wir nun den Weg v wihlen mit v(t) = (z,ty), 0 < ¢ < 1. Dies ergibt

1 1
f(z,y)=0 +/ (22(ty)?, 222 (ty)) (2) dt :/ 22%ty? dt = x%y>.
0 0
Zum Schluss verifizieren wir

df (z,y) = (2zy?,22%y) = A, (2,y) € R*

(z,y)

ii) Das analoge Vorgehen im Fall
Na,y) = 2zy’de + 2ydy, (v,y) € R
ergibt f(z,0) =0, z € R, und

1
f@w:/2ﬁﬁ:f,@w€w-
0

Die Probe versagt jedoch, da df (x,y) = (0, 2y) # A(z,y), falls z # 0 # y.

iii) Ebenso besitzt die 1-Form A(z,y) = —ydz + xdy aus Beispiel [R4]] kein
Potential auf R2.
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8.4.1 Konservative Vektorfelder

In Bemerkung [B3.1] haben wir gesehen, dass wir Vektorfelder in 1-Formen ver-
wandeln kénnen mittels dem Skalarprodukt. Somit kénnen wir auch das Wegin-
tegral fiir Vektorfelder erkléren.

Sei © C R" offen, v = (v')1<i<n € CO(Q;R™) ein Vektorfeld mit zugehériger
1-Form A, wobei

Ve e Q, weT,R": ANz)w = (v(x), w)gn
und sei v € C*([0,1]; Q).

Definition 8.4.2. Das Wegintegral von v lings v ist erkldart als

[owa5= [ 3= [ 600500 o

Das Symbol d§ heisst gerichtetes Lingenelement (mit der Darstellung d5 =
A(t)dt).

Definition 8.4.3. Das Vektorfeld v € C°(Q;R"™) heisst konservativ, falls fiir
jeden “geschlossenen” Weg v € C,,,(10,1];€2) mit v(0) = ~v(1) gilt

/v-d§'=0.
~

(Mit einem konservativen Kraftfeld v kann man also kein “perpetuum mobile”
konstruieren.)

Aus Satz B.4.9] folgt unmittelbar:
Satz 8.4.3. Fiir v e C°(Q;R™) sind dquivalent:
i) v ist konservativ;
ii) 3f € C1(Q): v = VY.
In diesem Fuall heisst v Potentialfeld mit dem Potential f.
Beispiel 8.4.3. Sei v: R™\ {0} — R" das Zentralfeld mit
v(z) = g(|z*), = #0,
wobei g € C°(]0, oo]).
Behauptung. Das Vektorfeld v ist konservativ, ein Potentialfeld.

Beweis. Sei G die Stammfunktion

Setze
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Mit der Kettenregel folgt:

15) . .
f. (z) = G'(|z[*)2" = g(|z[*)z’, 1<i<m
oxt
das heisst,
of
Ozl
of
61”’
Zentralfelder sind also konservativ. O

8.5 Hohere Ableitungen

Sei 2 C R" offen, f € C1(Q).

Definition 8.5.1. Die Funktion f heisst von der Klasse C?, f € C?(Q), falls

o 5
2f e Cc'(Q),1<i<n.

Beispiel 8.5.1. Sei f(z,y) = 22 + 42y + y, (z,y) € R2 Dann ist f € C?(R?)
mit
of

of
und
o2 f o2 f o2 f o2 f

(6.1')2 (ZL',y):2, m(xvy):4: ayax(x’y)’ (ay)g(zay):()

Frage: Sind die “gemischten” Ableitungen stets vertauschbar?
Satz 8.5.1. Sei f € C*(Q). Dann gilt

0% f o ¢ of 0% f .
- = = - | — ) = < < n.
Oxidxi  Oxt (6$J> lsijsn

© Qxidaxt’

Bemerkung 8.5.1. Die Voraussetzung f € C?(Q) ist wichtig, wie das Beispiel

der Funktion .
Yty (w,y) # (0,0
fa,y) = { Ve (00 7 (0,0)
0, r=y=0

zeigt. Offenbar gilt f € C*(R?\ {(0,0)}). Aus der Abschétzung

(2, y) = f(0,0)] < [ay| = o(|(z,y)]) ((z,9) — (0,0))

folgt zudem, dass f an der Stelle (o, yo) = (0, 0) differenzierbar ist mit df (0,0) =
0. Weiter gilt

=0 YLoy=—y YLuoy=-s

of
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also existieren an der Stelle (zo,y0) = (0,0) auch die zweiten Ableitungen.
Jedoch gilt
o f 0 f
0,0)=-1 0,0) =1.
8y8:c( 0) 7 8x8y( 0)

Beweis von Satz[8.5.1]l Sei xg € , i # j. Fir geniigend kleine h,k > 0
betrachte den Ausdruck

I:= (f($0+h€i+k€j> ff(x0+hei)) — (f(x0+kej) —f(zo)) .

Indem wir schreiben

1
df = k/ a—f(zothkej) dt |
0

oo+ key) ~ fa) = | o

Y

wobei
v(t) = xo +thkej, 0 <t <1,

und ebenso fiir den ersten Term, erhalten wir zunéchst

Loof of

Nach einer analogen Umformung des Integranden ergibt sich schliesslich

1 1 an
I:hk/o (/0 S (@0 + shei + the;) ds) dt .

Vertauschen der Summationsfolge ldsst den Ausdruck
I = (f(zo+ he; +kej) — f(zo + kej)) — (f(xo + he;) — f(z0)) -

unveréndert; jedoch werden dabei die Rollen von ¢ und j vertauscht, und wir

erhalten ) ) )
o°f
I—hk/o (/O S (@0 + shei + the;) dt) ds .

Da % nach Voraussetzung stetig, ergibt Korollar [[.3.1] fiir den Term

NNAE 0*f
Rij :/O (/O (m(xo + shei +tk€j) - m(l‘o)) ds) dt

die Abschitzung

o2 f @ — o2 f
9202 T zi0n

|Ri;| < sup (o) = 0 (h,k — 0);

|z—x0|<h+k

analog R;; — 0 (h,k — 0). Subtraktion der obigen beiden Ausdriicke fiir I und
Division durch hk ergibt somit

1 1 an
0/0 (/0 W(xoanheithkej) ds) dt

1 1 an
—/0 ( . m(.TO‘FSheZ‘Ftk@J) dt) dS

o%f o%f
© Qxioad (o) + Rij — Oz Oxt (o)

~ Rj; .
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Nach Grenziibergang h, k — 0 folgt
o f o f
Faioar ) = Geiow ")

wie gewiinscht. |

Mit Satz B5.T] erhalten wir eine einfach zu handhabende notwendige Bedingung
fiir ein konservatives Vektorfeld.

Korollar 8.5.1. Sei v = (v')1<i<, € CH(Q;R") konservativ. Dann gilt

(%i_(%j i<
57 = agw LSBIST

Beweis. Nach Voraussetzung ist v = Vf fiir ein f € C?(Q2). Mit Satz B5.1]
folgt _ _
ov* 0% f B 0%f o)

Ori  0xidri  Oxidxd  Ox

1<4,5<n.

2xy>

Beispiel 8.5.2. Sei v(z,y) = ( 2

), (z,y) € R2. Es gilt

ov' Ov?
2%;(xay) ::4$ya :égr(way) ::0;

also ist v nicht konservativ; vgl. Beispiel B42lii).

Fiir beliebiges m € N definieren wir induktiv analog zu Definition R5.T}

Definition 8.5.2. Die Funktion f € C'(Q) heisst von der Klasse C™, f €

C™(Q), falls 2L e C™=1(Q), 1 <i<n.

Bemerkung 8.5.2. Gemiss Satz [R50 sind fiir f € C™(Q) partielle Ableitun-
gen der Ordnung < m beliebig vertauschbar.

Beispiel 8.5.3. Sei f: R® — R die Funktion
f(z,y,2) = e”sin(z) + arctan(y) cos®(x).
Dann folgt _Of_ — () auf Q,da f=fi1+ fomit

0xdy0z
ofi ofs
oy =9, 0z =0
auf €.

8.5.1 Taylor-Nidherung m-ter Ordnung

Sei f € C™(Q), und seien xg, x1 € § mit

=1 —tzg+tr, €Q, 0<t<1. (8.5.1)
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Gemaiss Satz [R.2.3]ist die Funktion
p(t) = f(x) € C™([0,1])

mit
d n )
d—f()*df(:ct T — o) = - — )
d*p - 0% f i iy (o is
o = S g (2@ — 1) (@t —ag’)

i1,i2=1

d"p i amf i B
o = Z 15xi1...5$im H 7).

B15eeeyim = Jj=1

Satz [6.5.2] angewandt auf ¢, ergibt

Satz 8.5.2. (Taylorformel) Sei f € C™ (), und seien zo,x1 € Q mit (8ET).
Dann gibt es eine Zahl 0 < 9 < 1 mit

n 2 . .
F(o1) = f(oo) + df(zo)zs —20) + 5 3 o (z0)(zh — ab)e] — o)

L,I=

Ly o f g
AFovoqF = Z lm(mﬂ)g(xl —aco).

115--tm=

Beispiel 8.5.4. Sei f(z,y) = 22 + 22y + y3, (x,y) € R?, mit

Of (o) = O (o) = 2 O _

0% f B 0% f B o f L
&ray(x’y) - 2) W(‘T’y) - 69) W(‘T’y) - 6’

alle weiteren Ableitungen verschwinden. Mit Satz erhalten wir fiir m =4
und (xg, y0) = (0,0) die Darstellung

1 (0 92/ Loy
= 2 0,0 = 0,0
Fen) = 5 ((gen)e® + 250 0.0+ ) + 5 25 0.0
= 2% 4+ 2zy + o>
Bemerkung 8.5.3. Mit der Multi-Index Schreibweise
N olel ¢
0" = (Oxb)er ... (Dam)on
fir a = (a1, ...,an) € N analog zu Beispiel BI.5li) kann man den Ausdruck
amf M i ¢ «
Z mﬂﬁon U —ag) = > 0% f(wo)(x1 — o)

01,0y tm =1 j=1 la|=m
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kompakt schreiben.

Wie in Abschnitt 5.5 definieren wir das Taylor-Polynom m-ter Ordnung
T f (@, 20) = f(z0) + df (x0)(z — 20) +.

1 i omf m
+ﬁi _;Zlaz“.. xzm 1;[ —xo
= f(wo) + df (z0)(z — m0) + -- +— Z 9% f (o) (1 — 20).

" al=

Bemerkung 8.5.4. i) Geméss Satz [85.2 gilt fiir f € C™ ()
f(@) = T f (23 20) + T f (2, 20)

mit
’m

[rmf(x1;20)] < —  sup  [0%f(zy) — 0% f(wo)||z1 — wo|™

m' 0<9<1, |a|]=m

= o(|lz1 — zo|™) (21 — z0).

ii) Falls f € C™11(Q), so liefert Satz alternativ die Abschétzung

nm+1 mal
sup 0% f(wo)] w1 — 20| .

Irm f (%15 20)| £ ——;
" , (m+1)! 0<9<1, |a|=m+1

iii) Insbesondere fiir m = 2 erhalten wir fiir f die quadratische Néherung

Flan) = F(wo) + df (o) — w0)+
% =1 59?1'6];’ (wo) (2} — af) (2] — x) + rof (21, T0)

mit Fehler
raf(w1,20) = o(jx1 — xol”) (21 — o).

Analog zu Korollar 6.5.1] fiir n = 1 gilt nun:

Satz 8.5.3. Sei f € C*(Q), zp € Q.
i) Falls xo € Q lokale Minimalstelle von f ist, so gilt df (z9) = 0.

”

il) Falls df (x0) = 0 und falls die symmetrische quadratische “Hesse-Matrix

Hess (ao) = (503 (z0))
ess¢(xg) = ( —=— (=

Fio Oxidxd 0 1<i,j<n
positiv definit ist im Sinne von

n

Hessg(x0)(£,6) =

20)€'¢ >0

fir alle &£ € R™"\{0}, so ist zo eine strikte lokale Minimalstelle von f.
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Beweis. i) Sei xg eine lokale Minimalstelle von f, und nimm widerspruchsweise

an, df (zo) # 0. Setze e = ;;gg;l. Dann hat die Funktion

o(t) = flzo +te), || << 1,
bei ¢t = 0 ein lokales Minimum; jedoch gilt

dy
dt

im Widerspruch zu Korollar [6.5.11).
ii) Da S"~! = 0B;1(0; R") kompakt, gibt es A > 0 mit

(0) = df (zo)e = [V f(x0)| >0

Ve € " Hessp(x0)(6,€) 2 A
Mit Bemerkung R5.4liii) folgt fiir x # xo geniigend nahe bei xy die Ungleichung

A
f(@) = f(zo) > M — zol” + raf (2;20) > §|SC*ZE0|2 >0,
wie gewiinscht.

O

Definition 8.5.3. i) Ein Punkt zo € Q mit df(xo) = 0 heisst kritischer
Punkt, der zugehorige Wert f(xo) kritischer Wert von f.

ii) Die quadratische Form & — Hess(x0)(€,&) heisst Hessesche Form.
Bemerkung 8.5.5. Analog zu Satz B5.3lii) ist ein kritischer Punkt x¢ von f,
wo die Hesse-Matrix negativ definit ist mit

VE e R"\ {0} : Hesss(xo)(£,€) <0

eine strikte lokale Maximalstelle von f.

Beispiel 8.5.5. i) (Rieszscher Darstellungssatz) Sei A € L(IR™; R). Betrachte
die Funktion f € C°°(IR"™) mit
Lo
fx) = Sl = Az
2
Fiir € R™ mit |z| > 2|A\| =: R gilt

£(a) > glal? — Wzl = (led — A)lel = 0 = £(0).

=2
Also existiert g € Br(0) mit

f(zo) = min f(z) = min f(x).

|z| <R zER™
Mit Satz [R53li) folgt
Vw € T,R" : df (zo)w = (xo, w)gn — Aw = 0.

Weiter gilt
V¢ € T,R™\ {0} : Hessg(xo)(&,€) = €[> > 0.
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ii) Sei f(z,y) = 3(2? + ay?) + Bay, (z,y) € R?, mit Parametern o, 8 € R. Es
gilt
df (z,y) = (x + By, oy + Bx)

A AN
Hess¢(z,y) = (65} 5o | (@y) = (ﬂ ) =: H.

v J (0%
Ozdy (0y)?

Offenbar ist (x0,y0) = (0,0) kritischer Punkt von f. Die Eigenwerte von H
entscheiden, um welchen Typ es sich handelt.

sowie

Das charakteristische Polynom

p(\) =det(H — X -id) = (1 — \)(a — \) — °
=N -1+ +a—p?

der Matrix H hat die Nullstellen

1 1 2
Ao = +ai\/( +a) —a—i—ﬁQ.

’ 2 4

(Beachte: (1 4+ a)? —4a = (1 — «)? > 0.) Um das Verhalten von f in der Nihe
von (zg,yo) = (0,0) zu verstehen, unterscheiden wir die folgenden Félle:

i) a> (2. In diesem Fall gilt A12 > 0; also ist H positiv definit, und der Punkt
(zo,y0) = (0,0) ist eine strikte lokale (sogar die globale) Minimalstelle.

ii) a = B2 Esgilt \; > 0 = Ay, und H ist positiv semi-definit. Da f quadratisch
ist, folgt
V(z,y) e R*: f(z,y) > 0.

Andererseits gilt offenbar
VyeR: f(=By,y) =0;
der Punkt (z9,yo) = (0,0) ist also ein (entartetes) lokales Minimum.

iii) a < 2. Dann gilt \; > 0 > )g; die Matrix H ist indefinit. Der Punkt
(z0,y0) = (0,0) ist also weder ein lokales Minimum noch ein lokales Maximum
von f sondern ein Sattelpunkt: Jede Umgebung U von (0,0) enthilt Punkte

p,q € U mit f(p) >0 > f(q).

8.5.2 Der Raum C™(Q)

Falls 2 C R™ beschrinkt, so ist analog zu Satz und Satz der Raum

C™(Q) = {fe€C™); f und alle partiellen Ableitungen bis zur

Ordnung m sind auf Q stetig ergéinzbar.}

ein Banachraum beziiglich der Norm

fllemey = Iflco@ + D 10°Flloog)-

lal<m
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8.5.3 Reell analytische Funktionen

Falls f € C*°(9), so kénnen wir an jedem xo € Q die formale Reihe bilden

(x5 20) Zm' Z O f(xo)(x — x)“.

m=0 |a|=

Definition 8.5.4. py(-;xzo) heisst Taylor-Reihe von f um xq.
Satz 8.5.4. Fulls M € R existiert mit

Ym € NoV|a| =m: |0%f(xo)| < M™,
dann konvergiert py(x; o) fir jedes x € R™.

Beweis. Schitze ab

oo

pr(@ia0)| < 3 amla — wol™
m=0

mit

:i' Z nmni/![m, m € Np.
Somit ist py(z; o) fiir jedes € R™ konvergent. O
Beispiel 8.5.6. i) Sei

flz,y, 2 i x—i—y—i—z . (z,y,2) € R3.

=0

Offenbar gilt an jeder Stelle py = (20, Yo, 20) € R? fiir jedes o € N

(lzo| + [yol =+ |zol)" =1
“f(po)l < D < M.
19%1 o) fa (k — |af)! 0

Nach SatzBE54 konvergiert ps(+;po) also auf ganz R?.
ii) Analog fiir exp, sin, cos: C 2 R? — C.

Definition 8.5.5. Eine Funktion f € C*° () heisst reell analytisch, falls fiir
alle xg € Q) in einer Umgebung U von xq gilt:

f(@) = pr(wsmo), weU.

Beispiel 8.5.7. i) Polynome, rationale Funktionen, die Funktionen exp, sin,
cos: C =2 R? — C sind reell analytisch.
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ii) Die Funktion f: R" — R mit

e~ V=12 1 < 1

@) = { 0, , sonst

ist von der Klasse C*°(IR™) aber nicht reell analytisch; vergleiche Beispiel [6.5.10

8.6 Vektorwertige Funktionen

Sei Q C R™ offen, f = (f)1<i<i: @ — R

Definition 8.6.1. i) Die Funktion f heisst an der Stelle xy € Q) differenzier-
bar, falls jede Komponente fi, 1 < i < I, an der Stelle xo differenzierbar ist.
Das Differential df (xz¢) hat die Gestalt

df* (zo)
df (zo) = : : Ty R 2 R — Ty R 2 R
df*(wo)

ii) f heisst auf Q differenzierbar, bzw. von der Klasse C™, m > 1, falls
jedes f* differenzierbar ist, bzw. f* € C™(Q), 1 <i <.

R" R/

Notation: C" (4 R') = {f = (f')i<i<ss f1 € C™(Q), 1<i <1}

Bemerkung 8.6.1. i) Bzgl. der Standardbasis dx’, 1 < j < n, erhalten wir

mit
dfi(x zn: da7<‘9fi( ),_..,axfi(xo))

ox!
die Darstellung

i

If (o) :Za—f (x0) dz]:
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Die Matrix )
aft

Zo )
Ox; ( 1<i<l, 1<j<n

df (zo) = (
heisst Jacobi- oder Funktionalmatrix von f an der Stelle zg.

ii) Auch im vektorwertigen Fall ist die Funktion f genau dann differenzierbar
an der Stelle zg, wenn eine lineare Abbildung A: R"™ — R' existiert mit

f(z) = f(x0) — Alz — 20)

Tz, 0£TEQ |z — zo]

=0,
analog zu Definition [R.1.2

Beispiel 8.6.1. i) Sei f = f1: R? — R? gegeben mit

22— y?
2zy

f(:c,y)<

Offenbar gilt f € C*°(R?;R?) mit

> , (z,y) € R

df (z,y) = @Z 2?) (z,y) € R?.

ii) Sei f = fo: R?® — R? gegeben mit

22 4+ y? + 22 5
f(ZC,y,Z)—( TYZ ’ (ZC,y,Z)ER.
Dann ist f € C°(R3;R?) mit
2¢ 2y 2z

df (z,y,2) = ( ), (z,y,2) € R3.

Yz Tz TY

Es gelten die iiblichen Differentiationsregeln:

Satz 8.6.1. Seien f,g: Q — R! an der Stelle xq € Q differenzierbar, A € R.
Dann sind die Funktionen \f, f + g sowie das Skalarprodukt von f und g an
der Stelle xq differenzierbar, und

i) d(\f)(zo) = Adf (w0),
ii) d(f + g)(z0) = df (o) + dg(x0),
iii) d(f - g)(w0) = f(xo) - dg(wo) + g(x0) - df (x0),

l . .
wobei f(xo) - dg(xo) = > (f*(x0)dg" (zo), ete.
i=1
Beweis. Der Beweis von Satz B2.T] lidsst sich unmittelbar iibertragen. O

Beispiel 8.6.2. Seien f(z) = g(z) = = mit df(x) = id, x € R". Satz RG6.1
ergibt
VreR", ¢ €R": d(|z*)¢ =2z ¢



228 KAPITEL 8. DIFFERENTIALRECHNUNG IM RY

Satz 8.6.2. (Kettenregel, 3. Teil) Seien g: Q — R! an der Stelle z¢ €
und f: RY — R™ an der Stelle yo = g(zo) € R! differenzierbar. Dann ist die
Funktion fog: Q — R™ an der Stelle xy differenzierbar, und

d(f o g)(wo) = df (g(x0)) - dg(wo).

Proof. Der Beweis ist derselbe wie von Satz [8.2.7] O

Bemerkung 8.6.2. i) Falls g: R" — R', f: R! — R™ linear mit
f(y) = Ay, y € R!, g(z) = Bz, z € R",
so ist fog: R™ — R™ linear mit
(fog)(x) = ABzx, x € R™.
ii) Im folgenden Abschnitt sind die Rollen von f und g meist vertauscht. Das

heisst, wir betrachten differenzierbare Funktionen f: Q@ — R!, g: R! — R™ und
wenden Satz [8.6.2] an auf die Funktion g o f mit

d(g o f)(zo) = dg(f(x0)) - df (o). (8.6.1)
In Koordinaten und mit yo = f(x0) kénnen wir die Formel (86.1]) schreiben

d(go f)' (z0) = Z 3gi(3{0) . 0f7 (o)

ook 50 D0k , 1<i<m, 1<k<n.
Tz Y Tz

j=1

Beispiel 8.6.3. Betrachte die Funktionen g = f;: R? = R?, f = fo: R? = R?
aus Beispiel B.6.1l Die Funktion
((x2 oy 4 22)? g2y

_ . 3 2
(go f)x,y,2) = 2a? + 42 + )z ) ‘R?® = R

ist differenzierbar mit

d(g o f)(x,y,z) = dg(f(x,y,2)) - df (z,y, 2)
— (2(z2+92+22) —2wyz > <2x 2y 2,z>

2xyz 2022 + 2+ 2% ) \yz 2z wy
(4z(x2 +y?+22%) —2my?22 .. L. )

Probe: Differenziere direkt.

8.7 Der Umkehrsatz
Sei Q C R", f € CH(,R") injektiv, Q= f(22) das Bild von 2 unter f.

Fragen i) Unter welchen Bedingungen ist die Umkehrabbildung f~1!: Q-0
wieder von der Klasse C1?
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ii) Gibt es Bedingungen an df (xg), die gewéhrleisten, dass f in einer Umgebung
von zg injektiv ist?

Offenbar liefert Satz eine notwendige Bedingung: Falls f € C1(Q;R"),
g € CH(Q;R™) zu f invers, so folgt fiir jedes o €

id = d(g o f)(wo) = dg(f(z0))df (x0);
die lineare Abbildung df (z¢) € L(IR™;IR™) muss also invertierbar sein.

Gemiss dem folgenden Satz ist diese Bedingung auch hinreichend fiir die lokale
Invertierbarkeit von f.

Satz 8.7.1. (Umkehrsatz) Sei f € C'(Q;R™) und sei df(zo): R® — R"
invertierbar an einer Stelle xo € Q. Dann existieren Umgebungen U von xg, V
von f(zo) = yo und eine Funktion g € C*(V;R"™) mit g = (f}U)_l; das heisst,

Ve eU: g(f(z)) ==z, VyeV: f(g(y) =y

Weiter gilt fir alle x € U gemdss [86.1) die Beziehung

dg(f(x)) = (df ()" -

Bevor wir diesen Satz beweisen, diskutieren wir die Aussage durch Vergleich mit
dem Fall n =1 und anhand von Beispielen.

Beispiel 8.7.1. i) Falls n =1, f € C*(]a,b[) mit f'(z¢) > 0 fiir ein 2o €]a, b,
so folgt aus der Stetigkeit von f’ die Existenz von r > 0 mit

Vo €lzg —r,xo + 1) f(z) > 0.
Nach Satz[6.22ist f: Jxg—r, xo+7[—]c, d[ invertierbar mit g = f~1 € C*(Je, d|),

und d(ffl) df 1
dy  ly=r() (E(x)) '

Das heisst, das Differential d( f ’1)(y) wird bzgl. der Standardbasis dy an der
Stelle y = f(x) dargestellt durch —1—.

f'(@)
ii) Betrachte die Funktion f € C>°(R?* R?) aus Beispiel B.6.1li) mit
z? —y? 2¢ —2
ren = (") aen= (5 ).

2zy 2y
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Da fiir (z,y) # (0,0) stets gilt
det(df (z,y)) = 4(2* + y*) > 0,
ist f nach Satz B.7.]lokal um jeden Punkt (zg,%0) € R*\{(0,0)} invertierbar.

Ist f auch “global” invertierbar? - Deute dazu (z,y) = z =z + iy € C,

flz+iy) = 2® —y* + 2izy = (z +iy)? = 22

Wegen f(—z) = f(z), z € C, ist f nicht “global” invertierbar auf R?\{(0,0)}.
Satz[RB.7 Tl zeigt jedoch, dass dies lokal auf R?\{(0,0)} moglich ist. Entsprechend
kann man lokal auf C\{0} eine Quadratwurzelfunktion definieren.

iii) Polarkoordinaten in R?. Die Abbildung f: ]0,00[xR — R? mit
r COS ¢
f(T, ¢) - (T sinqﬁ)
erfiillt ; ; .
0 0) = (30, Gh0) = (Guo o).,

also
det(df (r, #)) = r(cos® ¢ +sin? ¢) = r > 0.

Gemiss Satz[B7I kann man mittels f lokal Polarkoordinaten auf IR? einfiihren.
[ ist injektiv zum Beispiel auf 0, co[x] — , Z[=: U mit

o () (L)

y ¢ = arctan(y/x)

Die Koordinatenlinien «(r) = f(r,¢) (¢ fest) und B(¢) = f(r,d) (r fest)
schneiden sich senkrecht, da in jedem Punkt (r, ¢) gilt

da dp _0f 9f _,
e At

,(@7) ,

Beweis von Satz[8.7.1. OBdA seien zp = 0, yo = f(zo) = 0. (Betrachte
sonst die Funktion f(x) = f(x + xo) — f(z¢).) Wihle ro > 0 so, dass df (x)
invertierbar fiir alle x € B,,(0). Wir zeigen zuniichst:
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Behauptung 1. Fiir geniigend kleines 0 < r < rg und 6 = §(r) > 0 gilt:

Yy € Bs(0) Ao € B,(0) : y = f(x).

Zum Beweis dieser Behauptung versuchen wir, fiir y € R™ das gesuchte Urbild
als Fixpunkt der Abbildung

O,z x4 df(0) " (y — f(x))

zu erhalten. Gemiiss Satz [[Lh.2 geniigt es dafiir, die folgenden Aussagen zu
beweisen.

Behauptung 2. 30 < r < rg Yy € R" Vz, 7 € B,(0):

- 1 -
By(2) — @y (@)] < 5 |2~ 7.

Fixieren wir 0 < r < ro geméss Behauptung 2, so zeigen wir weiter:

Behauptung 3. 35 = 6(r) > 0 Vy € Bs(0):

®,: B,(0) — B,(0) .

Beweis von Behauptung 1. Gemiss den Behauptungen 2 und 3 ist fiir jedes
y € B;5(0) die Abbildung ®,: B,(0) — B,(0) kontrahierend. Mit dem Kontrak-
tionsprinzip, Satz [[.5.2] folgt Behauptung 1 nun unmittelbar. O

Beweis von Behauptung 3. Zu gegebenem r > 0 wihle 0 < § < W.
Fiir |y| < ¢ schiitze ab

@, (0)] = |4 (0) "'y < [ldf ()7 -5 < 5.

Mit Behauptung 2 folgt fiir « € B,.(0):

9(0)] < () = @,(0)] +12,(0) < 5 lo] +12,(0)] < T+ F =7,

Beweis von Behauptung 2. Schreibe fir z, % € B,.(0)

Oy (2) — @y(7) = (x — &) + df(0) 7' (f() - f(x))
= df(0)' (f(2) — f(z) — df(0)(@ — 2)).
Mit der Darstellung

@)= 1@ = [ G+ ta-—) @

1
= / df (x +t(Z — 2))(Z — z) dt
0
erhalten wir

f(@) = f(z) = df (0)(

|7 — |

T z) :/0 (df (x + (3 — @) — df (0)) =~

|z — 2|
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und konnen daher abschétzen

|f(Z) — f(x) —df(0)(Z —

2l g/o \df ( + t(F — ) — df(0)] dt

|7 — |
< sup ||df (z +#(z — ) — df ()]
< sup |ldf(z) —df(0)] =0 (r—0).
z€B,(0)
Die Behauptung folgt. (|

Bemerkung: Das in Satz[[.5.2 eingefiihrte Iterationsverfahren liefert im obigen
Kontext ein sehr effizientes Verfahren zur numerischen Bestimmung des Urbildes
von y unter f, ausgehend von einer “Startndherung” xo € B,.(0), mittels der
Vorschrift

Tp+1 = Py(zn), n€Np.

Insbesondere im Fall n = 1, y = 0 wird dieses Newton-Verfahren gern
herangezogen zur néherungsweisen Berechnung der Nullstellen einer Funktion

f € CHR).
Setze nun V := Bs(0) C R™ und definiere
U:= f~4V)n B,(0).

Dann sind U und V offen, und geméss Behauptung 1 ist f}U: U — V bijektiv.
Die Funktion

g = (f|U)_1: V-U

ist also wohldefiniert. Beachte weiter, dass df (z) nach Wahl von r < rg inver-
tierbar ist an jeder Stelle x € U.

Behauptung 4. g € C'(V;R"), und es gilt

Yy eV i dg(y) = (df(g(y)))

Beweis. i) Firy = f(x), g = f(Z) € V mit z = g(y), 2 = g(y) € U C B,(0)
erhalten wir mit Behauptung 2 bei Wahl von y = 0 die Abschétzung

|Z — 2| = [@o(Z) — Po(z) +df (0) 7' (f(Z) — f(2))|
|@o(2) — @o(x)] + [|df (0) "] |5 — vl

1, .
§|w—w|+0|y—y|;

IN

IN

also
|T — x| <2C |5 —yl.

ii) Fixiere y = f(z) € Vmit x € U. Falls V 3 g = f(Z) = y, § # y, so folgt
mit i) auch & = g(y) — = = ¢(y), T # . Schreibe

-1

Ry = g(§)—g(y) — (df (@) " (G —y) = & — = — (df (2))
= —(df (@) (f(@) - fla) — df (2)(F — ) .

(f(z) = f(2))
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Mit i) erhalten wir

B e LS GRS LA R,
Das heisst, g ist an der Stelle y € V differenzierbar mit
dg(y) = (df ()" = (df(a(v)) ",
und g € CH(V;R").
O
Mit Behauptung 4 ist nun auch Satz B71] vollstindig bewiesen. O

8.8 Implizite Funktionen

Wir beginnen mit einfachen Beispielen.

Beispiel 8.8.1. i) Der Einheitskreis
St ={(z,y) eR? 2° +y> =1}
mit der impliziten Darstellung S* = f~1({0}), wo
fla,y) =2 +y* —1
lasst sich lokal darstellen als Graph der Funktion
y=h(z)=xv1—-22 -1l<ax<l,
bzw. als Graph der Funktion

x=1y)==xv/1—-9% —-1l<y<l.

y=+1—z2

S

Natiirlich kénnen wir M auch parametrisieren durch ~(t) = (cos(t),sin(t))! €
Cl(R;R?).
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ii) Sei Z der Kreiszylinder
Z ={(z,y,2) € R% «* +y* =1},
und fiir festes p € R sei M die Ellipse
M ={(z,y,2) € Z; z = px}.
Wie in i) kénnen wir M lokal als Graph (y, z) = h(z) schreiben mit
h(z) = < i”i;ﬂ ), —-l<z<1,

oder als Graph (z, z) = ¢(y) mit

2
E(y)< =V1-y ), —-l<y<l.

+ur/1 — g2

Falls u # 0, konnen wir M auch darstellen als Graph der Funktion (z,y) = m(z)

Wir kénnen M auch durch ~(t) = (cos(t),sin(t), ucos(t))! € C'(R;R?) para-
metrisieren oder implizit darstellen als M = f~*({0}) mit

22 +y? -1

):IR3—>IR2.
Z — ux

o=

iii) Sei K}, der Doppelkegel
Ky = {(v,y,2) € R? 2 +y* =b22%}
mit Offnungsverhiltnis b > 0. Indem wir K} schneiden mit der Ebene
E,={(x,y,2) € R’; z =1+ pa},
erhalten wir die Schnittkurven
I 22 +y? =01 + px)? = b + 2ub’s + b*p’a?,
z =1+ pz.
Fiir 22 < 1 handelt es sich dabei um eine Ellipse, fiir 5?u? = 1 um eine

Parabel, und fiir 5242 > 1 um eine Hyperbel.

Implizit lassen sich diese Kegelschnitte wiederum bequem darstellen in der
Form I = f=1({(0,0)}), wobei f: R3 — R? gegeben ist durch

B 1'2+y2*b222

Wie in i) lassen sich die betrachteten Schnittkurven offenbar ebenfalls lokal als
Graph von Funktionen (y, z) = h(z), baw. (z, z) = l(y) bzgl. z oder y schreiben.
Beachte: h und [ sind vektorwertig und haben ebensoviele Komponenten wie f.
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~

En

iv) Sei f(z,y) = 2% — y3, (z,y) € R2 Die implizit durch T' = f~1({0})
gegebene Kurve hat eine Spitze bei z = y = 0.

Wodurch unterscheiden sich diese Beispiele? Gibt es eine allgemeine Theorie?

Sei Q C R™ offen, f € C1(;RY), po € Q.
Definition 8.8.1. Der Rang von df (pg) ist die Dimension des Bildraumes

df (po)(R™) = {df (po)é; € € R"} C R

Bemerkung 8.8.1. Offenbar gilt stets
Rang(df (po)) < min{n, I},
und Gleichheit gilt in folgenden Féllen:
n <1: falls df(po) injektiv,
n >1: falls df (po) surjektiv,
n=1: falls df (po) bijektiv.

Definition 8.8.2. Der Punkt pg heisst reguldrer Punkt von f, falls

Rang(df (po)) = min{n,l} ,
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das heisst, falls der Rang von df (po) mazimal ist.

Falls n = [, so ist f in der Néahe eines reguldren Punktes invertierbar nach Satz
B711 Im folgenden interessiert uns jedoch der Fall n > [. Wir betrachten erneut
die Beispiele R.8.111)-iii).

Beispiel 8.8.2. i) Fiir f(z,y) =22 +y?> — 1, (z,y) € R?, gilt

V(z,y) € fH{0}) : df(z,y) = (2, 2y) # (0,0);
das heisst, jedes pg = (zo,yo) mit f(po) = 0 ist regulér.
ii) Die Funktion

22 4+y? -1
2 — px

f(z,y,z>( ):]Ruxaz

mit festem p # 0 hat das Differential
(2 2y O
df(x,y,z)— (M 0 1)

Offenbar hat df(z,y,2) den Rang 2 fiir alle po = (x0,%0,20) € f~2({(0,0)});
also sind alle diese Punkte regulér.

iii) Fiir die Funktion
22 4y — b222

flz,y, 2) = ( o~ (1+ pa) > : R® —» R?

mit Konstanten 4 € R, b > 0 hat

2r 2 —2b%2

den Rang 2 fiir alle pg = (z0,y0,20) € f~1({(0,0)}); diese Punkte sind also
allesamt regulér.
iv) Fiir f(z,y) =22 —y®: R? = R mit
df (x,y) = (22, —3y?)
ist der Punkt po = (0,0) mit f(po) = 0 nicht regulir.
v) Sei f(x,y) = 23 + 9% — 3vy: R? — R mit

df(x,y):-?)(foy,y?—z), (Z‘,y)EIR,B

Beachte:
df(x,y) = (0,0) & 72 =y und yQ =x;

in einem nicht reguliren Punkt (z,y) gilt also die Gleichung x = z*. Somit
sind (zo,yo0) = (0,0) sowie (x,y) = (1,1) die einzigen nicht regulidren Punkte
von f. Die Kurve I' = f~1({0}) heisst Descartesches Blatt. Offenbar ist der
Punkt po = (0,0) der einzige Punkt in I', wo I" nicht lokal als Graph beschrieben
werden kann.
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Y

Der folgende Satz liefert die Erklérung fiir den in den obigen Beispielen zutage
tretenden Zusammenhang zwischen reguldren Punkten und der Existenz einer
lokalen Darstellung der Niveau-Menge f~!({0}) als Graph.

Satz 8.8.1. (Satz iiber implizite Funktionen) Sei f € C'(Q;RY), | < n,
und sei po € Q regulir mit f(po) = 0. Wihle Koordinaten (z,y) € R* x R,
E+l=n, auf Q C R® ZRF x R!, so0 dass

of?
Oyl

9y f(po) = ( (po)) R - R/

1<ig<t
invertierbar. Sei po = (zo,yo) in diesen Koordinaten.

Dann gibt es Umgebungen U von xo in RF, W wvon pg in R™ und eine Funktion
h € CY(U;RY) mit h(zo) = yo, so dass gilt:

Ve e U : f(x,h(z)) =0, (8.8.1)
und
Yo N W = G(h) = {(x, h(z)); = € U}. (8.8.2)
y € R! z € R!

TR E— # = z € RF #
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Beispiel 8.8.3. i) Im Falle des Beispiels[882lv) wird demnach die Menge S =
71 ({0}) ausser bei pg = (0,0) lokal um jeden Punkt als ein Graph dargestellt.
Bei po = (0,0) kreuzt sich S; es kann dort keine derartige Darstellung geben.
ii) Im Falle des Beispiels B82liv) mit f(z,y) = 22 —y3, (z,y) € R? ist offenbar
S = f=({0}) global als Graph der Funktion

h(z) = Va2, zeR
darstellbar; jedoch ist h in xp = 0 nicht differenzierbar. (pg = (0,0) ist nicht

regulér.)

Beweis von Satz[8.81l. OBdA sei pp = 0 € R™. Betrachte die Abbildung
F € CH;R™) mit

F:Qap:(z)H(f(;y)) e R* x R @ R".

Beachte
idRk

0
“W”:(mﬂm %ﬂm)’peﬂ

det(dF (po)) = det(dyf(po)) # 0;
das heisst, dF'(pg) ist invertierbar. Nach dem Umkehrsatz, Satz BTl gibt es

Umgebungen U von py = 0 in €, V von F(py) = 0 in R™ und eine lokale Inverse

Es folgt

G=1(91,02) = (F‘U)_l e C'(V;R* x R}
von F. Mit der Darstellung von F' folgt
(2,2) = F(G(x,2)) = (912, 2), (1(3, 2), g, 2))
fiir alle (z,2) € V.
Insbesondere erhalten wir fiir z = 0 die Identitét
g1(2,0) =z fiir alle z € U := {z; (x,0) € V} (8.8.3)

und somit auch
VeeU: f(x,g2(x,0)) =0.
Fiir h(z) := g2(z,0) € CH(U;R!) folgt somit (BR]), wie gewiinscht.
Mit
F(f71({0}) n0) = {(x,0) € V'}
und (BZ3)) folgt nun
FHHoNNU = G({(2,0) € V}) = {G(2,0); (x,0) €V}
={(z,h(z)); 2 € U} =G(h).

Bei Wahl von W := U erhalten wir dann auch (83.2). O
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Bemerkung 8.8.2. i) Mittels Kettenregel kann man aus (881]) eine Gleich-
ung fiir das Differential dh der “impliziten Funktion” h herleiten. Sei dazu ® €
CH(U;R") die Funktion ®(z) = (z, h(x))!, x € U. Dann folgt mit (B3] die
Identitét

0= d(f 0 ®)(a) = &, h(a))dva) = (00 h(2)), 0, (e s
= 0 () + 0, o () (z),

also

dh(x) = — (0, f (2, h(x))) " 0uf (2, h(x)). (8.8.4)

ii) Die obige Abbildung ®(x) = (z,h(x))! ist eine Parameterdarstellung der
Niveaumenge S = f~1({0}) in einer Umgebung von py.

iii) Falls in Satz R8Tl zusitzlich f € C™ () fiir ein m > 1, so folgt mit (884
auch h € C™(U; RY).

Beispiel 8.8.4. Sei f(z,y) =z +y + 2%y, (x,y) € R?, mit
df (z,y) = (1 + 22y, 1 + 7).

Da g—i > 1, ist jeder Punkt (z,y) reguldr. Die Gleichung f(z,y) = 0 definiert
also lokal um = = 0 implizit eine Funktion h = h(z) mit h(0) = 0. Gemiss

(B84) gilt

_dh

_dh Ouf(x, h(z)) 1+ 2zh(z)
dz

D=y~ 1 MO0

W' (x)

das heisst,
(14 2?)h(x)) = (1 + 2®)' (z) + 2ah(z) = —1.

Als Losung dieses Anfangswertproblems erhalten wir

T
Wir verifizieren leicht
< 2

8.9 Extrema mit Nebenbedingungen

Auch diesen Abschnitt beginnen wir mit einem einfach zu durchschauenden
Beispiel.

Beispiel 8.9.1. Sei f(z,y) = z(1+v), g(z,y) = 2* +y* — 1, (z,y) € R?, und
sei

S ={(z,y) €eR? g(x,y) =0} = S".
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Wir wollen das Maximum von f auf S = S! bestimmen. Parametrisiere dazu
St via y(t) = (cos(t),sin(t)), t € R. Notwendig fiir eine Extremalstelle von f
an der Stelle po = y(to) = (z0,y0) € S* ist die Bedingung

d d
O = — ‘ = — 1 1 ‘
SI60)_, = S (o0 +sin)]|
= cosQ(to) —sin(to)(1 + sin(tg)) = x% - yg —yo=1- 2y8 — Y0 ;
also 73 /3
1 3 3v3
Yo = 57 T = 17, f(po) = iT
oder

yo=—1, 20 =0, f(po) = 0.

Offenbar ist py = (@, %) die gesuchte Maximalstelle.

Allgemein sei 2 C R” und seien f € C1(Q2), g € CY(Q;R!), I < n. Wir méchten
f unter der Nebenbedingung ¢g(p) = 0 maximieren; das heisst, wir suchen

max{f(p); p € 2, g(p) =0}

Kann man die gewiinschten Extremalstellen auch ohne eine explizite Parame-
trisierung der “zuléssigen Menge”

S={pe; g(p)=0}

finden? Notwendige Bedingungen fiir Extrema liefert Satz R8Tl

8.9.1 Notwendige Bedingungen

Sei pg € S eine lokale Maximalstelle von f in S. Nimm an, pg ist regular fiir
g. Wihle Koordinaten (z,y) € R* x R! 2 R™ um py = (v0,%0) wie in Satz
BRI dazu Umgebungen 29 € U C R¥, p € W C R"™ und eine Funktion
h € CY(U;R!) mit

SNW =G(h) ={(z,h(z)); €U}

y € R!
A

# # = z € RF
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Wie in Bemerkung [R:8.2lii) liefert die Abbildung
O(z) = (z,h(z))" € C*(U;R")

eine Parameterdarstellung fiir S nahe pg. Nach Annahme ist py ein lokales Ma-
ximum von f auf S; also ist xg eine lokale Maximalstelle der Funktion f o ® auf
U. Mit Satz BE53i) und der Kettenregel folgt

0=d(f o ®)(xo) = df (po)d®(x0) = 0 f(po) + By f (po)dh(xo).

Gemiss (884 in Bemerkung B.8.2 gilt andererseits

dh(z0) = —(9,9(p0)) ™ Bxg(po) -

Wir erhalten somit die Gleichung

0= 0.f(po) + Xx9(po), (8.9.1)

wobei A die lineare Abbildung
A= —=0,f(po0)(9yg(po)) " R = R (8.9.2)

bezeichnet, dargestellt durch A = (\q,...,\;). Beachte, dass mit (832 auto-
matisch auch gilt

0 =0y f(po) + Ayg(po); (8.9.3)

das heisst, es gilt
0 = df (po) + Adg(po) -

Wir haben gezeigt:

Satz 8.9.1. (Lagrange-Multiplikatorenregel) Seipg € S lokales Maximum
oder Minimum von f unter der Nebenbedingung g(po) = 0, und sei py regulirer
Punkt von g. Dann ezistiert A\ = (\1,...,\;) € R, so dass fir L = f + \g gilt

dL(po) = df (po) + Mdg(po) = 0.

Satz B9 motiviert die folgenden Definitionen.

Definition 8.9.1. i) Der Vektor A\ = (A\1,...,\) = Apo) € R! mit (BO.2)
heisst Lagrange-Multiplikator.

ii) Die Funktion L = f + Ag mit A = X(po) heisst Lagrangefunktion (am
Punkt po).

iii) Der Punkt pg € S heisst kritischer Punkt von f auf S, falls dL(py) = 0.
Mit 89.3) erhalten wir dann auch die Charakterisierung [89.2) von A = A(po).

Beispiel 8.9.2. i) Sei f(z,y) = z(1 + y) wie in Beispiel B9l Satz BI9.1] er-
gibt als notwendige Bedingung fiir das Vorliegen einer Maximalstelle unter der
Nebenbedingung

gle,y) =2" +y> —1=0 (8.9.4)
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in (zo,yo) die Gleichung

0 =d(f + Ag)(x0,y0) = (1 + yo,Z0) + 2A(20, Yo) (8.9.5)

mit einer zu bestimmenden Zahl A € R. Aus den Gleichungen (89.4), (89.0)
konnen wir (zo,y0) € R? und A € R wie folgt ermitteln. Die Identitit (80.5)
ist offenbar dquivalent zu dem Paar von Gleichungen

1+y0+2/\1'0 :0, x0+2)\y0:0.
Nehmen wir an, yo = 0, so folgt 20 = —2Ayo = 0, g(xo,y0) = —1, und die

Zo

Gleichung g(zg, yo) = 0 fiihrt zu einem Widerspruch. Also gilt yo # 0, A = — 2%

2yo
und
]
14+yo— — =0.
Yo
Zusammen mit (89.4) er gibt dies die Gleichung
0=y +yo— 2§ =2y5 +yo — 1
mit den Lésungen
1 1 1 —-14+3 1
=t/ —=+ == e{=,-1
o="71%V16 T3 <y
wie in Beispiel B9.1l Mit (89.4) erhalten wir wiederum
1 V3 3v3
Yo 23 Zo 2 ) f($03y0) 4 )
oder
Yo=—1, 20=0, f(zo,y0)=0.
Die Funktion f nimmt daher auf S' ihr Maximum an im Punkt (‘/75 , %), ihr
Minimum im Punkt (—\/75, %)

ii) Seien f(z,y) = a2y, g(z,y) =x+y — 1, (z,y) € R?, und sei
S={(z,y) eR* z+y =1} =g ' ({0}).

Notwendig fiir das Vorliegen eines Maximum von f auf S am Punkt (z,y) € S
sind die Bedingungen

z+y=1, d(f—)\g):(y—)\,x—)\):(0,0)

fiir ein A € R; das heisst,

1

iii) Sei f(z,y) =y, g(z,y) = 2% — y3, (z,y) € R?. Offenbar gilt
V(z,y) € S =g~ ({0}) : flw,y) = 0=[(0,0),
jedoch gilt fir L = f 4+ Ag stets

falls £2 = y3; Satz B3Il versagt also. Der Grund ist natiirlich, dass der Punkt
po = (0,0) nicht regulér ist fiir g.
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8.9.2 Geometrische Deutung

Sei Q C R™ offen.

Definition 8.9.2. Eine Abbildung ¥ € C™(Q; R"™) heisst Diffeomorphismus
von Q auf V = ¥(Q) der Klasse C™, m > 1, falls ¥ injektiv ist und ¥~1 €
C™(V;R™).

Eine geometrische Interpretation von Satz[R.8 Il ergibt sich mit dem Begriff einer
k-dimensionalen Untermannigfaltigkeit im R™.

Definition 8.9.3. Eine Menge S C R"™ ist eine k-dimensionale Unterman-
nigfaltigkeit der Klasse C™, m > 1, falls zu jedem pg € S eine Umgebung W
von po und ein Diffeomorphismus ¥ € C™(W;R™) von W aufV =¥ (W) C R"™
ezistieren, so dass gilt:

T(WNS)=Vn(R"x{0}).

%

Rl

Rk

v
Definition 8.9.4. Sei g € C™(Q;RY), m > 1. Ein b € R' heisst regulérer

Wert von g, falls g_l({b}) nur requldre Punkte enthdlt, andernfalls heisst b
singulir.

Beispiel 8.9.3. i) Regulire Niveaumengen. Sei 2 C R™ offen, g € C™($; R}),
I <n,S=g"'({0}), und sei py € S reguliir. Dann gibt es nach Satz B8 eine
Umgebung W von pg so, dass SNW eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit
der Klasse C™ ist. Die im Beweis von Satz[R8 Tlkonstruierte Abbildung F' liefert
einen Diffeomorphismus F =: ¥ € C"™(W;R") von W auf V = U(W) Cc R"”
mit
YW NS)=Vn(RFx{0}).

Falls b = 0 reguldrer Wert von g ist, also jeder Punkt py € S regulér ist, so ist
ganz S eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit der Klasse C™.

ii) Graphen. Sei U C R” offen, h € C™(U;R!), n = k + 1. Dann ist
G(h) ={(z,h(x)); z€ U}

eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit der Klasse C™ in R™.

Beweis. Wihle W = U x R'. Setze ¥(z,y) = (z,y — h(z)), € U. Offenbar
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ist U € O™(W;IR"™) injektiv, und

d¥(z,y) = ( jji]?(l;) id?al )

ist an jeder Stelle (z,y) € W invertierbar. Nach Satz BRZIlist ¥ ~! auf U(W) =
W differenzierbar mit

d\1171 — (d‘I’ ° \Ilfl)fl c Cmfl;
das heisst, U=t € C™(W;R") und ¥(S N W) C R* x {0}, wie gewiinscht. O

Sei S eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit in R™ der Klasse C™, m > 1.
Zupg € S betrachten wir Kurven v € C(]—¢,¢[; S), wobei e > 0, mit v(0) = po.

Definition 8.9.5. Der Raum

TpoS = {(0); v € C* (] —€,¢€[;5), 7(0) = po}
heisst Tangentialraum an S in po.
Satz 8.9.2. T,,,S ist ein R-Vektorraum der Dimension k.

Beweis. Sei W Umgebung von pg, ¥ : W — V = U (W) ein Diffeomorphismus
mit ¥(pg) = 2o = 0 und

T(SNW)=Vn(RF x{0}) =U c R" x {0} 2R~

Die Abbildung ¥ liefert fiir S die Parametrisierung

o= \IJ_I‘U U — SeC™U;R").
RK
)\
e

\@/

\UJ Rk
Die Aussage des Satzes folgt nun unmittelbar aus der Charakterisierung

T, S = d®(0)(RF). (8.9.6)

Zum Beweis von [BQ0) fixiere ¢ € R*. Dann ist v(t) = ®(t&) € C*(] —¢,¢])
Kurve durch 4(0) = ®(0) = pg mit 4(0) = d®(0)&; das heisst,

d®(0)(RF) c T, S.

Sei umgekehrt v € C1(] — ¢,¢[; ) Kurve durch v(0) = po. Betrachte den Weg
(Tod)(t) e C (] —€,e[;U) mit

(W 07)(0) = d¥(po)3(0) = € € RE.
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Da ¥ o ® = id, gilt insbesondere d¥(py)d®(0) = id. Es folgt

d(0)¢ = (dU(py)) AU (po)d®(0)E = (d¥(po)) € = 4(0),
und damit (89.6) und der Satz. O

Die Darstellung ([89.6) des Tangentialraums T),,S im Beweis von Satz 9.3
liefert sofort eine analoge Charakterisierung im Falle von Graphen.

Satz 8.9.3. Sei S = G(h) mit h € C™(U;RY), U C R” offen, k +1 = n und
sei po = (zo, h(zo)) € S, o € U. Dann gilt:

Tyo S = {(£,dh(x0)€) € R* x RY € € RF}.

Beweis. Setze ®(z) = (z,h(x)), x € U. Dann ist & € C™(U; R") Parametri-
sierung von S, und die Behauptung folgt mit ([89.0]). O

Beispiel 8.9.4. Falls h € C'(R), 79 € R, so hat die Tangente t(s) an G(h) in
po = (20, h(zp)) die Darstellung

t(s) = po + (s, k' (x0)s), s € R;
die Tangentialvektoren sind also von der Form

Tp,G(h) = {(s,h'(x0)s); s € R}.

G(h) po

4
1

xo

Fiir regulédre Niveauflichen erhalten wir die folgende Charakterisierung:

Satz 8.9.4. Sei g € C™(LRY), | < n, und sei b € R! regulirer Wert. Sei
weiter S = g~ ({b}). Dann gilt:

Vpo € S: TS = ker(dg(po)).

Beweis. OBdA sei b = 0. Sei ®(z) = (v, h(x)), x € U, wobei h € C™(U;R!)
wie in Satz B8 mit ®(xg) = (xo,h(xg)) = po. Dann ist & € C™(U;R")
Parametrisierung von S = ¢g=1({0}) um pg, und mit g o ® = 0 folgt

d(g o ®)(x0) = dg(po)d®(zo) = 0;
also mit Satz und (89.6])
RF 2 T,,,S = d®(z0)(R*) C ker(dg(po))-
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Da die Dimension des Bildes von dg(po) nach Annahme gleich [ ist, ergibt die
Rangformel
dim(ker(dg(po))) =n—1=F,

und die Behauptung folgt. O
Beispiel 8.9.5. Sei 5" = {z € R""}; |z| = 1}. Es gilt S™ = ¢g71({0}), wobei

g(z) = |z[* — 1 mit
Ve € S": dg(z) = 22" # 0,

Es folgt, S™ ist regulire n-dimensionale Untermannigfaltigkeit in R™*!. Weiter
liefert Satz 894 die Darstellung

Vo € S": T,S™ = ker(dg(z)) = {¢ € R"; x- ¢ =0},

Ty S

Bemerkung 8.9.1. i) Wir konnen Satz B9.0] nun auch geometrisch deuten.
Seien dazu Q C R", f € C1(Q), g € CY(Q;R}) fiir ein | < n wie in Satz BI.1]
dazu pg = (w0,y0) € S = g~1({0}) reguliér, U, W, h € C*(U,R!) wie in Satz
B8 mit

SOW =G(h) ={(z,h(z)); = €U},

und nimm an, f(po) = maxg f.

Fiir jede Kurve v € C*'(] —¢,¢[; S) durch v(0) = po gilt gemiss Korollar G5.111)

0= (Fo)(0 = drpo)3(0);

das heisst,
Vn € Tp,S < df (po)n =V f(po) -n =0,

oder
Vf(po) 1 TPOS'
Andererseits gilt nach Satz 894 fiir 1 <4 <[ die Bedingung

Vgi(po) 1 T,,S.

Da nach Annahme Rang(dg(po)) = [, sind die Vektoren Vg'(po),...,Vg'(po)
linear unabhéngig; sie spannen daher den Normalraum

TPLOS:{’UGTPO]R"Q]RH; VneT,S: v-n=0}
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auf, und es existiert A = (A,..., \;) € R! mit

Vf(po) =MV (po) + ...+ Vg (po);

das heisst,
l
df(po) = > _ Nidg' (po) = Adg(po)-
=1

Dies ist die Aussage von Satz [R9.11

ii) Speziell in Fall n = 2, [ = 1 bedeutet die Relation Vf(pg) L TS in einem
kritischen Punkt py € S = g~!({0}), dass V f(po) auf der Niveaulinie g~ ({0})
von g senkrecht steht, also proportional ist zu Vg(po). Folglich existiert A € R
mit

V£(po) +AVg(po) =0

oder
df (po) + Adg(po) = 0.

8.9.3 Hinreichende Bedingungen

Analog zu Satz R5.3lii) erhalten wir auch eine hinreichende Bedingung fiir das
Vorliegen eines Minimums oder Maximums in einem kritischen Punkt von f in

S =g7'({0}).

Satz 8.9.5. Seipg € S requlir und sei py kritischer Punkt von f mit Lagrange-
Multiplikator X = A(po) € R!, L = f + \g die zugehérige Lagrange-Funktion.
Falls

Hessp(po)(n,n) >0

fir alle n € T,,S\{0}, so ist po ein striktes relatives Minimum von f auf S.

Beweis. Sei
O(x) = (x,h(ac)) c CY(U;R™)
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eine lokale Parametrisierung von S = ¢g~'({0}) in einer Umgebung W von
po = P(z0) gemiss Satz B8l Da g o ® = 0 auf U, folgt mit der Rechnung

d? 22
@‘szo(f ° (I))(:EO + 55) - @‘s:o(l’ © (I))(:L'O + S&)

((dL o ®)(xg + SE)C%CI)(:EO + sf))

2
= dL(po) 5| (Bl + 5€)) + Hessi (po)(dB(w0)S, dB(x0)¢)
RZO,_/ §% 1s=0 R:n.—/ R:n,_/

= Hessr(po)(n,m) >0

fiir alle ¢ € R* \ {0} mit n = d®(x0)¢ € T, S \ {0} die Behauptung aus Satz
B53ii). O

Hessfon(x0)(&,€) =

_4
T ds

s=0

Beispiel 8.9.6. Seien f(z,y) = z(1+y), g(z,y) = 2> +y* -1, (z,y) € R?, wie
in Beispiel B9l und sei S = g_l({O}) = S1. Wie in Beispiel B9.2li) gezeigt,
hat f auf S' die kritischen Punkte

bo = (0571)5 P+ = (i\/g l) S Sl

279

mit zugehorigen Lagrange-Multiplikatoren

V3
Apo) =0, Ap+) = T
Mit
d(f —xg)(z,y) = (1 +y — 2z, z — 2)y)
folgt

-2\ 1
Hessp(p) = < 1 oy )

mit Eigenwerten p1 = 111 2, wobei
A+ p)? —1=0, p==+1 -2\
Fiir po = (0, —1) erhalten wir

Hessp(po) = ( (1) (1) )

mit Eigenwerten p; o = £1, fiir p; = (73, %) gilt:

Hessi(o) = (Y0 _Le)

mit Eigenwerten pq 2 = —V341 <0 und fiir p_ = (7\/757 %) folgt:

o= (7 )

mit Eigenwerten pq 2 = V341 > 0. Das heisst, py ist striktes lokales Maximum
und p_ ist striktes lokales Minimum von f auf § = S!, in Ubereinstimmung
mit Beispiel B9.21).
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Bemerkung 8.9.2. Wie der Beweis von Satz[8.9.5 zeigt, ist die “2. Variation”
der eingeschrénkten Funktion f’ ¢ ist nur in den kritischen Punkten py von f
erkldrt, und zwar durch Hessy, (po).

8.10 Immersionen

Sei U C R” offen, k < n, ® € C}(U; R™).

Definition 8.10.1. ® heisst Immersion, falls jeder Punkt x € U reguldr ist;
das heisst, falls gilt
Ve eU: Rang(d®(z)) = k.

Beispiel 8.10.1. i) Sei v € C'(Ja,b; R") eine Kurve in R™ mit (t) # 0 fiir
alle t €]a, b[. Dann ist y eine Immersion. Beachte: v kann Selbstschnitte haben.

ii) Sei h € CH(U;RY), k + 1 = n, und sei ®(x) = (z,h(x)), * € U. Dann ist
® € CY(U;R") eine Immersion.

Wir zeigen, dass Beispiel B I0.1lii) typisch ist.

Satz 8.10.1. (Immersionssatz) Sei ® € C1(U;R") eine Immersion von U C
R* in R™, n > k. Zu xo € U mit ®(x) = po € R™ wihle Koordinaten R"™ =
RF x R, wobei l =n — k, so dass

d®(z0)(R*) c RF x {0}.
Nach Verschieben diirfen wir weiter annehmen, dass

po = ®(x0) = (%0, Y0)-

Dann gibt es eine Umgebung V von xg € R¥, und einen Diffeomorphismus
T € CYV;RF) mit T(wo) = x0, sowie ein h € CY(V;R!) mit h(zo) = yo, s0
dass gilt

VezeV: (®oT)(z) = (z, h(x)).

Bemerkung 8.10.1. i) Das heisst, lokal um jeden Punkt z¢ € U parametri-
siert jede Immersion ® € C1(U;R"™) eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit
S = G(h) nach Beispiel B9:3ii) mit Tangentialraum am Punkt py = ®(z) € S

TpoS = d®(T (20))dT (x0)(R*) = d®(z0)(R")

gemiss ([89.6) oder Satz [R9.3l Hier benutzen wir, dass T'(zg) = z¢ und dass
dT(zp): R™ — R" ein linearer Isomorphismus ist.

Diese Aussage gilt im allgemeinen nicht lokal um jeden Punkt pg € ®(U) in R";
betrachte beispielsweise eine Kurve mit Selbstschnitten wie in Beispiel BI011).
Jedoch auch im Falle einer injektiven Immersion ® € C1(U;R") ist S = ®(U) C
R™ nicht notwendig lokal als Graph darstellbar. Dies gilt im Allgemeinen nur,
wenn die Umkehrabbildung ®~': S — U zusitzlich stetig ist beziiglich der
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vom umgebenden IR™ induzierten Topologie auf S. In diesem Fall heisst ® eine
Einbettung von U in R™.

ii) Mit Satz BTI0T folgt, dass jede k-dimensionale Untermannigfaltigkeit S der
Klasse C! lokal als Graph dargestellt werden kann. Sei py € S, dazu W C R”
und ¥ € CH(W;R") ein Diffeomorphismus wie in Definition mit

U(SNW)=:UcRFx{0}.

OBdA sei po = (z0,90) € R" = RF x R!, wobei ¥(py) = z9, und T),,S =
R* x {0}. Dann ist ® := \Ilfl‘U € CY(U;R™) Immersion mit ®(zg) = po und
d®(zo)(RF) = R¥ x {0}. Nach Satz BI0.1] existiert ein Diffeomorphismus T' €
C(V,R¥) in einer Umgebung V von x mit zg = T'(zo) sowie ein h € C1(V;R}),
so dass

(@oT)(V)=SNnW' =G(h)

in einer Umgebung W' C W von py in R™.

Beweis von Satz[8.10.1. Seien m: R* — R*, m5: R” — R! die Projektio-
nen
ﬂ-l(xvy)'—)'rv WQ(:C,y)’_)y, (zﬂy)GIR‘n:IR‘kX]R‘l

Betrachte die Abbildung f = 7 o ® € C1(U;R¥). Nach Annahme hat
df (x¢) = m 0 d®(x0) = dP(z0)

Rang k, ist also invertierbar. Geméss Satz [R.7.1] gibt es Umgebungen Uy von xy,
V von f(z9) = 2 in R¥, so dass f‘UO : Up = V ein Diffeomorphismus ist. Setze

T= (f}U(,)i1 cCY(V;RF), h=mod®oTc CY(V;R.
Dann folgt mit m; o @ 0T = foT =1d fiir alle x € V die Gleichung
(®oT)(z)=(m10®,m0®)(T(z)) = (z,h(z)),
wie gewiinscht. O

Beispiel 8.10.2. Sei ® € C'(R?, R?) gegeben mit

1 2x
@ ’ =T 5, o 2 ) ’ € RQ'

Mit der Identitét
(22)* + (29)° + (1 —a® —y?)° = (L + 2% + %)
erhalten wir
®:R? — 5% = {(2,y,2) € R®; 2” +y* + 22 = 1}.

Behauptung 1. & ist eine Immersion.
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Beweis. Betrachte fiir festes (x,y) € R? die Matrix

0d 0P
A= <@7£,6_y> (Z',y)

Wegen Antisymmetrie der Determinante gilt:

1 2z 2 0
(1+a2+y?) 17x27y2 —2r -2y
_4(1—x2—y2)+8x2+8y2_ 4 20

- (1+z2+y2)3 - (1+z2+y2)2

Es folgt:
Y (z,y) € R?: Rang(d®(z,y)) = 2.

Behauptung 2. & ist injektiv, ®(R?) = 52\ {(0,0,—1)}.

Beweis. Fiir festes r > 0 bildet ® den Kreis B,.(0) C R? bijektiv ab auf den
Breitenkreis auf S? mit der ez-Komponente

71—7’2

€= 1472°

Die Funktion
¢ . 1—72
ir —_—
14172

ist streng monoton fallend mit

¢(0) =1, lim ¢(r) = —1.

T—00

O

1

Behauptung 3. Die Inverse 7 = (®)~! von ® liefert die strereografische Pro-

jektion vom Siidpol mit der Darstellung

7:8%\{0,0,—1} > (£,1,¢) — % € R

Beweis. Betrachte einen beliebigen Punkt (£,7,¢) = ®(z,y) € S?\ {0,0, —1}.
OBdA sei n = 0, also auch y = 0, und mit den Darstellungen

€= 2x Cil—zQ
1422’ 1422
folgt 1+ ¢ = H%’ also
o £
14+¢

wie gewiinscht. |
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Kapitel 9

Integration im R"

9.1 Riemannsches Integral iiber einem Quader

Zur Definition des R-Integrals iiber einem n-dimensionalen Quader gehen wir
vollkommen analog vor wie im Fall n = 1; vergleiche Abschnitt 7.2.

9.1.1 Zerlegungen und Treppenfunktionen

Definition 9.1.1. i) Ein n-dimensionaler Quader ist ein Produkt
n . .
Q= HI" ={zx = (2")1<i<n; 2 € L;;, 1 <i<n}
i=1

von (offenen, abgeschlossenen, oder halb-offenen) Intervallen Iy, ..., I,. Solch
ein @ hat den Elementarinhalt

Q) = pun(Q) = HIL-|~

K
ii) Eine Zerlegung P = {Qk; 1 < k < K} eines Quaders Q = |J Qk in
k=1
disjunkte Teilquader Qr C Q, 1 < k < K, hat die Feinheit

0p = max diam Q,
1<k<K

wobet

diam Qv = swp |z —yl, 1<k<K,
z,Y€Qk
den Durchmesser von Q. bezeichnet.

iii) Fine Funktion f: Q@ — R auf einem Quader @ heisst Treppenfunktion,
falls f eine Darstellung der Form

K
F=Y " cexan
=1

253
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besitzt mit einer Zerlegung P = {Qx; 1 < k < K} von Q und Konstanten
ck €R,1<EkE<K.

I

I

Definition 9.1.2. Eine Zerlegung P = {Qj; 1 < j < J} ist eine Verfeine-
rung der Zerlequng P = {Qk; 1 < k < K} des Quaders Q, falls jedes Q; in
einem Quader Qi enthalten ist.

L || | 7T Qj

I

Beispiel 9.1.1. i) Seien P = {Qx; 1 < k < K}, R={5; 1 <1< L}
Zerlegungen von @. Dann ist
P={QwNS; 1<k<K,1<I<L}

Zerlegung von @, welche sowohl P als auch R verfeinert. (Vgl. den Beweis von

Lemma [72711)

ii) Sei @ = [] I; mit Intervallen I;, und seien P, = {I;x; 1 < k < K} Zerleg-
i=1
ungen von I;, 1 < ¢ < n. Die von (Pi)lgign induzierte Produktzerlegung

PZﬁPi:{ﬁIiki; 1<k <K}
i=1 =1

hat offenbar die Feinheit
op < op..
p < \/ﬁél?gxn P,

n
iii) Jede Zerlegung P eines Quaders Q = [] I; lisst sich zu einer Produktzer-
i=1
legung verfeinern.
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9.1.2 Das Riemann-Integral

Sei @ C R"™ ein Quader.

Definition 9.1.3. Das Riemann-Integral (R-Integral) einer Treppenfunktion
K

f= > ckxq, wie in Definition [T 11l ii) ist
k=1

/Qf i = /Q(éck ka) dp = é% 1(Qr)- (9.1.1)

Bemerkung 9.1.1. Analog zu Bemerkung[(.2T]ist die Definition des R-Integrals
einer Treppenfunktion f:  — R unabhingig von der gew&hlten Darstellung

K
f =3 ¢k xq.; insbesondere dndert sich der Wert der Summe (@) nicht bei
k=1

Verfei;lerungen der Zerlegung.

Sei f: @ — R beschrinkt. Wie in Definition [[.2.21kénnen wir nun das R-Integral
von f definieren.

Definition 9.1.4. i) Das untere, bzw. obere R-Integral von f sind erkldrt
durch

/f dp = sup{/ fe du; e Treppenfunktion; e < f},
JQ Q
bzw.

/f dp = inf{/ g du; g Treppenfunktion; f < g}.
Q Q

ii) Die Funktion f heisst R-integrabel dber @, falls
[£dn=[ fan=: [ fan.
JQ Q Q

Bemerkung 9.1.2. i) Analog zu Bemerkung[[.22gilt (unter Verwendung von
Beispiel @.1.T]) fiir jedes beschrinkte f die Ungleichung

/Qfduﬁlfdu-

ii) Weiter ist f R-integrabel genau dann, wenn fiir jedes € > 0 Treppenfunktio-
nen e, g: @ — R existieren mit e < f < g und

/gdu—/ed,u<6.
Q Q

Vollkommen analog zu den Sétzen [[.2.2 und [[.2.3] erhalten wir sodann die fol-
gende Aussage.



256 KAPITEL 9. INTEGRATION IM RN

Satz 9.1.1. Sei f € C°(Q). Dann ist f diber Q R-integrabel, und fiir jede Folge

(PW)1en won Zerlegungen PY = {QS); 1 <k < KO} von Q mit Feinheit

dpay — 0 (I = o0) gilt fiir eine beliebige Auswahl von Punkten :vg) € QS),

1<k< KW [eN, stets

K® KO

S, (016 xgp ) =32 el @l = [ a1 o0

Bemerkung 9.1.3. Falls f: Q@ — R stiickweise stetig ist in dem Sinne, dass
fiir eine Zerlegung P = {Qy; 1 < k < K} des Quaders Q gilt, fxo, € C°(Qx),
1 < k < K, so ist f ebenfalls R-integrabel. Es geniigt, in Definition
Treppenfunktionen auf Verfeinerungen der Zerlegung P zu betrachten.

Monotonie des R-Integrals folgt ebenfalls analog zu Satz [[.3.1]

Satz 9.1.2. Seien f,g: Q@ — R beschrinkt und R-integrabel, und sei f < g.

Dann gilt
/f@é/gw
Q Q

Weiter gilt die Linearitéit des R-Integrals entsprechend Satz [[.3.2

Satz 9.1.3. Seien f, f1, fo: @ — R beschrinkt und tber Q R-integrabel, und
sei a € R. Dann sind die Funktionen af, f1+ fo: Q — R tber Q R-integrabel,

und
/Qw) dua/Qfdu,

Am+mwéﬁ@+4ﬁm

Auch die folgende Aussage kénnen wir ohne Miihe zeigen.

bzw.

Satz 9.1.4. Seien f, f1, fo: Q@ — R beschrinkt und R-integrabel. Dann sind die
Funktionen | f|, min{ f1, fa} sowie max{f1, fa} ebenfalls iiber Q R-integrabel.

Beweis. i) Seien e; < f; < g; Treppenfunktionen, i = 1,2. OBdA seien die
zugehorigen Partitionen von @) gleich. (Betrachte sonst ihre gemeinsame Verfei-
nerung.) Dann sind min{e1, ea}, min{gi, g2} Treppenfunktionen mit

min{e;, e2} < min{ f1, fo} < min{g1, g2},

und
/ min{gl,gg}d,u—/ min{ey, es}dp :/ (min{gl,gg} —min{el,eg})d,u
Q Q Q
< / (g1 —e1)dp +/ (92 — e2)dp,
Q Q
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da
0 < min{gi, g2} — min{er, ez} < (g1 —e1) + (92 — e2).

Mit f1 und fs ist somit gemiiss Bemerkung[@.1.21ii) auch min{ f1, f2} R-integrabel;
analog auch max{ f1, f2}.

ii) Sei f beschréankt und R-integrabel. Aus der Darstellung |f| = maz{f, —f}
folgt mit i) die R-Integrabilitidt von |f]. O

Kombination von Satz [0.1.2] mit den Satzen 0. 1.3l und @.1.4l ergibt die den Ko-
rollaren [[.3.TH7.3.3 analogen Aussagen.

Korollar 9.1.1. Sei f: Q — R beschrinkt und R-integrabel. Dann gilt

‘/ fdu}s/ f] du < sup ] - 1(@).
Q Q Q

Beachte, dass gemiss Satz [ T4l mit f auch |f]| iiber @ R-integrabel ist.

Korollar 9.1.2. Seien f, fr € C°(Q) mit fy, g f (k — o). Dann gilt

(k—_>><>o)

'/ fi du—/fdu‘ﬁ/ i — £ i < [1fi — Fllgo - (@) €250,
Q Q Q

Schliesslich gilt auch Satz [[.3.3 analog.
Satz 9.1.5. (Gebietsadditivitit) Sei f: Q@ — R beschrinkt und iber @ R-

integrabel, und sei P = {Qy; 1 < k < K} eine Zerlegung von @ in disjunkte
Quader Qi, 1 < k < K. Dann gilt

K
ds — i
/qu ;Qkfu

9.2 Der Satz von Fubini

Soweit die Theorie; wie kann man jedoch das R-integral konkret berechnen?
Ausser im Falle von Treppenfunktionen gelingt dies mit den Mitteln aus Ab-
schnitt 9.1 allenfalls approximativ; vergleiche Satz [Q.1.1]

Der folgende Satz hilft uns weiter.

Satz 9.2.1. (Fubini) Sei Q = [a,b] x [c,d] C R?, und sei f € C°(Q). Dann

ilt
g /Qf du/ab(/cdf(x,y) dy) dx/cd(/abf(x,y) d:c) dy.

Das heisst, das Integral von f iiber @) kann iterativ durch 1-dimensionale Inte-
gration bestimmt werden!
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Beispiel 9.2.1. Sei Q = [0,1] x [0,27], f(z,y) = sin(y — z) € C°(Q). Nach

Satz [0.2.1] gilt
1 2m
/ fdu:/ (/ sin(y — x) dy) dr = 0.
Q o ‘o

=0

Bemerkung 9.2.1. i) Die Voraussetzung f € C°(Q) in Satz [0.21] ist wichtig.
Insbesondere kann man fiir allgemeine beschrinkte Funktionen f: @ — R aus
der Existenz eines der iterierten Integrale nicht auf die Existenz der R-Integrale
fQ f du schliessen, wie auch das folgende Beispiel [0.2.2] zeigt.

ii) In der Lebesgueschen Mass- und Integrationstheorie erhiilt man die Aussage
von Satz allgemein fiir integrable Funktionen f.

Beispiel 9.2.2. Sei Q = [0,1] x [0,27] C R?,

f(@,y) =xq(@) sin(y —2): Q - R.
Es gilt
2w

27
ﬂ%mdy=mmw/‘$my—@dy=0
0 0

fiir alle z € [0, 1]; jedoch ist f iiber @ nicht R-integrabel, und auch fol flz,y) dz
existiert fiir kein y € [0, 27].

Beweis von Satz[9.21l Seien
Pr={Lj 1<j<J}, Bb={Ix; 1<k<K}
Zerlegungen von I; = [a,b], bzw. Is = [¢, d],
P=P xP={Qjs="I,;xIy; 1<j<J 1<k<K,}
die zugehorige Produktzerlegung gemiiss Beispiel [@.1.lii) mit Feinheit
5p < V2max{dp,,0p,}.

Fiir x € I setze

d
g(w):/r f(z,y) dy.

Behauptung. g € C°(I3).

Beweis. Wir benutzen das Folgenkriterium. Fiir (z)ren € I mit zx — xo
(k — o00) gilt gemiss Korollar [7.3.2

d
l9(zw) — glao)] = / (F(@ry) — F(zo.y)) dy

< sup [f(@k,y) — f(20,y)|-[d—¢c| =0 (k— o0),
e<y<d

da f auf @ gemiss Satz [(.5.2] gleichméssig stetig ist. O
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Fiir beliebig gewéhlte Punkte x; € I1;, 1 < j < J, yp € Ing, 1 <k < K, gilt
nun gemiiss Satz 0.1l bzw. Satz

(Satz [@TT) .
/Qf dp 5,;1,(1;12%0(]% f(zjuk)  1(Qjk) )
’ =T || T2x]

J K
_ i ( y T ) I
SP?EOJ_;&%IEO ;f(zy k) M2k ) - [ 1151

(Satzmch f(fijy) dyzg(zj)

J b b d
. (Satz [
i, 3ot 1) [ a@ o= [ ([ tw.p) as) i
‘7:

Die 2. Identitdt erhélt man analog nach Vertauschen von z und y. O

Beispiel 9.2.3. i) Sei Q der Wiirfel Q = [0,1] x [0,1] = [0, 1]?. Mit dem Ad-
ditionstheorem e*t¥ = e® . ¥ und Satz erhalten wir

/Qe”y du/ol(/ole“y dy) dz
:/0 ez(/o e dy) dz:(/o ez)2:(efl)2.

ii) Ebenso erhalten wir bei geschickter Wahl der Integrationsreihenfolge und
Substitution

1, 1
/ ye™ du :/ (/ ye™Y dm) dy
[0,1]2 o “Jo
— 1 y 1
(Z_:y)/ (/ e® dz) dy:/ (eY—1)dy=e—2.
o Mo 0

Satz [0.2.1] gilt analog auch in hoheren Dimensionen

Satz 9.2.2. Sei Q = ﬁ [a;,bi], f € C°(Q). Dann gilt

=1
bi , pbo b
/fdu:/ (/ ((/ f(xl,...,:z:”)dx”>...> dx2> dazt,
Q ay az Qp,
und die Reihenfolge der Integration darf beliebig vertauscht werden.

Beispiel 9.2.4. i) Das folgende Integral kann elementar berechnet werden

/[011]3 wy?2® dp = /01(/01(/01:cy223 dz) dy) dx
1

1 1
= x dx - dey./ Bdr==.2.2 —
0 0 0 2 4
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ii) Im n#chsten Beispiel kommt es wieder auf die geschickte Wahl der Integra-
tionsreihenfolge an.

™ 1 1
/ x2y cos(xyz) du :/ (/ ( / 22y cos(wyz) dz ) dy) dx
[0771'])([071]2 0 0 0

(t:;yz)fzy
0

z cost dt=x sin(zy)

T 1 T
:/ ( / xsin(xy) dy ) dx:/ (1 —cosx) de =7 —sinm = 7.
0 0 0

—_— ——

(S::my)foz sins ds=1—cosx

9.3 Jordan-Bereiche

Mit dem in Abschnitt 9.1 eingefiithrten Integralbegriff konnen wir nun auch
gewisse krummlinig berandete Gebiete 2 C R™ “ausmessen”.

9.3.1 Das Jordansche Mass

Sei (2 C R™ beschrénkt, ) C R"™ ein Quader mit 2 C @, xq die charakteristische
Funktion von €.

Definition 9.3.1. Die Menge Q) heisst Jordan-messbar, falls xq tber Q R-
integrabel ist. In diesem Fall ist

p(€) = /Q xe dp

das n-dimensionale Jordansche Mass von ().

e

Bemerkung 9.3.1. i) Wegen Satz 0.1 ist die Definition B3] unabhiingig
von der Wahl von Q.

ii) Mit Satz @.1.2 folgt fiir beschriinkte, Jordan-messbare Q4 C Qo C R™ die
Ungleichung p(21) < p(€2). Das Jordansche Mass ist also monoton.

Beispiel 9.3.1. i) Jeder Quader Q¢ C R" ist Jordan-messbar, und das Jordan-
Mass von Qg stimmt mit dem Elementarinhalt iiberein.
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Beweis. xq, ist eine Treppenfunktion, und Definition [A.1.3] ergibt fiir jeden
beliebigen Quader @ D Q¢ den Wert fQ Xodp = 1(Qo)- O

K
ii) Die Vereinigung Q = |J Qj disjunkter Quader Qy, 1 < k < K, ist Jordan-

k=1
messbar, und p(2) = 3 < < e Q)

K
Beweis. Die Funktion xo = Y xq, ist als Treppenfunktion R-integrabel, und
i=1
fQ xadp = Y"1 << e #(Qr) nach Definition .13 O

K

Definition 9.3.2. Ein Q = |J Qr mit disjunkten Quadern Qi, 1 < k < K,
k=1

heisst Elementarfigur.

Gemiiss Beispiel [@311ii) sind Elementarfiguren Jordan-messbar.

Satz 9.3.1. Sei Q0 C R"™ beschrinkt. Es sind dquivalent:
i) Q ist Jordan-messbar;

ii) Flir jedes € > 0 gibt es Elementarfiguren E;G C R™ mit E C Q C G und
WG\ E) = (@) — u(E) <6

iii) 0Q ist Jordan-messbar, und p(02) = 0.

In jedem dieser Fille gilt

w(Q) = inf{p(G); G D Q El.Fig.} =sup{u(F); E CQ ElFig.} (9.3.1)

Beweis. “i) < ii)”: Zum Beweis der Messbarkeit von 2 geniigt es offenbar,
in Bemerkung [0.T.2}ii) Treppenfunktionen e < xq < g mit Werten 0 oder 1 zu
betrachten, also e = xg, g = x¢ fiir Elementarfiguren £ C Q C G. Weiter gilt
in diesem Fall

XG\E = XG — XE;

also
WG\ E) = u(G) — u(EB),

und die Behauptung folgt aus Bemerkung @.T.2lii). Die Identitéit (@3] ergibt
sich analog aus Definition 0.1.3]

“i1) < iii)”: Die Menge 02 ist messbar mit p(9) = 0 genau dann, wenn zu
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jedem e > 0 eine Elementarfigur U C R™ existiert mit 9Q C U und u(U) < e.
Dann sind

E=Q\U, G=QUU
Elementarfiguren mit £ C Q C G, und U = G\ E, also
G\ E) =ul) <e,
und umgekehrt. O
Beispiel 9.3.2. i) Sei v € C%([a,b]), ¢ > 0. Dann ist die Menge
Q=0 ={(z,y) €R% a <z <b, 0<y<(z)}

Jordan-messbar, und

) = [ v ae= [ ([ oo dv) de

wobei m € R eine beliebige Zahl ist mit m > sup,<,<;, ¥(z). (Es geniigt an-
zunehmen, dass ¢ € CJ,([a,b]) stiickweise stetig ist.) Wir konnen also den
Flacheninhalt von € berechnen, indem wir die die Léngen der Schnittmengen
Oz) = {y; (z,y) € Q} bestimmen und bzgl. = integrieren (“Cavalierisches
Prinzip”). Analog in héheren Dimensionen; vergleiche die Beispiele iv) und v).

Beweis. Die Funktion v ist geméss Satz [[.2.2] R-integrabel; also existieren zu
vorgegebenem e > 0 gemiiss Bemerkung[7.2.2ii) Treppenfunktionene, g: [a, b] —

Rmit0<e<y <gund
b b
/gd:c—/ e dr < e.

Die Funktionen e und g definieren Elementarfiguren £ = €}, und G = 2, mit
EcCQCG, und

M(G)/abgdx, M(E)/abedz.

Also ist = Q, Jordan-messbar gemiéiss Satz [0.3.1] und

b b
w(2) = inf{p(GQ); G O N Elfig} = / Y dr = / ¥ dz.

ii) Der Rhombus
Q= {(z,y) e R? |z[+y| <1}

ist gemiss i) Jordan-messbar, und es gilt

1, 1 1
/ XQd,u:/ (/ xg(x,y)dy) d:c:4/(1—x)dx:2.
[-1,1]2 —1M -1 0
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iii) Seien a,b > 0, (x) = by/1 — z—; € C%[—a,al). Dann ist

Qp ={(z,y) € R? |z| <a, 0 <y < o(a)}

v

2 =L y=0}

2
X
={(z,y) € R =

der obere Teil einer Ellipse mit Halbachsen a und b. Mit i) folgt

R 2 —asin /2
w(Qy) = / by/1— ac_2 dg T2 ab/ cos? p dp = T ab.
—a a —7/2 2

Ein zu i) analoges Resultat gilt auch in htheren Dimensionen.

iv) Sei Q' € R"! ein (n—1)-Quader, ¢ € C9,(Q’), ¥ > 0. Dann ist die Menge
Qp = {(a',2") €eR™ 2’ € Q', 0 < 2" <P(a)}
Jordan-messbar, und analog zu i) folgt unter Verwendung von Satz

(@) = [ 006!) dpu @),

wobei das letztere Integral mittels Satz [0.2.2] weiter umgeformt werden kann.
Der Deutlichkeit halber bezeichnet hier u,, das n-dimensionale Jordansche Mass.

v) Insbesondere erhalten wir fiir Q' = [—1,1]? und mit der Funktion

P(z,y) = Vmax{0,1 - 2% — 42} € C°(Q),
die obere Halbkugel
Qp = {(z,y,2) e R? 22 +y* +22 <1, 2 >0}

Mit iv) sowie Satz [0.2.1] folgt

1 V1—z?
13 (Q2y) :/ Y(2,y) dps(z,y) :/ ( V1= a2 — 2 dy) da
[—1,1]2 —1 N —V1—2?
=v1—x2sin ! /2 2
(y=vI—asinp) / (1— z2)(/ cos? o dcp) de = °©
-1 —m/2 3
=m/2

Beachte, dass Z (1 — 2?) fiir jedes  wiederum dem Flécheninhalt des Schnittes
Qz) ={(y, 2); (z,y,2) € Qy} entspricht analog zu i).

vi) Die Menge 2 = Q™ N [0,1]™ ist nicht Jordan-messbar, da 9Q = [0, 1]"
positives Mass u(0€) = 1 besitzt.

Definition 9.3.3. Eine beschrdnkte, Jordan-messbare Menge ) heisst eine
Jordan-Nullmenge, falls 4(Q2) = 0.
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Bemerkung 9.3.2. Eine beschriinkte Menge 2 C R ist messbar mit p(2) = 0
genau dann, wenn zu jedem € > 0 eine beschrénkte Jordan-messbare Menge Q
existiert mit Q C Q und u(Q) < e. Gemiiss Satz kénnen wir némlich
zu € > 0 und Q eine Elementarfigur G ¢ R” finden mit @ ¢ Q C G und

w(G) < () + € < 2¢, und die Behauptung folgt mit Satz [@37lii) (bei Wahl
von E = () und (@31).

Wir stellen einige weitere Eigenschaften des Jordanschen Masses zusammen.

Satz 9.3.2. i) Sei Q C R™ beschrinkt und Jordan-messbar, Q ein Quader mit
Q C Q. Dann ist auch Q° := Q \ Q Jordan-messbar.

ii) Seien Qr C R™ beschrinkt und Jordan-messbar, 1 < k < K. Dann ist
= Uszl Qr Jordan-messbar, und

K
p(Q) < u(),
k=1

mit Gleichheit, falls Q, N Qy = 0 fiir k # 1.
iii) Sei Q beschrinkt und Jordan-messbar, und sei a € R™. Dann ist die Menge
Q+a={z+a z€Q}
ebenfalls Jordan-messbar, und pu(Q + a) = p(€2).
iv) Sei Q beschrinkt und Jordan-messbar, R € SO(n). Dann ist die Menge
RQY = {Rx; z € Q}
ebenfalls Jordan-messbar, und pu(RQ) = u(Q).

Das heisst, das Jordansche Mass ist subadditiv und translationsinvariant sowie
invariant unter Rotationen.

Beweis von Satz[9.3.2. i) Die Funktion yo- = xo — xo: @ — R ist nach
Satz [0.1.3] R-integrabel; also ist ¢ Jordan-messbar.

ii) (Induktion nach K) K = 2. Mit der Darstellung

X uQ, = max{xo,;, X2, } < Xo, + X, (9.3.2)
und den Sitzen - folgt, dass 21 U Qs Jordan-messbar ist und
p(€2 U Q2) < () + p(Q2), (9.3.3)

mit Gleichheit in ([@3.2) (und dann auch in [@3.3)), falls 21 N Qg = 0.
K — K + 1: Setze

K
Q= U Qp, Qo = Qs
k=1

und verfahre wie oben.

iii) Die Behauptung gilt fiir Elementarfiguren. Mit Satz [0.3.] erhalten wir die
Aussage dann auch fiir beliebige beschrinkte Jordan-messbare Mengen.
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iv) Zum Beweis der Rotationsinvartianz des Masses benotigen wir ein Lemma.

O

Lemma 9.3.1. Sei A € Gl(n) ein linearer Isomorphismus. Es gibt eine Zahl
my > 0 mit folgende Eigenschaft: Fir jedes beschrinkte und Jordan-messbare
QO C R" ist die Menge AQ = {Ax; x € Q} Jordan-messbar, und p(AQ) =
map(£2).

Beweis. Sei ) beschrinkt und Jordan-messbar. Zu gegebenem e > 0 kénnen
wir Q durch Elementarfiguren £ C Q° C Q C Q C G mit u(G\ E) < ¢ einschach-
teln. Indem wir R™ mittels eines Gitters der Kantenlinge 6y = dg(e) in Wiirfel
zerlegen, konnen wir annehmen, dass £ = Ui<p<k,Qk, G = Ui<k<rksQk
disjunkte Vereinigungen von achsenparallelen, zu einem Wiirfel Qg der Kan-
tenldnge dp kongruenten Wiirfeln Q) sind.

Das Bild AQj eines Wiirfels kann offenbar durch achsenparallele Hyperebenen
durch die Eckpunkte von AQy in endlich viele Mengen vom Typ €, mit ste-
tigem 1) zerlegt werden, ist also messbar. Zudem gehen die Bilder AQj durch
Verschiebung aus dem Bild AQq hervor, haben nach Satz[@.3.2liii) also dasselbe
Mass

1(AQk) = n(AQo) = mapu(Qo)
mit der Zahl ma := ma(Qo) := u(AQo)/1(Qo) > 0.

Da A ein Isomorphismus, ist AE die disjunkte Vereingung der Bilder AQy,
1 < k < Kp; analog AG und A(G \ E) = AG \ AE. Es folgt dann mit Satz
032lii) auch

wWAE) = map(E), p(AG) =mau(G), (9.3.4)

sowie

HAG\ AB) = p(A(G\ E)) = map(G \ E) < mae.

Angewandt auf den Wiirfel E = NQo =: Ry, N € N, ergibt [@.34)) die Glei-
chung ma(Ry) := u(ARo)/u(Ro) = ma = ma(Qo). Die Zahl my4 ist also fur
jede Kantenldnge Ndg dieselbe, nach Ersetzen von &y durch §p/N dann auch fiir
jede Kantenlinge do/N, N € N. Insbesondere ist die Zahl m 4 von ¢ unabhiingig.

Da € > 0 beliebig und da
0(AQ) = A(0Q) C A(G\ E) = AG\ AE,

ist 9(AQ) somit gemiiss Bemerkung eine Nullmenge, und die Menge A
ist nach Satz Jordan-messbar.

Schliesslich folgt mit AE C AQ C AG auch
mapu(E) = p(AE) < p(AQ) < p(AG) = map(G),

und mit
((G) = u(Q)) + (1(Q) — u(E) = (G\ E) < e

erhalten wir
[1(AQ) = map(Q)] < mae;

da € > 0 beliebig, also u(AQ) = mau(Q). O
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Beweis von Satz[9.3.2, vollendet. Falls A = R € SO(n) in Lemma [0.3.T]
so ergibt die Wahl Q@ = B;(0) mit RB1(0) = B1(0) den Wert mpr = 1, und
damit p(RQY) = p(Q) fiir jedes beschrénkte, Jordan-messbare @ C R™. O

Definition 9.3.4. Ein Gebiet Q C R" ist von der Klasse C!, (bzw. von der
Klasse C1,, C*), falls zu jedem Punkt xo € 02 Koordinaten (z',2") € R" xR

pw’
um xo = (0,27), eine Zahl d > 0, ein offener Quader Q' C_IE{"_1 um xj = 0
und eine Funktion 1 € C*(Q'), (bzw. ¢ € C},,(Q'), ¥ € C*(Q')), existieren mit
0 < < 2d, wobei Y(0) = d =z, so dass

QN(Q x[0,2d]) = {(z',2") e R™; 2’ € @', 0 < 2" < (z')} = Qy.

Beispiel 9.3.3. i) B;1(0) C R? ist von der Klasse C* fiir beliebiges k > 0.

ii) Ein n-Quader Q ist von der Klasse Cj,,.
iii) Falls 00 eine (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit der Klasse C* ist,

k > 1, so ist  gemiss Bemerkung BI0.1lii) von der Klasse C*.

Es folgt:

Satz 9.3.3. Sei Q C R”™ beschrinkt und von der Klasse C* mit k > 0. Dann
ist 0 Jordan-messbar.

Beweis. Gemaiss Beispiel [0.3.3] kann man Q als Vereinigung von Mengen der
Gestalt 0, bzgl. geeignet gewihlter Achsen mit 1) € C° darstellen. Somit folgt
die Behauptung aus Satz [0.3.2] O

9.3.2 Das Riemann-Integral iiber Jordan-Bereiche

Sei {2 C R™ beschrinkt und Jordan-messbar, f: 2 — R beschrinkt. Weiter sei
Q CR" ein Quader mit 2 C @, und sei f: @ — R mit fo = f.

Definition 9.3.5. f heisst R-integrabel iiber Q, falls die Funktion fxq tber

Q@ R-integrabel ist, und
/ fdp = / Fxa du.
Q Q

Bemerkung 9.3.3. i) Die Definition ist unabhéingig von der Fortsetzung f
und wegen Satz [0.L5] auch unabhéingig von . Insbesondere kénnen wir die
Fortsetzung f(x) = 0 fiir x € Q \ © wihlen.

ii) Korollar @11l liefert fiir beschrinktes, Jordan-messbares QC@CR"”und
beschrénktes, R-integrables f: & — R mit der Fortsetzung f(z) = 0 fiir x €
Q \ Q die zu Korollar @11 analoge Abschitzung

’/Qfdulzvjdu‘é/(?m du=/ﬂ|f| dug/QmXQdM:mM(Q),

wobei m = supq |f| = Supg |f] < oc.
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iii) Sei @ ein Quader in R", und sei f: @ — R beschrinkt und R-integrabel.
Weiter sei 2 C @ Jordan-messbar. Dann ist f iiber {2 R-integrabel.

Beweis. Sei m = supg, |f| < o0, s+ = max{+s,0}, s € R. Gemiiss Satz
ist (fxa)+ = min{fy,mxq} R-integrabel iiber @ und ebenso (fxqa)-, also auch
fxe = (fxa)+ — (fxa)-- L

Satz 9.3.4. (Gebietsadditivitét) Sei f: Q@ — R beschrinkt und iber Q R-
integrabel, und sei Q = Ui<p<x i eine Zerlegung von Q) in disjunkte, messbare
Qr, 1 <k < K. Dann gilt

/Qfdu=é/ﬂkfdu-

Beweis. Zerlege f = Y, - [xa, und benutze Bemerkung [L.3.3liii) sowie
Satz QT3] o O

Satz 9.3.5. Fulls Q2 eine Jordan-Nullmenge ist, f: Q — R beschrdinkt, so ist f
iiber Q R-integrabel, und [, fdu = 0.

Beweis. Fiir R-integrables f folgt die Aussage direkt aus Bemerkung [.33}ii).

Fiir den allgemeinen Fall sei () ein Quader mit  C @), und sei f:Q — R die
Fortsetzung von f durch f(z) = 0 fiir z € Q \ . Sei weiter

m = supq|f| = supg|f| < .

Zu e > 0 sei G C Q eine Elementarfigur mit Q C G und u(G) < € gemiss Satz
0.3.1] Setze e = —mxq, g = mxqg. Dann sind e, g Treppenfunktionen auf () mit

e < f<g,und
—meg/edug/gdugme.
Q Q

Grenziibergang e | 0 ergibt die Behauptung. |

Zusammen mit Satz[0.3.4 folgt aus Satz[0.3.5 dass Jordan-Nullmengen Q2 C R™
bei der Integration vernachléssigt werden konnen.

Mit Satz @2.T] bzw. Satz @22 konnen wir fir Mengen Q = €, wie in Beispiel
©.32li) und iv) das Integral aus Definition [0.3.4] auf iterierte 1-dimensionale
Integrale zuriickfiihren.

Beispiel 9.3.4. i) Sei 0 < € C°([a,b]), Qy C R? die Menge
Qp ={(z,y) eR* a<a<b, 0<y <o(x)},

und sei f € C°(Qy). Dann ist f iiber , R-integrabel, und es gilt

[ = / b ( /O " fe) dy) da.

Beweis. Die Aussage gilt fiir Treppenfunktionen 1 geméss Satz [0.2.1]
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Fiir allgemeines ¢ € C°([a, b]) betrachte eine Folge von Zerlegungen
PO = {1V 1<k < KO}

von I = [a, b] mit Feinheit dpay — 0 (I — o0) und setze

KO
¢@::§:C$Xﬂw,wdmu£>:%g¢zcn15;k§1d”,lemx
k I
k=1 k

Dann gilt offenbar 0 < ® < ¢, und Qpoy C Qy, 1€ N, mit p(Qy \ Qyay) = 0
(I = 00). Mit dhnlichen Argumenten wie im Beweis von Satz folgt, dass

f@*/
Qy Q

wobei m = supg, |f|, und analog fiir das untere Riemann-Integral. Andererseits
erhalten wir gleichmissig in € [a, b] die Abschitzung

f d,u} < mp(Qy \wa) =0 (I = o),
(1)

1 (2) P(x)
\ / Fay) dy — / f(x,mdy]m sup [o(@) —vO@)| — 0,

a<z<b (I—00)
und
b, (@) b, (@)
/ fdu:/ (/ fz,y) dy) dr — (/ fz,y) dy) dz.
Q,m a o (I=00) Ja Mo
Die gewiinschte Aussage folgt. O

ii) Speziell fiir ¢(z) = by/1 — & € C°([—a, a]) wie in Beispiel 03.2iii) und die
Funktion f(z,y) = y erhalten wir

9.4 Der Satz von Green

Sei Q C R? beschréinkt und von der Klasse C},,. Falls f von der Form ist

oh 9y

f:%_ay

mit g,h € C1(Q), so lisst sich das Integral von f iiber 2 auf ein Randintegral
zuriickfithren.
Beispiel 9.4.1. i) Sei Q = [a,b] X [¢,d], g € C*(Q). Mit Satz @211 folgt

b

“ g_z dp = /ab( /cdg_z@y) dy) e :/ (9(z,0) — g(w,d)) de.

a
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Analog erhalten wir fiir h € C(Q) die Gleichung

0 % dp = /Cd(/ab%(x,y) dz) dy = /Cd(h(b,y) fh(a,y)) dy;

also

Ooh  Og
— — =) du= / (9dz + hdy) = / (gdz + hdy),
/Q(az ay) Y1+Y2—Y3—"74 0Q

wobei die Kurven
Y1(x) = (x,¢), 13(x) = (x,d), a <z <b,
sowie

Y2(y) = (b,y), 14(y) = (a,y), c <y < d,

den Rand von 9@ parametrisieren. Die Teilstiicke =1, ...,7v4 werden dabei so
aneinander gehingt, dass der zusammengesetzte Weg 1 + 72 — 73 — 74 eine
Parametrisierung von 9@ ergibt, die so orientiert ist, dass 2 stets zur Linken
des Weges liegt.

ii) Insbesondere erhalten wir bei Wahl von g(z,y) = —y, h(z,y) = 0 den
Flacheninhalt

b
u(@:-/gg—g du= [ {o(w.c) = gl.d)) do = (b~ a)(d - o)

Analog konnen wir fiir eine grosse Klasse von Gebieten argumentieren.

Definition 9.4.1. i) Q C R? heisst Normalbereich bzgl. y der Klasse C*,
falls
Q={(z,y) €R?* a <z <b, px) <y<y(x)}

fiir geeignete —oo < a < b < oo und mit Funktionen ¢ < 1 € C*([a,b]). Analog

definieren wir einen Normalbereich bzgl. x, oder von der Klasse C;w, C*, ete.

ii) Q C R? heisst Normalbereich, falls 2 sowohl bzgl. x als auch bzgl. y ein
Normalbereich ist.

Beispiel 9.4.2. i) Ein bzgl. der Achsen gedrehter Quader ist ein Normalbe-
reich der Klasse C;w.

ii) B1(0) = {(z,y) € R% |y| < V1 —22, |z| <1} C R? ist ein Normalbereich
der Klasse CY.

iii) Der Kreisring Bs \ B1(0) ist kein Normalbereich.
Die folgende elementare Beobachtung wird spéter entscheidend benutzt.

Bemerkung 9.4.1. i) Mit Beispiel @34 erhalten wir fiir jeden Normalbereich

Q={(z,y) eR* a<z<b, o(z) <y <Y()}
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und f € C°(Q) die Identitst

/Qf dyi = Lb(éfij)f(w,y> dy) da.

ii) Jedes beschriinkte Gebiet Q C R? der Klasse C, kann man in endlich viele
disjunkte Gebiete (y,...,Q € C’;w zerlegen, wobei jedes 2; ein Normalbereich
ist bzgl. geeignet gew#hlter Achsen.

iii) Selbst fiir Q € C?! sind die Gebiete 2; in der Regel nur von der Klasse C;w.
Beispiel 9.4.3. i) Q = B;(0) und
ii) Q = B\ B1(0) sind in endlich viele disjunkte Normalbereiche zerlegbar.

Satz 9.4.1. (Green) Sei Q C R? beschrinkt und von der Klasse C,,,, und
seien g,h € CY(Q). Dann gilt

oh  0dg .
/Q(a - 52) du= /m(gdx—i-hdy),

wobei der Rand von Q so parametrisiert wird, dass € zur Linken liegt.
Beweis. i) Sei zunichst  ein Normalbereich, insbesondere also von der Form
Q={(z,y): a <z <b p(z) <y <P(a)},

wobei a < b, ¢ <9 € C},([a,b]), und sei h = 0. Mit Bemerkung @.4.Tli) folgt

dg B b Pp(x) dg
/Q(ia_y) duf/a (* /Wm a—y(z,y) dy) dx
b
~ [ (@) - 9o v(a) da.
Parametrisiere 02 = 1 + v2 — 3 — 74, wobei

m(x) = (@,0(x), a <x <b, 72(y) = (b,y), ¢(b) <
(@) = (2,9(), a <z <b, nly) = (a,9), la) <

Dann gilt

/71+72—73—w4 g dv= /71 g de = /% gdz= /abg(za p(z)) do — /abg(z,q/)(x)) dz

das heisst,

ii) Analog zu i) erhalten wir im Falle g = 0 fiir h € C*(Q) nach Vertauschen
von x und y unter Beachtung der Orientierung von OS2 die Identitéit

@duz/ hdy
Qaz a0



9.4. DER SATZ VON GREEN 271

zusammen also

oh g /
=(=— =) du= dx + hdy) ,
/Q <5$ Jy ) a 0 (9 2

iii) Zerlege Q = Q; U--- Uy in disjunkte Normalbereiche. Beachte, dass jede
innere Randkomponente v zu genau zwei Gebieten y, ; gehort und als Teil
von 0, mit der entgegengesetzten Orientierung durchlaufen wird wie als Teil
von 0€);; die entsprechenden Wegintegrale heben einander also auf. Es folgt

ah _ @ @ _ @
/Q(aw y Z/QL ox y
= Z/ (gdz + hdy) = / (gdx + hdy).
o 0

wie gewiinscht.

O

Beispiel 9.4.4. i) Mit g(z,y) = —y, h(z,y) = 0 erhalten wir wie in Beispiel
@.ZTLii) fiir ein beliebiges beschrinktes Gebiet Q@ C R? von der Klasse C,,, den

Fliacheninhalt
dg
,LLQ:/ dp = /gdx:—/ y dx.
) Q< 59) o9 o

Analog ergibt die Wahl g = 0, h(x,y) = = die Formel

oh
)= | o du= / hdy:/ x dy,
O oT 0 0

und Kombination dieser Gleichungen liefert

w(Q) = %/BQ(x dy —y dx).

ii) Fiir Q = B;(0) mit der Parametrisierung (¢) = (cost,sint)?, 0 < t < 2,
des Randes ergibt i) den Wert

1 1 2 ) ) "
1(B1(0)) = 3 /ém(xdy - ydac) = 5/0 (—sint, cost) < C(s;;r; ) dt = 7.

Definition 9.4.2. Sei Q C R? offen, und sei A = gdx + hdy eine 1-Form auf
Q der Klasse C*. Dann heisst

oh  Jg
d\=——-—=—|d
(350 3y> :
die dussere Ableitung von A, mit der Volumenform du = dx dy =: dx A\ dy
von R2.

Beispiel 9.4.5. i) Sei A = (x dy — y dz). Dann gilt d\ = dp.
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ii) Sei © C R? offen, und sei f € C*(Q), A = df = §Lda + SLdy. Dann gilt

Of _PF Ny~
Oxdy Oyox p=5

d)\:de:(

Mit Definition [0.4.2] kénnen wir Satz [0.4.T] nun auch wie folgt formulieren.

Satz 9.4.2. Sei Q C R? beschrinkt und von der Klasse C;
gdx + hdy eine 1-Form auf Q der Klasse C*(Q). Dann gilt

/d)\:/ A,
Q o0

wobei 0N so orientiert durchlaufen wird, dass  zur Linken liegt.

w, und sei A =

Statt als Koffizienten einer 1-Form konnen wir die Funktionen g und h in Satz
@.41] auch als die Komponenten eines Vektorfeldes v = (g,h)! € C1(Q;R?)
auffassen. Setzen wir noch in diesem Fall

oh  Jg

ox Oy’

so nimmt Satz [0.4.1] die folgende Gestalt an.

rot v =

Satz 9.4.3. (Stokes) Sei Q C R? beschrinkt und von der Klasse C},,, und sei

pw?
v € C1(Q;R2). Dann gilt
/rotvdu:/ v-d_:s,
Q 0

wobei 0S) so orientiert durchlaufen wird, dass Q) zur Linken liegt.

Bemerkung 9.4.2. Der Ausdruck rot v heisst Wirbelstéirke von v, das Rand-
integral
/ v-ds
a0

Die Orientierung von 02 kann man wie folgt prézisieren. Sei 77 der nach aussen
zeigende Normalenvektor lings 02 und 7 = 4/|¥| der durch eine Parametrisie-
rung v von Jf2 mit ¥ # 0 induzierte Einheitstangentialvektor.

die Zirkulation von v ldngs 0f.

Definition 9.4.3. i) Eine Orthonormalbasis (v, w) von R? heisst positiv ori-
entiert oder ein Rechtssystem, falls (v, w) durch eine Drehung aus der Stan-
dardbasis (e1,es) hervorgeht, sonst heisst (v, w) negativ orientiert.

ii) Eine Parametrisierung v von 0 heisst positiv orientiert, falls in jedem
Punkt p € 9Q das Paar (fi(p),'r(p)) eine positiv orientierte Orthonormalbasis
von R? bildet.

Der Rand in Satz[0.4.2] oder [0.4.3] ist also positiv orientiert zu verstehen.
Satz[0.4.3] liefert insbesondere ein Kriterium fiir konservative Kraftfelder.
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Definition 9.4.4. Sei Q C R? beschrinkt und von der Klasse C;w ; weiter sei
Q wegzusammenhdngend. Dann heisst ) einfach zusammenhingend, falls

0 nur eine Komponente hat.

Beispiel 9.4.6. i) B;(0) ist einfach zusammenhéngend.
ii) B3(0) \ B1(0) ist nicht einfach zusammenhéngend.

Bemerkung 9.4.3. i) Eine andere Charakterisierung einfach zusammenhén-
gender Mengen 0 C R? ist oft niitzlich. Sei v € C([0,1];9) “geschlossen” mit
~v(0) = v(1) und ohne Selbstschnitte; also y(s) # ~(¢) fiir alle 0 < s < ¢t < 1.
Nach dem “Jordanschen Kurvensatz” berandet v ein beschranktes Gebiet €2, C
R?, und 2, ist eindeutig bestimmt. Die Menge (2 ist nun genau dann einfach
zusammenhéngend, wenn die Relation {2, C (2 fiir alle derartigen Kurven gilt.
Beispiel illustriert diesen Zusammenhang auf einfache Weise.

ii) Auch in hoheren Dimensionen n > 3 ist der Begriff einer einfach zusam-
menhéngenden Menge von grosser Bedeutung, und es gibt eine zu i) analoge
Charakterisierung. Die Definition [0.4.4] gilt jedoch nur im Fall n = 2.

Satz 9.4.4. (Poincaré) Sei Q C R? von der Klasse C}

pws beschrinkt, zusam-

menhingend sowie einfach zusammenhingend, und sei v € C*(Q;R?). Dann
sind dquivalent

i) v ist konservativ,
ii) rot v =0.

Beweis. i) = ii) Nach Satz besitzt jedes konservative Vektorfeld v €
C1(;R?) ein Potential f € C?(Q) mit v = Vf, und
00f/0y) _0(0f/ox)  &*f  O°f

rot Vf = Ox B dy © 0z0y B Oyox -

nach Satz R.5.11

ii) = i) Sei v € C1([0,1];Q) ein geschlossener Weg in €. OBdA sei vy ohne
Selbstschnitte, und sei €2, das von v berandete Gebiet. Nach Bemerkung[©.4.31)
gilt 0, C Q, und die Annahme rot v = 0 zusammen mit Satz ergibt

/v~d_:s:/ rot v dp =0,
¥ S

2y

wie gewiinscht. O

Beispiel 9.4.7. i) Sei v(z,y) = (y + sinz, x + cosy)t € C1(R?; R?) mit

O(y + sinz) n O(z + cosy)

Oy Ox =0

rot v = —

Jede Kugel Br(0) C R? ist einfach zusammenhingend. Also ist v konservativ
nach Satz [0.4.4] Die Funktion

f(z,y) = xy +siny — cosz, (x,y) € R?,
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ist ein Potential fiir v.

ii) Sei v(z,y) = ﬁ (—y,z)t € CY(R?\ {0}; R?). Es gilt

2 2 2 2
rot v = — (z +y):0
22 +y2 (22 +92)?

)

jedoch ist Br(0) \ {0} nicht einfach zusammenh#ngend fiir R > 0.
In der Tat gilt fiir v(t) = (cost,sint)t, 0 <t < 27

27 . .
/v~ds:/ (smt).<s1nt> dt = 27 £ 0;
. 0 cost cost

das heisst, v ist nicht konservativ.

Auf der einfach zusammenhingenden Menge R? \ {(z,0); = < 0} besitzt jedoch
v die Argumentfunktion

flz,y) = arctan(%)

als Potential. Weiter gilt auf jedem einfach geschlossenen stiickweise C*-Weg
7:10,1] — R?\ {0} mit 0 ¢ 5 nach Satz @43

/U-d_é:/ rot v du = 0.
¥ Q5

5

Wir beschliessen den Abschnitt mit einer weiteren Interpretation von Satz[9.4.1]
Sei 2 C R? offen, v = (g, h)! € C1(2;R?), und setze

. (0g  Oh
dwv.(aeray).

Die 1-Form A\ = —hdx + gdy ist dann von der Klasse C'* mit
d\ = div v dpu,
und Satz ergibt:

Satz 9.4.5. (Gauss) Sei Q C R? beschrinkt und von der Klasse C},,
v € CL(;R2). Dann gilt

/divvdu:/ v -1 ds,
Q o0

wobei ds das skalare Lingenelement lings 0§) bezeichnet und 1 die dussere Nor-
male.

und sei

Bemerkung 9.4.4. i) Fiir v = (v!,0?)t € C1(Q; R?) gilt:

2 .
ov*

divv = _
v e

i=1
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ii) Der Ausdruck div v heisst Quellstiirke des Vektorfeldes v, das Integral

/ v-1ds
o0

der Fluss von v durch 99.

Beispiel 9.4.8. Sei Q = B1(0), v(z,y) = (x,y) das Ortsvektorfeld mit div v =
2. Da
fi(p) = p = v(p) fiir alle p € S* = 9B1(0),

erhalten wir mit der positiv orientierten Parametrisierung
7(t) = (cos(t),sin(t))" € C*([0,27]; R?)

von 0B1(0) die Identitét

2m
2u(B1(0)) = / div v dp = / v-iids = / ds = / |5(¢)|dt = 2;
Q ro) o9 0

also p(B1(0)) = 7; vergleiche Beispiel B.44lii).

9.5 Substitutionsregel

Gibt es eine zur Substitutionsregel Satz [[.1.5] analoge Regel in R"? Wird ins-
besondere eine messbare Menge €2 C R" bei “Transformation” mit einer Abbil-
dung ® € C1(Q;R") wieder in eine messbare Menge ®(2) iiberfiihrt?

9.5.1 Lineare Transformationen

Wir betrachten zuniichst lineare Abbildungen.

Lemma 9.5.1. Sei A: R™ — R"™ linear, und sei Q C R™ beschrinkt und
Jordan-messbar. Dann ist die Menge AQ = {Az; © € Q} Jordan-messbar, und

p(AQ) = |det(A)|u(E).

Beweis. i) Betrachte zunéchst den Fall det(A) = 0. Dann gibt es eine Drehung
R € SO(n), so dass RA(R"™) C R"~! x {0}. Falls Q C R" beschriinkt, so ist
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RA(Q) C R ! x {0} beschriinkt und Jordan-messbar mit p(RA(£2)) = 0; also
ist nach Satz[@.3.2liv) auch AQ = R1(RA(f)) Jordan-messbar mit

H(AR) = u(RA(R)) = 0 = |det(A)]u(2).

ii) Sei nun A = diag(A1, ..., \,) diagonal mit Eigenwerten A; # 0. Nach Lem-
ma ist fiir jede beschriankte Jordan-messbare Menge Q@ C R™ die Menge
AQ Jordan-messbar, und pu(AQ) = map(2) mit einer von  unabhingigen
Konstanten m4 > 0.

Wiihlen wir insbesondere 2 = Q = [0, 1]", so erhalten wir AQ = []""_,[0, ;] mit
wAQ) = [Nl = ldet(A)] = mapn(Q) = ma,
i=1

und ma = |det(A)|.

iii) Schliesslich sei A € Gl(n) eine beliebige invertierbare Matrix. Die symme-
trische Matrix M = A*A ist wegen

EME = |AE]? > 0 fiir jedes 0 # € € R™

positiv definit. Also existieren eine Matrix R € SO(n) und eine Diagonalmatrix
A = diag(\, ..., \,) mit Eigenwerten \; = w? > 0, wobei w; >0, 1 <1i <n, so
dass
M = RAR' = RD(RD)", wobei D = diag(wy,...,w,) = D".

Dann erfiillt die Matrix B = ARD~! die Bedingung B!B = idg~; das heisst,
B € O(n), und A = BDR'. Nachdem wir allenfalls B weiter zerlegen in das
Produkt von Rotationen und einer Spiegelung S = diag(1,...,1,—1), folgt
|det(D)| = |det(A)|, und mit ii) und Satz @32iv) erhalten wir die Behaup-
tung.

O

9.5.2 Transformation Jordan-messbarer Mengen

Ahnliches gilt auch fiir geeignete Transformationen mit ® € C'(Q; R"). Sei
U C R" offen, ® € C'(U;R") ein Diffeomorphismus von U auf ®(U) = V
gemiiss Definition B9} das heisst, ® ist injektiv mit Umkehrabbildung ¥ =
o~ e CH(V;RM).

Bemerkung 9.5.1. Nach dem Umkehrsatz, Satz B7.1] ist eine injektive Ab-
bildung ® € C'(U; R") genau dann ein Diffeomorphismus, wenn gilt

Voo € U : det(d®(zo)) # 0.
Beispiel 9.5.1. i) Eine lineare Abbildung A: R™ — R™ mit Matrixdarstellung
A ist ein Diffeomorphismus genau dann, wenn det A # 0.

ii) Eine Abbildung g € C*(Ja,b[) mit ¢’ > 0 ist gemiss Satz ein Diffeo-
morphismus auf g(]a, b]).
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iii) Die Abbildung f: R? — R? aus Beispiel B.6.1] mit

fzyy) = v =y =22 (v,y) =2 =2 +iy € R?

’y 2:L'y Y ,y y Y

liefert einen Diffeomorphismus & = f‘RQ : RZ — R*\{(#,0); =z < 0}, wobei
i

R2 = {(z,y); = > 0}.

Satz 9.5.1. (Transformationssatz) Sei U C R™ offen, ® € C'(U;R") ein
Diffeomorphismus von U auf V.= ®(U) C R", und sei Q@ C Q C U beschrinkt
und Jordan messbar. Dann ist ®(Q) Jordan messbar, und

W(B(Q)) = /Q |det(d®(x))] du(z).

Beweis. i) Wir zeigen zunéchst, dass ®(2) Jordan messbar ist. Nach Satz
[O03Tliii) und Bemerkung geniigt es zu zeigen, dass man zu jedem € > 0
eine Elementarfigur F' C R™ finden kann mit 0(®(£2)) C F und u(F) < e.

Da @ ein Diffeomorphismus ist, bildet ® innere Punkte von €2 ab auf innere
Punkte von ®(£), ebenso innere Punkte von U\ auf innere Punkte des Kom-
plements, und umgekehrt; also folgt

A(B(Q)) = B(IN).

Da Q) beschrénkt und Jordan messbar, gibt es wie im Beweis von Lemmal[0.3.Tlzu
jedem € > 0 Elementarfiguren 2 C Q° C Q C Q C G mit u(G\E) < ¢, welche als
disjunkte Vereinigungen F = Ui<i<1,,Qi, G = Ui<i<1, & von achsenparallelen,
zu einem Wiirfel QQy der Kantenlénge § kongruenten Wiirfeln Q; darstellbar sind.
Es folgt
o0 C G\E = ULE<ZSLGQI5 M(G\E) =Li" < €,

wobei L = Lg — Lg. Weiter kénnen wir annehmen, dass fiir ein ¢y > 0 und eine
kompakte Menge K C U gilt

V0<e<e: GCK=KCcCU.
Nach Korollar [(.3.1] existiert C' > 0 mit

sup |d®(z)| < C < 0.
zeK

Fir 1 <1 < Lg folgt

1

sup ()~ 8(y)] < [ [d0(z+tly—a)| oyl dt <CVAS: (g5

z,yeQ, 0 — —~— e
€EQICK <y/né

das heisst, ®(Q;) ist enthalten in einem Wiirfel R; C R™ der Kantenlinge C;6
mit einer von € unabhingigen Konstanten Cy. Somit gilt

Lg

o(e(Q) =20 c ] @@)cC Lj R = F

I=Lg+1 I=Lg+1
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mit .
G
WFY< S u(R) = LCP™ = Cu(G\ E) < Ce.
I=Lg+1

Da € > 0 beliebig, folgt die Behauptung.

ii) Fiir einen beliebigen Wiirfel Q; C G C K sei x; der Mittelpunkt von @; und
sei A: R™ — R" die Abbildung

Az = ®(x7) + dP () (x — ) .

Da d® auf K nach Satz gleichmiissig stetig, erhalten wir analog zu (@5.1))
fiir € @; die Abschéitzung

|[@(2) — A(z)|

1
< / |d® (z; + t(z — x1)) — d®(a;)|dt — 0 (5 — 0),
|z — ] 0

gleichmissig in © € @, 1 <[ < Lg; insbesondere folgt

. sup [20) = A@)

—0 (6§ = 0).
1<I<Lg 2€Q 4

Verschieben wir den Koordinatenursprung in den Punkt x;, so erhalten wir fiir
jedes v > 0 und hinreichend kleines § > 0 somit

A(Q=7)Q1) € 2(Q1) C A((L +7)Q),
also mit u(A((1%7)Q1)) = (1 £7)"1(AQy) auch
(1 =7)"(AQ:) < u(®(Q1) < (1 +7)"u(AQ).
Gemiiss Lemma Q5.1 gilt p(AQ;) = |det(d®(z;))| u(Q;). Fiir den Fehlerterm
Iy = p(®(Qr)) — |det(dP(x1))] n(Qr)
folgt so die Abschitzung

1l A 16(2(@Q1) — 1(AQu)|

o = w(AQy)

=0 (6—0),

gleichméssig in /.

Zu vorgegebenem € > 0 seien E C ° C 2 C Q C G C K Elementarfiguren wie
in i) mit (G \ E) < ¢, bestehend aus Wiirfeln der Kantenlidnge ¢. Bei festem

E und G kénnen wir § durch 27%§ mit beliebigem k € N ersetzen und erhalten
(mit Lp = Le(k) < C@27%)™, I, = I;(k) = o((27%6)"))

Lg

Lg

(@) = 3 (@(@) = 3 (Jaet @) | u(@0) + 1)
=1 =1

mit dem Gesamtfehler

Lg
= < .
I ;|Il|_LE1gSa>L<E|Il|—>O (k — 00)
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Im Limes k — oo ergibt Satz dann die Beziehung
w(®(E)) = /E |det (d®(x))| du(z).
Mit
u(®(Q)) - A |det(d®(z))| dp(x)

= pw(®(Q)) — u(®(E)) — / |det (d®(z))| dp(x)
O\E
und den Abschitzungen
0 < u(®(®) - u(2(5)
< u(®(G)) — n(B(E)) = p(B(G\ E)) < pu(F) < Ce
sowie
/ |det(d®(x))| du(z) < / |det (d®(x))| du(x) < Cu(G\ E) < Ce
O\E G\ E e ——
<c
folgt die Behauptung nach Ubergang zum Limes € | 0.
O
Beispiel 9.5.2. i) Sei ¢ € C!(Ja,b[) mit ¢’ > 0 ein Diffeomorphismus auf
g(Ja, b]) =]e, d[ gemiss Satz [6.2.2] und seien a < 29 < x1 < b, so dass
Q =]z, 71[C Q C U =]a, b|.
Dann gilt g(Q2) =]g(x0), g(x1)[, und
H(o() = o) —g(a0) = [ @) do = [ ldertdg(w))| da

xo Zo

x1

Im Limes zg | a oder z; 1 b konnen die auftretenden Terme divergieren. Wiahlen
wir g(z) = log(z): R4+ — R, so erhalten wir beispielsweise “u(g(]0,1[)) = c0”.

ii) Polarkoordinaten. Die Abbildung

o(r,0) = <

erfiillt geméiss Beispiel B7.1liii) die Gleichung
det(d®(r,0)) =r

rcosf
rsin @

>,7’>0,0<9<27r

und ist fiir festes R > 0 ein Diffeomorphismus von |0, R[x]0, 27| auf die Menge
®(]0, R[x]0,27]) = Br(0) \ {(z,0); 0 <z < R}.
Da p({(x,0); 0 <z < R}) =0, folgt

2 R
#(Br(0)) = lim r du(r,0) = / (/ r dr) df = TR
0 le,R[x]e,2m—¢[ 0 0

=R2/2
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iii) Fiir 0 < a < b, 0 < ¢ < d betrachte die Menge

Gabed = {(z,y) €ER* 0< x,a <y/x <b, c < zy < d}.

y = bx
Gabcd \\} d +
Yy =ax
/—\
T 1
ry=d
Ty =-c

a b

Stelle Gapeq dar als ®(Ja, b[ x Jc, d[), wobei ® = ¥~! mit

()= ()=0)

Auflsen der Gleichungen

Y
_:55 ry =mn
x
fur z,y,&,n > 0 ergibt
n
wz\/; y=Ve&n

Die Abbildung
(¢ /€ )
® ( " ) H ( Ven

ist offenbar auf |0, co[ x |0, oo[ bijektiv mit

anen =5 ( 7).

y/&  y/n
also )
det (d® (&, 1)) = —% = —5¢ <0
und

bl d—c [Pdf d- b
N(Gabcd):// det (d®))[dn dg = ?5: zclog(;)'

9.5.3 Substitutionsregel

Analog zu Satz [0.5. Tl erhalten wir auch eine Satz [[. 1.5 verallgemeinernde Regel
fiir Integrale.

Satz 9.5.2. (Substitutionsregel) Sei U C R" offen, ® € C'(U;R") ein
Diffeomorphismus von U auf V.= ®(U) C R", Q@ C Q C U beschrinkt und
Jordan messbar, und sei f: ®(2) — R beschrinkt und R-integrabel.
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Dann ist die Funktion (f o ®) - |det(d®)| : Q@ — R ebenfalls R-integrabel, und es

gilt
/ Jdu = / (f 0 ®) - |det(dD)]| du.
() Q
A A
[}
~ = — 3(0)
U

7 e

Beweis. i) Sei f eine Treppenfunktion (TF)

mit disjunkten Quadern @; C R™, wobei

J J
e clJoclJo cv
j=1 i=1

Jj=

Gemiiss Satz [0.5.1] angewandt auf ¥ = &1, ist fiir jedes j die Menge

Q=0"4Q;)NQ
.,y disjunkt und iiberdecken

Jordan-messbar. Weiter sind die Mengen €4,
Q. Mit Satz [@.5.] erhalten wir nun

J
fdp= ;Cju(Qj No(Q))

(Q) }
=2(Q;)

J
:;Cj /Qj |det(d®)| dp = /Q(fo<1>)|det(d<1>)| dp.

ii) Fiir eine beliebige beschrinkte, R-integrable Funktion f: ®(2) — R folgt

nun
fdu:sup{/ edu;egf,eTF}
3(Q) 3(Q)

D supd [ (e %) det@n)| s e < 5, ¢ TF)
Q

< L (f 0 ) |det(d®)] dp,
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wobei wir benutzen, dass nach Definition des R-Integrals gilt

/Q(e o ®)|det(d®)| du = sup {/Q hdu; h TF, h < (eo @)|det(d@)|}
<sup {/Q hdu; h TF, h < (fo <I>)|det(d<1>)|}
:/Q(fotl))|det(d<1))| du.

Analog erhalten wir

/Q(fod)) \det(d®)| du < inf{/

Q(g o ®)|det(d®)| du; f<g, g TF}

i)

inf{[p(mgdu; f<g, gTF}

fdu.

()
Die Behauptung folgt.
O

Beispiel 9.5.3. Die Funktion f(z) = e~ : R — R hat keine elementar be-
rechenbare Stammfunktion. Das Integral ffooo e~ dz kénnen wir jedoch mit
Satz [0.5.2] explizit bestimmen.

Nach dem Satz von Fubini gilt
o0 2 (o] o0
(/ e dac) = (/ e dm) (/ eV’ dy)
:/ / e~ @) gy dy :/ e du,
o0 J—co R2

wobei 72 = 22 + 3%, Gemiiss Satz [0.5.2 erhalten wir nach Einfiihrung von Polar-
koordinaten entsprechend Beispiel [@.5.3ii) fiir den letzten Term den Ausdruck

2 [e’e)
/ e du = / (/ re=" dr) do=m;
R? 0 0

=1/2

also gilt

/ e dr = Nz

— 00

9.6 Oberflichenmass und Fluss-Integral

Die Satze und zeigen einen natiirlichen Weg auf zur Definition des
Inhalts von reguliren Flichenstiicken im S C R® und von Oberflichenintegra-
len. Der im Abschnitt 8.10 definierte Begriff einer Immersion liefert hierfiir das
geeignete Hilfsmittel.
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9.6.1 Der Inhalt eines parametrischen Flichenstiicks

Sei U C R? offen, ® ¢ gl(U ;R3) eine injektive Immersion gemiiss Definition
RIOI Weiter sei @ C Q C U beschrinkt und Jordan messbar, und sei S =
®(Q2) C R? das durch ® parametrisierte Fléchenstiick.

Zur besseren Unterscheidung wéhlen wir im folgenden meist die Bezeichnungen
(u,v) € U C R2, bzw. (z,y,2) € R3 fiir die Koordinaten im Urbild- und
Zielraum.

Definition 9.6.1. Der 2-dimensionale Flicheninhalt von S (bzgl. ®) ist

w2(€2) ::/do ::/ [ D, X @y dp(u,v),
s Q

mit ®, = g—‘b etc, und mit dem skalaren Flachenelement

u ’

do := | Py X ®p| du(u,v).

Bemerkung 9.6.1. i) |®, x ®,]| ist der Inhalt des von den Vektoren ®,, und
®, aufgespannten Parallelogramms.

ii) Falls ®(U) C R? (oder falls wir zu gegebenem w = (u,v) € U Koordinaten
(7,9, 2) fiir R? withlen, so dass @, (w), ®,(w) € R? x {0}), so gilt

|0 X | (w) = |det(dP(w))];
die Definition [0.6.7] ist somit konsistent mit Satz [9.5.1]

iii) Allgemein gilt
|D, x D,| = +/det(g),

wobel

g= d®dd = < |q)u|2 D, - q)v>

By @y B[

die von ® induzierte Gramsche Matrix (Metrik) bezeichnet.

Beweis. In geeigneten Koordinaten gilt d®(w): R? — R? x {0} 2 R? und
@y X By| (w) = |det(dD(w))| = |det(dD" (w))]

= \/det(dq)t(w)) ~det(d®(w)) = /det(g).

O

iv) Mit Satz @52 folgt aus iii), dass der Fliacheninhalt p2(S) von der Parame-
trisierung unabhéngig ist.

Beweis. Seien ®; € C'(U;;R?) injektive Immersionen, ); beschrinkt und

Jordan-messbar mit Q; C Q; C U; und ®,(Q;) =5, i=1,2.

Behauptung 1. Die Abbildung
f=o'o®; € C'(Qy; R?)
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ist ein Diffeomorphismus von 2; auf €.

Ui g1 Uz

) N e YO

Behauptung 1 liefert die gewiinschte Aussage: Mit ®; = ®5 0 f, der Kettenregel
d®, = (d®y o f)df
und Koordinaten wie in ii) folgt

det(g1) = det(dd,dd,)
= det(df")det ((d®5dPs) o f)det(df) = det(g2 o f)|det(df)|*.
Mit Bemerkung iii) und Satz erhalten wir so

[do= [ Vietlgian = | Vetlgs)o flactta)ldn = | /detlgz)a
S Q1 Q1 Qo

12(.9) ist also unabhiingig von @ erklirt. O

Beweis von Behauptung 1. Beachte, dass <I>2|§2 : Qy — S stetig und bi-
jektiv ist. Da O, kompakt, ist &5 : S — Oy stetig nach Satz 3.5, und
fe CO(Ql;IR?).
Sei w1 € Oy, und sei we = f(wy) € Qa. Sei weiter Po(w2) = P1(wy) =p € S
mit

d®s(ws)(R?) = d®(w1)(R?) = T,S = R?
gemiss Bemerkung BI0li). In geeigneten Koordinaten gilt 7, = R? x {0},
und wir kénnen d®s(ws) als linearen Isomorphismus d®s(wsz): R? — R? auf-
fassen. Wir zeigen, f ist an der Stelle w; differenzierbar mit

df (w1) = d®5* (we)d® (w1). (9.6.1)

Fiir wy € Q1 nahe wy gilt

P =®1 (1) = Py (wr) + dPy(w1) (W1 — w) + o |1 — w))
= Dy(W2) = Pa(ws) + dPo(we) (W2 — we) + 0(|U72 - w|),
wobei Wy = f(iw1) — f(wy) = wy fiir w1 — wy wegen der Stetigkeit von f. Da
Dy(we) = p = Py (wy), folgt
Wy —wy = f(in) — fwr) = dPo(ws) ™' d®y (wy)(b1 — wr)
+ 0(|1D1 — w1|) + 0(|1D2 — w2|) (w1 — wr)
und damit zunéchst Wy —wg = O(|w —wy|) fiir w3 — wy und dann auch @.6.0)).

Nach Vertauschen von ®; und ®, folgt dasselbe fiir f~!; das heisst, f € C? ist
ein Diffeomorphismus, wie gewiinscht. (|
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Beispiel 9.6.1. Sei ® € C*(IR?;5?) mit

1 2u
P(u, 2 . (u,v) € R,
(w,v) 1+ u?+0? 171;7”2 (u:2)

wie in Beispiel B.10.2] mit

4

[ B = [det (2,8, 80)| = e

Nach Ubergang zu Polarkoordinaten folgt

4
/1/2(52) = /]R2 |(I)u X (I)»U| d,U/(’LL,’U) = /]PLZ m d,U/(’LL,’U)

27 [e’e)
:/ (/ ﬂ) d6 = 4.
0 o (I+7%)2

wobei wir benutzen, dass Substitution s = r? ergibt

/OO 4r dr 72/00 ds L 2
o (1+72)2 " Jy (1+s)2  1+s

Wir kénnen nun auch stetige Funktionen iiber regulidre Flachenstiicke integrie-
ren.

o0

s=0

Definition 9.6.2. Sei U C R? offen, ® € CY(U;R3) injektive Immersion,
2 C Q CU beschrinkt und Jordan-messbar, und sei S = ®(Q) das zugehdorige
Flichenstiick im R?, f: S — R stetig. Dann ist

/f do 2:/(fO(I)) |D,, x ®,| dp(u,v)
S Q
wohldefiniert (unabhingig von ®).

Beispiel 9.6.2. Fiir ®, S = S? wie in Beispiel BI0.2 und f(z,y,2) = 22
erhalten wir

fdu:/ (fo®): [P, X P,| du
S2 R?

_/ (1—u2—v2)2 4 d
~ Jre V1 4 u2 4 02 (1+u?+0v?)? H
® /1 —r2\2 dr
—9 ( ) dr .
W/O 1+72/ (1+472)2 "

(1—r2)2_( 2 1)2_ 4 4 +1
1472/ ‘492 _(1+T2)2 1+1r2

Mit

folgt nach der Substitution s = r? die Gleichung

*/ 8ds 8 ds 2 ds 4
dpi =2 - .
A ”/0 ((1+s)4 (1+S)3+(1+s)2) 3
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9.6.2 Der Fluss eines Vektorfeldes

Sei U C R? offen, ® € C*(U;R?) injektive Immersion, Q C Q C U beschrinkt
und Jordan-messbar, und sei S = ®(£2) das zugehorige Flichenstiick im R3. In
jedem Punkt p = ®(w) mit w € Q spannen die Vektoren ®,,(w) und ®,(w) den
Tangentialraum auf an S; das heisst,

T,S = d®(w)(R?) = span{®,(w), @, (w)}.

Durch Auswahl eines Einheitsnormalenvektorfeldes n: S — R? mit n(p) L
T,S, |n(p)| = 1 an jedem Punkt p € S kénnen wir S orientieren, also “oben”
und “unten” definieren. Die Parametrisierung @ liefert

o, x &,

"o, < @y
als eine kanonische Wahl.

Fiir ein (in einer Umgebung W von S erklirtes) Vektorfeld K = (P,Q,R)! €
CH(W;R?) deuten wir die Normalkomponente (K - n)(p) als Flussdichte von
K durch S am Punkt p.

Definition 9.6.3. Das Integral

D, X D,
/K-ndo:/(Kod))-;@ux(Im du:/(Ko(I))-(I)uxtbvdu
S Q [Py X Do Q

heisst Fluss des Vektorfeldes K durch die mit n = g“ii”‘ orientierte Fldche
S; dabei heisst

n do = ®, x &, du(u,v)

das durch n orientierte Flichenelement auf S.

Beispiel 9.6.3. i) Sei ® € C'(R?; 5?) wie in Beispiel BI0.2, S = ®(R?) = 52,
und sei K das Ortsvektorfeld mit K (p) = p, p € S2. Fiir die durch ® definierte

Orientierung n = g“ig”‘ gilt offenbar n(p) = p; also

K~nd0:/ do = p(S?) = 4.
S2 S2

ii) Mit ®, S = 5% mit n(p) = p wie in i) und K(z,y,z) = (0,0, 2)! erhalten wir

K-nd0:/ 2> do=—;
S2 S2 3

vergleiche Beispiel [0.6.2]

9.7 Der Satz von Stokes im R?

Analog zu Definition 89.3 und unter Beriicksichtigung von Bemerkung B.10.]
konnen wir allgemein den Begriff einer Untermannigfaltigkeit mit Rand im R"
erkliaren. Die folgende Definition gilt fiir allgemeine Dimensionen 1 < k < n.
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Definition 9.7.1. i) Eine Menge S C R™ ist eine eingebettete k-dimensionale
C™-Untermannigfaltigkeit mit Rand der Klasse C’;w, m > 1, falls zu jedem
po € S eine Umgebung W von py und eine injektive Immersion ® € C™(U;R™)
einer offenen Menge U C RF sowie eine beschrinkte Menge Q@ C Q C U wvon
der Klasse C},, existieren, so dass SNW = ®(Q).

ii) Ein Punkt po € S gehort zum relativen (intrinsischen) Rand 9SS von S,
falls fiir jedes ® wie in i) gilt po € P(ON).

Im folgenden Abschnitt betrachten wir speziell den Fall k£ =2, n = 3.

Sei S C R? ein Flichenstiick mit Rand der Klasse C},,, und sei p = ®(w) € S
mit einer injektive Immersion ® € C1(U;R?), wobei U C R? offen, w € Q C

Q C U beschrinkt und von der Klasse C;w.

Wie in Abschnitt 9.6 konnen wir S durch Auswahl eines Einheitsnormalenvek-
torfeldes n: S — IR? lokal um p herum orientieren.

Definition 9.7.2. Ein stetiges Einheitsnormalenvektorfeld n € C°(S;R?) de-
finiert eine Orientierung von S.

Bemerkung 9.7.1. i) Falls S = ®(£2) mit einer injektiven Immersion ® €
C™(U;R?) einer offenen Menge U C R? und einer beschriinkten Menge Q C
Q C U, so ergibt

n==a, x D,/|Py x Dy

eine Orientierung von S.

ii) Es gibt nicht orientierbare Flichen, zum Beispiel das Moébiusband. Nach
Bemerkung i) lassen sich diese Fléchen nicht als S = ®(2) mit einer injektiven
Immersion ® € C}(U;R?) und Q € Q C U C R? darstellen.

iii) Falls S zusammenhiingend ist, so gibt es hochstens zwei Moglichkeiten, ein
stetiges Einheitsnormalenvektorfeld n auf S zu definieren.

Sei S ein orientierbares Flichenstiick mit Rand der Klasse C),, und sei n €

C°(S;R3) eine Orientierung fiir S. Wir wollen auch den Rand dS von S orien-
tieren. Sei dazu @ eine lokale Parametrisierung von S wie in Definition [0.7.1]1)
um p = ¢(w) € 9S C M := ®(U) mit w € IN.

n(p)

Wihle eine Orthonormalbasis v(p), 7(p) fiir T, M so, dass
7(p) € T,05 = d®(w)(T,,09),
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und so, dass v(p) aus S heraus zeigt; das heisst, v(p) ist die dussere Normale
von S in M. Dann ist das Tripel (v(p), 7(p),n(p)) eine Orthonormalbasis fiir
R3. Dabei ist v(p) durch S eindeutig bestimmt, 7(p) bis auf das Vorzeichen.

Analog zu Definition [0.4.3] erklidren wir:

Definition 9.7.3. i) Die Orthonormalbasis (v(p),T(p),n(p)) von R? ist posi-
tiv orientiert oder ein Rechtssystem, falls (v(p), 7(p), n(p)) durch eine Dreh-
ung aus der Standardbasis (e1, es,e3) hervorgeht; sonst heisst (v(p),T(p), n(p))
negativ orientiert.

ii) Eine Parametrisierung I' von S mit ' # 0 heisst positiv orientiert, falls
in jedem Punktp = T'(t) € S das Tripel (v(p), 7(p), n(p)) mit 7(p) = T'(t)/|T'(t)]
eine positiv orientierte Orthonormalbasis von R3 bildet.

Beispiel 9.7.1. i) Sei U C R? offen, ® € C'(U;R3) injektive Immersion,
Q C Q C U beschriinkt mit Rand der Klasse Cj,,, und sei S = ®(Q2) das
zugehorige Flichenstiick im R?. Sei v € Cj,, ([0, 1];R?) eine positiv orientierte
Parametrisierung von 0f) in dem Sinne, dass € beim Durchlaufen von v zur
Linken liegt, und sei I' :== ® oy € C},([0,1];R?) die davon induzierte Para-
metrisierung des intrinsischen Randes 95 = ®(9€2) von S. Versehen wir S mit
der durch ® induzierten Orientierung n = |$Z§§Z\’ so ist ' ebenfalls positiv
orientiert: Wenn wir “auf” I' die Fliche S umfahren, liegt S stets zur Linken.

v R2
A
/’ : )
2 /\
oN
-

Genauer sei p = ®(w) € S mit w = ~(t) € 99, und sei v € T,R? die
dussere Normale an 992 im Punkt w. OBdA diirfen wir annehmen, dass vg = e,
A(t) = ey. Setze

U =do(w)vg = Oy (w), T

I
U
=
E
2-
=
I
&

<
&

und normiere
T=7/17|, v=@-—-1(r-0)/|v—1(7-D)|.
Dann ist das Tripel (v, 7,n) positiv orientiert, da mit einem Faktor ¢, > 0 gilt
¢p det(v,7,n) =det(v,7,n) = (O x7) -n=|vx7|>0.

I" = & oy ist somit positiv orientierte Parametrisierung von 95 um p.
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ii) Sei insbesondere ® € C1(RR?; R?) wie in Beispiel BI10.2} und sei Q = B;(0) C
Q C U =R2mit 00 = B, (0) = S* parametrisiert durch y(t) = (cos(t), sin(t))?,
0 <t < 2. Dann ist S = ®(Q) die obere Halbsphére, orientiert durch n(p) = p,
mit Rand S = S!, parametrisiert durch I' =  und mit der dusseren Normalen
UV = —es.

Sei K = (P,Q, R) € C*(W;R3) in einer Umgebung W von S in R?.

Definition 9.7.4. Das Vektorfeld

R, —Q. 9 P e
rot K=|P,—R, | =VxK=det |9, Q ez
Qm—Py az R €3

heisst Rotation (“Wirbelstirke”, engl. curl) von K.

Es gilt das folgende Analogon zu Satz

Satz 9.7.1. (Stokes) Sei S C R? ein kompaktes, orientiertes Flichenstiick der
Klasse C? mit Rand der Klasse CL. , und sei 0S positiv orientiert. Dann gilt

pw’

/rgtK-ndOZ K - ds.
s as

Bemerkung 9.7.2. i) Das Integral fasK - ds heisst auch “Zirkulation” des
Vektorfeldes K lings 05.

ii) Fiir ® =id, S = Q CR?, n = ez gilt
rBtK~n:Qz—Py

sowie

K-dfe:/ P dx+Q dy,
a8 o0

und wir erhalten Satz [0.4.1]

Beispiel 9.7.2. Sei K € C'(R?; R3) mit

x(y® + 2°)
K(z,y,2) = [ya® +2°) |,
z(2? +y?)
FE das Ellipsoid
2 y? 2
E ={(z,y,2); ¥+b_2+§ =1}

mit Halbachsen 0 < a,b,c¢ € R, orientiert durch die dussere Normale, S das

Flédchenstiick
2?42
S:{(x,y,z)GE, §+@§17 Z>0}

mit 0 < a < a,0< B <b, und I' = 95 der (orientierte) Rand von S.
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Beachte

rot K = e =0;
y(z?+2%) _ d(=(y*+2z%))
ox oy

/K~d_:s:/r5tK~nd0:O.
r S

Auf direktem Wege ist die Berechnung der Zirkulation offenbar viel aufwendiger.

also

Beweis von Satz[9.7.1. i) Sei zundchst S = ®() fiir eine injektive Immer-
sion ® € C?(U;R3), wobei U C R? offen, Q C Q C U beschriinkt mit Rand
der Klasse C},,, und sei y € C,,, ([0, 1]; R?) eine positiv orientierte Parametrisie-
rung von 92, T' = ®oy € C}, ([0, 1]; R?) die davon induzierte, positiv orientierte
Parametrisierung von 95.

Wir fithren Satz zuriick auf Satz Setze dazu
(Ko®)-d®=A=gdu+hdv
mit g=(Ko®)-®,, h=(Ko®) D, so dass (mit ¥ = dy/dt)

- ! dr
K~ds/0 (KoT)(t) - E(t) dt

=(Ko®)(y(t))

a8
=d®(~(t)¥(t)

= / A(y()A(t) dt = / g du+ h dv.
0 [519)

Behauptung. Es gilt
(rot K o®) @, x &, = hy — g,

Beweis: Die rechte Seite ergibt
hy —gp = (Ko®), P, — (Ko®), P,

da sich die beiden iibrigen Terme aufheben. Die weitere Rechnung kénnen wir
mit der folgenden Uberlegung stark vereinfachen. Offenbar sind alle Ausdriicke
unabhingig von der Wahl der Koordinaten im R?. Fiir festes w € Q, p = ®(w) €
S diirfen wir daher annehmen, dass

D, (w)=ae, P,(w)=be;+ces
mit a,c >0, b € R.
Wir erhalten

(hu = gv)(w) = aK(p) - (b e1 + ¢ €2) — (bKo(p) + cKy(p)) - (ae1)
= (ame + acQ, — abP, — ach) (p) = ac(Qz — Py)(p).

Die linke Seite ergibt andererseits, mit (®,, x ®,)(w) = ac e,
((rat Ko®) &, x @U)(w) =rot K(p) - ac ez = ac (Q. — P,)(p),

und die Behauptung folgt.
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ii) Falls S nicht wie oben darstellbar ist als S = ®(f2), so zerlege S = U, << ; 5;
in endlich viele disjunkte, kompatibel orientierte derartige Teile S;, 1 < j < J.
Gemeinsame Randkurven von aneinander angrenzenden Fléchenstiicken S; und
Sk sind dann entgegengesetzt orientiert. Mit i) folgt

J J
K~d_:s:Z K~d_:s:2/ TatK~nd0:/r5tK~nd0,
=3 Jes; = s s

wie gewiinscht.

a8

O

Definition 9.7.5. Sei W C R? offen und zusammenhdingend. Dann heisst

W einfach zusammenhingend, falls jede einfach geschlossene Kurve I' €
Ch([0,1; W) in W ein orientiertes Flichenstiick S C W berandet.

Bemerkung 9.7.3. Die obige Definition ist fiir unsere Zwecke leicht verein-
facht. Genauer heisst W einfach zusammenhéngend, falls jede einfach geschlos-
sene Kurve I' € C},,([0,1]; W) in W null-homotop ist, das heisst, sich in W
“zusammenziehen” l&sst.

Beispiel 9.7.3. i) Der Ball B;(0;R?) ist einfach zusammenhéingend;

ii) Die Kugelschale B2(0)\B1(0) C R? ist einfach zusammenhéingend;

iii) BQ(O;]R,s)\(Bl (0; R?) x IR) ist nicht einfach zusammenhingend.

iv) Das Mobiusband hat nur eine einzige Randkomponente, ist aber kein ori-

entiertes Flichenstiick.

Analog zu Satz [0.4.3] erhalten wir:

Satz 9.7.2. (Poincaré) Sei W C R? einfach zusammenhingend, K €
CL(W;R3). Es sind dquivalent:

i) K ist konservativ;

ii) rot K = 0.

Beweis. i) = i) Sei K konservativ. Nach Satz gibt es f € C?*(W) mit
K =Vf; also

rot K = Ce =0.
o%f  8*f
dxdy Oyox

ii) = i) Sei I' C W einfach geschlossen, S C W orientiertes Flidchenstiick mit
0S =T gemdss Definition [0.7.51 Dann gilt nach Satz [Q.7.1]

/K-d;:i/ratK-ndOZO;
r s

das heisst, K ist konservativ. ([l
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Beispiel 9.7.4. Sei K wie in Beispiel [0.7.2] Nach Satz[0.7.2 ist K konservativ.
In der Tat ist
2292 4 2222 4 4222

f(w’y7z): 2

eine Potentialfunktion.

Bemerkung 9.7.4. Ein Mébiusband S lisst sich so in W = R?\ ({(0,0)} x R)
einbetten, dass die Projektion von S auf R? x {0} nach radialer Projektion
w +— w/|w| dem doppelt durchlaufenen Einheitskreis entspricht.

Fir K € CY(W;R?) mit

1 (Y P
K@y z)=—5——|z |=1|@Q
gilt
. Ry - Q. 0
rot K=|P,—R; |=10],
Qr — P, 0
jedoch erhalten wir
K - ds= 47r;

a8
vergleiche Beispiel 0.4.71ii).

Beachte, dass 05 nur eine Zusammenhangskomponente hat; jedoch ist S nicht
orientierbar. In der Tat ist W nicht einfach zusammenhéngend.

9.8 Der Satz von Gauss im R?

Sei Q C R3 offen, K = (Ki)lgigg S Cl(ﬁ; IRS), T = (zi)lgigg €.

Definition 9.8.1. Der Ausdruck

3 .

_ OK"
div(K) = E o
i=1

heisst Divergenz (Quellstirke) von K.

Allgemein bezeichnen wir fiir Vektorfelder ¢ = (¢%)1<i<n, € C*(;R™) auf einer
offenen Menge Q@ C R" mit div(¢) = >, O¢"/0z" die Divergenz von .

Satz 9.8.1. (Gauss) Sei Q C Q C WRR? beschrinkt und von der Klasse Cy,.
Dann gilt
/ div(K) du = K -n do,
Q o0
wobei n die dussere Normale ist.

Bemerkung 9.8.1. Nach Satz[0.8 1list also der Fluss des Vektorfeldes K durch
09} gleich dem Integral iiber die Quellstirke von K.
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Beweis von Satz[9.8.1. i) Sei zunichst (2 ein Normalbereich bzgl. aller Ach-
sen !, ... x3. Vereinfachend gelte mit einem Quader Q@ C R?, 0 <9 € CH(Q):

Q= {z=("); (z,2%) €Q, 0<a® <y(a',a?)}.

Es folgt

OK3 Yzt ,at) K3
3.3 d/j/g :/ (/ -3 d.’I]3)d,U/2(£C1,ZC2)
o 02 Qo O (9.8.1)
= [ (0t e )~ K 0,0) dpa(a ),
Q

Sei ®(x!,2?) = (21, 2%, ¢(at, 2?)) € CH(Q;R3) die von 9 induzierte Parametri-
sierung des “oberen” Teils S = G(¢) = ®(Q) von 02 mit

1 0
d® = (Pp1, Dy2) = 0 1
oY /0xt OOz
Es folgt
—0y/0xt
@11 X (I)zz = —aw/a.TQ s (9.8.2)
1
und wir erhalten
0 0
/ 0 | ndo= / 0 D, X Do dpo(xt, 2?)
S \K? Q\K30®

:/ K3(m1,x2,1/1(x1,x2)) dps (2t x?).
Q

Analog gilt am “unteren” Teil @ x {0} von 9Q n = —eg, also

0
/ 0 ~nd0:—/ K3(z', 22,0) dua(at, 2?).
@x{0} \ g3 Q

Entlang der “vertikalen” Teile von 99 gilt n3 = 0; diese liefern also keinen Bei-
trag zum Fluss des Vektorfeldes (0,0, K3)t € C1(Q;R?). Fiir dieses Vektorfeld
gilt somit die Identitét

0 0
/ div| 0 dp = / 0 | -ndo
Q K3 o0 \ K3

analog fiir die iibrigen Komponenten.

ii) Zerlege ein beliebiges beschrinktes Gebiet Q € Q C W der Klasse Chu
geméiss Bemerkung[0.4.71ii) in endlich viele disjunkte Normalbereiche Qq, ..., €.
Entlang gemeinsamer Begrenzungsflichen von £ und €; heben sich die Fliisse
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auf. Es folgt

wie gewiinscht.

O

Bemerkung 9.8.2. Mit einer zu (@8] analogen Rechnung erhalten wir fiir
alle n € N auf jeder beschriankten Menge 2 C IR™ von der Klasse C;w fiir jedes

K = (K")1<i<n € CHQ;R") mit K = 0 auf 99 die Identitit
/ div(K) du = 0.
Q

Man kann Satz [0.8.1] insbesondere zur Volumenberechnung verwenden.

Beispiel 9.8.1. i) Sei Q = B;(0;R3). Fiir K(x) = 2 mit div(K) = 3 folgt mit
Satz

3us(Bi(0;R?)) = /

div x dx = / z-n(z) do= pa(S?) = 4m;
B;(0;R3) S

2 N —
=1

also 4
T
p3(B1(0; R)) = 3

ii) Sei Q das Innere

2 g2 22
Q= {(z,y,2) € R ¥+b—2+c—2<1}
des von dem Ellipsoiden S mit Halbachsen a, b, ¢ > 0 umschlossenen Gebietes.
Fiir das Vektorfeld K (z,y, z) = (0,0, 2)!, (z,y,2) € R?, mit div K = 1 ergibt

Satz und die in (@8] durchgefiihrte Rechnung

u3(Q):/dideu3: K -ndo
Q

M)

2 y? 4T
= 2c 1—— — %= dus(x,y) = —abc;
/{(rﬁy); =2 pu2 <1} a* b paly) 3

a? b
vergleiche Beispiel [0.3.2] Beachte, dass z = ¢y/1 — z—i — Z—j auf 09.
Andererseits kann man auch gewisse Oberflicheninhalte bestimmen.

Beispiel 9.8.2. i) Sei Q der Kegelstumpf

Q={(z,y,2) € R* Va2 +y2<1—2, z >0}
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mit Mantel
M= {(z,y,2); Va2 +y?=1-2<1}=G(1),
wo (T, y) =1 — /a2 + y2.

Wir bestimmen den 2-dimensionalen Inhalt von M, wie folgt. Wahle K = e3
mit div(K) = 0. Mit Satz erhalten wir

0 0
Oz/div 0 du:/ 0 ~nd0:/ n® do — p2 (B1(0; R?)) .
Q 1 o\ 1 M
Gemiss ([@.8.2) gilt
1 1
ns(‘rayaw(‘r)y)) = = 7=
L+ V) V2

Es folgt die Gleichung
1
n? do= —=po(M) = s (B1(0;R?)) = m;
/ T5tua(M) = o (B (0: )

das heisst,
pa(M) =2 .

ii) Was ist die Oberfliche der Sphirenkappe

S ={(z,y,2) €R3; 2?2 + 92+ 22 =1, 2> 2}
fiir gegebenes zyp > 07 — Zusammen mit

D,, ={(z,y,2) € R3 22 +42+22<1, 2= 20}
berandet S, ein Gebiet Q C R3\ {0}. Setze

K(p) = =5, peR\(0}.
Pl
Beachte die Gleichung
div(K) = 3(4) +..=0 in R3\{0).

3
Oz \ /2 Ty 22

Mit Satz [0.8.1] folgt

,LLQ(SZU):/ K~nd0:/ K -e3 du(z,y)
5., D.,

dp(z,y) 7 rdr
=20 —_—— = 271z —
2 4y + 238 0 N
1-25 ds 2 1-z5 ( )
=Tz 7:ﬂzo~(—7) =27 (1 —2zp).
o s+ Vs 23/ =0
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iii) Sei 0 € Q C R? offen und beschrinkt mit Rand 92 von der Klasse C', und
sei ¢ € R. Betrachte das Vektorfeld

v(z) = qli € C™(R?\ {0}; R?).

x|3
Wir wollen den Fluss von v durch 02 bestimmen.
Mit Satz folgt fiir geniigend kleine r > 0 mit B,.(0) C Q die Identitét

X

/ div(v)du:/ U-ndo—/ ve—
O\ B,(0) o9 dB,.(0) |z]

wobei n die dussere Normale bezeichnet. Beachte, dass gilt

ds,

3 .
: o' /|zl*) 1 =
i=1

fiir  # 0; das heisst,

q

/ ’U-?’LdOZ/ v-icl0:—2 do = 4mq.
29 oB.(0) 17| 72 JoB,.(0)
——

=4mr?

9.8.1 Partielle Integration

Sei 2 C R? beschrinkt mit OQ € C;w, K= (Ki)lgigg eCt (ﬁ, IR3), fe ct (ﬁ)
Die Produktregel ergibt

div(fK) =

i=1

(af . 0K

Mit Satz [@.8.1] folgt:

Satz 9.8.2. (Partielle Integration) Fir Q, K und f wie oben gilt:

/QVf.Kdu:/m(fK).ndo—/Qfdw(K)du.

Bemerkung 9.8.3. Nach Bemerkung[0.8.2] gilt Satz[0.8.2in allen Dimensionen
n € N auf jeder beschrankten Menge Q C R™ von der Klasse C! , falls K =

— _ pw?
(K')1<i<n € CHO:R™), f € C1(Q) mit fK = 0 auf 0.

Besonders interessante Anwendungen erméglicht Satz 082 wenn K = Vu das
Gradientenfeld einer Funktion u € C?(Q) ist. In diesem Fall erhalten wir

. : —~ %
div(K) = div(Vu) = Z CIoE =: Au
i=1

mit dem Laplace-Operator A = >"" | %.
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9.8.2 Harmonische Funktionen

Sei 2 ¢ R™ beschriankt mit 9Q € C!

pw>

ue C2(Q)NCH@).

Definition 9.8.2. Die Funktion u heisst harmonisch, falls Au = 0.

Beispiel 9.8.3. i) Sei
1

u(z) = Eh C>=(R*\ {0})
mit
Vu = —%, x # 0.

Wie in Beispiel B.8.2liii) gilt
Au = div(Vu) = 0 in R?\ {0};
das heisst, u ist harmonisch.
ii) Sei n =2, u € C*°(R?) die Funktion
u(z,y) = e"sin(y), (z,y) € R
Es gilt:
0%u 0%u Pu  Pu

a2 W g W Ausgatga 0

also ist v harmonisch.

Mit Satz erhalten wir die folgende variationelle Charakterisierung harmo-
nischer Funktionen. Fiir v € C*(Q) sei

1
E(v) = 5 /Q |Vol? du

die Dirichlet-Energie von v.

Satz 9.8.3. (Variationelle Charakterisierung harmonischer Funktionen) Sei

Q C R™ beschrinkt mit 9Q € C},,, u € C*(Q)NCY(Q). Es sind dquivalent:
i) Au=0;
ii) E(u) =min{E(v); ve CYQ), v =u auf IN}.

Beweis. i) = ii): Sei u harmonisch und sei v € C* (Q) mit v = u auf 9. Setze
o =v—u € CHQ) mit p = 0 auf 9. Mit

[V(u+ @) = |Vul* + 2VuVe + [Ve|?

folgt

E(v) = E(uty) = %/Q|V(u+<p)|2 dp = E(u)—l—E(np)—i—/QVuV(p dp. (9.8.3)
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Setzen wir Vu =: K und beachten wir, dass ¢ = 0 auf 9§ sowie div(Vu) =
Au =0 in €, so folgt mit Satz

/ VuV dy = / eVu-ndo— / ¢ div(Vu) du = 0;
Q a0 Q

also
E(v) = E(u) + E(¢) = E(u).

ii) = i): Betrachte v = u + tp, wobei ¢ € C1(Q) mit ¢ = 0 auf 99, t € R. Nach
Annahme gilt
VteR: E(u+ty) > E(u).

Mit der Gleichung
E(u+ty)=E(u)+ t/ VuVe du + t*E(p)
Q

gemiss (O83) und Satz 082 folgt

d
0= —
dt

:/ @Vu-ndo—/goAud,u:—/goAud,u.
o0 Q Q
—_———

=0

Elu+tp) = / VuV du
t=0 Q

(9.8.4)

Nimm widerspruchsweise an, dass Au(xg) # 0 fiir ein xg € Q. OBdA Au(zg) >
0. Da u € C?(Q), gibt es 7 > 0 mit

Au >0 in By (x0) C Q.

Wihle ¢ € C*°(Q) mit

1
_ [ ep(— 7mpre). @ € Brwo),
wlz) = { 0, sonst;

vergleiche Beispiel B5.11ii). Offenbar gilt ¢ € C1(Q) und ¢ = 0 auf 99 und

/(pAud,u>0
Q

im Widerspruch zu (@.84). O

Setze
C3 () = {p € C*(Q); ¢ = 0 in einer Umgebung von 9Q}.

Der Beweis von Satz zeigt:
Satz 9.8.4. Fiir u € C%(Q) N CY(Q) sind dquivalent:

i) w ist harmonisch, Au = 0;

ii) Vo e C5(Q) : [, VuVe du = 0.



9.8. DER SATZ VON GAUSS IM R? 299

Definition 9.8.3. Bedingunyg ii) in Satz[9.8.7) heisst schwache Form der Glei-
chung Au = 0.

9.8.3 Transformation des Dirichlet-Integrals

Sei U C R" offen, ® € C*(U;R™) ein Diffeomorphismus von U auf V = ®(U) C
R"™ mit ¥ = &~' € C*(V;R™). Sei weiter Q C © C U beschriinkt mit dQ von
der Klasse C!,, und sei Q' = ®(Q) C V. Betrachte u € C%(Q) N C*(22) und

pw>

dazu v =uo W € C?(Q) N C(Y). Berechne

[Vol? = Z| uo\Il
=1

"\ Ou oV du oVF I~ Ou Ou
=2 <@O‘P>a—yi<w”> o = 2 W o)

i,j,k=1 Jik=1

wobei

, "L 0WI Uk
h= (%) 1< pen = ( — o @)
- ;(ayz ayz) 1<j,k<n

— (dTdT!) 0 ® = (db) " (dd') " = (db'dd) " = g!

mit der von ® induzierte Metrik

i [ = 02F 00F
g =do'dd = (g;;) = <k_1 s @) rtien
nach Bemerkung [0.6.11iii). Wir schreiben
h=g~" = (9")1<ij<n:
Mit Satz @52 und der Identitiit |det(d®)| = \/det(g) folgt

9 Ou Ou
2E(v) /|Vv| du—Z/Q)( axzaxy) o)

1,7=1

= Z /2 g;;gli Vdet(g) du =: 2E,(

7,j=1

Analog erhalten wir fiir p € C1(Q), v = o ¥ € Cl(ﬁl) mit |g| = det(g) die
Identitat

E(v+1/)):E(v)+E(1/J)+/ VoV dp = Eg(u + ¢)
Ou 0
= E,y(u) + Ey( +Z/ aszawﬂ‘/_d”’

(9.8.5)

also

ou 0
[ wovvin= 3" [ 92 28 Vi an.

1,7=1
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Sei g(+,-) = (+,-)q das von g induzierte Skalarprodukt mit

n) = Zgijfinjv €= () 1<ic<n, 1= (" )1<j<n € R™

Definition 9.8.4. Der Gradient von u beziiglich g an einer Stelle © € Q ist
der Vektor V gu(z) mit

i I 1<j<n

Bemerkung 9.8.4. i) Aus Definition[@.8 4 folgt die zu Definition B3 2 analoge
Identitét
Vw e T,R" 2R": (Vyu(z),w)y = du(x)w.

ii) Damit kénnen wir deuten

ou 8(,0
D97 o = dp(Vgu) = (Vu, V)i

%]
insbesondere

/ZgUVuvgcp\/gduf /VUVU \/gdu

7,j=1

Satz 9.8.5. Seiu € C2(Q)NCYQ), u=1vo® mitve C2(QY)NCHQ) . Es
sind dquivalent:

i) Die Funktion v ist harmonisch, Av = 0;

ii) es gilt

Jdu Oy
Ve Cy(Q): gldp =0,
e Ch): [ o o aldn =
wobei wir die Einsteinsche Summenkonvention verwenden;

iii) die Funktion u erfillt die Gleichung

Bgt = \/_895’ < ”\/_8903> -

Definition 9.8.5. Der Operator A, heisst Laplace-Beltrami-Operator in
der Metrik g.

Beweis von Satz[9.85 i) < ii): Mit Satz [@.83 und (@83) ist die Identitét
Av = 0 dquivalent zur Minimalitét von E4(u). Analog zu (@84 erhalten wir
daraus die Identitét ii), und umgekehrt.

ii) < iii): Analog zu (0.8.4)) folgt aus der Identitét ii) fiir p € C1(Q) mit ¢ =0



9.9. K-FORMEN IM R

auf 0€) mit Satz die Gleichung

o Ou &p
(¥ iJ
/Qvlglg 5 &Cj / o7 50 ( g

=K :Vf

) o\/Igldu

- /Q Agupy/|gldp.

Wie im Beweis von Satz[3.8.3ist dies dquivalent zur Gleichung Agzu = 0.

Beispiel 9.8.4. i) Polarkoordinaten in R?. Wihle
U={(r0);r>0 —1<0<x}, V=R>\{(z"0); 2! <0},

und sei ® € C*°(U;R?) die Abbildung mit
r x! rcos(0)
@'(G)H(ﬁ)_(rsin(ﬁ) ‘

d(r,0) = ( cos(0) —rsin(6) )

Dann gilt

sin(f)  rcos(9)

und wir erhalten

i (10
g—dfbd@—(o )2

mit \/]g] = \/det(g) = r und

rown=(30).

Firu=vo0®¢c C?(Q)NCYNQ), Q C U folgt

1 ou Ou ou 2, 1,0u,2
By =5 [ 05 s W dutr0) = 5 [ (152 4 |55 Jraas

drdf

10, ou 1 8%u
Ao =15, 050) * E g

301

O

ii) Die Funktion u = wu(r) = log(r), r > 0 erfiillt Aju = 0; insbesondere ist

v(z) = log(|z|) harmonisch auf R? \ {0}.

9.9 k-Formen im R"

Seien k,n € N.
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Definition 9.9.1. Fine k-lineare Abbildung A: R™ x ... x R"™ — R heisst
—_———

-ma
alternierend oder schiefsymmetrisch, falls fir vy,...,v, € R™ gilt:

AV1y ey Uiy ey Uy ey UR) = = A(V1, e ooy Ujy e ey Uy e e, V).

Setze

AFR™ = {\: R" x ... x R"” = R; A k-linear und alternierend}.
— ——

k-mal

Fiir p € A*R™, v € A'R"™ sei u A v € A¥T'R™ die alternierende (k + [)-lineare
Abbildung mit

/’L/\V(xlv"'azk+l)

= C(k, D)™ sgn(p)i(@p(1)s - > Tp()) V(Ep(rit)s - > Tp(ht)):
p

wobei wir iiber alle Permutationen p von {1,...,k 4+ {} summieren mit

sgn(p) _ (71)#{Permutationen in p}

und mit C(k,1) = C(k)C(l), wobei C(k) = k! die Anzahl aller méglichen Per-
mutationen von {1,...,k} bezeichnet.

Definition 9.9.2.
A APFR™ x A'R™ — AFHR™

heisst schiefes Produkt.

Beispiel 9.9.1. i) Falls £ = 1, so ist nach Beispiel BI3lii) die Familie der
Differentiale dx!, ..., dx™ eine Basis fiir A'R"™ & L(R™;R).

ii) Fiir k¥ = 2 erhalten wir fiir A2R" die Basis
de* Nda?, 1<i<j<n.
Beachte, dass gilt
da' A da (eg,e)) = 5};5{ — 5;51, 1<4,j<n, 1<kl <m;

insbesondere ' ‘ ‘ ,
de* Ndr) = —dz? Ndx', 1<i<j<n.

iii) Analog gilt fiir beliebige k < n:

AkIR":span{dacil/\.../\dxi’“; 1<d) <ig<...<i <n}.

iv) Offenbar gilt:
Vk>n: A*R™ = {0}.
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Definition 9.9.3. Sei Q C R"™ offen. Eine k-Form der Klasse C™ auf Q) ist
eine Abbildung

x = MNz) = Z Nigooovin (z)dzil A...ANdz™* € AFT,R" = AFR™

1<ir <...<ip<n

mit Koeffizienten \;, i, € C™(Q). Wir schreiben A € C™(Q; AFR™).

Beispiel 9.9.2. i) Die Volumenform im R™ hat die Darstellung
w=dz' A...Adz" € C(QA"R").

ii) Fir n =2 gilt:
w=dz' ANdz? = —dz® A dxt.

iii) Im Falle n = 3 gilt
w=dz' ANdz? A dx? = da? Adad A det = d2d A dat A da?.
Sei _ _
> Nidat AL Ada™ € CHQ AFR™),

1 <...<ig
wobei 2 C R"™ offen.

Definition 9.9.4. Die dussere Ableitung von A ist die (k + 1)-Form d\ mit

> dhiyi A AL A da

i1<...<ik

Z Z 8>\“ ,,,,, i dxj /\d%“ A /\dxlk

oz
11<...<ip j=1

Beispiel 9.9.3. i) Sein =2, A= gdz + h dy € C*(2; A'R?). Dann gilt

h
A\ = dg Ad+dh Ady = 22y ndz+ 2Lz dy
oy Or

wobei w = dx A dy = du die Volumenform von RR? ist.
ii) Sein =3, ¢ = pldy Adz + p?dz A dz + p3dz A dy € CH(R3; A'R3). Dann
gilt

1 2 3
dy = aidxl Adz? A dx® — aid:rJQ Adzt A dx® + aid:rzg Adzt A dx?
ox! Ox? O3

2590 da' A da? A da® = div(e)w,

mit der Volumenform w = dz' A dz? A dz®.
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Satz 9.9.1. Es gilt d*> = 0.

Beweis. Fir A=) iy i dx®™ AL A date € C?(Q; AFR™) gilt

.....

1 <...<ig
dPr= > AN, i dat AL Ada
i1 <...<ig

Es geniigt daher, den Fall & = 0 zu betrachten. Fiir f € C?(Q) erhalten wir
jedoch wegen Satz 851l und der Antisymmetrie von dy’ A dy™

2 or J
dffd(zaxjd Zalajd:r Adzl =0,
J=1 4,j=1 ==~ antisymm.
symm.
analog zu Beispiel [.4Hii). O

Definition 9.9.5. i) FEine k-Form \ heisst geschlossen, falls d\ = 0;
ii) X\ heisst exakt, falls eine (k — 1)-Form v existiert mit A = dv.

Bemerkung 9.9.1. Nach Satz[0.9.1]ist eine exakte Form stets geschlossen.

9.9.1 Integration von k-Formen

Sei U C RF offen, @ = (®%)1<i<n, € C'(U;R™) injektive Immersion, Q be-
schrénkt und Jordan-messbar mit 2 C Q C U, und sei S = ®(Q2) ¢ M = &(U).

Definition 9.9.6. Fir\ =73
heisst ®*\ € CO(Q; AFRF) mit

1< i i Az A Adzis € CO(S; AFR™)

.....

D*\(v1, ..., vk)’ = /\(CIJ(wO)) (dq)(wo)vl (wo), - -, d@(wo)vk(wo)),

w=wo

oder _ _
A= > (N 0 ®) AP AL A DD

11 <...<tg

die mit ® zuriickgezogene (pull-back) k-Form auf ).

Beispiel 9.9.4. i) Sei k=1, € C* ([0, 1],IR”) A€ CO(IR” A'R™). Dann gilt
(Y A() = A(v(6) (1)

mit 4(t) = 2 und

= [ o= [

ii) Sei k = n, ® € C1(U;R"™) ein Diffeomorphismus auf V = ®(U), und sei
w=dz' A... Adz"™ die Volumenform im R"™. Dann gilt
0P 0P

@*w(el,...,en):w(%,...,%

) = det(dP).
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Somit kénnen wir den Transformationssatz [9.5.7] fiir orientierungserhaltende ®
mit det(d®) > 0 in folgender Form schreiben:

(@) = [

det(d@)duz/@*w.
Q Q

Insbesondere fiir ® = id erhalten wir

un(ﬂ):/ﬂdu:/gw;

das heisst, das “Volumenelement” du kénnen wir auch in der Form duy = w =
dz' A ... A dx™ darstellen.

Die vorangehenden Beispiele motivieren die folgende Definition

Definition 9.9.7. Fir S = ®(Q), A € C°(S; A*R™) wie oben setze
/ A= / DN,
S Q

Bemerkung 9.9.2. i) Fiir Darstellungen ®;, ®; derselben k-dimensionalen Un-
termannigfaltigkeit S = ®1(Qy) = P2(22) C R™ definiert <I>1_1 oy = f €
C1(Q2; R*) analog zu Bemerkung [1.6.1liv) einen Diffeomorphismus. Nach Defi-
nition erhalten wir fiir A € C°(S; A*R") die Darstellungen @7 oA mit

PrA(w)(er, ..., ex) = MPi(w)) (d®;(w)eq, ..., dP;(w)ex)), i = 1,2.
Mit @y — @, o f folgt
B = FH(BIN) = ((B1)) o f)det(df).

Falls die Parametrisierungen ®; und ®5 gleich orientiert sind im Sinne, dass
det(df) > 0, so gilt nach Satz [@.5.2 also

/@{)\:/ DIN;
Q1 Qo

das heisst, |, ¢ A ist unabhiingig von der Darstellung S = ®(2) bei fester Orien-
tierung von S.

ii) Sei Q C R? ein Normalbereich
Q={z=('); (z',2%) €Q, 0 <2’ <p(at,2%)}

wie im Beweis vom Satz von Gauss, Satz [L.8.T] mit einem Quader @ C R? und
einer Funktion 0 < ¢ € CY(Q). Fiir K = (K%)1<i<3 € C1(Q;R3) sei

A= Kldy Ndz + K%dz Adx + K3dx A dy € CH(Q; A'R?)

wie in Beispiel 0.9.3}ii). Falls K! = K? = 0, so erhalten wir mit der Parametri-
sierung

Ozl 2%) = (a1, 2% Y (2! 2?)), (2!,2) € Q,
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des “oberen” Teils S = G(¢)) = ®(Q) von 0N wegen
P*\ = (K3 0 ®)dd* A dP? = (K o ®)da' A da?
die Gleichheit

/SA/Q@*A/QKB(:cl,:cz,d)(:cl,:cQ)) dpa (2, z7).

Analog ergibt die Parametrisierung ® = id des unteren Teils von 0f2 die Identitét

/ )\:/ )\:/Kg(acl,xQ,O) dps (zh, z?).
Qx{0} Q Q

Verlangen wir, dass mit der dusseren Normale n fiir die Parametrisierung ®
eines jeden Teils von 0f) gelten soll

o0 o0
" orl 022

so folgt mit Beispiel @.9.3lii) und der Rechnung ([@.81]) im Beweis von Satz

OK?
d\ = —d
/Q o 023 3

- [ (0 a? et a?) - KO0, 0) dua(e ) = [
Q

o0

det( >0,

da die iibrigen Randkomponenten nichts beitragen. Zusammen mit dem entspre-
chenden Resultat fiir die Komponenten K*, K? erhalten wir fiir allgemeines A

die Identitét
/ d\ = / A
Q o0

Fiir eine allgemeine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit S kann man Orien-
tierbarkeit analog zu Bemerkung [0.9.2]i) wie folgt erkléren.

Definition 9.9.8. S heisst orientierbar, falls S C szl M;, mit M; = ®;(Q;)
mit injektiven Immersionen ®; € C*(Uj;R™) auf offenen Mengen Q; C Q; C
Uj CRF, 1< j < J, wobei fir alle 1 < 4,1 < J auf dem Definitionsbereich des
“Kartenwechsels” (I>j_1 o®; gilt

det(d(®; " o @;)) > 0.

A
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Bemerkung 9.9.3. i) Fiir eine orientierbare, kompakte k-dimensionale Un-
termannigfaltigkeit S ist dann fs)\ mittels Definition [0.9.7 fiir jede k-Form

A € C°(S; A¥IR™) bis auf das Vorzeichen wohldefiniert.

ii) Im Falle k£ = 2 induziert die Wahl orientierter “Karten” (®;)1<;<s geméss
Definition [0.9.§ fiir derartiges S analog zu Beispiel [0.7.1] eine damit kompatible
Orientierung von 0.S.

9.9.2 Der Satz von Stokes im R"

Sei U c R* offen, ¢ € C?(U;R"™) injektive Immersion, © beschrinkt mit 92 €
Cl,ud Q C QCU,S =) ¢ M= ®U) orientierbar, und sei A\ €
CH*(W; A'R") in einer Umgebung W von S mit 1 < k,I < n.

Lemma 9.9.1. Es gilt d(®*)\) = ®*(d)\) € C°(Q; A'TIR2).

Beweis. Der Einfachheit halber beschrinken wir uns auf den Fall [ = 1. Sei

A=) \da!
j=1
mit

A= "d\jAdal =) %dzi Nda? =" (gijf - gi\;)dxi/\dzj.

Jj=1 1,j=1 1<j

Es folgt

o (dN) =) ((gij - gi;) o @)dqﬂ' A dd7.

i<j
Weiter gilt
A= (A0 D)ddI
j=1

mit d®7 = le %if dy'. Da andererseits d?®J = 0 gemiiss Satz [1.9.1] folgt

n

d(®*N) = d(\jo @)D = > (% 0 ®)dP’ A dPI
j=1

ij=1

=3 ((mﬂ‘ ‘%) o @) dD' A dD? = D*(dN),

C\\Qat  Qxi
1<J
wie gewiinscht; analog fiir [ > 2. |

Satz 9.9.2. (Stokes) Sei S eine kompakte, orientierbare 2-dimensionale Un-
termannigfaltigkeit von R™ der Klasse C? mit relativem Rand 8S von der Klasse
Cl,, und sei A € CY(W; A*R™) in einer Umgebung W von S. Dann gilt

p’UJ}
/ /\:/d/\,
oS S

wobei OS vertrdiglich mit S orientiert ist gemdss Bemerkung [9.9.3.11).
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Beweis. i) Sei zuniichst S = ®(Q), wobei ® € C?(U;R") injektive Immersion
auf einer offenen Menge U C R2, Q C Q C U beschrinkt mit 99 € C;w
und ®: 902 — 9S mit der Orientierung von 0S vertriglich. Dann gilt geméss
Definition [@.9.6] Lemma und Satz die Identitét

/as)\:/ag(p*)\:/gd@*)\):/Qq)*(dA):/Sd)\,

wie behauptet.

ii) Fiir den allgemeinen Fall iiberdecke S mit paarweise disjunkten Flichen-
stiicken S; = ®;(Q;) C M; = ®;(U;), wobei ®; € C*(U;; R™) injektive Immer-
sion einer offenen Menge U; C R2, Q; C Q; C U; beschriinkt mit C’;w—Rand,
1 < j < J. Weiter seien alle M; sowohl untereinander als auch mit der von 05
induzierten Orientierung vertréglich orientiert. Dann gilt

/Sd)\;/sjd)\;/asj)\/asA,

da sich die Wegintegrale lings gemeinsamer (“innerer”) Kanten von S; und S;
fiir j # [ aufheben. O

Es folgt ein zu Satz [0.7.2] analoges Kriterium fiir exakte 1-Formen.

Satz 9.9.3. (Poincaré) Sei W C R™ offen und einfach zusammenhdingend,
A € CY(W; A'R™). Dann sind dquivalent:

i) A ist exakt;
ii) d\ =0.
Beweis. i) = ii) : Nach Bemerkung 0.9.T] ist jede exakte 1-Form geschlossen.

ii) = i) : Sei A € C1(W; A'R™) geschlossen, I' C W einfach geschlossen, S C W
orientiertes Fléchenstiick mit 0S5 = I' geméss Definition Dann gilt nach

Satz[9.9.2
/A:i/ A:i/dA:O;
I oS S

und nach SatzBZ2 existiert f € C2(W) mit A\ = df; das heisst, \ ist exakt. [

Sei S eine orientierbare, kompakte k-dimensionale Untermannigfaltigkeit im IR".
Analog zu Definition[0.7.2 kénnen wir eine Orientierung von S wie folgt erkléiren.

Definition 9.9.9. Seil =n — k. Eine Orientierung von S ist eine Familie

v=,...,u) € CO(S;R™ x ... x R")

l-mal
von punktweise orthonormalen Vektorfeldern v;(p) € T;-S, peS,1<i<l.

Sei nun § = ®(Q2), wobei ¢ € C?(U;R"™) injektive Immersion auf einer offenen
Menge U C R¥, Q € Q C U beschrinkt mit 992 € CL, und seiv = (v1,...,v1;) €

5 pw’
C°(S;R" x ... x R"™) eine Orientierung fiir S.
—_———

l-mal
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Definition 9.9.10. Die Parametrisierung ® von S ist mit der Orientierung
v = (v1,...,v) vertrdglich, falls gilt
0P 0P

—) >0 in Q.

det(l/lO(I),...,Vloq),w,...,axk

Bemerkung 9.9.4. i) Sei S = ®(Q) ¢ M = ®(U) wie oben, und sei die
Parametrisierung ® mit der Orientierung v = (v4,...,v;) vertriglich. Mit der
Volumenform w im IR™ erhalten wir

0P 0P
det(VlO(I),...,VZO(I),ﬁ,...,@)

0P o il
:CU(VlO(I),...7l/lo(b7$7...7@):(I) (Z(V)W),

wobei i(v)w die mit v kontrahierte Volumenform bezeichnet, mit
(i(y)w)(Xl, oy Xg)=wln, vy X, e, Xi)

fiir beliebige Vektorfelder X,..., Xy in W.

ii) Seien S =®(Q) Cc M =d(U), v = (v1,...,y) wie in i). Fiir p = ®(z) € 95

mit x € 0f) sei weiter
Vl+1(p) € TpM n T;@S

die dussere Normale an S in M. OBdA gelte
0P (x)
vi+1(p) = “orl
Dann ist 7 = (v1,...,141) eine Orientierung fiir 95, und wegen
0P 0P )
Ox2’ 7 Ozk

0P 0P
:det(VlO@,...,VlO@,@,...,@

det(vio®,...,v 0P 111 0P,
) >0

ist @’6(2 mit v vertréglich.

iii) Wie in Bemerkung [0.6.Tliii) kann man zeigen, dass fiir mit v = (v4,...,1;)
vertragliches @ gilt

, 0P 0P
O*(i(v)w)(e1, ..., ex) :w(y1 o®,v0®,...,1,0P, %”ﬁ) = +/det(g),

wobei g = d®!d®.

Aufgrund der letzten Bemerkung kénnen wir analog zu Definition [0.6.T]im Falle
k = 2 nun fiir beliebiges & € N das k-dimensionale Volumen von S definieren.

Definition 9.9.11. Sei S = ®(Q2) wie oben mit Orientierung v = (v1,...,V),
und sei ® mit v vertrdglich. Dann bezeichnet

() = [ it = [ @) = [ VEeHlg) o

das k-dimensionale Volumen von S.
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Analog zu Bemerkung [@.6.Tliv) folgt, dass das k-dimensionale Volumen von S
unabhéngig von der Parametrisierung von S erklart ist.

9.9.3 Der allgemeine Satz von Stokes

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir nun Satz [0.8.1] auf beliebige Dimen-
sionen n € IN erweitern. Sei 2 C R" offen und beschrénkt mit 02 € C;w und
sei N die dussere Normale entlang 9Q, K = (K%)1<;<n € C*(Q;R™).

Wie im Beweis von Satz [0.8.1] sei zunéchst € ein Normalbereich bzgl. aller
Achsen z!,... 2™ Vereinfachend gelte wieder mit einem Quader @ C R1!
und einer Funktion 0 <+ € C'(Q) die Darstellung

Q={z=(z"); 2/ =" ..., 2" HeQ, 0<a™ <ozt ... 2"}
Analog zu (Q.81) folgt
G i = [ (K 0) — K&/ 0)) dpta &),
Q
Mit der Parametrisierung ®(z') = (2, (2))" € C*(Q;R"), 2’ € Q, des oberen
Teils S = G(¢) = ®(Q) von 0N erhalten wir

—0v /0t
1 .

VI IVOE | —00 5z
1

Weiter ist v; = dyt Eigenvektor von g = d®'d® zum Eigenwert 1 + |V1)|?, und
jeder Vektor v L vy ist offenbar Eigenvektor von g zum Eigenwert 1; also

det(g) = 1+ |V
Falls K! = ... = K"~ 1 =0, so folgt

/SK-Ndon_l :/QK"(x’,w(x’)) dpin—1 ("),

wobei do,,_1 das n — 1-dimensionale Oberflichenelement auf S ist mit der Dar-
stellung do,,—1 = \/det(g)dpn—1 bzgl. & gemiss Bemerkung [0.9.4liii), und

Kn
/3 dpy, = K - N do,—1
o Oz a0

wie im Beweis von Satz [@.81] Argumentieren wir weiter analog zu Satz [I.8.1]
so erhalten wir das folgende Resultat.

Satz 9.9.4. (Gauss) Sei Q C R™ beschrinkt und von der Klasse C,, mit
dusserem Normalenvektor N, und sei K € C*(Q;R™). Dann gilt

/ div(K) dpy, = K - N do,_1,
Q o0

wobei N die dussere Normale ist.
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Bemerkung 9.9.5. Fiir ein Gebiet Q C R" und K = (K%)1<,<,, € C*(Q;R")
wie in Satz sei
A=Y (1) Kdat AL A dai A ... Adz",

i=1
wobei der Term da im jeweiligen Produkt entfernt wird. Es gilt
n

) Kt . —
dA = Z(*l)“l%dzl Adz' AL Adxi AL A dz"
1=1

= (Z 0 )dml A A de = div(K)dp,.

P ox?
wie in Beispiel [9.3ii). Falls K = ... = K"~! = 0, so erhalten wir mit der
Parametrisierung

o(a') = (2',¥(a")), 2’ € Q,
des “oberen” Teils S = G(vp) = (Q) von 0N wegen

P*\ = (K" 0 ®)d®' A dD" ™ = (K" o ®)dz' Ada"

andererseits die Darstellung

/sz/Q@*A:/QK"(x’,ww'))dun_1<w'>=/SK-Ndon-1;

analog fiir den unteren Teils von 0f). Da die iibrigen Randkomponenten nichts
beitragen, folgt die Gleichheit
/ d\ = / A
Q o0

Zusammen mit dem entsprechenden Resultat fiir die iibrigen Komponenten er-
kennen wir, dass wir Satz [0.9.4] auch in der Form

/d)\:/ A
Q o0

fiir allgemeines A € C1(€2; A"~'R"™) schreiben konnen.

Aus Bemerkung erhalten wir den allgemeinen Stokesschen Satz.

Satz 9.9.5. (Stokes) Sei S eine kompakte, orientierbare k-dimensionale Un-
termannigfaltigkeit von R™ der Klasse C? mit Orientierung v = (v1,...,v;) und

relativem Rand 9S von der Klasse C},,, und sei A € CH*W; A*=1R™) in einer
Umgebung W wvon S. Dann gilt

/ /\:/d/\,
oS S

wobei OS vertrdglich mit S orientiert ist gemiss Bemerkung[9.9.4) ).
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Beweis. Der Beweis ist vollkommen analog zum Beweis von Satz Sei
zunichst S = ®(£), wobei ® € C?(U;R") injektive Immersion auf einer offenen
Menge U C R¥, Q € Q C U beschrinkt mit 99 € Cp, und ®: Q — S mit der
Orientierung von S vertriglich. Dann gilt gemiiss Definition [1.9.6] Lemma [0.9.T]
und Bemerkung die Gleichheit

/as)\/ag(p*)\/szd(q)*)\)/Qq)*(dA)/Sd/\,

wie behauptet. Den allgemeinen Fall erhélt man nun genauso wie im Beweis von
Satz[0.9.2 |
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topologischer Raum,
topologisches Kriterium,
total geordnet,
Transitivitit, 12 14
Treppenfunktion, [67]

Umgebung, [70] [79]
Umkehrabbildung, [Tl
Umkehrfunktion,

unbestimmtes Integral,
uneigentlich R-integrabel,
unteres Riemann-Integral,
Untermannigfaltigkeit,
Untermannigfaltigkeit mit Rand,
Urbildfunktion, [1]

Variation-der-Konstanten Formel,
Vektorraum,

Verfeinerung,

Verzinsung,

Vollsténdigkeitsaxiom,
Volumenform, 27T]

Wahrheitstafel, (]
Wegintegral,
wegzusammenhéngend, 101
Weierstrass-Kriterium,
Wirbelstérke,

Zahlen, ganze, [[7]
Zahlen, natiirliche, I
Zahlen, rationale, 7]
Zahlenstrahl, 7
Zahlkoérper, 07
Zentralfeld, 217
Zerlegung,
Zirkulation,
zusammenhingend,
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