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Worum geht es?

Grob gesagt, geht es in dieser Vorlesung um die Auflésung linearer Gleichungs-
systeme der Art
Ax =y,

wobei A: X — Y eine lineare Abbildung ist zwischen unendlich-dimensionalen
Vektorrdumen X und Y und wo zu gegebenem y € Y eine Losung € X gesucht
wird.

Beispiel Sei Q C R" beschriinkt, f € L*(Q). Das Randwertproblem

—Au=fin QCccR"
u = 0 auf 0f)

kann man auffassen als Gleichung der Form Au = f mit X = H? N H}(Q),
Y =L*Q), A: H>*N H(Q) > u— —Au € L*(Q).

Zusétzlich zur linearen Struktur des Problems bedarf es im Fall unendlicher
Dimension weiterer analytischer und geometrischer Strukturen, insbesondere
spielen Vollstéandigkeit, Kompaktheit, beziehungsweise Konvexitét eine Rolle. Je
nachdem ist daher der “richtige” Rahmen fiir die mathematische Behandlung ein
normierter Vektorraum (Linearitét) oder ein metrischer Raum (Vollsténdigkeit,
Kompaktheit), vielleicht auch ein “lokal konvexer topologischer Vektorraum”,
in dieser Vorlesung jedoch meist ein Banachraum oder sogar ein Hilbertraum.

Wie das Beispiel zeigt, geniigen fiir die Anwendungen die klassischen Funk-
tionenrdume allein nicht. In der Vorlesung “Funktionalanalysis II” werden die
fir die Behandlung partieller Differentialgleichungen fundamentalen Sobolev-
Réume eingefithrt und die Theorie der linearen partiellen Differentialgleichun-
gen entwickelt

Die Vorlesung stiitzt sich auf die grosse verfiighbare Lehrbuchliteratur, vor al-
lem jedoch auf die nachfolgend aufgefiihrten Texte. Das hier vorliegende Skript
zu meiner Vorlesung im akademischen Jahr 2013/14 ist eine iiberarbeitete und
leicht erweiterte Fassung des Skriptums zu meiner gleichnamigen Vorlesung im
Jahr 2007/08. Auch fiir die vorliegende neue Fassung erhielt ich wieder zahlrei-
che hilfreiche Kommentare von Studierenden und Assistierenden, die ich sehr
dankbar aufgenommen habe. Insbesondere danke ich den Herren Samuel Stark
und Andreas Wieser fiir ihre detaillierten und sorgfiltigen Hinweise.

Michael Struwe Ziirich, September 2014
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Teil 1

Funktionalanalysis I






Kapitel 1

Vollstindigkeit,
Baire-Kategorie

1.1 Ein “nichtlineares” Problem

Sei (fn)nen eine Folge stetiger Funktionen f,: [0,1] — R, und fiir jedes x € [0, 1]
existiere

lim fn(x) = f(w)

n—00

Ist f dann in mindestens einem Punkt x( stetig? — und liegt damit, durch
Tteration des Arguments in Teilintervallen der Léinge %, n € N, die Menge der
Stetigkeitspunkte von f sogar dicht in [0, 1]7?

Baire fand die geniale Losung dieses Problems auf dem Umweg iiber das fiir die
Funktionalanalysis dusserst fruchtbare Konzept der Baire Kategorie .

1.2 Metrische Riaume

Sei (M, d) ein metrischer Raum; das heisst, d: M x M — R hat die Eigenschaften
i) d(z,y) >0, “=" gdw. z =y  (Definitheit),

i) d(z,y) = d(y,z)  (Symmetrie),

iil) d(z,z) < d(x,y) +d(y,z) (Dreiecks-Ungleichung).

Beispiel 1.2.1. i) Jede Teilmenge eines normierten Raums (X, || - ||) kann in
kanonischer Weise als metrischer Raum mit Metrik

d(@,y) = [lz =yl
aufgefasst werden; zum Beispiel [0, 1] C R.

5



6 KAPITEL 1. VOLLSTANDIGKEIT, BAIRE-KATEGORIE

ii) Sei S = {(xk)ren; zr € R} der Raum aller Zahlenfolgen in R. Durch

1 |z — ysl
12k1+|$k—yk|

d((zk), (yr)) =
wird eine Metrik auf S erklért.

Wir wiederholen kurz die wichtigsten topologischen Begriffe:
i) @ C M heisst offen, falls gilt

Ve e Q3r >0: By(x) ={y € M;d(z,y) <r} CQ
ii) A C M heisst abgeschlossen, falls A° = M \ A offen ist.
Fiir 2 C M sind ferner definiert:

o
i) Q = U G : der offene Kern von (2,
GCQ, G offen

iv) Q A : die abgeschlossene Hiille von 2,

ADSQ, A abgeschlossen

v) 00 =Q\ Q: der Rand von £. Somit wird 2 = Q U Q) disjunkt zerlegt.
vi) Q C M heisst dicht, falls Q = M, das heisst, falls
VB = B.(x) C M: BNQ # 0. (1.2.1)

vii) Q C M heisst nirgends dicht, falls Q = (), das heisst, falls
VB = B,(x) C M: B\ Q # ). (1.2.2)

Fiir das folgende ist insbesondere von Bedeutung;:

Satz 1.2.1. SeiU C M, A=U°= M\ U. Es sind dquivalent:
1) U ist offen und dicht;

1) A ist abgeschlossen und nirgends dicht.

Beweis. i) = ii): Sei U offen und dicht. Dann ist A = U abgeschlossen, und
fiir jede Kugel B = B,.(z) C M gilt

B\A=B\A=BnU#0.

ii) = 1): Sel A abgeschlossen und nirgends dicht. Dann ist U = A° offen, und
fiir jede Kugel B = B,.(z) C M gilt

BNU=B\A=B\A#.
O

Diese Begriffe sind natiirlich bereits auf der Stufe eines topologischen Raumes
erklirt. Falls (M, d) metrisch ist, so gibt es dquivalente Kriterien mit Folgen in
M ; zum Beispiel gilt
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Satz 1.2.2. A C M ist abgeschlossen, gdw. fiir alle Folgen (xy)ren in A und
x e M gilt:
zp = ¢ (k— 00) = x € A

Ein erst auf der Stufe metrischer Rdume definierter Begriff ist der Begriff einer
Cauchy-Folge und der Begriff der Vollstandigkeit.

Definition 1.2.1. (xj)ren ist eine Cauchy-Folge in M, falls

d(zg,x;) = 0 (k,l = 00).

Definition 1.2.2. (M, d) heisst vollstandig , falls jede Cauchy-Folge (2 )nen
i M konvergiert.

Beispiel 1.2.2. i) CY(]0, 1]) mit der von der Supremumsnorm
= t
Illen = oo 1700

induzierten Metrik ist vollsténdig.
ii) Die Rédume LP(Q), 1 < p < oo, sowie C™(Q), m € Ny, sind vollstéindig.

iii) Sei & C R™ offen, Q = U;i1 K; mit kompakten K; C K;4+1, j € N. Dann
ist C°(Q) mit der Metrik

— 1 |lf = glleox,

d fag) = Y3 :

( Z:2J1+||f*9||cﬂ(lr<j)

j=1

analog zu Beispiel [[21] ii) vollstindig. (Die von d induzierte Topologie auf
C°(Q) heisst compact-open topology.)

1.3 Baire-Kategorie

Sei (M, d) ein metrischer Raum, M # §.

Satz 1.3.1. Falls (M, d) vollstindig ist, so gelten die folgenden (dquivalenten)
Aussagen

i) Sei U; C M offen und dicht, j € N. Dann ist U = ﬂ;; U; dicht in M.

1) Falls (Ujil Aj)o # 0 mit abgeschlossenen Aj,j € N, so gibt es mindestens
emn jo € N mat jljo # (). Insbesondere gilt:

i) Falls M = Uj‘;l A; mit abgeschlossenen Aj;,j € N, so gibt es mindestens
ein jo € N mit ﬁjo #0.

Beispiel 1.3.1. Die Beispiele
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und
i) M =Q = U,colz}

mit A, = {z} = A, und /L = () zeigen, dass in Teil ii) des Satzes die Annahmen
der Abzéhlbarkeit der Familie (A4;) und die Vollstédndigkeit von M notwendig
sind.

Beweis. i) Aufgrund der Charakterisierung (LZI]) dichter Mengen geniigt es,
die folgende Behauptung zu beweisen.

Behauptung: Fiir x € M,r > 0 gilt stets B,.(z) NU # (.

Beweis. Seien z € M,r > 0,B = B,(z). Konstruiere (z;),en induktiv, wie
folgt.

a) Da Uy dicht und offen, gilt
UlﬂB#@,UlﬂBoﬂen.
Wahle 1 e U1 N B,0< 11 < % mit

BT1 (:131) C BQTI (:131) cU;nNnB. (1.3.1)

b) Seien x1,...,x;-1 € M,r1,...,rj_1 bereits bestimmt. Beachte, dass wie oben
gilt
Uj n Br]‘,l(ijl) 7£ @, Uj n Brj71($j71> offen.

Wahle T; € Uj N BTj71($j_1), 0< Ty < 29 mit

Brj (mj) C BQTj (mj) C Uj N B,_ji1 (xj_l). (1.3.2)

Dann erhalten wir fiir alle j > k € N die Kette von Inklusionen
xj € By (x;) CU;N By, (1j-1) C B, (xj-1) C ... C By (xx), (1.3.3)
also insbesondere
d(zj,zk) <rp < 27k 40 (j > k — 0);
das heisst, (z;);jen ist eine Cauchy-Folge. Da (M, d) vollstdndig, existiert

¥ = lim z;,
j—o0

und nach Grenziibergang j — oo in (L33)) folgt mit (3.2

Vk: z* € BTk(xk) C Ug.

Insbesondere erhalten wir z* € U = (-, Ui. Fiir k = 1 liefert (I.3.) zudem
z* e U; N B C B, also
2 eUNB#0D,

wie gewiinscht. O
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i) = ii1): (indirekt) Widerspruchsweise nehmen wir an

we O
j=1

mit abgeschlossenen, nirgends dichten Mengen A;, j € N. Setze
Uj=Aj=M\A;,jeN.
Nach Satz [[L2Jlist U; offen und dicht, j € N. Nach Annahme gilt jedoch
U, = ( U Aj) =0
j=1 j=1
im Widerspruch zu 1i).

iii)= 1ii): Betrachte den vollstindigen metrischen Raum (L, d) = (B,(z),d), wo
By (x) C ;2 Aj und benutze iii), angewandt auf die Mengen LN A;, j € N.

(ii) = i): Ubung. O
Definition 1.3.1. (Baire Kategorie)

1) A C M heisst mager oder von 1. Baire Kategorie, falls A = U;; A; mit
nirgends dichten Mengen A;, j € N; Kat(A) = 1.

i) A C M heisst fett oder von 2. Baire Kategorie, falls A nicht von 1. Baire
Kategorie ist; Kat(A) = 2.

i)  C M heisst residuell, falls Q¢ = A mager ist.

Beispiel 1.3.2. i) M = Q = {J,cq{7} C R ist mager.
ii) Jede Teilmenge einer mageren Menge ist mager.

iii) Abzihlbare Vereinigungen magerer Mengen sind mager.

Frage: Gibt es iiberhaupt fette Mengen?

Satz 1.3.2. (Baire) Sei (M,d) vollstindig. Dann gilt:
i) Kat(M) =2

it) Kat(A) =1 = Kat(A°) = 2, und A° ist dicht in M.
i) 0 # U offen = Kat(U) = 2.

Beweis. i) Dies folgt unmittelbar aus Satz [[31]1ii).

ii) Falls Kat(A) = Kat(A) = 1, so wire Kat(M) = 1 gemiiss Beispiel [L31iii),
also Kat(A°®) = 2. Sei

N

mit nirgends dichten A4;,j € N. Dann ist U; = (A4,)° offen und dicht, und nach
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Satz [[L3.1]1) ist

U=(U;= (UA_j) C (UAj) = A°
j=1 j=1 j=1
dicht.
iii) Wire Kat(U) = 1, so wire gemiiss ii) die Menge U¢ = A = A dicht, also
A=M,U=0. O

“Typische” Beispiele magerer, beziechungsweise fetter Mengen sind somit die
Teilmengen Q, bezichungsweise R \ Q von M = R. Beachte, dass gilt

@:Rv (R\@)o:(ﬁ

Jedoch scheint es einen Zusammenhang mit dem Lebesgueschen Mass zu geben.
Ist diese intuitive Vorstellung richtig?

Fragen: Sind Lebesgue-Nullmengen A C R (im Baireschen Sinne) “mager”?
Haben magere Mengen A C R stets verschwindendes Lebesgue-Mass?

Beide Fragen sind mit “Nein” zu beantworten, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 1.3.3. Sei (gi)ken eine Abzihlung von Q, und fiir j € N sei

Uj = U]qk — o= UHk+Y) gy o= (ith+1)|

kEN
mit ‘ ‘
LY U;) <y 270t =97,
keN
Die Mengen U; sind offen und wegen
U;>Q=R

auch dicht. Also ist A; = Uy nirgends dicht, A = U;’il A; mager und daher
U =2, U;j = A° fett nach Satz[[.3.2] jedoch gilt L1 (U) = lim; o L (U;) = 0.

1.4 Erste Anwendung

Der Satz von Baire ist grundlegend fiir die Theorie linearer Gleichungen in
Banach-Riumen. Als erste Anwendung stellen wir hier jedoch die Loésung des
nichtlinearen Problems aus Abschnitt 1 vor.

Satz 1.4.1. (Baire) Sei (M,d) vollstindig, (fn)nen eine Folge stetiger Funk-
tionen fn,: M — R,n € N, und es existiere der punktweise Limes

lim f,(z)=: f(z) €R
fiir jedes x € M. Dann ist
R = {x; f ist stetig an der Stelle x}

eine residuelle Menge, insbesondere also dicht in M.
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Beweis. Fiir € > 0, n € N setze
Pn,s = {:L'; |fn(1') - f(:L')| < 5}

und weiter

R. = (Pre)°.

(@

n=1

Beachte, dass Rs C R, fiir § <e.

Behauptung. U := ﬂ;’;l Ry,; = R, die Menge der Stetigkeitspunkte von f.

Beweis. “R C U”. Sei f in x stetig. Zu € > 0 wihle ro > 0,n9 = ng(g),r, >
0 (n > ng) mit

sup |f(x) = f(wo)| </3

€ By (zo)
und
sup | fuzo) — f(z0)| < /3.
n=no
sowie

sup | fn(2) = ful(wo)| <e/3
zE€Br, (x0)

Dann folgt fiir n > ng,r < min{rg,r,}:
|fr(x) — f(z)| < e,Va € Br(x);

also By (zg) C Pye, %0 € Ppe C Re. Also g € U.

“U C R”. Sei f in x( unstetig. Dann gibt es € > 0 mit der Eigenschaft

0SCR, (z0) f = sup f— inf f>3eVr>0.

By (x0) Br(xo
Zu n € N wihle r, > 0 mit
0SCR, (z0) Jn < &,Vr < 1y.

Schétze ab fir r < ry,

2 sup [fa—fl= sup  |(fulz) = f(2) = (fuly) — f(¥))]

By (z0) z,y€ By (x0)

> 0SCB, (z0) f — OSCB, (xo) fn > 2¢;

das heisst
29 € Ppe,Vn €N

und somit zg & R, fiir € < g(z0), daher auch z¢ € U. O

Behauptung. R. ist offen und dicht fiir jedes € > 0.

Beweis. Offenbar ist R, offen, £ > 0. Betrachte fiir ¢ > 0,n € N die Menge

Foe = {x;|fn(x) = fasr(z)] <&, VE € N}
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Beachte, dass mit fp4x(x) — f(x) (kK — oo) folgt Fy, . C P, .. Wegen fp,(z) —
f(z) (n— oco) gilt zudem (J,- | F,, . = M,Ve > 0. Weiter ist

Fue = (a1 fule) = furr(e)] <<}
k=1

abgeschlossen, also F), . = F',, . UOF,, . und daher

(Fn,a \;‘n,a> = (8Fn,a)o = (Z)

Setze Ay = OF), .. Dann ist A,, . abgeschlossen und nirgends dicht und liefert
die magere Menge

Ae = An,e = Fn,e %n,e ) Fn,a %n,e oM En,a =M RE'
(Fre\Fne) \ \ \
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

Satz [[L3.2] liefert die Behauptung. O
Setze nun

Dann ist A = (J;2, A; mager, also

R:U:ﬁUj:AC

j=1
residuell, insbesondere dicht nach Satz [[.3.2]ii). O

Umgekehrt kann man fragen, wann sich eine Funktion f: [0,1] — R punktweise
durch stetige Funktionen f,,: [0,1] — R approximieren lisst.

Beispiel 1.4.1. Die Funktion f = xgn[o,1) ist nirgends stetig, also nicht punkt-
weise durch stetige f, approximierbar.

Weiter kann man fragen, ob/unter welchen Bedingungen eine Funktion f €
L'([0,1]) einen Vertreter f mit obiger Eigenschaft besitzt. Kandidaten fiir (f,,)
wéren in diesem Falle

a) die Mittel (der durch f = 0 ausserhalb forgesetzten Funktion f), mit

z-i—%n
fu@ =n [ T fw)dy = fa) (0 0)

fiir fast alle « € [0, 1] und insbesondere in jedem Stetigkeitspunkt, oder
b) die Fourier-Reihe der periodisch auf R fortgesetzten Funktion f. OBdA sei
die Periode auf 27 gestreckt. Setze

1 27 )
= — e~ dt, ke,
w =50 | f(t)e
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und definiere

Vergleiche dazu das Konvergenzkriterium von Dini:

Satz 1.4.2. (Dini) Falls fiir x € R gilt

/” flz+1) - f(x)

t
so gilt fiir die obige Fourier-Reihe

dt < oo,

Eine weitere Anwendung liefert

Satz 1.4.3. (Prinzip der gleichmissigen Beschrinktheit) Sei (M, d) vollstindig,
(fx)aea eine Familie stetiger Funktionen fx: M — R, und sei (fx)rea punkt-
weise beschrdnkt in dem Sinne, dass

sup | fa(z)| < oo, Vo € M.
AEA

Dann gibt es eine offene Kugel B C M mit

sup | fx(x)] < oo
AEA, z€B

das heisst, (fa)aea ist auf B gleichméssig beschrinkt.
Bewesis. Fiir k € N definiere die abgeschlossene Menge
Ap={z e M; VA€ A: [fi(z) <k} =) {z; |fa(z)] < Kk}
—_——————
Aeh abgeschlossen, da f stetig
mit (Jg—, Ax = M. Da M vollstéindig, gibt es geméss Satz [[3.1]1ii) ein ko mit
Ap, # (. Wihle B C Ak, - O

Falls die Funktionen fy lineare Abbildungen auf einem Vektorraum sind, erhélt
man aus Satz ein Kriterium fiir die gleichméssige Beschranktheit der fy
auf einer Kugel um 0, das heisst fiir die gleichméssige Stetigkeit der fy. Es liegt
daher nahe, nun auch die lineare Struktur einzubezichen.
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Kapitel 2

Lineare Abbildungen

2.1 Normierte Riume

Sei X ein R- oder C-Vektorraum, || -||: X — R eine Norm auf X; das heisst,
i) ||z]| >0, “=" gdw. x = 0 (Definitheit),
i) ||Az]| = |Al]]z]], Yz € X, A € R oder C (positive Homogenitit),
iii) ||z + y|| <|lz|| + |ly|| (Dreiecksungleichung).
Mit der von || - || induzierten Metrik
d(z,y) = [lx =yl
ist X dann auch ein metrischer Raum.

Definition 2.1.1. (X,|| - ||) heisst ein Banachraum, falls X beziiglich d
vollstdndig ist.

Bemerkung 2.1.1. i) Die Norm ist (Lipschitz-)stetig auf X, da
el = Iyl < [l =yl Vo, y € X.

ii) Die Vektorraumoperationen sind ebenfalls stetig (Ubung).
Beispiel 2.1.1. i) Sei M eine Menge, (X, || - ||x) ein normierter Raum. Dann
ist

B(M, X) ={f: M — X;sup [|f(t)||x < oo}

teM

ein Vektorraum mit der Norm

[ fllBaa,x) = sup || f(D)]|x-
teM

il) B(M, X) ist vollstéiindig, wenn X vollstindig ist.

15
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Beweis. i) Mit den punktweise definierten Vektorraum-Verkniipfungen

(f+9)(t) = f(t) +g(t), A)(t) = Af(t),t € M

wird B(M, X) zu einem Vektorraum. Dabei benutzen wir auch die Dreiecks-
Ungleichung und die Homogenitéit der Norm. Die Eigenschaften i) und ii) einer
Norm sind trivialerweise erfiillt; beziiglich iii) beachte

I1f +9llBv,x) = sup |[f(t) + g(O)]|x < sup(|[f(®)[|x + [l9()]|x)
teM teM
<|IfllBar,x) + 9l B, x)-

ii) Falls X vollsténdig ist, so sind Cauchy-Folgen (fx) in B(M, X) punktweise
konvergent, denn fiir jedes t € M ist wegen

15 (8) = fe@llx <15 = felloux) =0 (4, k — o0)

auch die Folge (fr(t)) eine Cauchy-Folge und es existiert f(t) = limg_ 00 fx(t)
mit

1f = fullBar.x)y = sup lim [|f;(t) — fu(t)|x
teM J 0

< limsup||f; — fell,x) =0 (k= o0).
_]—>OO

Insbesondere gilt f € B(M, X). O

Als Anwendung von Beispiel .11l zeigen wir, dass sich jeder metrische Raum
(M, d) “isometrisch” in einen vollsténdigen metrischen Raum (M*, d*) einbetten
l&sst.

Seien (M, d), (M*, d*) metrische Rédume, ®: M — M*.
Definition 2.1.2. ® heisst Isometrie , falls gilt

d*(2(x), ®(y)) = d(z,y),Vz,y € M.

Bemerkung 2.1.2. Eine Isometrie ®: M — M* ist (Lipschitz) stetig und
injektiv, und ®~1: ®(M) — M ist (Lipschitz) stetig.

Satz 2.1.1. Sei (M,d) ein metrischer Raum. Dann gibt es einen vollstindigen
metrischen Raum (M*,d*) und eine Isometrie ®: M — M*.

Bemerkung 2.1.3. i) Wir bezeichnen in diesem Falle den Raum M = &(M)
als Vervollstindigung von M, (versehen mit der Metrik d = A" i)
ii) Man kann zeigen, dass die Vervollstindigung bis auf Isometrien eindeutig ist.

Beweis von Satz[2.1.9. Wihle M* = B(M,R) mit der von || - [|g(as,r) indu-
zierten Metrik d*. Nach Beispiel ZZTTlist (M*, d*) vollstéindig.

Fixiere ein z* € M. Definiere nun ®: M — B(M, X) durch
O: x> fo(z) =d(z,2) — d(z*, 2).
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Beachte
Vz e M: |fe(2)| = |d(x, 2) — d(z", 2)| < d(x,z");

also f, € B(M, X). Analog folgt

fe = fyllBarr) = sup [ fa(2) = £y (2)]

ze€M
= sup |d(z,z) — d(y, 2)| < d(z,y)

zeM

und
fe = FyllBarry = |fa(x) = fy(2)| = d(z,y).

Also ist @ eine Isometrie. O
Seien || - ||1, || - ||z Normen auf X.
Definition 2.1.3. || - ||1,]| - ||2 heissen Aquivalent, falls mit einer Konstanten
C >0 gilt

Vo e X: 07|zl < |lzll2 < Cllz|s. (2.1.1)

Beispiel 2.1.2. i) Auf R” (oder C") ist jede Norm &quivalent zur euklidischen
Norm; also sind je zwei Normen auch zueinander dquivalent.

Bewets. Die Einheitssphére in R

sl — {z = (x1,...,2,) € R™;||z|| =

ist kompakt, und jede Norm ||-||1 ist beziiglich der euklidischen Norm || -|| stetig,
da fir z =z + &, € = (&,...,&,) mit einer Konstanten C' > 0 gilt

n
2l = [lzoll] < |21 = zolly = 1) &eilh

i=1
<Yl = Y lellledlh < €3 leil < Crllel] -
=1 =1 =1

Also existieren
maxgegn—1 ||2|)1 = C1, mingegn-1 ||z||1 = 02_1 >0.

Mit C' = max{C, C2} folgt (ZII)). O
ii) Die Normen auf C°([0, 1]),

191l = st 1510 ||f||2—/ ()] de

sind nicht dquivalent, da fiir (f,,)neny mit

falt) =t", 0<t <1,
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gilt

1
=1, ||fallo=———0(n— .
[1fally =1, [[falls = —=— =0 (n — o0)

Hingegen lisst sich das Ergebnis aus Beispiel Z.1.2] i) auf jeden Vektorraum
endlicher Dimension iibertragen.

Satz 2.1.2. Auf einem endlich-dimensionalen Vektorraum X sind je zwei Nor-
men dquivalent.

Beweis. Wir fithren die Aussage auf den Fall X = R™, beziehungsweise X = C”
zuriick. OBdA sei X ein R-Vektorraum. Wéhle eine Basis eq, .. ., e, fiir X. Dann
ist die Abbildung

O:R" = X, o= (21,...,2,) = »_xie; €X
=1

linear und injektiv, mit der Rangformel also auch surjektiv. Seien || - |3, || - ||
Normen auf X. Definiere

lzlls = [|@(@)]lF", = € R™,

und analog ||z||2. Die Eigenschaften i), ii) einer Norm folgen aus der Definitheit
und Homogenitiit von || - ||, da ® linear ist und injektiv. Mit der Linearitiit
von @ folgt ebenso fiir z,y € R™ die Dreiecksungleichung

llz+yll = [12(@) + )| < |@@)I[F + 2@ = ll=ll + [lylh

aus derjenigen fiir || - ||3, und ebenso fiir || - ||s¢. Nach Beispiel Z.1.2]1) gibt es
C > 0 mit

CH@(@)| = C7 Izl < [lall2 = [@@)IE < Cllell = Cl|@()II-

fir alle z € R™. Da ® surjektiv, folgt die Behauptung. [l

Satz 2.1.3. Endlich-dimensionale Teilrdiume eines normierten Raumes sind
vollstindig, insbesondere abgeschlossen.

Beweis. SeiY C X ein endlich-dimensionaler Untervektorraum des normierten
Raumes (X, ||-||x), dimg(Y) = n. Sei ®: R” — Y wie im Beweis von Satz2.1.2
llz|] = ||®(x)||x die induzierte Norm in R™.

Cauchy-Folgen (y;) C Y werden unter ®~1 abgebildet auf Cauchy-Folgen (zy)
im (R™,|| - ||). Wegen Beispiel [ZT.2li) sind dies auch Cauchy-Folgen in R"™
beziiglich der euklidischen Metrik. Da R™ vollstédndig ist, existiert der Limes
2= limp 00 2, und yi, — v := ®(z) (k — 00). Somit ist Y vollstindig.

Abgeschlossenheit erhilt man mit dem Folgenkriterium geméss Satz[[.220 O

Fiir co-dimensionale Unterrdume ist das Ergebnis der Satz[2.1.3]im allgemeinen
nicht richtig.
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Beispiel 2.1.3. Betrachte C?([0,2]) als Unterraum von (L'([0,2]),]|-||z1). Die
Folge (fn)nen C C°([0,2]) mit

o 0<t<l
n(t) = _

ist eine Cauchy-Folge in L'([0,2]) mit lim, oo f, = f, wobei

0, 0<t<l1
t) = =

jedoch gilt f ¢ C°([0,2]).

Abstrakt kann man auch wie folgt argumentieren: C°(]0,2]) ist ein strikt in

L([0,2]) enthaltener Teilraum, jedoch gilt L([0,2]) = C°(]0, 2]).

Wir wiederholen den Begriff der Kompaktheit in metrischen Raumen (M, d).

Definition 2.1.4. K C M heisst (folgen-) kompakt, falls jede Folge
(2k)ren C K eine in K konvergente Teilfolge besitzt.

In (R™,|-|) gilt das einfache Kriterium: K C R™ ist kompakt genau dann, wenn
K beschrénkt und abgeschlossen ist. Vergleichbare Kompaktheitskriterien in
C°(Q) oder LP(Q) werden wir spéter kennenlernen; siehe Satz [6.3.1] bzw. Satz
6.5.2)

In metrischen R&umen ist Folgenkompaktheit ferner dquivalent zur “Heine-
Borel-Eigenschaft” oder Uberdeckungskompaktheit.

Definition 2.1.5. K C M heisst iberdeckungskompakt, falls jede offene
Uberdeckung (U,),er von K eine endliche Teiliiberdeckung besitzt.

Die “Heine-Borel-Eigenschaft” benutzt man zur Definition von Kompaktheit in
topologischen Raumen.

Schliesslich kann man endlich-dimensionale Vektorrdume auch wie folgt charak-
terisieren.

Satz 2.1.4. Sei (X, ||-||) ein normierter Raum. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

i) dim(X) < oo.
it) Die Einheitssphire S = {xz € X; ||z|| = 1} in X ist kompakt.

Beweis. i) = 4i): Sei dimg(X) = n,®: R" — X der Isomorphismus aus dem
Beweis von Satz[ZT2 || - ||; die durch ® induzierte Norm auf R,

(I)_l(S) = {.Z‘ S Rn; ||.Z'||1 = 1} =: 5.

Wegen Beispiel Z1.211) ist S; C R™ abgeschlossen und beschrinkt, also kompakt.
® ist stetig. Damit ist auch ®(S;) = S kompakt.

1) = 4): (indirekt) Sei dimg(X) = oo. Wir konstruieren eine Folge (xy)gen in
S, die keine konvergente Teilfolge besitzt.
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Falls die Norm auf X von einem Skalarprodukt (-,-) induziert wird, das heisst,

falls
Ve e X: ||z|| = (z,x),

so erhilt man eine geeignete Folge (x))ren, indem man aus einer Folge linear
unabhéngiger Vektoren y; mit dem Gram-Schmidtschen [ Verfahren eine Folge
orthonormaler Vektoren erzeugt mit

llznl] =1, (@i, 2%) =0 (i # k),
also auch
2 — x])? = [|2] | + ||k | — 2(2i, 21) = 2 (i # k).
Somit kann (zx)ren keine konvergente Teilfolge haben.

In einem allgemeinen normierten Raum erhélt man analog eine geeignete Folge
durch Anwendung des folgenden Lemmas. O

Lemma 2.1.1. (Franz Riesz): Sei (X, ||-||) ein normierter Vektorraum, Y C X
ein abgeschlossener linearer Unterraum, Y # X.

Dann gibt es fir jedes € €]0,1] ein x € X \'Y mat
i) [l =1,
it) d(z,Y) =infycy ||z —y|| > 1 —e.
Beweis. Wihle 2* € X \ Y. Da Y abgeschlossen, gilt
d: =d(z*,Y) = inf ||z* —y|| > 0.
(@.Y) = inf [lo* — g

Wihle y* € Y mit

* * d
d<|lz* —y*|| < .

1-¢
Setze . .
r -y
=0
[lz* =y
mit ||z|| = 1 und

. -y d
d(x,Y) = inf || || = T >

P 1—e.
veYy [|lz* — y¥|

O

Beweis von Satz[2.1.7] ii) = i) (vollendet). Seien (yi)ren eine Folge line-
ar unabhéngiger Vektoren, Y3, = span{y;; | < k}, k € N. Nach Satz ist Yy
fiir jedes k abgeschlossen. Wihle x7 = Hz—iH und fiir £ > 2 wihle , € Yi \ Y1
mit

okl =1, d(zg, Yi1) >

N |

geméss Lemma [ZT.Jl Dann gilt fiir k£ > [ stets

llzx — ai]| > d(zx,Ys) > d(zk, Yiee1) >

N |

Also ist S nicht kompakt. O

Lsiehe zum Beispiel Werner, S. 202
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2.2 Stetige lineare Abbildungen

Seien (X, || - ||x), (Y;]|| - ||y) normierte Vektorrdume, A: X — Y linear.

Satz 2.2.1. Es sind dquivalent:

i) A ist stetig in 0 € X;

ii) A ist stetig in jedem Punkt xg € X;

i) A ist gleichmdssig stetig auf X ;

w) A ist Lipschitz stetig;

v) SUp||5 <1 ||AZ|]y < oco.

Beweis. v) = iv): Mit der Linearitit von A folgt fiir x1 # x5 € X

r1 — T2

[Azy — Azs|ly = [[A(z1 — 22)lly = |[o1 — @2||x [[A7———
llz1 — 22[x

Iy

< sup |[|Az|[y||z1 — 22||x.
[lz||x <1

i) = iii) = ii) = i) ist klar.
i) = v): (indirekt) Sei sup)|,| <1 ||Az|ly = oo. Wihle (z,)nen in X mit
[lzn]lx <1, 0<||Az,|ly = o0 (n — 00).

Dann gilt
x
2= —— —0in X (n — o0);
[|Azn|ly

jedoch folgt mit der Linearitit von A
[|Azp|ly =1,n €N,
im Widerspruch zur angenommenen Stetigkeit in 0 € X. O

Zusammen mit Satz [2.1.2] folgt:

Satz 2.2.2. Sei X endlich-dimensional, A: X — Y eine lineare Abbildung.
Dann ist A (Lipschitz) stetig.

Beweis. ||z||« = ||z||x + ||Az||y definiert eine Norm, die von A induzierte
“Graphennorm” auf X. Nach Satz[2.1.2 gibt es C' > 0 mit

Ve e X: [|Az|ly < |zl < Cllal|x.

O
Satz gilt nicht mehr, falls X unendlich-dimensional ist.
Beispiel 2.2.1. Sei X =Y = C%[0,1]), || - llx = Il - llz, || - lly = || - llco,

A = id. Analog zu Beispiel Z.T.2lii) gilt

sup || f]lco = 005
HfHLlSl

also ist A nicht stetig.
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Setze
L(X,Y)={A: X = Y; Aist linear und stetig}.

L(X,Y) ist ein Vektorraum mit Norm

Ax Y
Allery = sup | Aally = sup LAZIY.
||| x <1 z#0 |7l|x

Falls X =Y (mit derselben Norm), so setze

L(X,X) = L(X).

Satz 2.2.3. i) Seien X,Y,Z normierte Vektorriume, A € L(X,Y),B €
L(Y,Z). Dann gilt BA € L(X,Z), und

IIBA||L(x,2z) < I Allx vyl BllLiy,z)-

ii) Die obige Abbildung A, B — BA ist stetig.
Beweis. i) Fir ¢ € X schitze ab

[(BA)z||z = [|B(Az)||z < ||B||Lv,2)||Az|ly
<|IBllLev, )l Allx vl x -

ii) Stetigkeit der Verkettung folgt aus

BA — ByAy = (B — By)A+ Bo(A — Ap)
mit 1). O
Falls X = Y, so kénnen wir L(X) wegen Satz als Algebra auffassen.
Insbesondere sind die Potenzen A% = u eines A € L(X) definiert.

k—mal

Fiir die Existenz von Potenzreihen benotigen wir die Vollsténdigkeit.
Satz 2.2.4. Ist Y ein Banach-Raum, so ist auch L(X,Y) ein Banach-Raum.

Beweis. Sei (Ap,)nen Cauchy-Folge in L(X,Y), das heisst,

sup ||Apz — Az|ly = 0 (n,l = o).
||| x <1

Dann ist (A,2)neny Cauchy-Folge fiir jedes z € X mit ||z||x < 1, wegen der
Linearitét also auch fiir beliebiges x € X. Falls Y vollstédndig ist, existiert der
punktweise Limes

Az := lim A,z, z € X.

n— oo

A ist linear wegen der Linearitét von A, und Stetigkeit der Vektorraum-
Operationen, und aus

|Az|ly = [| lim (Apz)lly = lim |[Anz[ly <limsup [[An|[Loxn|l2lx
n—oo n— oo n—oo
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folgt die Beschrénktheit und damit wegen Satz 221 auch die Stetigkeit von A.

Analog erhalten wir
14z — Apelly = || lim (Az — Apa)lly = lim (4 — A)(@)]ly
l—o0 l—o0

< Jimsup || 4; — Anlcxmllzllx — 0 (m = 00),
l—o0

und daher nach Ubergang zum Supremum beziiglich ||z||x <1

A= AnllLix,y) < fim sup [A1 = AnllL(x,y) = 0 (n — 00).
—0o0

Vergleiche den Beweis von ii) in Beispiel 2111 O

Satz 2.2.5. Sei Y ein Banach-Raum, A; € L(X,Y), j € N, und es gelte

Z |45l x,y) < oo.

j=1

Dann gilt

n

iAj = lim » 4; € L(X,Y).
j=1

j=1
Beweis. Sei S, = ;_ Aj, n € N. Da

150 = Sillxyy < Y 145llexyy = 0(n > 1 — o00),
j=lt+1

ist (Sp)nen eine Cauchy-Folge in L(X,Y), nach Satz [Z24] also konvergent. [

Beispiel 2.2.2. i) Sei X ein Banach-Raum, A € L(X). Dann existiert die Reihe

0 k
exp(A) = et =307 4r € L(X).

Beweis. Mit der Abschiitzung [[A¥||(x) < ||A||’z(x) fiir alle k € Ny folgt
> 157 lleco < exp(llAflLoo) < oo
k=0

O
ii) Sei X ein Banach-Raum, A € L(X), ||A]|lrx) < 1. Dann existiert die

Neumann-Reihe Y7, A¥ € L(X), und es gilt (mit 1 = A% = id)
(1—-A4)) A= "AF1-4)=1; (2.2.1)
k=0 k=0

das heisst, die Abbildung 1 — A ist invertierbar mit

iAk =(1-A)~L.
k=0



24 KAPITEL 2. LINEARE ABBILDUNGEN

Beweis. Konvergenz der Reihe S, = > ,_ A*, n € N, folgt analog zu i) mit
dem Konvergenzkriterium fiir die geometrische Reihe. Die Identitdt (Z2ZT) folgt
aus

(1714)5”:Sn(lfA):Sn*(SnJrl*l):1+(Sn*Sn+1) — 1.

n—

Satz 2.2.6. Sei X ein normierter Raum, A € L(X). Dann existiert
o n 4 o n 4
ra = Hm ||A|x) = inf [[A%|7 ) < [[Alloeo-
r4 heisst Spektralradius von A.

Beispiel 2.2.3. Sei A € L(X), und sei A € R oder A € C Eigenwert von A mit
Eigenvektor 0 # x) € X. Mit

A":c,\ = /\An_lx,\ == /\n:L')\
folgt dann [|A™[|x) > [A|" fiir alle n € N, und r4 > [A].
Beweis von Satz[2.2.6. Beachte, dass Satz[2.2.3 ergibt
nil/n
Vn e N: ||A ||L/(X) <Al Lcx)-
Zu € > 0 wahle k£ € N mit
||Ak||f(x) = }gfl 1A™|Z ) + e
Fiir n € N schreibe n = kl +m, m < k. Mit Satz folgt
n kl % m %
||A )SHA ||L(X)||A ||L(X)

1 m
< JAME o 1A

— ||Ak||§(x> §}2§||Aj||z(x> +¢e (n — o0).

1
IZx

Da ¢ > 0 beliebig gew#hlt war, erhalten wir
limsup ||| ) < Inf [|A™||7 ) < lminf [|A"|E ),

wie gewiinscht. O

Als Folgerung notieren wir abschliessend:

Satz 2.2.7. Sei X ein Banach-Raum, A € L(X) mit ra < 1. Dann konvergiert
die Neumann-Reihe Y 7~ A7 € L(X), und es gilt

iAj =(1-A4)""' e L(X).
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Beweis. Die Behauptung folgt aus Satz mit dem Wurzelkriterium. O
Setze
GI(X) = {A € L(X); A invertierbar und A~" € L(X)}.

Bemerkung 2.2.1. In Abschnitt 3.2 werden wir sehen, dass fiir bijektive Ab-
bildungen A € L(X) eines Banachraums X die Inverse automatisch stetig ist.

Aus Satz 2.2.7 folgt nun
Satz 2.2.8. Sei X ein Banach-Raum. Dann ist GI(X) offen in L(X).
Beweis. Sei Ay € GI(X), A € L(X) mit
[[A— Aollox) < ||Ao_1||z(lx)-
Wir zeigen A € GI(X). Schreibe dazu
A=Ag+ (A—Ag) = Ao(1 + Ay (A — A)).
Satz 223 liefert die Abschitzung
1451 (A = Ao)llzxy < 114G o llA = Aollpix) < 1.

Mit Satz [Z21 folgt
(1+Ag' (A= 40) ™" € L(X),

und mit Satz 223 folgt die Behauptung. O

2.3 Quotientenraum

Sei X ein Vektorraum, Y C X ein linearer Unterraum. Definiere die Aquiva-
lenzrelation
T1~Togi> T —22 €Y

mit Aquivalenzklassen
[z] =2 +Y.

Beachte [ax] = afz], [v + y] = [z] + [y]; das heisst
XY ={[z];z € X}
ist ein Vektorraum. Es sei 7 die kanonische Quotientenabbildung

m: X >z [r] € X/Y.
Satz 2.3.1. Sei || -||x Norm auf X, Y C X abgeschlossen, Y # X. Dann ist
lelllx/y = inf llz —yllx
eine Norm auf XY, und 7 ist stetig mat

|7l oox,x/v) = 1.

Falls (X, || - ||x) wollstindig ist, so auch (X/Y,||-||x/y)-
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Bemerkung 2.3.1. Auf die Abgeschlossenheit von Y kann man nicht verzich-
ten. Falls Y C X ein dichter Unterraum ist, so gilt stets inf ey ||z — y||x = 0.

Beweis von Satz[2.3.1l. i) Zum Beweis der Definitheit sei ||[z]||x/y = 0 fiir
ein z € X. Dann gibt es eine Folge (yx) C Y, so dass ||z —yx||x — 0 fir k — occ.
Mit der Abgeschlossenheit von Y folgt = limg_,o yx € Y, also [z] = 0.

Die Homogenitét der Norm || - || x/y ist offensichtlich.

Schliesslich zeigen wir die Dreiecks-Ungleichung. Zu z1,22 € X, € > 0 wihle
Y1,y2 € Y mit

21 = illx + w2 — w2llx < [llz1]llx/y + [llz2]llx/y +e
Es folgt

1] + [zl x/y = lz1 + z2]llx/y < [l(21 4 22) = (91 +2)llx
Sz = wllx + ez = gallx < z]llx/y + lz2lllx/y +e

Mit € | 0 folgt die Behauptung.

ii) Mit [|7(2)[|x/v = [|[2]llx/v < [lz]|x folgt sofort ||7||Lx x/v) < 1.

Zue > 0 wihle z =z, € X \ Y gemiiss dem Lemma [ZT.T] von Riesz mit
[lz]|lx = 1,dist(z,Y) > 1 —e.

Beachte die Beziehung

dist(z,Y) = Jnf lz = yllx = [ll]llx/y-

Es folgt
[ [2]l]x/y

—— >1-¢
=[x

17| Lex,x vy =
iii) Zum Beweis der Vollstindigkeit des Raumes X/Y im Falle eines Banach-
raums X sei (zx)reny C X mit [[[zx] — [21]||x/y — 0 (k,] — oc). Es geniigt zu
zeigen, dass fiir eine Teilfolge A C N der Limes [x] = limy 00, ke [Tk existiert.
OBdA diirfen wir daher annehmen, dass

k] = [zr-a]lllxy <275 k> 1.

Fiir £ € N wéhle induktiv y; € Y, wie folgt. Setze y; = 0, z; = x1, und fiir
k > 1 wihle yi, € Y so, dass fiir 2z, = 2 — yr € X mit [z;] = [xg] gilt

2k — zr—1llx < ||[z5] = [zr—1]llx/y + 277
= llzk] — [2e-1]llx/y +27F <2'7F

Dann ist (zx)ren Cauchy-Folge, und es existiert z = limg o 2 € X. Mit
ze] = [Ellx/y = lllz] = Ellxy < lze —2llx =0 (k= o0)

folgt die Behauptung. O
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2.4 Hilbertraume

Sei X ein R- oder C-Vektorraum, (,-): X x X — R oder C.

Definition 2.4.1. (-,-) heisst Skalarprodukt auf X, falls gilt

i) (z,y) = (y,2), Yo,y € X,
i) (ax + By, z) = a(x, 2) + By, 2), Va,y,z € X, a, B €R oder C,
iii) (x,x) >0, (z,2) =0< = 0.

Bemerkung 2.4.1. In diesem Fall definiert

|| := (2, 2), © € X,

die kanonische Norm in X.

Beweis. Die Definitheit und die positive Homogenitét sind klar. Die Dreiecks-
Ungleichung folgt mit der nachstehenden Cauchy-Schwarzschen Ungleichung,
Lemma [ZZ7] aus der Rechnung

lle+yl* = (z,2) +2Re(w,y) + (. y) < ||2l* + 2l Iyl + [lyl]]* = (=] +]yl)?.
O
Lemma 2.4.1. (Cauchy-Schwarz) Es gilt

(@ o)l <Ilzl[llyll, Yo,y € X.

Beweis. OBdA gelte ||z|| = ||y|| = 1. Setze t = (x,y) und beachte, dass damit
(x,y —tz) = 0. Mit

L=yl = It + (y — to) |1 = [tP |2 + [y — tal* > [¢]* = |(z, »)I”
folgt die Behauptung. |

Definition 2.4.2. Der Raum (X, (-,-)) heisst Hilbertraum falls X bzgl. || - ||
vollstdndig ist.

Beispiel 2.4.1. i) R™ oder C™ sind Hilbertridume mit dem iiblichen Skalarpro-
dukt.

ii) Der Raum L?([0, 1]; C) ist ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt

1
(f.9)12 = /0 fgdt .

ZuyY C X sei
YL:{ZGX; YyeY: (z,y) =0}
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Lemma 2.4.2. Y= ist ein abgeschlossener linearer Unterraum.

Beweis. Linearitit von Y+ folgt unmittelbar aus der Linearitit des Skalarpro-
dukts. Falls weiter (z) C Y+ mit 2, — 2 (k — o0), so gilt

YyeY: (z,y) = lim (zx,y) =0.
k—o0
Also ist Y+ abgeschlossen nach Satz O

Bemerkung 2.4.2. i) Falls Y = X, so gilt Y+ = {0}.

ii) Offenbar gilt
Y C Yy = Yt DY

Beweis. i) Sei z € YL, Falls Y = X, so gibt es (y) C Y mit yx — 2z (k — c0),
also

12| = (2, 2) = klim (z,y1) = 0.
—00
O

Lemma 2.4.3. Sei (X, (-,-)) ein Hilbertraum, Y C X ist ein abgeschlossener
linearer Unterraum, Y # X. Dann gibt es zu jedem xg € X genau ein yg € Y
mit der Eigenschaft

Yy €Y: (o — yo,y) =0,

und
llzo — yol| = dist(zo,Y) = inf ||z — y||.
yey

(Der Punkt yo ist der “Fusspunkt des Lotes” von xg aufY.)
Beweis. Zu vorgegebenem xzy € X wihle gy, € Y mit

[lzo — yi|| — dist(zo,Y) =: d (k — o0).
Behauptung 1. Es existiert yo = limg—, 0o yx € Y, und ||zo — yol| = d.
Beweis. Benutze die Parallelogramm-Identitét

lla+bl1* + lla = b]* = 2(]al|* + |[b]]*)
mit a = g — yYg, b = xg — y;. Es folgt

46 =2 Y (2o — yal P+l — )

Y + Y
THQ + llye — uil?)

= lim (4||zo —
G (4]lzo

> 4d* + limsup |lyx — wi*.
k,l—o0

Also ist (yx) ist Cauchy-Folge, und die Behauptung folgt, da X vollstindig. O

Behauptung 2. Vyo € Y: ||zo —wol| =d < (vo —yo) L Y.
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Beweis. Fixiere yg € Y.
“=7: Mit
lzo — wol|* = d* < [lzo —yo + tyl|]>,Vy € Y, t € R
folgt
d 2
0= E}tzonxo — Yo+ ty” - 2R6($0 - yan)vaJ €y
“<": Da fiir jedes 0 # y € Y die Funktion t — f(t) := ||z — yo + ty||? ein
quadratisches Polynom in ¢ definiert mit f” > 0 gilt auch die Umkehrung. O
Seien yo,y1 € Y mit (xg —yo) L Y, (xo —y1) L Y, nach Behauptung 2 also
||.T0 - y0|| =d= ||$0 — y1|| Dann gilt
d* = ||zo — y1ll* = [lzo — o — (y1 — o) |?
= |lzo = yol1> + [ly1 — yol[* = d* + |ly1 — wol[*,

also y1 = yo. [l

Korollar 2.4.1. Sei (X, (-,-)) ein Hilbertraum, Y C X ein abgeschlossener
linearer Unterraum, Y # X, und sei xg € X \' Y. Dann gibt es eine eindeutige
Zerleqgung xo = yo +2z mityo €Y, z € Y+ und

||z]| = dist(zo,Y).

Mit Lemma [2.4.3] erhalten wir sofort auch den folgenden Satz.

Satz 2.4.1. Sei (X, (:,-)) ein Hilbertraum, Y C X ein abgeschlossener linearer

Unterraum. Dann gilt
X=Yov"

und jedes x € X hat eine eindeutige Zerlegung
z =zl + ™+, wobei ol e Y, et eY?t,
mat
ll]1? = [l!][? + [l
Insbesondere ist die Orthogonalprojektion wy : X — Y mit y (x) = zll stetig,

und XY ist isometrisch zu Y.

Bemerkung 2.4.3. Sei (X, (+,-)) ein Hilbertraum. Dann hat geméss Satz[Z4.1]
jeder abgeschlossene lineare Unterraum Y C X das topologische Komplement
vt

ZuY C X setze weiter
vt =xwHt oy (2.4.1)

Lemma 2.4.4. Sei (X, (-,-)) ein Hilbertraum. Dann gilt Y+ = span Y. Ins-
besondere ist Y1+ =Y fiir jeden abgeschlossenen linearen Unterraum Y C X.
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Beweis. Setze W := span Y. Nach Bemerkung 222 gilt W+ C Y+, mit (Z41)
und Lemma [2.4.2] also auch

Wi oyt 5 span Y = W.

Es geniigt daher zu zeigen, dass W++ C W. Andernfalls gibt es y € W+ \ W,
und nach Lemma 243) diirfen wir oBdA annehmen, dass y L W. Das heisst,
y € WHNW+t; also (y,y) = 0 im Widerspruch zur Wahl von . O

2.5 Produkte

Analog zu R™ kann man fiir Vektorrdume (X, || - [|:),1 < ¢ < n, den Produk-
traum X =[], X; definieren mit Elementen

z:(zla-'-azn)v z; € Xy (1§Z§7’L>

Wie in R™ kann man aus den Normen || - ||; der X; verschiedene Normen fiir X
ableiten, zum Beispiel fiir 1 < p < co die Norm

n 1/p
||z[lp,x == <Z IISCiIIf) :
i=1

oder die Norm
[[2]]oo,x = max[[as][;.

Diese sind wegen Beispiel 2.1.2] alle &quivalent, und die Projektionen
mi: Xdx=(x1,...,2n) > x; € X;

sind stetig, 1 <i < n. X ist vollsténdig, falls alle X; dies sind.



Kapitel 3

Prinzipien der
Funktionalanalysis

3.1 Gleichmaissige Beschrinktheit

Wie angekiindigt, liefert der Satz[[L4.3] von Baire im Kontext linearer Abbildun-
gen auch Information “im Grossen”. Seien X, Y normierte Raume.

Satz 3.1.1. (Banach-Steinhaus) Sei X wvollstindig, (Ax)xea in L(X,Y) punkt-
weise beschrdinkt, das heisst

sup ||Axz|ly < oo,Vx € X.
AEA

Dann folgt
sup || Ax|[z(x,v) < o0;
AEA

das heisst (Ax)xen ist gleichmdssig beschrinkt.
Beweis. Fiir A € A definiere die stetige Abbildung fy: X — R durch
(@) = ||Axz]ly,x € X.
Nach Annahme ist (f))rea punktweise beschriinkt.
Da X vollstindig ist, existiert nach Satz[L43] eine Kugel B = B, () C X mit

sup | fa(2)] < c0.
AEA,zEB

Es folgt fiir ||z||x < 1:

1
[ Axzlly = —[[Ax(zo +rz) — Ax(zo)lly

IN

1 1
Sl Ax(@o +r2)lly + —llAxzolly

1 1
= sup  |fa(2)| + = sup[[Anzolly =: M,
T XeA,zeB,.(z0) T XeA

IN

31
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gleichméssig in A € A und z € X mit ||z||x < 1; also
sup [|Ax]|zx,y) < M.
AEA
O

Anwendung 3.1.1. Sei X vollsténdig, (4;);en C L(X,Y) punktweise gegen
A: X — Y konvergent. Dann ist A linear und stetig mit

1Al oxy) < liminf f|A5]]zcxy) < oo

Beweis. Nach Satz BTl gilt sup;cy ||4;]|L(x,y) < oo. Wihle eine geeignete
Teilfolge A C N mit

1451l x.v) liminf || 4;lox,y) =: M < oo.

_>
(j—00,j€AN)

Diese Teilfolge konvergiert natiirlich ebenfalls punktweise gegen A. Offenbar ist
A linear, und es gilt

lally =l (l4ally < lim_ [14)]]0xn llallx = Mllellx

fir alle x € X. O

Die Vollsténdigkeit von X ist wichtig, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 3.1.1. Sei X = C°([0,1]),|| - |[x = || - ||z1, und definiere 4;: X — R
mit A; f szfll,l/j f(®)dt, j € N. Offenbar gilt
[A; fI < 3llfllr, 5 €N
also ist Aj: X — R stetig mit |[Aj]|(x,y) < J, 7 € N. Weiter gilt
Ve X: A;f — Af = f(l);
(j—00)

jedoch ist A: X — R unstetig. Wihle dazu f,,(¢t) = ™ mit ||fr—1]|zr = 1/n und
Afn = fa(l)=1,n€eN.

3.2 Der Satz von der offenen Abbildung

Seien X, Y normierte Rdume, A: X — Y linear.

Definition 3.2.1. A heisst offen, falls das Bild jeder offenen Menge U C X
offen ist in Y.

Satz 3.2.1. (Satz von der offenen Abbildung): Seien X,Y Banachriume, A €
L(X,Y). Dann gilt:

1) Ist A surjektiv, so ist A offen.
ii) Ist A bijektiv, so gilt A=1 € L(Y, X).
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Beweis. i) Wir fithren den Beweis in 3 Schritten.

Behauptung 1. 3r > 0: B2, (0;Y) C A(B1(0; X)).
Beweis. Da A surjektiv, folgt

Y = | J A(Bk(0; X)).
k=1

Da Y vollstindig ist, gibt es nach Satz [L3T1iii) ein ko mit

o

A(By, (0; X)) # 0,
und es gibt yo = A(xg) € Y,ro > 0 mit
By, (y0;Y) C A(Bp, (0; X)).
Sei lg > ||xo||x,lo € N. Dann folgt aus
Bry(yo;Y) = Ao + By, (0;Y)

mit der Linearitat von A

B,,(0:Y) C A(By, (0; X)) — Awo = A(By, (0; X) — o)
C A(Bro+1,(0; X)) = (ko + lo) A(B1(0; X)).

Wihle r» = m

Behauptung 2. B,.(0;Y) C A(B1(0; X)).

Beweis. Fixiere y € B,.(0;Y). Wir konstruieren iterativ eine Folge (zj)ren mit
Zzil [lzk|lx <1 und

ZA:ck%y (n — 00).

k=1

Da X vollstéindig ist, existiert = Y, ; 25 € B1(0; X), und mit der Stetigkeit
von A folgt

Az:iA:ck:y.

k=1
Beachte, dass nach Behauptung 1 gilt

Vs > 0: By (0;Y) C A(Bs)2(0; X)).

'
[[Azy —y[ly < 5

Setze y1 =y — Ax1 € B, /2(0;Y).

Seien fiir £ > 1 Punkte 1, ...,z sowie y1, ..., yi bereits bestimmt mit

llzi[x <27, yi =1 — Ay € By, (0;Y), 1 <1<k
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Wihle xp11 € By-x-1(0; X), so dass
Yk+1 = Yk — A.TkJrl S BQ—k—lT(O; Y)

Dann folgt > 727, ||zk||x < 1 und
y—ZA:Ek :yleAzk:...:yn%O (n — 00),
k=1 k=2

wie gewiinscht. O

Behauptung 3. A ist offen.

Beweis. Sei U C X offen, g € U, yg = Axg. Wihle s > 0 mit By(zo; X) C U.
Dann folgt mit Behauptung 2 sofort

Brs(yO; Y) =Y + Brs(o; Y) C AZEO + A(Bs(OaX))
= A(Bs(w0; X)) € A(U).

O

i) = ii) Falls A bijektiv und offen, so ist fiir jede offene Menge U C X das
Urbild (A=1)=}(U) = A(U) von U unter A~! offen, A=! also stetig. O

Beispiel 3.2.1. i) Sei X =Y mit Normen || - ||1,]| - ||2, und es gelte mit einer
Konstanten C' € R
|z[l2 < Cllal1, Vo € X. (3.2.1)

Ist X vollstindig sowohl beziiglich || - ||; als auch beziiglich || - ||2, so ist die
Abbildung A = id: (X, |[ - [l1) = (X,][| - [|2) offen, und die Normen || - [|; und
[| - ||2 sind &quivalent.

Beweis. Wegen [B.2.])) ist A stetig. Falls X vollstindig ist beziiglich || - ||; und
|| - |2, so folgt mit Satz BZ1] auch die Stetigkeit von A~!; das heisst, es gilt

llz|l < C'||z]|2,Vz € X. O
ii) Betrachte insbesondere X = (C°([0,1]) mit den Normen || - |1 = || - ||co,
[|-ll2=1|-||z:- Die Abbildung A = id ist stetig aber nicht offen; sonst wéren
die Normen || - ||go und || - ||z1 auf C°(]0, 1]) dquivalent.

Dieses Beispiel zeigt, dass die Vollstéindigkeit von Y in Satz B2 notig ist. Ana-
log sieht man ein, dass auch die Vollstédndigkeit von X im allgemeinen notwendig
ist. Betrachte dazu das Beispiel

iii) Sei X =Y =12,||-||]2 = ||*||;2, und definiere eine Norm ||-||; auf X, wie folgt:
Erweitere das System linear unabhéngiger Vektoren e; = (§;x)ken,t =1,2,3,. ..
zu einer Hamel-Basis (b,),er mit ||b,||;z = 1,Ve € I. Jedes € X hat genau eine

Darstellung
T = Z a,b,,
vel

wobei nur endlich viele «, # 0. Setze

2l = lau], Vo =D aub, € X.

el el
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Beachte, dass fiir = >, a,b, stets gilt
il <> Jau] bl = [J2]]1;
L

das heisst A = id: (X,||-|]1) = (X,]| - ||2) ist stetig. Jedoch gilt fiir z; =
1/ V1 VEO, ) = 23 e
—_———

k-mal
[lzellie =1, [laxll = VE, k€N;
also sind die Normen || - ||; und || - ||;z nicht #quivalent, A~! also nicht stetig
und damit A nicht offen, und der Raum (I,]| - ||1) ist nicht vollstéindig.

Beispiel 3.2.2. Sei (X, ]| - ||x) Banach-Raum, Y C X abgeschlossen, Y # X
m: X — X/Y die kanonische Projektion. 7 ist stetig und surjektiv, der Raum
(X/Y, || - [|x/y) vollstindig nach Satz 3.1l Nach Satz B2l ist 7w daher offen,
und die offenen Mengen in X/Y sind genau die Mengen {w(U); U C X offen}.

3.3 Der Satz vom abgeschlossenen Graphen

Seien X, Y normierte Vektorrdume, A: D(A) C X — Y linear, wobei D(A) C X
ein linearer Unterraum ist.

Betrachte den Graph von A, also den linearen Raum

F'hn={(z,Az); € D(A)} C X x Y.

Definition 3.3.1. A heisst abgeschlossen, falls I' 4 abgeschlossen ist in X XY .

Dabei versehen wir X XY in tblicher Weise mit einer Norm, zum Beispiel mit
der Norm
Iz, )l xxy = llzllx +|lylly, Vo € X,y €Y.

Beispiel 3.3.1. Falls A € L(X,Y) mit D(A) = X, so ist A abgeschlossen.
Beweis. Betrachte eine Folge ((zk, yx))ken in I'4 mit
xp = x, yp = Az =y (k= 00).

Da A stetig ist, folgt y = limg_,oo Az = Ax; das heisst, (z,y) € T4. Also ist
I" 4 abgeschlossen, und damit A. O

Falls X und Y vollstéindig sind, so ist fiir lineare Abbildungen A: X — Y die
Stetigkeit sogar dquivalent zur Abgeschlossenheit.

Satz 3.3.1. (Satz vom abgeschlossenen Graphen) Seien X,Y Banach-Rdume,
A: X =Y linear. Dann sind dquivalent:

i) Ae L(X,Y);

ii) A ist abgeschlossen.
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Beweis. i) = ii) siehe Beispiel B3]

ii) = i) Betrachte I'4, versehen mit der von der Norm || - ||xxy auf X x Y
induzierten Norm. Falls X, Y vollstédndig sind, so gilt dies auch fiir X x Y. Ist
daher I"4 abgeschlossen in X x Y, so ist (I'a, || - ||xxy) ein Banach-Raum.

Die Projektionen
mx: a3 (x,Az) »x € X, my:Ta > (z,Ax) —» Az €Y

sind stetig, mx: I'4 — X zudem surjektiv und injektiv. Nach dem Satz B.2.1]
von der offenen Abbildung folgt 71')_(1 € L(X,T4), und wir erhalten

A=rnyony' € L(X,Y)
mit Satz 223 O

Bemerkung 3.3.1. Satz B3] vereinfacht den Nachweis der Stetigkeit einer
linearen Abbildung A: X — Y erheblich. Statt der zwei Bedingungen

A
o zé{ xp =y (k= 00)
(k—o0) y= Az

geniigt es fiir Banach-Réume X und Y, die eine Bedingung zu priifen

xp — x, Az =y (k— 00) = Az = y.

Beispiel 3.3.2. (Hellinger-Toplitz) Sei (H, (-,-)m) ein Hilbert-Raum, und sei
A: H — H linear und symmetrisch; das heisst,

Va,y € H: (Ax,y)g = (x, Ay) .

Dann ist A stetig.
Beweis. Wir zeigen, I'4 ist abgeschlossen. Betrachte ((xy,yx))reny in H x H
mit

xp — x, yp = Az =y (K — 00).

Es folgt fiir alle z € H

(v, 2)n (Yk,2)m = (Azg, 2)p = (2, Az)yg — (2, A2)g = (Az, 2)u;
(k—o00) (k—o0)

das heisst,
Vze H: (Az —y,2)g = 0.

Bei Wahl von z = Ax — y folgt Az = y; das heisst, I'4 ist abgeschlossen. O

Der Graph I'4 kann auch abgeschlossen sein, wenn D(A) ein echter Teilraum
von X und der Operator A unbeschrinkt ist.

Beispiel 3.3.3. Sei X = C°([0,1]), versehen mit der Supremumsnorm, 4 = 2

mit D(A) = C1((0,1]) € X. ”

Behauptung 1. A: D(A) C X — X ist nicht stetig.
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Beweis. Betrachte (f,)nen in C1([0,1]) mit f,(t) =", Af, = nfn_1, und
Ifnllco = 1, [|Afnllco = nllfa-illco = n, n € N;

also

sup [|Af]lco = oo.
FED(A)|Ifllco<1

Behauptung 2. A ist abgeschlossen.
Beweis. Falls fiir Folgen (f,)nen, (gn)nen in C°([0,1]) gilt

c® dfn c©
fn%fvgn:ﬂﬁg(n%oo)a

so folgt mit einem elementaren Satz der Analysis f € C1([0,1]), g = % = Af;
das heisst, I' 4 ist abgeschlossen. O

Im Satz B2ZT1ii) von der offenen Abbildung kénnen wir nun die Annahme der
Stetigkeit von A durch die Annahme der Abgeschlossenheit ersetzen und diesen
Satz auf unbeschriankte Operatoren erweitern.

Satz 3.3.2. (Satz von der stetigen Inversen) Seien X,Y Banach-Riume, und
sei A: D(A) C X — Y linear, abgeschlossen, injektiv und surjektiv. Dann gibt
es ein B=A"! € L(Y, X) mit AB =id),,, BA=id|,, -

Beweis. Analog zum Beweis von Satz B3.1] ist jetzt die stetige Projektion
7y : T4 — Y bijektiv, und 73" € L(Y,T4); also B := nx oy, € L(Y, X), und
B=A"1'Y — D(A). O

Beispiel 3.3.4. Fiir den Operator A aus Beispiel B.3.3 wihle als neuen Defini-
tionsbereich

D(A) = Cy([0,1]) = {f € C*([0,1]); f(0) = 0}.

Dann ist A = 4: D(A) c C°([0,1]) — C°([0,1]) surjektiv und injektiv mit der
stetigen Inversen

B: f— F(t) :/0 f(s)ds.

3.4 Abschliessbare Operatoren

Seien X,Y normierte Vektorrdume, I' C X X Y ein linearer Unterraum.
Definition 3.4.1. T heisst ein linearer Graph , falls gilt

(z,y1) €T, (2,y2) €T = y1 = ya,
oder, dazu dquivalent, falls gilt

(0,y) eT=y=0.
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Bemerkung 3.4.1. Falls A: D(A) C X — Y linear, so ist 'y offenbar ein
linearer Graph.

Umgekehrt induziert ein linearer Graph I' C X XY genau eine lineare Abbildung
A: D(A) C X - Y mit I = T4, gegeben durch

D(A) = nx(I), Az = my(({z} x Y)NT), = € D(A).

Seien A: D(A) ¢ X — Y, B: D(B) C X — Y linear mit Graphen I'y,I'p C
X xY.

Definition 3.4.2. B heisst Erweiterung von A, B D A, fallsT'sy C I'g, oder
— dazu dquivalent — falls

D(A) € D(B) und By, ,, = A.

Definition 3.4.3. A heisst abschliessbar, falls T 4 ein linearer Graph ist. Der
zugehorige Operator A D A mit 'y =T'4 D I's heisst Abschluss von A.

Bemerkung 3.4.2. i) Falls A abschliessbar ist, so ist A die kleinste abgeschlos-
sene Erweiterung (im Sinne der Inklusion der Graphen) von A.

ii) Es gilt D(A) € D(A) C D(A), genauer

D(A) ={r € X; Iar)ren C D(A), y € Y: (a1, Axp) — (7,9)}

Im Allgemeinen gilt D(A) # D(A). So sind die Operatoren in Beispiel B33 oder
in Beispiel B.4.3 spéter in diesem Abschnitt abgeschlossen mit dichtem Defini-
tionsbereich, dieser ist jedoch jeweils ein strikter Unterraum des Grundraumes.

Satz 3.4.1. A ist abschliessbar genau dann, wenn fir ((xg,yx))reny C La gilt:

(o

- 0 A = A — =y =0.

Beweis. A ist abschliessbar genau dann, WGDDL_A ein linearer Graph ist und
dies ist genau dann der Fall, wenn gilt: (0,y) € T4 = y = 0. O

Beispiel 3.4.1. Sei A: D(A) C X — Y linear und stetig. Dann ist A ab-
schliessbar.

(k—_>><>o)

Beweis. Sei (zy, Az, = yi) € ' mit x, 0. Da A stetig, folgt

Ax
ldzlly < sup ATl
ozzeD(A) |Tlx

[le|lx <1

lzxl|x =0 (k= o0),

also Az, — 0 (k — 00). O

Nicht jeder Operator ist abschliessbar.
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Beispiel 3.4.2. Sei X = L?(R), Y =R, A die Abbildung

A: D(A) = {f € L*(R); supp(f) CCR} > [+ /jo f(¢)de.

(Dabei bezeichnet supp(f) = {x € R; f(x) # 0} den “Triger” von f. Weiter
schreiben wir A CC R, falls A C R und A beschriinkt.)

Fiir die Folge fi = %X[O,k] € D(A), k e N, gilt

fellze = % S0 (ks oo

andererseits gilt jedoch
Vk e N: Afy, =1.

Also ist A nicht abschliessbar nach Satz B.4.11

Die wichtigste Klasse abschliessbarer Operatoren sind lineare Differentialopera-
toren. Sei Q C R™ offen und beschréinkt, LP(Q) = LP(Q, ), 1 < p < oo, wobei
u = L™ das Lebesguesche Mass bezeichnet.

Beispiel 3.4.3. A: C°(Q) C L?(Q2) — L*(Q) ist abschliessbar.

Beweis. Sei ((uk, fx))ken eine Folge in Ta C L?(Q) x L*(Q) mit

Dann gilt fir alle ¢ € C°(Q), alle k& € N nach partieller Integration die Glei-

chung
/fkgodx:/Aukgodx:/ukAtpdx.
Q Q Q

Nach Grenziibergang k — oo folgt

Yo € C(2): fpdx =0.

Q

Da der Raum C2°(2) dicht liegt in L?(Q), folgt f = 0; also ist A abschliessbar
nach Satz 3471 O
Allgemein betrachten wir fiir 1 < p < oo Operatoren

A: CX(Q) C LP(Q) — LP(Q),
auf einem Gebiet 2 C R™, wobei

Au= " an(x)Du, u € CZ(Q),

la|<N
mit Multi-Indices a = (a1, ..., a,) € Nj vom Gewicht |of = 37 | «;, und mit

« « « a .
D :Dll...Dn",Dj:a—xj,lgjgn.

Die I_(oefﬁzientenfunktionen ao selen der Einfachheit halber von der Klasse
CN (Q) vorausgesetzt.
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Satz 3.4.2. Seil < p < oco. Dann ist der oben definierte Operator
A: C(Q) C LP(Q) — LP(Q)

abschliessbar.

Beweis. Wir argumentieren wie in Beispiel B 43l Sei (ug)reny C C°(Q) mit
up — 0in LP(Q), fr := Aup, — f in LP(Q) fir k — oo, und sei p € CX(N).
Nach partieller Integration erhalten wir

/fkgodx:/Aukgodx: Z /aa(x)Do‘ukapdac
Q Q Q

lal<N

= Z (—1)|“|/ukDo‘(aa(x)g0)dx.

la|<N @

Nach Grenziibergang k£ — oo folgt
Vo € CF(0): fpdx=0.
Q

Der folgende Satz ergibt f = 0; das heisst, A ist abschliessbar. O

Satz 3.4.3. (“Fundamentallemma der Variationsrechnung”) Sei 2 C R™ offen,
feLl (Q). Falls gilt

loc
Vo € C°(0): / feodx =0,
Q
so ist f =0 p-fast tiberall.
Bemerkung 3.4.3. Die Annahme f € L] () ist zum Beispiel erfiillt, falls
f € Lr(Q) fiir ein p € [1,00].
Beweis von Satz[3.4.3 Sei zy € Q Lebesgue-Punkt von f mit

1

und sei 7 > 0 mit B, (o) C Q. Wihle ¢ € C°(B,(0)) mit [, (o) P dx =1, und
setze
pr(x) = k"p(k(z — x0)) € CZ(Byyr(w0)) € CZ(Q), k€N,

mit [, ¢x do =1 fiir jedes k € N. Es folgt

| [ 0@ -t < o [ e Sl o
und
0= Q fopw do = /Q(f(:c) ~ J(@o))or(@) dw + f(o) (kjoo) J(@o).

Da z( beliebig gewiahlt war, folgt die Behauptung. O
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Im Falle der oben genannten Differentialoperatoren méchte man A und D(A)
gerne explizit bestimmen. Diese Frage filhrt auf die sogenannten Sobolev-
Réume. Im Falle des Beispiels B.43 etwa ist D(A) C L?(€) der Raum

H*NH}(Q) = {u € L*(Q); Y]a| < 2: D € L*(), u =0 auf 9Q};

vergleiche Funktionalanalysis II.
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Kapitel 4

Der Satz von Hahn-Banach,
Konvexitit

4.1 Der Satz von Hahn-Banach

Sei X ein R-Vektorraum. (Siehe Satz T2 fiir den komplexen Fall.)

Definition 4.1.1. FEin p: X — R heisst sublinear, falls gilt
i) plax) = ap(z), Yz € X,a > 0.

i) p(z +y) < p(x) +p(y), Yo,y € X.

Beispiel 4.1.1. Jede Norm auf X ist sublinear.

Satz 4.1.1. (Hahn-Banach): Sei M ein linearer Teilraum von X, p: X — R
sublinear, f: M — R linear mit

f(z) < p(x), Ve € M. (4.1.1)
Dann existiert eine lineare Abbildung F': X — R mit F|,, = f und

F(z) < p(z), Vo € X. (4.1.2)

Beweis. i) OBdA sei M # X; sonst wihle F' = f. Wihle z; ¢ M und setze
My ={x+tey; x € M, t € R}.

Beachte, dass fiir z,y € M wegen Linearitdt von f und Sublinearitéit von p stets
gilt
f@)+ fy) = fle+y) <plz+y) <ple—z1) +plar +y),
also auch
Va,y € M: f(x) — p(x — x1) < p(y + 1) — f(y). (4.1.3)

43



44 KAPITEL 4. DER SATZ VON HAHN-BANACH, KONVEXITAT

Es folgt

a:=%50@0—p@—wﬂ)<ax

und
Vee M: f(z) —a<plz—1x1).

Nach Ubergang zum Supremum beziiglich 2 € M liefert (ZI13)) zudem
Yy e M: f(y)+a < p(y+z1).
Definiere f1: M7 — R durch
filx +tx1) = f(z) + ta, x € M, t €R.
Dann ist fi: My — R linear, fi5 = f, und es gilt
Vee M: filzrtz) = f(z) £ a <plx L) (4.1.4)

Nach Multiplikation von ([EIL4) mit ¢ > 0 und mit ¢!z anstelle von x erhalten
wir
Vee M, t>0: fi(xr £txy) = f(x) £ta < p(a £ tz1),

also die Bedingung (@I11]) auf dem Raum M;.

ii) Mit transfiniter Induktion kénnen wir uns nun eine lineare Fortsetzung ¢
von f auf einem maximalen linearen Unterraum N von X verschaffen. Wir
benutzen dazu das Zornsche Lemma. (Dies ist ein zum Auswahlaxiom oder zum
Wohlordnungssatz dquivalentes Axiom; vergleiche Analysis 1.)

Zornsches Lemma: Sei (P, <) nicht leer, partiell geordnet, und jede linear
geordnete Teilmenge von P besitze eine obere Schranke. Dann besitzt P ein
maximales FElement.

Setze
P ={(N,g9); N C X linear, M C N, g: N — R linear, g|,, = f, g <pauf N}
und fiir (N, g),(L,h) € P setze

(N,g) <(L,h) < N CL,h, =g.

Offenbar ist (P, <) partiell geordnet, (M, f) € P, also P # 0. Sei ((N,,q.)).er
linear geordnet. Setze
N=JN

el
und fiir z € N setze
g(x) = g,(x), falls x € N,.

Dann ist N ein linearer Unterraum von X, und ¢ ist wohldefiniert und linear
mit g(xz) < p(x) fiir alle x € N. Sei ndmlich x € N, N N, mit N, C N, fiir
¢,k € I; dann gilt g, = g., also 9.(z) = gx(x). Weiter gilt fiir x € N,, y € N,
mit N, C N, auch z,y € N, und daher

9@ +y) = gu(x+y) = gx(2) + 9x(v) = 9(x) + 9(y).
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Schliesslich ist (N, g) obere Schranke fiir ((N,, g,)).c1, da fiir jedes ¢ € I gilt
N, C N und 9in, = Gu-

Das Zornsche Lemma liefert nun ein (beziiglich <) maximales (N, g) € P, wie
gewiinscht.

Es gilt N = X, sonst liefert i) ein (N1,91) € P mit (N,9) < (Ni,01) im
Widerspruch zur Maximalitét von (N, g). Setze F' = g. O

Sei nun X ein C-Vektorraum.

Definition 4.1.2. p: X — R heisst C-sublinear, falls gilt
i) plax) = |a|p(z), Yz € X,a € C,

i) p(z +y) < p(z) +py), Yo,y € X.

Bemerkung 4.1.1. Jedes C-sublineare p ist auch R-sublinear. Aus i), ii) folgt
im komplexen Fall zusétzlich die Bedingung

iii) p(z) > 0, Vo € X.
Beweis. Fiir x € X schiitze ab
0 =p(0) = p(z — z) < p(x) + p(—x) = 2p(x).
O

Satz 4.1.2. Ser X ein C - Vektorraum, M C X ein C-linearer Unterraum,
f: M — C eine C-lineare Abbildung mit

Ve e M: |f(z)| < p(x), (4.1.5)

fiir ein C-sublineares p. Dann gibt es eine C-lineare Fortsetzung F': X — C mit
F,, = [ und
|F(2)| < pl(a), Vo € X.

Beweis. Betrachte fi = Re f: M — R. Beachte, f; ist R-linear und erfiillt
EIE). Weiter gilt fiir € M mit f = f1 + i fa:

fliz) = fr(iz) +ifz(iz) = if(z) = — f2(z) +if1(2);
also
Ve e M: fo(x) = — f1(ix).

Sei F1: X — R die R-lineare Fortsetzung von f; geméss SatzETTImit Fy|,, = fi
und

Vo € X: Fi(z) < p(x). (4.1.6)

Setze
F(.’L‘) = Fl(,CE) — ’LFl(ZZE), z e X.

F ist R-linear und wegen F'(ix) = iF'(x) auch C-linear mit F|, = f.
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Schliesslich zeigen wir, dass F auch ([EL5) erfiillt. Sei z € X. Wihle o = ¢ € C
mit
|F(z)| = aF(x) = Flaz) = Fy(ax).

Dann folgt aus (£.I1.6) und Definition
[F(z)] = Fi(ax) < plax) = |alp(z) = p(z),
wie gewiinscht. O

Im folgenden betrachten wir der Einfachheit halber, falls nicht anders vermerkt,
stets den reellen Fall.

Satz 1.1 gestattet es insbesondere, stetige lineare Abbildungen auf einem Un-
terraum M eines normierten Raumes (X, || - ||x) auf ganz X zu erweitern, mit
derselben Abbildungsnorm.

Satz 4.1.3. (Dominierte Fortsetzung) Sei (X,|| - ||x) ein normierter Vektor-
raum, M C X ein linearer Unterraum, f: M — R linear und stetig.

Dann gibt es F' € L(X;R) mit F|,, = f und

I1Flzxsry = I flLarry = sup |f ()]
z€M; ||z||x <1

Beweis. Definiere p: X — R durch

p(@) = [lzflx - |[fllLrm)-
p ist sublinear, f < p auf M. Die Behauptung folgt aus Satz [£1.1} O

4.2 Dualraum

Sei (X,]|| - ||x) ein normierter Vektorraum.
Definition 4.2.1. X* := L(X;R) heisst Dualraum von X.
Notation: Fiir z* € X*, x € X schreiben wir

¥ (x) = (¥, z) = (", 2) x+xx-

Beachte, dass gemiss Beispiel 2.I.1] der Raum X* stets ein Banachraum ist,
unabhéngig davon, ob dies fiir X gilt.

Wie “reichhaltig” ist X*7

Satz 4.2.1. Zu jedem x € X gibt es z* € X* mit

(@, @) xxx = ||zll% = [l="[[%--

Beweis. Betrachte M = span{z}. Setze f(tx) = t||z||% mit f € L(M;R),

IAlleaemy = sup |f(tx)] = [l]|x.
[ltz]|x <1
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Setze f gemiss Satz I3l fort zu z* € L(X;R). Offenbar gilt

l2*[lx = [[fllearr) = llzllx, (@ 2)xxx = f2) = llllk

Insbesondere erhalten wir die duale Charakterisierung der Norm.
Satz 4.2.2. Es gilt

i) Vo € X [|7]|x = SuPgrexe, ||uv|| <1 (2" D)5

it) Vo* € X*: [|z%]|x+ = suPgex ||| <1 [(€", ).

Das Supremum in i) wird stets sogar angenommen.

Beweis. i) OBdA sei x # 0; weiter diirfen wir wegen Homogenitét annehmen,
dass ||z||x = 1. Die Ungleichung [(z*,z)| < ||z||x = 1 fiir alle z* € X* mit
[lz*||x+ < 1 folgt unmittelbar aus der Definition der Norm in X*. W#hlen wir
weiter x* € X* gemiss Satz L2.1] erhalten wir |(z*,z)| = 1 und damit die
Behauptung.

ii) Dies ist die Definition der Norm in X*. (|
Weiter kann man verschiedene Punkte z # y in X durch ein [l € X* “trennen”.
Satz 4.2.3. Seien z;y € X, © # y. Dann gibt es 1 € X* mit l(x) # I(y).
Beweis. Wihle [ gemiss Satz 2.1 zum Vektor y — z € X mit

l(z—y) =1(z) = l(y) = ||z — yllXx > 0.

Man kann sogar Punkte von (abgeschlossenen) Unterrdumen trennen.

Satz 4.2.4. Sei M C X ein abgeschlossener linearer Unterraum, M # X, und
sei kg ¢ M mit
d = dist(zo, M) = inf ||zg —z||x > 0.
zeEM

Dann gibt es | € X* mit l,, =0 und

Beweis. Setze
My = {x + taxo; z € M, t € R},

und definiere die lineare Abbildung f: My — R durch
f(z+tag) = td.
Dann gilt: f},, =0, f(zo) = d.

Behauptung. ||f||L(MO7]R) =1.
Beweis. Fir y =z + txg € My mit ¢t # 0 gilt

—T
If@)l = [tld < 1t llzo — (—)llx = lltzo + 2flx = [lyllx;
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also ||f||L(M0;]R) <1.
Umgekehrt wihle zu € > 0 ein x = z. € M mit

d<|lzg —z||x <d+e.

Es folgt fiir y = 29 —x € M

d

=d> — : 4.2.1
Fly)=d = llyllx; (4.2.1)

das heisst

/(W) d
loone = sup 20>
Iz aromy o£yeM lyllx — d+e

Mit € — 0 folgt die Behauptung. |
Wihle | = F, die Fortsetzung von f geméss Satz O

Bemerkung 4.2.1. Aus ([A21) folgt sogar fiir jedes f € X* mit fj,, = 0
und |f(zo)| > d die Abschitzung ||f||x+ > 1. Somit erfiillt das in Satz [£.2.4]
konstruierte | die Bedingung

d = dist(xg, M) =1l(xg) = sup |f(zo)|;
1= <1

das heisst, das Supremum wird fiir f = [ angenommen.

Sei A C X.
Definition 4.2.2. Der Annihilator von A ist die Menge

At ={feX* fi, =0}

Bemerkung 4.2.2. Offenbar gilt A+ = span(A)*, wobei span(A) die lineare
Hiille von A ist.

Satz 4.2.5. Sei M C X ein linearer Unterraum, xg € X. Dann sind dquivalent
7,) To € M;
i) Vf € M*: f(zg) = 0.

Beweis. i) = ii) Sei f € M+, 29 = limg_, 00 2 mit 2, € M, k € N. Es folgt
f(xo) = limp o0 f(x1) = 0.

ii) = 1) Seizg ¢ M. Wihle ! € X* gemiiss SatzE2 A mit I(xq) = dist(xo, M) > 0
und /| =0, also f € M+, O

Beispiel 4.2.1. Insbesondere gilt fiir jeden linearen Unterraum M C X:

M =X < M+ ={0}.
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Beweis. “=": Falls M = X, so verschwindet gemiiss Satz 2.5 jedes f € M+
an jeder Stelle 2o € X; also M+ = {0}.

“«<=”: Falls Mi = {0}, so gilt gemiss Satz die Aussage xo € M fiir jedes
xg € X; also M = X. [l

Bemerkung 4.2.3. Zu L C X* sei

‘L={zxeX;VieL:l(z)=0}.

Dann gilt geméss Satz 20 fiir jeden linearen Unterraum M C X die Beziehung

)

vergleiche Lemma 2.4.4]

In den folgenden beiden Abschnitten untersuchen wir den Dualraum eines nor-
mierten Raumes und dessen Trennungseigenschaften genauer.

4.3 Dualitat im Hilbertraum

Sei (H, (,-)m) ein Hilbertraum (iiber R). Fiir y € H sei j, € H* die Abbildung
Jy(@) = (y,@)m, v € H.
Auf diese Weise ist eine Abbildung
J:H>yw—j,€ H"
erklart.

Satz 4.3.1. J ist eine lineare Isometrie.

Beweis. Offenbar ist J linear. Weiter gilt fiir y € H mit Cauchy-Schwarz

iyl = sup  |jy(@)[ = sup  [(y,2)u| < |lylla-
zeH, ||z||lp<1 z€H, ||z||p<1
Durch Einsetzen von = = H;"‘H erhilt man sogar die Gleichheit der Norm. O

Tatséchlich ist J sogar ein Isomorphismus, insbesondere surjektiv.

Satz 4.3.2. (Rieszscher Darstellungssatz) Zu jedem | € H* gibt es genau ein
y € H mit
Ve e H: l(z) = (y,2)g = jy(x).

Beweis. OBdA sei [ # 0; wegen Homogenitéit diirfen wir weiter annehmen,
dass ||I||g+ = 1. Nach Satz [£2.2lii) gibt es (yx)ren in H mit

yrlle =1, Wyk) = [ll|a- =1 (k — o0).

Behauptung 1. (yi)ken ist Cauchy-Folge.
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Beweis. Benutze die Parallelogramm-Identitét
. 2 2 _ 2 2
Vo,y € H: |z +ylly + |z =yl = 201l + [yllw)-

Mit x = yi/2, y = yi/2 folgt

Yk + Y Yk — Yi
Vi1 e N S = B (43.)
Mit Fehler o(1) — 0 (k,I — o) gilt somit
1 Yk T Ui Yk + Ul
L+ o(1) = 5 (Uye) + L)) = U(F5=) < Wil 175
Ye — Y1
=4/1- HTH%’;

also

limsup ||yx — yil|z = 0,

k,l—o00
wie gewiinscht. O

Da H vollstindig, existiert y = limg_ oo yx € H, und ||y||g = 1.

Behauptung 2. [ = j,.
Beweis. Wegen Stetigkeit von [ gilt
U(y) = Jim 1) = Wl = 1= yllf = 5y (v): (432)
Sei
X =yt ={zeH; (y,2)g =0},
und sei € X mit ||z||g = 1. Fiir € € R gilt dann
ly +exllf = llylli; + 2e(y, ) + ||zl = 1+ €%,

und die Vektoren
Yy +ex

Ye = /—1+52

haben die Norm ||y:||g =1, € € R.

Da fiir alle € € R gilt
l(y) <1 =1(y) = Uyo),

folgt
d d 1
0=—|._oly:) = d—gjszoﬁ(z(y) +el(@)) = U(x),;
das heisst,

Da H = span{y} + X nach Satz 24Tl folgt mit (@32) die Behauptung. O
Offenbar ist y eindeutig bestimmt. Falls ndmlich | = j, = j., so folgt aus der

Gleichheit (y,2)g = (z,z)g fir alle x € H bei Wahl von z = y — z, dass
Y =2z. O
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Mittels J koénnen wir daher den Dualraum H™* von H mit H “identifizieren”.

Bemerkung 4.3.1. Bedingung (@31]) besagt, dass die 1-Kugel in H gleich-
maiissig strikt konvex ist.

Eine wichtige Anwendung von Satz liefert der folgende Satz.
Satz 4.3.3. (Laz-Milgram) Sei a: H x H — R bilinear und stetig mit
Vo,y € H: |a(z,y)| < Allz||allyl|a-
Mit einer Konstanten X\ > 0 gelte weiter
Vo € H: a(z,z) > N|z||%.
Dann gibt es eine stetige Bijektion A € L(H) mit
Ve,y € H: a(z,y) = (Az,y)m,

und es gilt
ANy < A IA™ @y < A7

Bemerkung 4.3.2. Die Bilinearform a muss nicht symmetrisch sein.
Bewets. Fiir alle x € H ist
loty = a(z,y)

linear und

Mol = sup  fa(z,y)| < Allz||a < oo
yeH, ||y|lx<1

Nach Satz existiert Az := J !, € H mit
Yy € H: a(z,y) =1l.(y) = (Az,y)m.
Offenbar ist A linear und wegen
[Az[|z = [|la]|a- < All||a

gilt A€ L(H), [|AllLm) < A

Behauptung 1. A ist injektiv mit ||Az||g > A||z||g, € H.
Beweis. Fiir x € H gilt
(Az,z) g = a(z,z) > N|z|%.
Mit
(Az,2)n < ||Az||u|=||n

folgt
| Az|[m = Alla||a;

insbesondere erhalten wir Ax # 0, falls x # 0. O
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Behauptung 2. im(A) = A(H) ist abgeschlossen.
Beweis. Sei (zy)ren eine Folge in H mit
Az, =y (K — o).
Mit Behauptung 1 folgt
|z — x| | < M| A(zy — 20)||g = XY Azg — Azl — 0 (k1 — 00).
Sei x = limg_oo k. Da A € L(H), erhalten wir

Az = lim Axg = v;

k—o0

das heisst, im(A) ist abgeschlossen. O

Behauptung 3. A ist surjektiv.

Beweis. Sei widerspruchsweise M := im(A) # H. Wihle xo € H\ M, € H*
geméiss Satz [£.2.4] mit

I(xo) = dist(xo, M) >0, [},, = 0.
Sei y = J~ 1 # 0. Da Ay € M, folgt mit
0 < Nyl < aly,y) = (Ay.y)u = 1(Ay) =0
der gewiinschte Widerspruch. O

Somit ist A bijektiv, und nach Satz B.2lii) (Satz von der offenen Abbildung)
gilt A=1 € L(H).

Zur Abschitzung der Norm sei z € H. Setze z = A~lz. Mit Behauptung 1
erhalten wir

1A™ 2]l = [lellm < A7H| Azl = X H]al| -
Da z € H beliebig gewahlt war, folgt
A Ly < A7
wie gewiinscht. |

Korollar 4.3.1. Sei a: H x H — R wie in Satz[{.3.3, und seil € H*. Dann
gibt es genau ein x € H mit

Vy € H: a(z,y) = U(y),

und
|z < A7HE |-

Beweis. Setze x = A~'J 71, mit A wie in Satz £33l Es gilt

Vy € H: a(z,y) = (A'rvy>H = (J_llvy)H = l(y>a
und
lzlla < [ A Ll < A7 a-
nach Satz [£.3.2] und Satz [£.3.3] O
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4.4 Der Dualraum von LP(Q),1 <p < oo

Sei 2 C R™ offen, 1 < p < oo, LP(Q) = LP(Q, p) fiir ein Radonmass p auf R™, ¢
der zu p konjugierte Exponent 1 < g < co mit 1—1) + % = 1. Wir formulieren den
Hauptsatz dieses Abschnittes.

Satz 4.4.1. LP(Q)* ist isometrisch isomorph zu LI().

Zum Beweis konstruieren wir eine lineare Isometrie J: LI(Q2) — LP(Q)* und
zeigen anschliessend mit Hilfe der gleichméssigen Konvexitit der Norm in LP(2)
analog zu unserem Vorgehen im Beweis von Satz [4.3.2] deren Surjektivitét.

Fir g € LY(Q) sei [, € LP(Q)* die lineare Abbildung

LP(Q)) 9f»—>/Qfgd,u€R.

Stetigkeit von [, folgt aus der Holderschen Ungleichung

’/Qfgdu’ <|[fllre - lgllLa- (4.4.1)

Lemma 4.4.1. J: LI(Q) 5 g — I, € LP(Q)* ist eine lineare Isometrie.

Beweis. Offenbar ist J linear. Weiter folgt aus (4] die Abschéitzung

[gllLr(@)- = sup
1L <1

/ fgdu\ < llgllze(oy:

das heisst, J ist stetig mit

L pagoyze0)) < 1.

i) Sei 1 < p < oo. In diesem Fall ist ¢ < oo, und es gilt p = L Zu g € L1(Q)
wihle f = g|g|> € LP(Q) als Vergleichsfunktion mit ||f||LP(Q) = ||g||Lq(Q
Dies ergibt

lg( I*/ 191" dp = 1lgl1Ta < [llgll Lo 1f1lze = gl o= [1gllEas

das heisst
WgllLr > llgllLas

also
[gllLrs = llgllLa-

ii) Betrachte nun p = 1, ¢ = 0o0. Sei g € L>(Q). Zu € > 0 sei « € ) Lebesgue-
punkt von g mit

lg(x)] = lim

> — €.
lim > [lgllz~ — <

1
(B, (@) /Bm)gd“
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Wiéhle r > 0 mit r < dist(x, 0Q) und

o= > |lgllLe — 2e.

1
(B, (@) /BT@) g o

Setze f = ;L(Bi(z))XBT(Z) € L1(Q). Beachte

1 flle: =1, |lg(f)] = a>||g]|lL= — 2.

Es folgt
gl = llgllze — 2e.

Nach Grenziibergang € — 0 erhalten wir
gl = lgllz=
und damit
gl = llgllz=,
wie gewiinscht. |

Lemma 4.4.2. J ist surjektiv.

Beweis. i) Betrachte zunéchst den Fall 1 < p < co. Sei I € LP(Q)*. Wéhle eine
“Maximalfolge” (fx)ren mit || fx||r» = 1 und

[(fe) = [lUlge= (k= o00).

OBdA diirfen wir annehmen ||I||,+ = 1.

Behauptung 1. (fi)ken ist Cauchy-Folge.

Beweis. Die Behauptung ergibt sich genau gleich wie Behauptung 1 im Beweis
von Satz aus dem folgenden Satz iiber die gleichméssige Konvexitét
von LP(2). (Einen Beweis findet man zum Beispiel in Adams: Sobolev spaces,
2.29 Corollary.) O

Satz 4.4.2. Sei 1 < p < oo, und seien u,v € LP(Q), mit ||ul|lrr = ||V||ler =1
und e: = ||lu—v||Lr > 0.

1) Falls 2 < p < o0, so gilt

U+ v eP\ /P
»p < [1—— ;
1520 < (1- 5)

ii) Falls 1 < p <2, so gilt mit ¢ = L5

p—

1/q
u+v 4
150 < (1-5)

Da LP(R2) vollstindig ist, existiert

f=lim fp € LP(Q),
k—o0
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und es gilt
||f||L’) = 1) l(f) = ||l||Lp* =1.

Setze g = f|f|"~* € LU(Q) mit ||g||za = 1.

Behauptung 2. [ =1,.
Beweis. Fiir ¢ € LP(Q)), |e| < 1 sei

frep
T ERTEEE » = 1.
fe ||f+580||LP ||fs||L
Da I(f.) fiir € = 0 maximal, folgt
d d
0= —| _ollfe) = 1(e) = 1) |y If + elle,
wobei
d 1d
£‘6:0||f+€90||l/p = 1‘)%‘8:0/Q|f+550|p du
1 d _
= ‘/ oo 1f +e0l” du:/sﬁflfl” ? du:/wgdu;
P Ja de Q Q
das heisst,

Vi € LP(Q): l(p) = U(Hly(p) = ly(p)-
O
ii) Sei nun p = 1. Zur Vereinfachung nehmen wir an g = £™ und p(2) < co. Sei

1 € LY(Q)*. Da u(Q) < oo, liefert die Holdersche Ungleichung fiir alle s > 1 die
topologische Einbettung is: L*(Q) — L1(Q) mit
1

[is|lLns oy < (n(92)) oy b

also auch | =l o iz € L*(Q)* mit

limsup [|I|[ s @)« < [[l|[L1 (o)
s—1

Nach i) besitzt [ als Element von L*()* eine Darstellung | = I, mit g = g, €
L7 (Q), wobei  + 1 = 1; insbesondere gilt

() =g, () :/Q‘Pgr dp, Vo € C5°(9).
Es folgt fiir 1 < s < s’ und zugehoérige 1 <1’ <r < oo

Vo € C(Q): /Qsagrd;t:l(w):/gsﬁgw du,

insbesondere

Vo € C°(Q): /g(gr =g )pdp =0.
)

Mit Satz [3.4.3] erhalten wir g, = g» =: g € ) L™(£2) mit

<00

lgller = llgrller = [llg, L= = (1]
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fiir alle s > 1 und zugehorige r, wobei % + % =1. Mit s | 1 folgt r T oo und

limsup ||g||z- = lmsup [[I|[g.+ < (|||
T—00 s—1

das heisst, g € L>(Q), und | = . O

Bemerkung 4.4.1. Alternativ kann man Lemma 4.2 mit Hilfe des Satzes
von Radon-Nikodym beweisen.

Bemerkung 4.4.2. Falls u = £", so gilt L'(Q2) # L*°(Q)*, wie das folgende
Beispiel zeigt.

Beispiel 4.4.1. Sei 2o € Q, und sei 6,,: C°(Q) — R das Dirac-Funktional
Vf € C%Q): 02y (f) = f(w0).
Sei [ eine Fortsetzung von 4., auf L>°() gemiss Satz Dann gilt
Vg e LY(Q): 1 £ 1,.

Beweis. Nimm an, | = [, fiir ein g € L'(Q2). OBdA sei zp = 0, B1(0) C Q.
Fixiere ¢ € C¢°(B1(0)) mit
0< <1, p=1auf By (0).
Fiir & € N setze B
orlz) = plke) € C2(By(0)) € CO@)
mit 0 < g <1, gp 5
Konvergenz folgt

0 p-fast iiberall. Mit dem Satz {iber dominierte

1:6%(%):zm):lg(wk):/ggsokdmo (k = ).

Dies ist der gewiinschte Widerspruch. O

Bemerkung 4.4.3. Fiir 4= £" und jedes g € L}(Q) gilt I, < pu L 4.

4.5 Trennungssitze fiir konvexe Mengen, Extre-
malpunkte

Sei (X,]| - ||x) normierter R-Vektorraum.

Satz 4.5.1. (Trennungssatz) Seien A, B C X nicht leer, disjunkt und konvez.
Dann gilt:

1) Falls A offen ist, so gibt esl € X*, A € R mit
Va € A,b e B: l(a) < A <I(b).

i) Ist A kompakt und B abgeschlossen, so gibt esl € X*, A € R mit
l(a) < A < inf [(b).
sup I(a) inf 1(b)
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Bemerkung 4.5.1. Gemiss Satz [£5.7] kann man disjunkte konvexe Mengen
durch eine Hyperebene H = {x € X; I(x) = A} trennen.

Beweis von Satz[{.5.1]. i) Fixiere ag € A, by € B. Setze xp = by — ag. Dann
ist die Menge C' := A — B + xy konvex, offen und nicht leer mit 0 € C. Da
AN B =10, gilt weiter zq & C.

Wiéhle R > 0 mit Bg(0) C C. Sei p: X — R das Minkowski-Funktional mit

p(z) =1inf{\ > 0; x € AC}.

Behauptung 1. Die Funktion p ist sublinear.

Bewetis. Die positive Homogenitét von p ergibt sich unmittelbar aus der Defi-
nition. Seien weiter z = A\u, y = pv mit u,v € C und A\, u > 0. Da C konvex,
gilt
Au + pv
g 2UTHY e C,
A+

und p(z) < 1. Mit positiver Homogenitét von p folgt
p(x+y) = phu+ pv) = p(2)(A+ p) <A+ p.
Nach Ubergang zum Infimum beziiglich X\ und z erhalten wir schliesslich
p(x +y) < p(x) +py),
wie gewiinscht. |

Da fiir jedes € X mit A = 2R~ Y||z||x trivialerweise gilt
x € Bar(0) C AC,
folgt mit der Konstanten M = 2R~1
Vo € X: ple) < Mljzllx.
Da C offen, gilt C' = {x; p(z) < 1}. Weiter erhalten wir aus zo ¢ C, dass
p(z0) > 1.
Definiere f: span{zo} — R durch f(txo) =, t € R. Beachte

Vt > 0: f(two) =t < tp(xo) = p(two),
Vvt <0: f(two) =t<0 Sp(txo .

)
Sei [ die Fortsetzung von f gemiss Satz LTIl mit I(txg) = ¢ fiir alle t € R und
mit
Ve e X:l(x) < p(z).

Fiir alle z € X gilt dann
ll(2)] = max{l(z),(—2)} < max{p(z), p(=2)} < M||z||x;
also [ € X*. Weiter gilt fira € A, be B

l(a) = 1(b) =l(a—b+ o) — l(x0) <O,
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da l(xzo) =1 und da l(z) < p(x) < 1firx =a—b+xo € C. Setze
A :=1inf{l(b); b € B}.
Da A offen, gilt dann fiir jedes a € A, b € B

l(a) <sup{l(z); x € A} < X <I(b).
ii) Mit der folgenden Beobachtung lisst sich ii) auf i) zuriickfithren.

Behauptung 2. Seien A, B wie in ii). Dann gibt es r > 0 mit U,.(A) N B = 0,

wobei
Un(A) = | B.()
z€A

offen, konvex und nicht leer.

Beweis. Offenbar ist U,(A) fiir jedes r > 0 offen, konvex und nicht leer, da
A # 0. Nimm an, fiir 7, | 0 gibt es ax, € A, by € By, (ax) N B, k € N. Da A
kompakt, konvergiert eine Teilfolge ar — a (k — o0, k € A), wobei a € A. Da
B abgeschlossen, und

k
1B — allx < [1bx — arllx + llax — allx < i + llax — allx =0,

folgt andererseits a = limy_.oo by € B; also AN B # () im Widerspruch zur
Annahme. O

Wiihle nun r > 0 wie in Behauptung 2, [ € X* gemiss i) zu A’ = U,(A) und B.
Da A kompakt, wird sup,c 4 {(a) in A angenommen. Es folgt

<
r;leafl(a) < zes[}i}()A)l(x) < blg]gl(b),

wie gewiinscht. O

Sei K C X eine beliebige Teilmenge, M C K.

Definition 4.5.1. i) M heisst extremale Teilmenge von K, falls fiir je zwei
Punkte zg,x1 € K und 0 < ae < 1 gilt

To = ax1 + (1 — @)zg € M = x9,21 € M.
i) Falls M = {z} extremal, so heisst © ein extremaler Punkt von K .

Beispiel 4.5.1. i) Sei X = R?, || - ||x die euklidische Norm, K die Vollkugel
K = B1(0) = {(z,y); 2> +y* < 1}. Dann ist jeder Randpunkt von K extremal.

ii) Sei X = R?, versehen mit der Norm

(2, y)l|x = max{la], |y[},

und sei K die Menge

K = B1(0) ={(x,y); -1 <zx,y<1}.
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Dann sind die Seiten von K extremal, zum Beispiel
F={(z,1); -1 <z <1}
Die Extremalpunkte von K sind genau die Punkte (£1,+1).
Lemma 4.5.1. Sei M C K extremale Teilmenge von K, L C M extremale
Teilmenge von M. Dann ist L extremale Teilmenge von K.
Bewets. Seien xp,x1 € K, 0 <a <1 und
To = axy + (1 — a)zg € L.

Da L C M, gehort x, zu M; da weiter M extremal in K ist, folgt xg,z; € M.
Da schliesslich L extremal in M, liegen xg und x; sogar in L; also ist L extremal
in K. O

Lemma 4.5.2. Sei K C X kompakt, | € X*, A = minge g l(x). Dann ist
Ky={z € K; l(zx) = \}
extremale Teilmenge von K.
Bewets. Seien xg,x1 € K, 0 < a <1, und es gelte
To =ax1 + (1 — a)zg € Ky;

das heisst,
Hzo) =al(z1) + (1 — a)l(zg) = A

Da l(xg) > A, l(z1) = A, folgt I(zg) = A = I(x1); also xg, 21 € K. O

Satz 4.5.2. (Krein-Milman) Sei K C X kompakt und nicht leer. Dann besitzt
K einen extremalen Punkt.

Beweis. Sei M die Familie
M ={M C K; § # M kompakt und extremal in K}
mit der partiellen Ordnung
VLM eM: L<M:=MC L.

Wir verifizieren die Voraussetzungen des Zornschen Lemmas.

Offenbar gilt K € M, also M # (. Sei (M,),es linear geordnete Teilmenge in

M. Setze M = (,c; M,. Dann ist M kompakt und nicht leer.

Behauptung 1. M € M.
Beweis. Seien xg,x1 € K, 0 < a <1, und es gelte
To =ax;+ (1 —a)zg € M = mML'
el

Dann gilt z, € M, fiir beliebiges ¢ € I. Da M, extremal in K, folgt xq,z; € M,
fiir alle ¢; das heisst, zg, 21 € M, und M ist extremal. ([l
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Da offenbar M C M, fiir alle ¢ € I, ist M eine obere Schranke fiir (M,),cr
beziiglich der oben definierten Ordnung. Gemiiss dem Zornschen Lemma gibt
es ein maximales Element M € M. Insbesondere M # . Sei z € M.

Behauptung 2. M = {z}.

Beweis. (indirekt) Nimm an, y # x sei ein weiteres Element von M. Wihle
[ € X* mit I(z) # l(y) geméss Satz 23] Setze A = min,epr l(m). Gemiss
Lemma [£.5.2] ist

My={meM;l(m)=X}yC M

extremal in M, nach Lemma A35.1] also auch in K. Weiter gilt My # 0, und
M, ist kompakt, also M) € M. Schliesslich gilt M) C M; jedoch My # M,
da wegen I(z) # l(y) entweder © ¢ M) oder y ¢ M,, im Widerspruch zur
Maximalitat von M. |

Offenbar folgt die Aussage des Satzes aus den Behauptungen 1 und 2. |
Definition 4.5.2. Fir A C X sei

conv(A) = N B

ACB; B konvex und abgeschlossen

die abgeschlossene konvexe Hiille von A.

Bemerkung 4.5.2. Offenbar ist der Durchschnitt konvexer Mengen konvex.

Satz 4.5.3. (Krein-Milman) Sei K kompakt und konvex, E C K die Menge
der Extremalpunkte von K. Dann gilt K = conv(E).

Beweis. (indirekt). Sei xg € K \ conv(E). Wihle | € X* geméss Satz L5.11ii)
mit A = {z¢}, B =conv(E) und

inf  I(z) > l(zo) > minl(z) =: A (4.5.1)

zeconv(E) zeK

Setze
Ky={z € K; l(zx) = \}.

Da K # 0, folgt Ky # (), und K ist kompakt und geméss Lemma zudem
extremal in K. Nach Satz besitzt K, einen extremalen Punkt yg. Da
K extremal, ist yo gemiss Lemma [£5.7] extremal auch in K also yg € E C
conv(FE), im Widerspruch zu ([@50). O

4.6 Schwache Konvergenz und Konvexitét

Sei (X, ]| - ||x) normiert mit Dualraum X*, (zg)geny C X, und sei x € X.

Definition 4.6.1. Die Folge (xk)ren konvergiert schwach gegen z, oder
zy — x (k — o0), falls fiir alle | € X* gilt:

lag) = U(z) (k— o).
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Beispiel 4.6.1. 123 ¢; = (0,...,0,1,0,...) %0 (i — o).
Bemerkung 4.6.1. i) Wegen Satz ist der schwache Limes z einer Folge
(zk)ken eindeutig bestimmt. Wir schreiben daher = w — limg_, o0 k.

ii) Falls zx — 2 (k — 00), so auch x3, — = (k — 00).

Satz 4.6.1. Sei (z)reny C X mit xx — x (k — 00). Dann ist (zx)gen be-
schrankt. Weiter gilt
lallx < limin [l x-

Beweis. Die Abbildungen Ay € L(X* R) mit
Ak(l> = l(xk), le X", keN,

sind punktweise beschrankt. Da X* vollstdndig ist, folgt mit Satz[4.2.2und Satz
BTl die gleichméssige Beschrinkheit der Normen

k]| x = sup [l(zx)| = || Akl (x=r) < C < o0.
leX, ||if|x~<1

Zum Beweis der zweiten Behauptung wihle | € X* gemiss Satz mit
|+ =1, U(x) = [|=]|x-

Es folgt
||$||X = l(:z:) = 1iminfl(a:k) S lim inf ||-Tk||X
k—o0 k—o0

Definition 4.6.2. Die von den Mengen
Qo =1"YU), le X*, UCR offen

induzierte Topologie T, heisst schwache Topologie auf X .

Bemerkung 4.6.2. i) 7, besteht aus beliebigen Vereinigungen endlicher Durch-
schnitte von Mengen 2; ;; wie in der obigen Definition.

ii) Offenbar ist die schwache Konvergenz die Konvergenz beziiglich der schwa-
chen Topologie.

iii) Falls dim(X) = oo, so ist die schwache Topologie nicht metrisierbar; das
heisst, sie wird von keiner Metrik auf X induziert. Man muss daher zum Bei-
spiel zwischen den Begriffen “schwach abgeschlossenen” und “schwach folgen-
abgeschlossen” unterscheiden; vergleiche Lemma [£6.2] Jedoch ist die schwache
Topologie wegen Satz Hausdorffsch.

iv) Dal € X* stetig, ist jedes ;¢ auch offen in der Standardtopologie 7; das
heisst, 7, C 7.
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Fiir Q C X sei

Q, = w — clos(Q) = ﬂ A
QCA; A schwach abgeschlossen

die schwach abgeschlossene Hiille von Q.

Lemma 4.6.1. i) Q C Q,.
i) Falls o1, = x (k — 00) fiir (z1)ken C Q, so folgt x € Q.

Beweis. i) Nach Bemerkung [L.6.2iii) gilt 7, C 7; eine schwach abgeschlossene
Menge ist somit auch (stark) abgeschlossen. Es folgt

ﬁw = ﬂ AD ﬂ A= ﬁ
QCA; A schwach abgeschlossen QCA; A abgeschlossen

ii) Falls = ¢ Q,,, so gibt es U = ﬂjzl l;l(lj) € T, mit geeigneten [; € X* und
offenen Mengen I; CR, 1< j < .J,sodass QNU = 0 und = € U. Jedoch folgt
mit z; — x (k — oo) insbesondere ;(z1) — I;j(x) (k — o00) fiir jedes j, also
x € QNU fiir geniigend grosses k, im Widerspruch zur Wahl von U. O

Definition 4.6.3. Eine Menge A C X heisst schwach folgenabgeschlossen
(w.s.c.: weakly sequentially closed), falls fiir alle (xg)ren C A gilt

zr =z (k= o0) =z € A

Lemma 4.6.2. Fir A C X gilt:
1) A schwach abgeschlossen = A schwach folgenabgeschlossen.

1) A schwach folgenabgeschlossen = A abgeschlossen.

Beweis. i) Sei A schwach abgeschlossen, und sei (zk)ken C A mit zp 2z fiir
k — oco. Mit Lemma [A6.11ii) folgt = € A, = A.

ii) Sei (wx)ken C A mit 7, — z (K — o0), also auch x3, — = (k — 00) gemiiss
Bemerkung [£.6.11ii). Ist A schwach folgenabgeschlossen, so gilt € A, und mit
Satz ist A abgeschlossen. O

Beispiel 4.6.2. Die 1-Sphiire in 2 ist abgeschlossen, aber nach Beispiel EG.1]
ist sie nicht schwach folgenabgeschlossen. Dies zeigt, dass die Umkehrung der
Aussage von Lemma [£.6.21i) nicht gilt.

Satz 4.6.2. Sei Q C X konvex. Dann gilt Q,, = Q.

Beweis. (indirekt). Nimm an Q ;é_ﬁw. Gemiss Lemma [L.6.1li) gibt es dann
2o € Quy \ Q. Setze A = {xo}, B= Q. Wihle [ € X* gemiss Satz .51 mit

1) < i 1)
(o) < Jop 1) = 01

Es folgt zo € Q,, im Widerspruch zur Wahl von . O
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Satz 4.6.3. (Mazur’s lemma) Sei (z)reny C X mit xx — x (k — 00). Dann
gibt es eine Folge von konvexen Linearkombinationen

l l

yi=> amk, 0<an <1, > au =1, 1€N,
k=1 k=1

so dass
y—z (I —o00).

Beweis. Setze K = conv({xy; k € N}). Nach Satz gilt K = K = K,;
mit Lemma [L.6.1ii) folgt = € K. O

Bemerkung 4.6.3. Die schwache Topologie 7,, und 7 unterscheiden sich nur,
falls dim X = oo; in diesem Fall enthélt mit den Mengen €, ; auch jede schwach
offene Menge einen nicht trivialen affinen Unterraum. Eine Konsequenz daraus
sieht man im nachstehenden Beispiel.

Beispiel 4.6.3. Sei dim X = oco. Der schwache Abschluss der Menge
A={z e X; ||z|]|lx = 1}.

ist die Vollkugel

Ay =B1(0; X)) ={z € X; ||z|]|x < 1}.

Beweis. Nach Satz gilt A, C conv(A) = B;1(0; X). Zum Beweis der
ungekehrten Inklusion sei z € X mit ||z||x < 1, Q € 7, eine Umgebung von z.
Nach Bemerkung [£.6.3] enthiilt 2 einen nicht trivialen affinen Unterraum durch
x; jeder derartige Raum schneidet jedoch A. Insbesondere folgt QN A # (), und
x € Ay; also B1(0; X) C A, und mit Lemma [6.1li) folgt die Behauptung. O
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Kapitel 5

Reflexivitat, Separabilitit
und Schwache Kompaktheit

5.1 Reflexivitat

Sei (X, ]| - ||x) normierter R-Vektorraum mit Dualraum X*.

Definition 5.1.1. Der Raum X** = (X*)* = L(X*,R) heisst Bidualraum
von X.

Wir kénnen X in kanonischer Weise in X** einbetten mittels Z: X — X**,
wobei

Vie X™, xe X: (Zx)(1) := l(z). (5.1.1)

Satz 5.1.1. 7 ist eine lineare Isometrie.
Beweis. Offenbar ist Z linear. Wie im Beweis von Satz [6.7] folgt zudem mit
Satz 2.2 fiir jedes x € X die Identitét

lzllx = sup [l(x)] = ||Z[|x-- -
lex, |[l]|x=<1

O

Definition 5.1.2. X heisst reflexiv, falls die durch (BI1]) definierte Abbil-
dung Z: X — X** surjektiv ist.

Beispiel 5.1.1. i) R™, C" sind (wegen der Rangformel) reflexiv (fiir eine belie-
bige Norm).

ii) Jeder Hilbert-Raum (H, (-,-) ) ist reflexiv.

iii) LP(Q) ist reflexiv, falls 1 < p < cc.

iv) L1(Q) ist nicht reflexiv.

65
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Beweis. ii) Sei J: H — H* die in Abschnitt 4.3 konstruierte Isometrie mit
Vye H: J(z)(y) = (z,9)u. (5.1.2)
H* ist wiederum Hilbert-Raum mit Skalarprodukt
Vi=J(x), k=J(y) € H": (k) := (J(2),J(y)g- = (&, 9)u.  (5.1.3)
Sei J*: H* — H** der isometrische Isomorphismus analog zu (5.1.2]). Dann gilt
Z=J"oJ, denn fir alle z,y € H gilt

T (I(2) =2 J@) @) "2 (@, 9)n E2 (@), J@)ue = (J@), J@) -

BLD 1 (1)) (I (@)).

Also ist Z surjektiv.

iii) Sei 1 < p < 0o, und sei g zu p konjugiert mit %+% =1.8ei J = JP: LI(Q) —
LP(2)* der in Lemma [£4.7] konstruierte Isomorphismus, und sei £ € LP(§2)**.
Zul e LP(Q)* seig € LY(Q) mit [ = JPg. Zu k = o JP € L1(Q)* finden wir
analog f € LP(Q) mit k = Jif; also f = (J9)~1(¢ o JP). Es folgt

€)= £(J7g) = Jif(g) = /g Fgdu=o(f) = () = (Z1)(),

und Z ist surjektiv.

iv) Z: LY(Q) 2 g — I, € (L*®(Q))* ist geméss Beispiel AT nicht surjektiv. O

Bemerkung 5.1.1. i) Falls X reflexiv ist, so ist X auch vollstindig.

ii) Fiir jeden normierten Raum X liefert Z(X) C X** eine kanonische Ver-
vollstdndigung; vergleiche Satz Z.1.11

Beweis. i) X** ist nach Beispiel Z.1.1] vollstédndig. Sei (x)ken eine Cauchy-
Folge in X. Dann ist (Zz)ken eine Cauchy-Folge in X**. Sei z = limy—, oo Za, €
X**. Da X reflexiv, folgt z = Zx fiir ein z € X, und z = limg_, o, xx, da Z
isometrisch. O

Ist L>°(£2) reflexiv oder nicht? — Wir beantworten diese Frage in einem allge-
meinen Kontext.

Satz 5.1.2. i) Falls X reflexiv ist, so gilt dies auch fir X*.

1) Falls X* reflexiv ist und X wvollstindig, so ist auch X reflexiv.

Beweis. i) (Ubung)

ii) (indirekt) Seien Z: X — X** T*: X* — (X*)** die kanonischen Isome-
trien geméss (B1.I). Widerspruchsweise nehmen wir an Z(X) # X**. Da X
vollsténdig ist, ist M := Z(X) ein abgeschlossener linearer Teilraum von X**.
Wiéhle z** € X** \ Z(X) und dazu I** € (X**)* = (X*)** gemiss Satz [L24]
mit I**(x**) =1, Ify, = 0. Da I* surjektiv, gilt [** = 7% (1) fiir ein I € X*; also

Vee X: 0=10"(Z(z)) =Z"(1)(Z(z)) = Z(z)(1) = I(x).
Es folgt I = 0, Z(I) = I** = 0, im Widerspruch zu I**(z**) = 1. O
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Beispiel 5.1.2. L*°(Q) ist nicht reflexiv.

Beweis. L'(Q) ist vollstindig mit Dualraum (L!(Q2))* isometrisch isomorph zu
L*(Q); LY(Q) ist jedoch gemiss Beispiel B.LI}iv) nicht reflexiv. O

Satz 5.1.3. Sei X reflexiv, Y C X ein abgeschlossener linearer Unterraum.
Dann ist auch Y reflexiv.

Bewets. Sei iy: Y — X die kanonische Einbettung, iy-: X* — Y* die dazu
“duale” Abbildung, definiert durch

Vie X"y eY:iy(D)(y) = Uy),
mit
vie X*: iy (Dl < [l x-
Sei analog 3% : Y** — X™** gegeben durch
Yyt e Y le Xty (yT)() = v (v (1),
mit

Yy e Y7 iy (y™ ) xee < fly™ [y -

**|

iy oy <y lye-

Seien weiter 7: X — X**, I¥:Y — Y** die kanonischen Isometrien. Nach
Annahme ist Z surjektiv.
Behauptung 1. Z71(i}*(Y**)) C Y.

Beweis. Sei y** € Y**, und nimm an z = Z71(i}*(y**)) ¢ Y. Wihle | € X*
gemiss Satz A2 mit I(x) # 0, [}, = 0. Da [}, =0, folgt i3 (I) = 0; also

0=y™ (i (1) =5 (y™)(1) = Ta(l) = U(z) # 0.

Der Widerspruch zeigt die Behauptung. O

Sei nun y** € Y**. Nach Behauptung 1 gilt y := Z-}(i¥*(y**)) € Y. Fiir f € Y*
sei | € X* eine beliebige Fortsetzung gemiiss Satz mit /|, = f; das heisst,
i3 (1) = f. Es folgt

v () = v W) = i3 w0 = Ty() = 1y) S Fy) = T y(f)

fir alle f € Y*; das heisst, y** = Z"y, und ZY ist surjektiv. Weiter folgt mit
der Identitiit Ty = i3 (y**) = i3*(Z¥ y) die Gleichheit

I =Ty

5.2 Separabilitit

Sei (M, d) ein metrischer Raum.
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Definition 5.2.1. M heisst separabel, falls eine abzihlbare Teilmenge D C M
ezistiert mit D = M.

Bemerkung 5.2.1. Eine Folge (zx) C M ist dicht genau dann, wenn

M= U Biji(ak) -

I=1k=1

Beispiel 5.2.1. i) R" ist separabel, falls d die von einer Norm induzierte Metrik
ist.

ii) C°([0,1]) ist nach dem WeierstraBschen Approximationssatz separabel; ana-
log gilt dies auch fiir C°(Q) fiir eine beliebige offene Menge 2 CC R™.

iii) LP(Q) ist fir 1 < p < oo separabel; vergleiche Satz 3.5.2 der Vorlesung
“Analysis III” {iber Masstheorie.

iv) L*°([0,1]) ist nicht separabel. Betrachte dazu die Familie f; = x[o,5], wobei
0<s<1, mit

Vo< s<t<l1: ||fS — ft||L°° = ||X]s,t]||L°° =1. (521)
Sei (gx)ken dicht. Fiir 0 < s < 1 wihle k£ € N mit
I fs = grllz= < 1/2. (5.2.2)

Wegen (B2ZT]) kann (5.2.2)) fiir festes & nur fiir hochstens ein s = s(k) gelten. Dies
liefert eine surjektive Abbildung N 5 k — s(k) €]0, 1], was jedoch unméglich
ist. (Vergleiche Beispiel 3.5.2, Analysis III.)

Satz 5.2.1. Sei M separabel, A C M. Dann ist A separabel (beziiglich der
induzierten Metrik d,, ., , ).
Beweis. Sei (xg)gen dicht in M, ag € A. Fiir k,1 € N mit

AN By y(rg) #0

wihle ag; € AN By (xr), ax = ag sonst. Dann gilt AN By g (xx) C Byjiaw),

und o o
A= ﬂ U (AN Byyy(zr)) C ﬂ U By i(ar);
I=1k=1 I=1k=1
also ist D := {ay;; k,1 € N} dicht geméss Bemerkung 52,71 O

Wir verkniipfen nun Separabilitdt und lineare Struktur.

Satz 5.2.2. Sei (X, || ||x) ein normierter R-Vektorraum.

1) Ist X* separabel, so ist X separabel.

i) Ist X separabel und reflexiv, dann ist X* separabel.

Beweis. i) Sei (Ix)ken dicht in X*. Wahle (zx)ken in X mit ||zx||x =1 und

Ue(zk) 2> [|lel[x~ — 1/k, k € N.
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Setze

M = span{xy; k € N},
M ist separabel. Die Aussage i) folgt daher aus

Behauptung. M = X.

Beweis. (indirekt) Sei X # M, und seien zo € X \ M und dazu ! € X* gemdéss
Satz [£.2.4] gew#hlt mit
l(xo) =1, I, =0.

Sei A C N eine Teilfolge mit | = limy—00, kea . Es folgt

0 l * = li l « < i l
e =t Wlillxe < limsup G(),

jedoch gilt
[k (zk)| = [(le = D)(ze)] < [l — U x[|zxl|x — 0 (k= 00, k € A).
O

ii) Mit X ist auch X** = Z(X) separabel. Falls ndmlich (z)ken dicht liegt in
X, so liegt (Zxy)ren dicht in X**. Mit i) folgt Separabilitit von X*. O

5.3 Schwache Folgenkompaktheit

Sei (X, || - ||x) normierter R-Vektorraum mit Dualraum X*, Bidualraum X**
und kanonischer Isometrie Z: X — X**. Sei (I )ren eine Folge in X*, [ € X*.

Definition 5.3.1. (Ix)reny konvergiert schwach* gegen [, Ij v l(k — o),
falls
Ve e X: ly(z) — I(z). (5.3.1)

Somit haben wir auf X* nun drei Konvergenzbegriffe:
i) Normkonvergenz I, — I (k — 00);

ii) schwache Konvergenz Ij, — [ (k — oc) im Sinne

Vze X*:2(ly) — z2(D); (5.3.2)

(k—o0)

iii) schwache* Konvergenz I}, = | (k — oo) im Sinne von (53.1)), das heisst,
punktweise Konvergenz.

Bemerkung 5.3.1. i) Bedingung (B.3.1]) ist dquivalent dazu, dass wir (£.3.2))
fordern fiir alle z € Z(X). Falls daher X reflexiv ist, so sind die Bedingungen
der schwachen und der schwach*-Konvergenz dquivalent.

ii) Im allgemeinen gilt: Iy — 1 = Iz 2 1 = I % 1.
(k—o0) (k—00) k—o0
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iii) Die schwache* Konvergenz ist Konvergenz beziiglich der von den Mengen
Quv={l€X*l(z) cU}=(Tx) ' (U), v € X, U C R offen,

erzeugten schwach*-Topologie 7,,«. Offenbar gilt 7« C 7y, also ist 7,« grober als
T und daher im allgemeinen nicht metrisierbar. Abgeschlossenheit, beziechungs-
weise Kompaktheit konnen daher nicht dquivalent mit dem Folgenkriterium um-
schrieben werden. Schwach*-abgeschlossene Mengen sind analog zu Abschnitt
4.6 stets auch abgeschlossen beziiglich schwach*-Konvergenz und sind schwach
abgeschlossen, sowie stark abgeschlossen. Weiter gilt fiir  C X* analog zu
Lemma 6.1 stets Q C Qyy C Qe

Nach dem Satz von Tychonov der Topologie ist die abgeschlossene 1-Kugel in
X* stets schwach*-kompakt. Fiir die Anwendungen, die wir unten besprechen,
wird jedoch Folgenkompaktheit bendtigt.

Satz 5.3.1. (Banach-Alaoglu) Sei X separabel, (Ix)ren C X* beschrdinkt. Dann
gibt es | € X* und eine Teilfolge A C N mit

sl (k— oo, k€ A).
Beweis. Sei (xj)ken dicht in X. Wihle Teilfolgen N D A; D ... D A; D
Ajr1 D ... D ... 50, dass fiir alle j € N gilt
le(zj) = a; =: l(z;) (k= o0, k€ Aj),
und definiere A als die zugehorige Diagonalfolge.

Behauptung. [ lidsst sich zu [ € X* erweitern.

Beweis. [ ist linear auf M = span{z;; j € N}, und

()= lim |lx(z)| <limsup||lk||x+||z]|x, Yz € M.
k—o00, kEA k—00
Also ist [ stetig fortsetzbar auf X = M. O

Wir kénnen nun zeigen, dass [ v (k — oo, k € A). Sei dazu x € X beliebig,
z = limj_,, jes x;, fiir eine Folge J C N. Fiir j € J, k € N schéitze ab

() = @) < ez —25)| + |1(@ — 25)| + [k (25) — U(z;)]
S (Sl;p||lk||x* e = 25l x + |l (25) — Uz;)| -

Nach Grenziibergang k — oo fiir festes j € J erhalten wir

limsup [lx(z) —(z)] < Cllz — zj||x.
k—o00,k€EA

Mit j — oo, j € J, folgt Ix(x) — I(z) (k — 00), wie gewiinscht. O

Beispiel 5.3.1. i) X = L!(Q) ist separabel, X* & [>°({)) gemiiss Satz 4.1l
Falls (fx)ken C L°°(Q2) beschrénkt, so existiert nach Satz [£.3.1] eine Teilfolge
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A CNund f € L*(Q) mit

/fkgdﬂé/fgdu (k— o0, k€ A)
Q Q

fiir alle g € L1(9).

ii) X = L*([0,1]) ist nicht separabel. Das folgende Beispiel zeigt, dass Satz
(3T in diesem Fall nicht gilt.

Fir 0 <e <1sei T, € X* gegeben durch

1 [ o
Tgf:g/o fdx, feL*>(0,1)).

Offenbar gilt
I Tel[x- = sup |T.f] <1,

[ fllLee <1

jedoch ist die Menge {T;; 0 < & < 1} nicht schwach* relativ folgenkompakt.

Beweis. (indirekt). Nimm an, fiir eine Folge e, — 0 (k — oo) und ein T' € X*
gelte

.. T (k— o).
OBdA diirfen wir (allenfalls nach Auswahl einer Teilfolge) annehmen, dass gilt

1> g (k — 00).
€k

Wahle -
F= (“1FXpepyenp € ([0, 1))
k=1

mit ||f||r~ = 1. Fiir k € N gilt nun

Tof= =3 (-1 —c1s1)

€k

1=k
— 1 €k+1
_ (q)kEEERet +_/ Fda
€k €k Jo
das heisst,
1 Ek+1 2e
T, f— (-1)f| < — <gk+1 +/ If| dx) < kL,
€k 0 Er  k—oo
Die Folge (T, f)ren hduft sich somit bei 1 und —1, ist daher divergent. O

Betrachten wir jedoch den separablen Teilraum C°([0,1]) von L>°(]0,1]), so ist
fir die Einschrinkung der 7. auf C°([0,1]) der Satz 3.0 anwendbar. In der
Tat sehen wir sofort, dass fiir jedes f € C°([0,1]) gilt T-(f) — f(0) (¢ — 0);

das heisst, T v (e = 0), das Dirac-Funktional.

Die Annahme der Separabilitit kann in reflexiven Rdumen entfallen. Ausserdem
koénnen wir mittels Z Konvergenzaussagen in X** = (X*)* zuriickziehen und
erhalten so schwache Folgenkompaktheit im urspriinglichen Raum (“schwaches
Bolzano-Weierstrass Theorem” ).
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Satz 5.3.2. (Eberlein-Smulyan) Sei X reflexiv, (xy)ren n X beschrinkt. Dann
existiert v € X und eine Teilfolge A C N mit

zr >z (k— o0, k€A).

Beweis. Betrachte

Y = span{zy; k € N}.

Offenbar ist Y separabel und nach Satz [E.1.3 reflexiv. Nach Satz £.2.2 ist auch
Y* separabel. Sei Z: Y — Y** die kanonische Isometrie.

Nach Satz B3dlist (Zag)keny C Y** = ZY schwach* folgenkompakt; das heisst,
fiir eine Teilfolge A C N und ein z € Y gilt

(Zap)(1) = l(wg) (k_wo—fkeA) (Zz)(1) = l(x), VI € Y*.

Fiir jedes [ € X™* gehort die Einschrénkung [}, zu Y*. Da weiter xy,z € Y, folgt
lWzk) = U(z) (k— 00, k€A

fiir alle | € X*; das heisst, zp — = (k — 0o, k € A). O

Beispiel 5.3.2. i) Satz (.32 ist insbesondere anwendbar, falls X ein Hilbert-
Raum ist.

ii) Sei X = LP(2), 1 < p < 00, (fr)ken C LP(Q) beschriankt. Nach Satz 4.4 T]ist
X = LP(Q) reflexiv. Daher liefert Satz[(.3.2 eine Teilfolge A C Nund f € LP(Q)

mit [ w f (k— oo, k € A); das heisst, mit ¢ = ﬁ gilt fiir k — oo, k € A:
voe L@): [ figdu—s [ fodu
Q Q

Als weitere Anwendung von Satz [5.3.2 beweisen wir das folgende Approximati-
onstheorem.

Satz 5.3.3. (Approzimationstheorem) Sei X reflexiv, M C X nicht leer, konvex
und abgeschlossen, xo € X \ M. Dann gibt es mg € M mit

[|zo — mol||x = dist(zo, M) = inf ||zg —m||x.
meM

Bemerkung 5.3.2. Satz ist insbesondere anwendbar, falls M ein nicht
trivialer abgeschlossener linearer Unterraum von X ist, und liefert ein Analogon
zu Korollar 224.7] in diesem Fall. Analog zur Situation im Hilbertraum kénnen
wir mg als “Fusspunkt des Lotes” von zg auf M auffassen.

Beweis. Sei (my)ren C M eine “Minimalfolge” mit
[|zo — mg||x — dist(zo, M) (k — o).

Die Folge (my)ken ist beschriinkt. Nach Satz gibt es eine Teilfolge A C N

und ein mg € X mit
w

myg — mo (k= 00, k€ A).
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Da M abgeschlossen und konvex ist, ist M nach Satz [4.6.2] auch schwach ab-
geschlossen, somit auch abgeschlossen beziiglich schwacher Konvergenz, und
mg € M. Schliesslich folgt mit Satz [£.6.1]

— < liminf — =di M
lleo —mollx < liminf [lwo —myl| = dist(wo, M),

wie gewiinscht. O

5.4 Variationsrechnung

Sei (X,]| - ||x) ein normierter R-Vektorraum, M C X, F: M — R.

Definition 5.4.1. Die Funktion F ist schwach folgen-unterhalb-stetig
(kurz: w.s.l.s.c. oder weakly sequentially lower semi-continuous) in xy € M,

falls fiir alle (xx)ren C M mit xx — xo (k — o0) gilt

F(zo) < liminf F(zy).
k— o0

Kiirzer schreiben wir auch

F(zp) < liminf F(x).

w
x—xo, TEM

Beispiel 5.4.1. i) Die Norm F(z) = [|z||x ist w.s.ls.c. auf X gemiss Satz
16T

ii) Sei F': M — R stetig und konvex, wobei M C X konvex und abgeschlossen.
Dann ist F auf M w.s.Ls.c.

Beweis. Sei (xy)reny C M mit zy, 2 . Wihle eine Teilfolge A C N mit
F(zy) = liminf F(zy) =2 ap = —o0 (I =00, [ € A).
—00

OBdA diirfen wir annehmen, dass A = N.
Nach Satz [£.6.3] gibt es Konvexkombinationen

! 1
Y= Zaklzk, 0<aw <1, Zakl =1
k=1 k=1

mit y; — xo (I = 00), und (y;)iey C€ M, da M konvex. Fiir jedes feste kg € N
gilt nach Satz £.6.21 und Lemma [6.1] die Beziehung z¢ € conv({zy; k > ko}),
und wir diirfen annehmen, dass fiir geniigend grosses lo = lo(ko) gilt

V> 1o Vk < ko:ag =0.

Mit der Konvexitét von F' folgt

l

Vi>lg: F(y) < Z ap F(z) < sup F(xg).
k=ko k>ko
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Nach Grenziibergang | — oo erhalten wir

F(xo) = lim F(y;) < sup F(xp).
l—o0 k>ko

Mit kg — oo folgt schliesslich

F(z0) < limsup F(xy) = ap.

k—o0

Insbesondere gilt ag > —o0. O
Definition 5.4.2. F': M — R heisst koerziv auf M beziglich || - ||x, falls gilt

F(z) =00 (|Jz]|x = o0, z € M).

Satz 5.4.1. (Variationsprinzip) Sei X reflexiv, M C X nicht leer und schwach
folgen-abgeschlossen, F: M — R koerziv und w.s.l.s.c. Dann existiert xo € M
mit

F(zo) = mlél{/f F(z).

Beweis. Betrachte eine Minimalfolge (zy)ren in M mit

F(xg) — inj&F(m) =rag> -0 (k— 00).
S

Da F koerziv ist, ist (zx)ren beschrinkt. Nach Satz besitzt (zx)ren eine
schwach konvergente Teilfolge x1, — 2o (k — oo, k € A).

Da M schwach folgen-abgeschlossen, folgt xg € M, und

F(xzp) < liminf F(xx) = ao,

k—o0, kEA

da F' w.s.l.s.c. Insbesondere gilt wieder ag > —oc.

O

Bemerkung 5.4.1. Falls M konvex und F strikt konvex, so kann F' hochstens
eine Minimalstelle in M besitzen.

Beweis. Seien zg # 1 € M mit

F(zo) = inf F(x) = F(x1).

xeM
Fiir 0 <t <1 gilt ; =txq + (1 — t)zp € M, und mit

F(zy) <tF(z1) + (1 —t)F(xo) = zlél]& F(x)

erhalten wir den gewiinschten Widerspruch. O

Beispiel 5.4.2. Wir kénnen nun auch einen variationellen Beweis des Riesz-
schen Darstellungssatzes, Satz [4.3.2] geben.
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Sei (H, (-,-)n) ein R-Hilbertraum, und sei [ € H*. Die Funktion
L2
F(a) = gy ~ 1), o€ H,

ist koerziv, stetig und konvex (Ubung), nach Beispiel 5.411ii) also auch w.s.ls.c.,
und M = H ist schwach folgen-abgeschlossen und nicht leer. Geméss Satz [5.4.1]
existiert y € H mit

F(y) = inIfiF(:c) < F(y+ez) firallee eR, z € H.
xe

Entwickeln wir fiir festes z € H
g2 o
Fly+ez)=F(y)+e((y,2)m —U(2)) + 5 =l

so ist die Funktion € — F(y + ez) differenzierbar bei e = 0, und es folgt

0 Fly+ez)=(y,2)u —1(2).

= d_E‘EZO

Da z € H beliebig gew&hlt war, folgt | = j,, wie behauptet.
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Kapitel 6

Auflésung linearer
Gleichungen,
Spektraltheorie

6.1 Duale Operatoren

Seien (X, || - |[x), (Y;[| - [|y) normierte R-Vektorrdume mit Dualraum X*, be-
ziehungsweise Y*, A: Dy C X — Y linear mit D4 = X.

Definition 6.1.1. Der zu A duale Operator A*: D+ C Y* — X* hat den
Definitionsbereich

Dy ={y* €Y*; ly: Da 2z (y*, Ax)y~xy ist stetig },

und fir y* € Da- ist A*y* € X* die eindeutige Fortsetzung von l,- auf X.
Bemerkung 6.1.1. i) A* hat die Eigenschaft

Vo € Da, y* € Dav: (A" @) xexx = (i, AZ)yexy . (6.1.1)

ii) Auch falls A nicht dicht definiert ist, kann man formal zu A duale Opera-
toren durch ([GIT)) charakterisieren, jedoch sind diese dann nicht eindeutig.

Satz 6.1.1. Fir A€ L(X,Y) gilt A* € L(Y™*, X™*), und
IAllzx, vy = 1A ||Lov=,x)-
Beweis. Fir y* € Y*, z € X gilt

(", Ax)y v | < [ly"[Iv-[[AllLx ol x5

(s
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das heisst, y* € D4+, und

sup ||A™y"||x = sup [(A*y™, x) x«x x|
Hy*|ly+<1 llz||x <1, [ly*[ly=<1
= sup (y", Az)y sy | = |[AllLx,v)
lzlx <1, [ly*[ly=<1
gemiéss Satz [1.2.7 |

Beispiel 6.1.1. Seien 1 < p,q < co konjugiert mit % + % =1, Q C R" offen.
Betrachte X =Y = LP(Q)) mit Dualraum X* = Y™ = LI(Q). Sei

A=A:Dy=Cx(Q) C LP(Q) — LP(Q).
Dann gilt D4~ D C°(Q), da fiir alle g € C°(Q2) die Abbildung

lg: C(Q) > fr= (9, Af)paxrr = /QgAfdu: /Q Agfdp=(Ag, f)raxre

mit
Vi e CZ): llg(H)I < [Agllzallfll e,
sich stetig auf LP(2) fortsetzen lisst, und

Vg e C(Q): A*g = Ag.

Satz 6.1.2. Sei A: Dy C X — Y dicht definiert. Dann folgt
i) A*: Dy« CY* — X* ist abgeschlossen.
ii) AC B= B* C A*.
Beweis. i) Betrachte (y})ren C D4~ mit
yr =y in YY" ap =A%y > 2" in X* (K — 00).
Es folgt fiir alle z € D 4:

(y*, Ax)yxy = lim (y}, Ax)y+xy
k—o0

(A*y,j, JC>X* xX = (CB*, 1'>X* XX -

= lim
k—o0
Also ist y* € D+ mit A*y* = x*; das heisst, A* ist abgeschlossen.

ii) Sei A C B; das heisst Dy C Dp, By, ., = A. Sei y* € Dp-. Dann gilt fiir
allex € Dy C Dp

(" Az)y-xy = (¥, Ba)y«xy = (B"Y", &) x+ xx;
das heisst y* € D g+, A*y* = B*y*. O

6.2 Operatoren mit abgeschlossenem Bild

Unter bestimmten Voraussetzungen kann man die Auflésbarkeit der Gleichung

Az =y (6.2.1)
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zu vorgegebenem y aufgrund der Eigenschaften von A* entscheiden.

Satz 6.2.1. (Banach : Closed range theorem) Seien X,Y Banach-Riume, der
lineare Operator A: Dy C X — Y dicht definiert und abgeschlossen, mit dualem
Operator A*. Dann sind dquivalent:

i) im(A) ist abgeschlossen in'Y ;

i) im(A*) ist abgeschlossen in X*;

iii) im(A) = L ker(A*) = {y € Y; Vy* € ker(A*): (y*,y)y+xy = 0};
i) im(A*) = ker(A)*+ = {* € X*; Vx € ker(A4): (z*,x)x+xx = 0}.

Wir beweisen nur die Aquivalenz i) < iii); hierfiir miissen die Réume X, ¥ noch
nicht einmal vollstédndig sein. Der vollstéindige Beweis von Satz ist recht
aufwendig und anspruchsvoll. So beweist Werner den Satz nur fiir beschriankte
Operatoren und iiberlésst es in Aufgabe VII.5.19 dem Leser, die Details fiir
den allgemeinen Fall zu ergéinzen. Auch der Beweis von Kato gilt nur im Fall
beschriankter Operatoren. (Die von Kato durchgefithrte Reduktion auf diesen
Fall enthélt einen Fehler.) Einen ausfiihrlichen Beweis fiir den allgemeinen Fall
findet man jedoch bei Brezis, Thm. II.18.

Wir benétigen ein Lemma.

Lemma 6.2.1. i) Sei M C X. Dann ist M+ C X* abgeschlossen (sogar
schwach* folgenabgeschlossen).

ii) Sei L C X*. Dann ist L C X abgeschlossen (sogar schwach folgenabge-
schlossen,).

Beweis. ii) Sei (vx)reny C 1L mit 2 = x € X (k — o0). Fiir beliebiges 2* € L
erhalten wir

<:L'*,:C>X*><X = hm <$*;1'k>X*><X = 0;
k— o0
das heisst, z € T L.

i) analog. O

Beweis von Satz[6.2.1], “i) < 4ii)”. Die Implikation iii) = i) folgt unmit-
telbar aus Lemma [B2.T1ii).

i) = iii) Aus Bemerkung[G. T Tfolgt unmittelbar die Inklusion im(A) C * ker(A*).
Die umgekehrte Inklusion beweisen wir indirekt. Sei y € + ker(A*) \ im(A). Da
im(A) nach Annahme abgeschlossen, gibt es y* € Y* gemiss Satz 24 mit
(¥*,y)y~xy # 0 und yr‘m(A) = 0. Letztere Bedingung besagt, dass

(y*, Ax)y~xy =0, Vo € Dy.

Es folgt y* € D~ und A*y* = 0; also y* € ker(A*). Da y € *+ ker(A*), erhalten
wir (y*,y)y+xy = 0 und somit den gewiinschten Widerspruch. |

Fiir abgeschlossene, dicht definierte Operatoren A: Dy C X — Y mit abge-
schlossenem Bild ist die Gleichung (62.1]) somit zu vorgegebenem y € Y genau
dann durch ein z € D4 auflosbar, wenn alle linearen Funktionale im Kern von
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A* auf y “senkrecht stehen” (verschwinden). Wir sagen dann, die Gleichung
(€270) ist “normal 16sbar”.

Satz 6.2.2. Fiir A: Dy C X — Y wie in Satz[6.2.1] sind dquivalent:
i) A ist surjektiv;

i) A* ist injektiv, im(A*) ist abgeschlossen;

i) 3co > O0Vy* € Da: col||ly*|ly= < ||A*y*||x=-

Beweis. i) < ii) folgt unmittelbar aus Satz

ii) = iii) A* ist abgeschlossener Operator A*: Da« C Y* — im(A*), wo-
bei im(A*) als abgeschlossener Unterraum eines Banach-Raums ebenfalls ein
Banach-Raum ist. Die Behauptung folgt somit aus Satz [3.3.2]

iii) = ii) Offenbar ist A* mit iii) injektiv. Sei z} = A*y}, k € N, eine Folge in
im(A*) mit zf — «* (k — 00). Wegen iii) ist dann auch (y;)ren Cauchy-Folge.
Sei y* = limg—o yj. Da A* abgeschlossen, folgt y* € Da-, ¥ = A*y*; das
heisst, im(A*) ist abgeschlossen. O

Wann ist das Bild eines Operators abgeschlossen? Eine wichtige Klasse sind die
sogenannten Fredholm Operatoren A = id — T auf einem Banach-Raum X,
wobei T" kompakt.

Definition 6.2.1. Ein Operator T € L(X) heisst kompakt, falls T'(B1(0; X))
kompakt ist; analog fir T € L(X,Y).

Lemma 6.2.2. Sei T € L(X) kompakt. Falls x, = x (k — 00), so folgt dann
Ty — Tz (kK — 00).

Beweis. Nach Satz [L6.1] ist (x)gen beschriinkt. Da T nach Annahme kom-
pakt, ist der Abschluss der Folge (Txj)ren kompakt. Sei A C N eine Teilfolge
mit yp =Tz — y (kK — 00, k € A). Zul € N wiihle

zZ] = Z AR1TK € COHV{:L'k; k>1, ke A}, 0<ap <1, Z a =1,
k>1, keA k>, keA

gemdss Satz [4.6.3 mit

z = Z agizr = ¢ (I = 00).
k>0, keA

Beachte, dass x € conv{xy; k > 1, k € A} fiir jedes | € N. Es folgt

Tz = Z apyr =y =Tz (I — o0).
k>0, kEA

Aus der Eindeutigkeit des Haufungspunkts y = Tz folgt die Konvergenz der
ganzen Folge (T'xy)ken- O

Satz 6.2.3. Sei X ein Banach-Raum, T € L(X) kompakt. Dann ist das Bild
im(id — T) des Operators id — T abgeschlossen.
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Beweis. Setze M = ker(id — T). Da B1(0; M) = T(B1(0; M)) C T(B1(0; X))
kompakt, ist M endlich-dimensional nach Satz 2.1.41

Sei L = L ein topologisches Komplement von M. Setze
Sr=x—Tx,xz € L.
Dann ist S injektiv, im(S) = im(id — T).

Behauptung 1. 3r > 0Vx € L: r||z||x < ||Sz||x.
Beweis. (indirekt) Andernfalls gibt es z) € L mit
kl|Szk|lx < llzxllx =1, k€ N.

Es folgt fiir eine geeignete Teilfolge A C N:
Sz =ar —Txr — 0, Tar, — x9 (k= 00, k€ A);

das heisst,
xp =~ x0 €L (k— o005 k€A,

und Szp = 0, ||zo||x = 1. Der Widerspruch ergibt die Behauptung. O

Sei yr, = Sz, — y (K — 00), 2 € L. Mit Behauptung 1 folgt, dass (zx)ren eine
Cauchy-Folge ist in L. Da L abgeschlossen ist, existiert z = limgey xx € L mit
y = Sz; das heisst im(S) = im(id — T') ist abgeschlossen. O

Beispiel 6.2.1. Kompakte Operatoren erhélt man oft in der Form von Inte-
graloperatoren.

6.3 Kompaktheit

Der folgende Satz gibt ein klassisches Kriterium fiir Folgenkompaktheit im
Raum der stetigen Funktionen auf einem beschréankten Gebiet 2 C R™.

Satz 6.3.1. (Arzéla-Ascoli) Sei Q@ CC R", F C C°(Q). Es sind dquivalent:
1) F ist relativ folgenkompakt;
ii) F ist beschrinkt und gleichgradig stetig; das heisst, sup¢c 7 || f||co < 0o, und

Ve>030 >0Ve,y € QVfeF: |[z—yl<d=|f(x)— fly)|<e. (6.3.1)

Beweis. i) = ii) Ubung.

ii) = i) Sei (fx)ren C F, und sei (;);en dicht in Q. Da F beschrinkt, gibt es
Teilfolgen A1 D A D ... mit

fk(xl) —a; =: f(:Cl) (k%oo, kGAl).
Nach Auswahl einer Diagonalfolge A erhalten wir

VieN: fulm) = fla) (k— o0, k€ A). (6.3.2)
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Behauptung 1. f ist gleichmissig stetig und lésst sich daher fortsetzen zu
einer Funktion f € C°(Q).

Beweis. Sei ¢ > 0, und sei § = d(¢) > 0 dazu gemiss [@3.) gewéhlt. Fiir
X, Ty, € Q mit |z — x| < 0 schiitze ab

|f(z1) = flam)] < |f(z1) = frelz)| + [fe(z) = fe(@m)| + [fe(zm) — f(zm)]
<e+|[f(@) = fu(x)] + |f(@m) = fe(zm)],

wobei k € A beliebig. Nach Grenziibergang k — oo, k € A, folgt mit (G.3.2)) die
Abschétzung

[f (@) = fzm)| <e,

wie gewiinscht. O

Behauptung 2. f;, — f in C°(Q) fiir k — oo, k € A.

Beweis. Sei e > 0,0 = d(¢) > 0 dazu geméss ([G.3.1]) gewihlt. Da Q kompakt,
iiberdecken endlich viele Bille Bs(2;),1 <1 < L, die Menge Q2. Wihle ko geméiss
6:32), so dass fiir k > ko und 1 <1 < L gilt

| (i) = flz)] <e.
Sei x € 2 beliebig. Withle 1 <! < L mit & € Bs(x;) und schiitze ab
|fe(z) — f@)] < [fr(@) = fulz)| + | fe(z) — f)] + [ () — f(z)| < 3e
fiir k > ko. O
Somit ist F relativ folgenkompakt. |

Ein analoges Kriterium gilt auch in den Funktionenrdumen LP(£2), 1 < p < oo.

Satz 6.3.2. (Fréchet-Kolmogorov) Sei Q CC R™, 1 < p < co. Fiir eine Familie
F C LP(Q) sind dquivalent:

1) F ist relativ folgenkompakt;
1) F ist beschrinkt und “gleichgradig stetig in LP”, das heisst,

sup || f — mnfllLe@ny =0 (R —0), (6.3.3)
feF

wobei wir f € F durch f = 0 ausserhalb Q zu f € LP(R™) fortsetzen, und mit
der Notation 1, f(x) = f(z + h), v € R™, fiir jedes h € R™.

Beweis. i) = ii) F ist kompakt, also auch beschriinkt.

Zum Beweis von (6.3.3) sei ¢ > 0 vorgegeben. Endlich viele Bélle B.(fx), 1 <
k< K, mit fi € C°(R™) iiberdecken F. Wihle § = §(g) > 0 so, dass gilt

P

Vz,yE]R" VkE{l,vK} |:C7y| <= |fk(1'>7fk(y)|p< m

Fiir h € R™ mit |h| < 6 folgt fiir 1 <k < K:

e — el 20 < 1 —mmm/ dr < e,

supp(fx)
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Sei nun f € F beliebig, 1 < k < K so gewiihlt, dass f € B.(fx).
Es folgt fiir h € R™ mit |h| < 6

I[f = 7nfllee <If = felle + [k = T fellze + (7o (f — fo)llzr
=2(|f — fellee + [ fe — TnfrllLe < 3¢,

wie gewiinscht.

ii) = i) Sei (ps)s>0 eine “regularisierende Folge” mit 0 < ps € C°(Bs(0)) und
mit [, psdz =1 fiir jedes § > 0. Fiir f € F setze f5 = ps * f mit

fs@) = [ s~ v,
Zue>0sel d =d(e) >0 gemiss ([633) gewihlt mit

sup |[f — 7n fllLorn) <e. (6.3.4)
feF

Behauptung 1. Vf € F: ||f — fsllzr < e.

Beweis. Schreibe

(fs — f)x) = / ps() (& — ) — f(z)) dy.

n

Mit der Dreiecks-Ungleichung und da [, ps(y) dy = 1, folgt mit (6.3.4)

o= fllir < [ pstlls =7 fllndy <=

wie gewiinscht. |

Behauptung 2. Fiir festes § > 0 ist (fs)fer C C°(Q) beschréinkt und gleich-
gradig stetig.

Beweis. Da 2 beschriankt, folgt mit der Holderschen Ungleichung zunéchst
3@ <swpps(u) [ |fw =)l dy < ol fllur < €
y Bs(0)

mit einer von x € Q und f € F unabhéingigen Konstanten C. Analog erhalten
wir

() = 502 = | [ (oot = 9) = il = ) )y

<sup|ps(z —y) = ps(z = y)|[|fller < Cslz = 2[|[f]]Ls-
Y

O

Sei (fr)ken C F. Fiir & = 1/l mit zugehorigem 6; > 0 wihle Teilfolgen A; D
<o+ DA D Ajyr ... gemiiss Satz [6.3.0] und Behauptung 2 so, dass

e = Fiolle < (L2 frs — Frallco < e
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fiir ,k € A;, I € N. Sei A eine Diagonalfolge mit der Eigenschaft, dass fiir jedes
I € Nund fiir jedes k € A gilt k € Ay, falls k > ko(I) fiir ein geeignetes kq(l) € N.
Mit Behauptung 1 folgt

1 = fller <1115 = Sl + s = faller
+ ||fk,6l - fk”Lp < ey
fiir 5,k € A, 7,k > ko(l); das heisst, (fx)rea ist Cauchy-Folge in LP(Q). O

Beispiel 6.3.1. Sei O cC R” offen, n > 3, mit Rand von der Klasse C*, und
sei T: L?(Q) — L?(Q) gegeben durch

(T1)@) = [ Glan)f) do
wobei G: Q@ x Q — R bzgl. £™ messbar mit G(z,y) = 0 fiir z € 9Q und mit
Vo #y: 0 < G(z,y) = Gy, x) < Cle —yP™", [VG(z,y)| < Clo —y|'™".
Setze G fort durch G(z,y) = 0, falls z ¢ Q.

Da fiir 0 < v < ngilt |2|*~™ € LY (R™) fiir jedes p < -2~ erhalten wir T'f € L?

loc

mit ||Tf||p2 < C||f||p2. Weiter gilt fiir h € R™, |h| < 1 die Abschétzung

ITf — (T )|z < ﬂ Gz, y) — Gla + hyy) £ @)| dy
< OB || 12" % 1£] 12 < CIRL - (1|25

vergleiche Korollar 4.2.1 der Vorlesung iiber Masstheorie. Nach Satz [6.3.2 ist
der Operator T' somit kompakt.

Bemerkung 6.3.1. Die eindeutig bestimmte Losung u des Randwertproblems
—Au=fin Q, wu=0 auf o
hat eine Darstellung v = T'f mit einem T wie in Beispiel [6.3.]]

6.4 Adjungierter Operator im Hilbertraum

Sei (H, (-, ) ) ein Hilbert-Raum tiber R mit kanonischem IsomorphismusZ: H —
H*, wobei

Vo€ Hy* € H: (y*,0)g-xu = (T 9", ). (6.4.1)
Sei weiter A: Dy ¢ H — H dicht definiert, A*: D~ C H* — H* der zu A
duale Operator.

Definition 6.4.1. Der zu A adjungierte Operator A”: D r ¢ H — H hat
den Definitionsbereich

Dar ={y€ H; ly: Da >z~ (y,Ax)qg ist stetig }
und ATy =T, fir alle y € Dyr; das heisst,

Vo € Da, y € Dar: (ATy,2)g =1, (z) = (y, Az)g. (6.4.2)
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Bemerkung 6.4.1. Offenbar hiingen A7 und A* wie folgt zusammen:
i) y* € Dar &y =T 'y* € Dyr, und weiter
ii) Vy* € Da-: ATZT 1y* = T-1(A*y*); das heisst,
AT =T 1o A* o . (6.4.3)

Beispiel 6.4.1. Sei H = R™ mit Skalarprodukt
Vz = (xlv" '7$n)a Yy = (ylv" -7yn): (x,y) = Zz’byw
i=1
und sei A € L(H) gegeben mit

n
@4$)i::j£:(uj$j,1j§i < n;

Jj=1

das heisst, A hat die Matrixdarstellung

air - Qln
a = (aij)i1<ij<n =

an1 ot Opn

Dann gilt

n
Vr,y € R": (y, Az) = Z aijyir; = (ATy, x),
i,j=1
mit

n
(ATy); = Zaijyia 1<j<mn,
i=1

und AT hat die Matrixdarstellung

A1ip *°° QAnn

Notation: Im weiteren schreiben wir — im Einklang mit der Lehrbuchliteratur —
anstelle von AT wieder A*, wobei wir H und H* implizit mittels Z identifizieren.
Die Gleichung, welche A* auf einem Hilbert-Raum charakterisiert, ist also stets
[6.42) — mit A* anstelle von A7

Definition 6.4.2. i) Ein Operator A: Dy C H — H heisst symmetrisch,
falls A C A*, das heisst, falls Da C Da~ und falls gilt

(Ayax)H = (yvAz)Hv Vﬂ%y € DA-

1) Ein Operator A: Dy C H — H heisst selbstadjungiert, falls A = A*, das
heisst, falls A symmetrisch ist mit Dy = D .
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Bemerkung 6.4.2. Ein symmetrischer Operator wird auch als formal selbst-
adjungiert bezeichnet.

Beispiel 6.4.2. i) Sei A € L(H) symmetrisch. Dann ist A selbstadjungiert, da
mit H = Dy C Dy~ C H folgt, dass Dy = Dy~ = H.

ii) Sei T € L(H) selbstadjungiert. Dann ist id — T € L(H) symmetrisch und

nach i) selbstadjungiert,

Beispiel 6.4.3. Wir betrachten die Erweiterungen A;, Ay, A3 des Laplace-
Operators Ao : C5°(Q) C L2(Q) — L3(Q), Asou = Au fiir u € C°(Q), auf
einem glatt berandeten Gebiet 2 CC R"™, wobei

Da, = C*(9),
Da, = {u e C*(Q); u =0 auf 09},
Da, ={uecC*Q);u=0= % auf 00}.
Offenbar gilt Ay, & A3 & A2 & Ap, nach Satz also
Al C A5 C A3 C AL

Weiter gilt nach partieller Integration

(v, Aju) 2 = / vAudy = / Av-udp = (A, u)p2 (6.4.4)
Q Q

fiir alle u,v € Dy,, falls i = 2,3 oder ¢ = oo; das heisst, Az, A3 und A sind
symmetrisch.

Zudem gilt ([6.44]) auch fiir u € Da,, v € Dy, ; das heisst,
Da, C Day, Ay C Aj3.

Somit ist A3 O A; £ As eine echte Erweiterung von As.

Bemerkung 6.4.3. Eine selbstadjungierte Erweiterung des Laplace-Operators
erhalten wir im Sobolev-Raum H? N H{ (); vgl. Funktionalanalysis II.

6.5 Spektrum und Resolvente

Sei (X,]| - ||x) ein Banach-Raum tiber C, A: Dy C X — X linear.
Definition 6.5.1. Die Resolventenmenge von A ist

p(A) ={\€C; (A\-id— A): Dy — X ist bijektiv mit (A -id — A)~' € L(X)}.
Die Menge o(A) = C\ p(A) heisst das Spektrum von A.

Bemerkung 6.5.1. i) Falls p(A4) # 0, so ist A abgeschlossen.

ii) Ist A abgeschlossen, A -id — A bijektiv, so folgt A € p(A), da (\-id — A)~! €
L(X) geméss Satz [3.3.2
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iii) Statt A-id — A schreiben wir der Einfachheit halber im folgenden auch A — A4,
sowie 1 = 4d.

Beweis. i) Sei A € p(A), also (A — A)™! € L(X). Dann ist (A — A)~! abge-
schlossen; das heisst, die Menge

M={(z,y) e X xX; 2=\—A)"y, yc X}
ist abgeschlossen. Jedoch gilt offenbar
M =T 2 = {(z,\z — Ax); © € Da},
und die Abgeschlossenheit von M impliziert diejenige von A. (|

Definition 6.5.2. Die Resolvente von A ist die Abbildung R: p(A) — L(X)
mit
p(A) > A= Ry=(\—A)"! e L(X).

Satz 6.5.1. Sei A: Dy C X — X, z9 € p(A). Dann enthdlt p(A) die offene
Kreisscheibe
D={z€C; |z— 2| <1/||Rzllrx)}-

Insbesondere ist p(A) offen, o(A) abgeschlossen und

1
V. A): ||R. > — .
2 € p(A): [[Rellzco) 2 dist(z,0(A))
Weiter ist die Abbildung z — R, € L(X) stetig in p(A).
Beweis. Schreibe

(z=A)=(z—20)+(z0—A) =14 (2—20)Rs, ) (20 — A).
Falls z € D, so ist 1+ (z — 29)R,, gemiss Satz [Z2.7] invertierbar mit
(L4 (2= 20)Rzp) ™" =D (20 — 2)"RL,
n>0

also auch
R, =(z~— A)_l = R, (1+ (2 — zO)RZO)_l € L(X);

vergleiche Satz 2.2.8
Weiter folgt mit 1+ (2 — 29)R,, — 1 in L(X) (2 — zp) offenbar auch

I1R: = Reolloixy = [1Reo (14 (2 = 20)Rs,) ™" = Dllexy 2 0 (2 = 20)-

Satz 6.5.2. Falls A\, u € p(A), so gilt:
i) RA\A C AR\ = ARy —id € L(X);
ii) Ry — R, = (1t — N/ R, R»;

ifi) Ry - R, = R, - Ry.
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Beweis. Fiir A € p(A) gilt
ARy — RyA=Rx(A—A) =idp, Cidx = (A= A)Rx = AR\ — AR,.
Insbesondere erhalten wir i) aus der Darstellung
RyA = AR\ —idp, C AR\ —idx = AR\.

Weiter lesen wir ab
A(RM — R,\) = /LRH - )\R)\,

also

(A= p)(Ry — Ry) = (1 — AR,
und ii) folgt nach Komposition mit R,,. Schliesslich erhalten wir iii) aus ii) durch
Vertauschen von g und A. |

Bemerkung 6.5.2. Mit Satz [£.5.1] und Satz [65.2] ii) folgt, dass R auf p(A)
komplex differenzierbar ist mit dRy/d\ = —R3.

Definition 6.5.3. Sei A abgeschlossen mit Spektrum o(A) = C\ p(A). Insbe-
sondere enthdlt o(A) die Menge

op(A) = {\ € C; X\ — A ist nicht injektiv }
der Eigenwerte von A mit Eigenraum
ker(A — A) = {x € Da; Az = Az} # {0}.
op(A) heisst das Punktspektrum von A. Die Menge
g.(A) = {\ € C\ p(A); X — A ist injektiv, im(\ — A) ist dicht }
heisst kontinuierliches Spektrum von A. Schliesslich bezeichnen wir mit
0r(A) = o(A) \ (0,(A) Uoc(A))
das Restspektrum von A.
Beispiel 6.5.1. Sei X = C", A € L(X), und sei A € C. Wegen der Rangformel
sind dquivalent:
i) A — A ist injektiv,
ii) A — A ist surjektiv;
das heisst, o(A) = a,,(A). Nach Darstellung von A durch eine quadratische
Matrix gilt iiberdies die Aquivalenz von i), ii) zu
iii) det(A — A) # 0.

Somit enthélt 0,(A) héchstens n Punkte, und p(A) ist nicht leer und liegt sogar
dicht in C.

Ein analoges Resultat gilt in einem beliebigen Hilbertraum H fiir einen kom-
pakten, selbstadjungierten Operator T' € L(H).
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Beispiel 6.5.2. Sei H Hilbertraum, und sei T' € L(H) kompakt und selbstad-
jungiert. Dann gilt
o(T)\ {0} = o, (T) \ {0}.

(Vergleiche hierzu auch den Satz von Riesz-Schauder, Satz [6.7.2])

Bewets. Nach Satz hat der Operator id — T abgeschlossenes Bild und
geméiss Beispiel [6.4.21ii) ist id — T selbstadjungiert. Mit Satz folgt

im(id — T) = ker(id — T)*.

In Satz zeigen wir, dass o(T) C R. Ersetzen wir T' durch A™'T", wobei
A € R\ {0}, so folgt nach Multiplikation mit A die Darstellung

YA€ R\ {0}: im(\—T) = ker(A = T)*,
und die Behauptung folgt. |

Beispiel 6.5.3. Fiir den Shift-Operator S: [? — [? mit
S(al,ag, .. ) = (O,al,ag, .. )

gilt 0 € 0(S), 0 & 0,(95).

Beweis. S ist nicht surjektiv, offenbar aber injektiv. O
Satz 6.5.3. Sei A € L(X). Dann ist p(A) # 0 # o(A), und es gilt:

) 121 > ra = limysoo [|A717 ) = 2 € p(A);

i) TA = SUP,cqa) |2

Beweis. 1) Sei |2| > ra. Setze A = 27'A € L(X) mit r; < 1. Aus Satz 227
folgt Invertierbarkeit von 1 — A und

Ro=(z-A) ' =z"1-A) =213 A"
n>0 (6.5.1)
=2 427244+ 273 A% 1 e L(X).

ii) Mit i) folgt zunéichst 74 > sup, e, (ayuqoy 121 =: 00

Behauptung 1. r4 < gy.

Beweis. Fiir |z| > r4 entwickle R, gemiss (6.5.1). Gliedweise Integration iiber
0B,(0) C C, r > ra, liefert

1
VneN: A" = — 2"z — A)"tdz. (6.5.2)
211 8B, (0)

Offenbar ist ([6.5.2)) &quivalent zu

1
VneN,ze X, le X": l(A%x) = 2—7”/ 2" I(R,x) dz. (6.5.3)
0B (0)
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Mit Bemerkung folgt, dass die Abbildung
p(A) > z— I(Ryx) € C (6.5.4)

fiir jedes z € X, [ € X* holomorph ist; somit gilt (6.5.3), also auch ([G.5.2)), fiir
jedes r > gy.

Fiir r > o0 setze
M(r) = max{[|R.|[1(x); |2 =}

Aus ([652) folgt mit der Minkowski Ungleichung
Vn € N: ||A"|px) < "M (r),
also N
ra= lm [JA"[} ) <.
Da r > o¢ beliebig war, folgt r4 < 0y. |

Mit einem #hnlichen Argument folgt nun auch, dass o(A) # @. Nehmen wir
widerspruchsweise an, o(A) = ), p(A) = C, so ist die auf ganz C definierte
Funktion

z f(z) =l(R,2)

fiir jedes € X, [ € X* analytisch, und (65.0)) ergibt

tim ()] <0 T o]0 - 27 ) 7 oo =0
Z|— 00

|z| =00

Mit dem Satz von Liouville folgt f(z) = 0 fiir alle z € C. Da [ und z beliebig
gewdhlt waren, erhalten wir R, = 0 fiir alle z € C; jedoch gilt andererseits

Vzep(A),z € X: (z—A)R,x =x.

Sei A € L(X). Weiter sei 2 C C offen mit o(A) C Q.

Definition 6.5.4. Eine Schar v = v, + -+ + v von Kurven v;: St — Q der
Klasse Ct, 1 <1 < L, umrundet o(A) in Q, falls fir eine Familie disjunkter
offener Mengen ; C Q, 1 <1 < L, mit Rand von der Klasse C' gilt

od)c |J u m=0u 1<I<L
1<I<L

Fiir eine Schar v = 41 + -+ - + 77 in Q wie in Definition [£.5.41und f € C°(2;C)

setze
/ fdz= > [ fdz
Y

1<IKLY N

Lemma 6.5.1. Fulls die Schar v die Menge o(A) in Q umrundet, so gilt

1
Vn € Ng: A" = — / 2"R, dz. (6.5.5)
27 J



6.5. SPEKTRUM UND RESOLVENTE 91

Beweis. Gemiss ([0.5.2) gilt die Behauptung fiir die Kurve vy = 0B,(0) in
Qo = B,,(0), wobei 74 < r < ro so gewihlt sind, dass @ := U1<i;<1€ C B,(0).
Da D := Qp\ Q C p(A) und daher D 3> z — z™R, holomorph, liefert der
Cauchysche Integralsatz die Identitét

VnENo:OZ/ z"RZdz:/ z"dez—/z"dez,
oD Yo Y

und die Behauptung folgt. |

Lemma 6.5.2. Falls die Schar v die Menge o(A) in Q umrundet, und falls
a € p(A), a¢Q, so gilt

Vn€Z: (a—A)" = L /(a — 2)"R, dz =: yn. (6.5.6)
g

 2mi
Fiirn >0 gilt (65.6)) fir beliebiges « € C.
Beweis. Gemiéss Lemma [6.5.7] gilt die Behauptung fiir n = 0.
Fiir z € p(A) schreibe
(a— AR, = (= A) + (@ —2)(z = A =1+ (a— 2)R..

Damit erhalten wir die Rekursionsformel

1

(a - A)yn = Yn+1+ 2_ /(a - Z)n dz = Yn+1,
YIW] ~

falls n > 0 oder falls n € Z und « ¢ €2, und die Behauptung folgt. |

Folgerung 6.5.1. Falls die Schar v die Menge o(A) in © umrundet, und falls
p: C — C ein Polynom, o, € p(A), am ¢ Q, c¢m € C, kyy € Ny 1 <m < M, s0
gilt fiir die (in © holomorphe) rationale Funktion

m=1
die Identitat
M 1
FA) == p(A) + > emlom — A)™Fm = 5 / f(2)R. dz. (6.5.7)
m=1 Y

Wie oben bezeichne

GI(X) = {T € L(X); T ist bijektiv, T™' € L(X)}.

Satz 6.5.4. (Spektralabbildungssatz) Sei f(z) = p(z) + an\le em(Qm — 2)7Fm
eine rationale Funktion wie in Folgerung[G.5.1. Dann gilt

i) f(A) € GU(X) & Vz € o(A): f(2) #0;
it) o(f(A)) = f(a(A)).
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Beweis. i) “<”: Sei f(z) # 0 fiir alle z € o(A). Dann gibt es eine offene Menge
Qy C Qmit o(A) C O, so dass die rationale Funktion g = 1/ f holomorph ist in
;. Fiir eine Kurve 71, welche o(A) in Q7 umrundet, folgt mit r(z) = f(z)g(z) =
9(2)f(2) =1 aus ([G57) mit Lemma 6521 die Gleichung

f(A)g(A) = g(A)f(A) = r(A) = 1 € L(X).
Das heisst, g(A) = f(A)~! € L(X).

“=7: Falls f(A) = 0 fiir ein A € o(A), so gibt es eine rationale und in
holomorphe Funktion g mit f(z) = g(2)(z — A), z € Q, und

f(A) = g(A)(A=A) = (A= XN)g(A)
ist entweder nicht injektiv oder nicht surjektiv; also f(4) ¢ GI(X).
ii) Fiir 8 € C gilt wegen i) mit g(z) := f(z) — 8 die Aquivalenz
9(A) = F(A) = B ¢ GI(X) & 32 € 0(A): g(2) = F(2) — B = 0;

also

Bea(f(A) & Be flo(A)).

6.6 Spektraltheorie im Hilbertraum

Sei (H, (+,-)m) ein Hilbert-Raum iiber C mit hermiteschem Skalarprodukt
Vo,y € H: (z,y)n = (y,2)u,
und sei A: Dy C H — H dicht definiert mit adjungiertem Operator A*.

Welche Aussagen iiber das Spektrum von A kann man machen, falls A symme-
trisch ist oder selbstadjungiert?

Satz 6.6.1. Sei A symmetrisch. Dann sind alle Eigenwerte reell, o,(A) C R.

Beweis. Sei A € 0,(A) mit zugehorigem Eigenvektor 0 # x € ker(A—A) C Da.
Es folgt

Mlzl|f = (Az,2)m = (A*x, 2)m
= (v, Az)g = (Az,x)g = M|zl
also A=\ € R. O

Gilt dieselbe Aussage fiir das gesamte Spektrum? — Betrachte dazu das folgende
Beispiel. Zuvor benétigen wir noch eine Definition.

Definition 6.6.1. Die Funktion f € L%(]0,1[) besitzt eine schwache Ablei-
tung f’' € L?(]0,1]), falls v =: f' € L?(]0,1]) existiert mit

1 1
Vg € C°(]0,1]): / fg'dxz—/ vg dz.
0 0
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Beispiel 6.6.1. Sei H = L*(]0,1[; C) mit Skalarprodukt

1
Vige H: (f,9)r =/0 fgdt,

und sei Ao = i4:C(]0,1;C) C H — H. Betrachte die folgenden Erweite-
rungen A von A, k=1,...,4, wobei

Da, = H' = H'(]0,1[;C) := {f € L? f ist absolut stetig mit f’ € L?},

Da, ={f € H*; f(0)= f(1)} (periodische Randbedingung),

Da, ={f e H'; f(0)=0= f(1)} (Dirichlet Randbedingung),

Da, = {f e H'; f(0)=0}.

Natiirlich setzen wir A, f =if’ fiiv f € Da,. D4, ist dann offenbar der maxi-
male Definitionsbereich, und es gilt Ao G A3 G A2 G A1, Ae G Ay,

Behauptung 1. As C A} C A5 = Ay C Aj; das heisst, As ist symmetrisch,
wegen Az G Ay C A% aber nicht selbstadjungiert, und A, ist selbstadjungiert.

Beweis. Die Aussagen As C A}, Ay C A% folgen analog zu Beispiel [6.4.3] Es
geniigt daher, A5 C Ay zu zeigen; alles weitere folgt aus Satz [6.1.2]

Sei f € Da;. Fiir g € C(]0,1[) C D4, erhalten wir
(31,9002 = . ag)ie =i [ 537

Da f € Da;, kdnnen wir abschéitzen

1
sup{ / fTdt geC®, llglle <13 < sup (A3frg)us = Al o2;
0

llgll L2 <1

das heisst, f € H! besitzt eine schwache Ableitung f’ € L?, so dass

1 1
(A3f,g)zn = —i /0 f7 di =i /0 f'gdt = (if’.g)z2

fiir alle g € C2°(]0, 1[), und A% f =if’; vgl. Satz 32

Fiir allgemeine g € D4, erhalten wir mit partieller Integration zusétzlich einen
Randterm

(A51.9)1 = (. Asg)s / 19 dt = / Fgdt—i(fg)ly  (6.61)
Da andererseits A% f = if’, folgt jedoch auch in diesem Fall
1
(sfg)e =i [ Fga
0

mit ([G.6.1) also
Vg € Da,: (f9)lo = (F(1) — f(0))5(1) = 0.
Da g(1) beliebig ist, erhalten wir f(0) = f(1), also f € Da,. O
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Behauptung 2. Es gilt

i) 0(A1) = 0p(A1) =C, p(A1) = ;

ii) 0(Az) = 0p(A2) = 27Z, p(As) = C;
iii) 0(A3) =C, 0,(A3) =0, p(43) =0
iv) 0(A4) = 0, p(A4) = C.

Beweis. i) Zu A € Cist f = e " € ker(A — A1) C Da,.

b

ii) Fiir k € Z gilt analog, dass f = e~ 2™ € D, Nker(2mk — As); das heisst,
27Z C op(A2) C o(A2).

Fiir A € C\ 27Z, g € L? erhilt man mit der Variation-der-Konstanten-Formel
die Darstellung aller Losungen f der Gleichung

d
(Ai—)f)\fif’g. (6.6.2)
dt
Die allgemeine Losung von ([G.6.2]) hat die Form
¢
fit) = ae” M Jrz'/ ei/\(sft)g(s) ds, a € C. (6.6.3)
0

Falls f € Dy,, A € C\ 27Z, so ist a € C eindeutig durch die Bedingung
f(0) = f(1) bestimmt. Aus der Gleichung

1
a=f(0)=f(1)=ae™ ™ +¢/ e g(s) ds (6.6.4)
0
folgt
1
a=(1- eii)‘)fli/ e g(s) ds,
0

und wir erhalten f € L? mit

1
111ze < lal + llgllz= < ( = +1) lgllce.

1—e
iii) Falls Asf = if’ = Af fiir ein A\ € C, so folgt f(t) = ae™ und a = 0, falls
f € Da,; das heisst, 0,(Az) = 0.

Andererseits ist A — A3 fiir kein A € C surjektiv. Fiir g(s) = e~** folgt niimlich
mit [6.3) und [G6.4) fir jede Losung f € D4, von ([6.6.2) zunéichst a = 0 und

t
fit) = ieii)‘t/ e g(s)ds = ite™ M,
0

also f(1) =ie™™ #0.

iv) Wie im Falle von A3 erhalten wir aus (6.6.3) fiir jedes A € C, g € L*(]0,1[; C)
die Darstellung

t
ft) = iefut/ e g(s)ds € Da,
0

einer Losung von (6.6.2); das heisst, p(A44) = C. O
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Symmetrische Operatoren kénnen demnach durchaus imaginére Spektralanteile
besitzen, jedoch gilt:

Lemma 6.6.1. Sei A C A* symmetrisch. Dann gilt fir alle z € C die
Abschitzung
Vu € Da: ||(z — Aullz = [Im(2)] [|ul|z;

das heisst, fir z ¢ R ist (z — A) stets injektiv. Falls (z — A) zusdtzlich surjektiv
ist, so folgt z € p(A) und

Gz = A e < frm

Beweis. Fir u € D4 gilt wegen A C A*
(u, Au) g = (Au,u) g = (u, Au)y € R.
Es folgt fiir alle u € D4 die Abschétzung
[Im(2)| ||ullFr = [Im(u, (z = Auw)n| < [(u, (z = A)w)r| < ||ullm]|(z — A)ullm,

wie gewiinscht. |

Beispiel [6.6. Tl illustriert sehr schén den folgenden Satz, welcher die selbstadjun-
gierten Operatoren durch ihr Spektrum charakterisiert.

Satz 6.6.2. Sei A C A* symmetrisch. Dann sind dquivalent:
1) A= A%

ii) o(A) C R;

i) Es gibt z1, z2 € p(A) mit Im(z1) < 0 < Im(z2).

Beweis. Wir zeigen iiil) = ii) = i) = iii).

iii) = ii): Sei 29 — A surjektiv, Im(zg) > 0. Mit Lemma [6.6.1] folgt zo € p(A),
und Satz liefert zusammen mit Lemma [6.6.1]

D={z€C; |z—z| <Im(z0)} C p(A).

Die Menge {z € C; Im(z) > 0} ldsst sich iterativ durch derartige Kreisscheiben
iiberdecken. Analog erhalten wir {z € C; Im(z) < 0} C p(A).

ii) = i): Sei uw € D4«. Da i € p(A) nach Annahme, existiert v € D4 mit
(A" —dDu=(A—i)v=(A" —i)v,

letzteres wegen A C A*. Es folgt (u —v) € ker(A* — ). Wihle nun w € D4 mit
(A4 i)w =u—v. Es folgt

[lu =l = (u—v,(A+ D))y = (A" —i)(u —v),w)ng =0;

das heisst, u =v € Dy.
i) = iii): Sei z € C\ R.
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Behauptung 1. im(z — A) ist abgeschlossen.

Beweis. Sei vy, = (z — A)up, = v (K = 00). Da A = A* insbesondere symme-
trisch ist, folgt mit Lemma [6.6.T] die Abschitzung

1
||Uk _UZHH < m”’l}k _Ul” —0 (k,l — oo);

das heisst, up — u (k — 00). Da A = A* abgeschlossen ist, folgt u € Dy, und
v=(2—A)u €im(z — A). Der Raum im(z — A) ist somit abgeschlossen. O

Behauptung 2. z — A ist surjektiv.

Beweis. Nach Behauptung 1 ist der Raum M := im(z — A) abgeschlossen.
Nimm an, M # H. Wihle v € M+ \ {0}. Dann folgt

Vu € Dy: (v, (z— A)u)g = 0;

das heisst,
Vu € Dy: (v, Au)g = Z(v,u) .

Die Abbildung D4 3 u +— (v, Au) g ist somit stetig, und v € Dg- = D4 mit
Av = A%v = Zw.
Mit Lemma folgt jedoch
[Im(2)|[|v]|a < ||(Z — A)vlla =0,
und wir erhalten v = 0 im Widerspruch zur Wahl von v. |

Damit ist der Satz nun vollstindig bewiesen. O

6.7 Das Spektrum kompakter, selbstadjungier-
ter Operatoren im Hilbertraum

Sei (H, (-,-)m) ein Hilbertraum uber C, T € L(H).

Definition 6.7.1. Der Operator T heisst normal, falls gilt TT* = T*T; T
heisst unitér, falls T € GU(H) mit T* =T~ 1.

Bemerkung 6.7.1. T ist normal < Vo € H: ||Tx||g = ||T*z||u-
Beweis. Mit den Identitédten
Vee H: (Tx,Tx)g = (T"Tx,x)n
sowie
Vee H: (TFz,T"x)y = (¢, TT*z)g = (x, TT*z)g = (TT*x,z) 5

folgt “=" unmittelbar. Die umgekehrte Richtung erhélt man durch “Polarisie-
ren”, das heisst, durch Anwendung der obigen Gleichungen auf x + y. O
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Beispiel 6.7.1. i) Falls T selbstadjungiert ist, so ist 7 normal.

ii) Falls T unitér ist, so ist 7" normal.

iii) Sei (A\g)keny € C mit [A\x| <r < oo, k € N, und sei T: [2 — [? definiert durch
T(a1,az,...) = (Ma1, Aas,...), a=(a1,as,...) € 1%

Dann gilt L
T*(a’lv az, . . ) = (Alalv ()\2(127 s )a

also
TT*(al,ag, .. ) = (|)\1|2a1, (|)\2|2a2, .. ) = T*T(al,ag, e ),

und 7T ist normal. Weiter gilt 7" € L(I%) mit ||T|[1q2) < 7, und
T selbstadjungiert < Vk € N: A\; € R;
T unitidr < Vk € N: [M\gy| = 1;
T kompakt < A, — 0 (K — 00).

Beweis. Wir zeigen nur die letzte Aussage. Nimm an, rg = infgea [Ag| > 0 fiir
eine Folge A C N. Dann gilt offenbar

B, (0;Y) C T(B1(0; X)),

wobei Y = span{ex; k € A} unendlich-dimensional ist. Also ist 7" nicht kom-
pakt.

Falls hingegen A\, — 0 (k — 00), so gilt auch &; := supy; [A\x| = 0 (I = 00).
Sei yr = Tz mit ||zg|lz < 1, also auch ||y|l;z < r, k € N. OBdA diirfen wir
annehmen, dass zp — z, yr — y = Tx € 1% (k — o). Es folgt

limsup |lyx — ylliz < erl|lze — 2|2, 1 € N.
k— oo

Grenziibergang [ — oo liefert yp — y (k — 00), und T ist kompakt. O
Schliesslich gilt

Behauptung. o(T) = {\; k € N}.

Beweis. Offenbar gilt A\, € o(T), k € N. Fir A ¢ {A\; k € N} ist A =T
injektiv, und fiir @ = (ag)ren € 1% mit

b= (bi)ken := (A —=T)a = (A — Ap)ag)ken

gilt
ap = bk/()\ — )\k), k e N.
Falls A = limy 00, kea A fiir eine Teilfolge A C N, so folgt

A =T)exlliz = 1A = Ae| ™" =00 (k= o0, k€ A);

also A ¢ p(T).

Falls andererseits A ¢ {\g; k € N}, so existiert § > 0 mit |A — \g| > ¢ fur alle
ke N,und (A\—T)"' € L(H). a
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Satz 6.7.1. T' € L(H) normal = ||T||L(z) = SUPxeo(r) Al = 77

Beweis. Wir zeigen induktiv, dass gilt

Behauptung. Vn € N: |[T"(|p ) = ||T|7 )
Beweis. Fiir n =1 ist die Aussage offensichtlich.
“n—mn+17: Fir x € H mit ||z||g = 1 folgt mit Bemerkung [6.7.1]
17"\l = (T2, T"w)p = (T T2, T a) g < ||T*(T"2) ||| T ol |1
= |7 ||| 7" el < (17" | 1T o)
Nach Induktionsannahme erhalten wir

T E Gy = 1Ty = sup [Tl
z€H, ||z||lg=1

< T Mo 1T ey = 1T eI G
also mit Satz 2.2.3]
TN < 1T Lo < ITIEH,
und die Behauptung folgt. O
Mit Satz erhalten wir nun

T — lim [|T™||M" =rp = sup |\
I = Jim 13y = = s

wie gewiinscht. |

Satz 6.7.2. Sei T € L(H) kompakt und selbstadjungiert, T # 0. Dann gilt

i) es gibt hichstens abzihlbar viele Eigenwerte A\, € R\ {0}, welche sich hdchs-
tens bei A = 0 hdufen, und zugehdrige orthonormale Eigenvektoren ey, k € N,
so dass
Vee H: Tx = Z /\kek(x,ek)H;
keN

i) wir erhalten die orthogonale Zerlegung

H = ker(T) & span{ex; k € N}.

Bemerkung 6.7.2. ker(T) muss nicht separabel sein.

Beweis von Satz[6.7.2. i) Nach Beispiel [6.5.2 und Satz [6.7.1] gilt

o(T)\ {0} = op(T) \ {0} C By, (0),
wobei 7o = ||T'||(my < 00. Fiir A € 0,,(T) \ {0} setze

X\=ker(A=T).
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Behauptung 1. VA € 0,(T) \ {0}: dim(X,) < oo.

Beweis. Fiir jedes A € o,(T) \ {0} ist AB1(0; X)) = T'(B1(0; X») kompakt;
nach Satz 2 T4 also dim (X)) < co. O
Behauptung 2. Vr > 0: 0,(T) \ B,(0) ist endlich.

Beweis. Andernfalls existiert eine Folge (Ag)ren C op(T) mit Ay — A # 0
(k — 00). Gemiss Behauptung 1 diirfen wir oBdA annehmen, dass A\ # N
(k #1). Seien ey, zugehorige Eigenvektoren mit Tep, = Ageg, |lex|lm =1, k € N.
Aus

Mo(ew.en)m = (Tex,e)u = (T ex,er)m = (ex, Ter)ar = Mi(ex, 1) u

folgt dann

(ek, el)H =0 (k} 7é l) (671)
Da T kompakt, enthiilt die Folge (Tex)ren eine konvergente Teilfolge. OBdA
diirfen wir annehmen, dass

yr :=Ter =y (k— 00).
Mit A\, = A # 0 (K — o0) erhalten wir dann jedoch auch Konvergenz
er =\, 'Tex = Ay (k— o0)
im Widerspruch zu ([G.7.1)). O

Da 0, (T)\ B1/x(0) fiir jedes k& € N nach Behauptung 2 endlich ist, ist o,,(7")\ {0}
abzéhlbar. Mit (6.7.0]) erhalten wir die Beziehung

VA€ op(T)\{0}: A #p= Xy L X,

Durch geeignete Normierung kénnen wir erreichen, dass auch die Eigenvektoren
ek, e; zu einem mehrfachen Eigenwert A = A\ = \; orthonormal sind, und
wir erhalten eine hochstens abzéhlbare Schar orthonormaler Eigenvektoren ey,
k € N, so dass

X = @)\EUP(T)\{O}X)\ = span{ek; ke N}

Behauptung 3. Jedes z € X hat die Darstellung x = >, (2, ex) mer.

Beweis. Beachte, dass fiir die Partialsummen xx = >, - ;- (@, ex) ey der Reihe
wegen Orthonormalitét der (eg)ren gilt B

lexllzr = D @ en)nl® = (@x, 2)m < ek allol|a;
k<K
also
D @)y = lim |lax|la < ||lzlF < oo,
K—oo
keEN
und
lex el = Y Iwenl »0 (K <L o)
K<k<L
Somit existiert y := limg o 2. Da weiter gilt (z —y, ex) g = 0 fiir jedes k und
da z,y € X = span{ey; k € N}, folgt x =y = >, (2, ex)mep. O
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Mit Behauptung 3 und Stetigkeit von 7" erhalten wir nun auch die gewiinschte

Identitat
Ty = Z(x,ek)HTek = Z iz, ex) pek.
keN kEN

ii) Sei Y = X+ C H. Nimm an, Y # {0}.

Behauptung 4. T(Y) C Y.
Beweis. Fiir y € Y gilt
Vk € N: (e, TY)r = (T er, )r = (Ter, y) g = Mu(er, y) g = 0;
also Ty € span{er; k € N}t = X1 =Y. O
Setze To = T}, € L(Y'). Dann ist Ty kompakt und selbstadjungiert; also
o(Ty) C 0p(To) U {0}.
Sei A\g € 0p(Th) mit zugehorigem Eigenvektor 0 # eg € Y C H mit
Toeo = Teg = Mgeg.

Dann ist Ag =0, oder ¢g € X, C X, und ¢g € X NY = {0}. Also \p =0, und
Satz [6.7.1] ergibt
| Tol[r(ry = sup |A] = 0;
Ao (To)

das heisst, Y = ker(T). O

Bemerkung 6.7.3. Falls T positiv definit ist im Sinne, dass gilt
Ve e H\ {0}: (z,Tz)g > 0,

so ist ker(T) = {0}, und es gilt A > 0 fiir jedes A € o(T'). Die in absteigender
Reihenfolge geordneten Eigenwerte Ay > ... A\x > A\gy1 > ... erhélt man dann
mit dem Courant-Fischerschen Minimax-Prinzip:

Vk e N: g, = sup inf (x,Tx) g =: pg.
MCH linear, dimM>k T€M, ||z||g=1

Beweis. “\, < p”: Wihle M = My, := span{e;; 1 < j < k} mit
(@, To)n = (Te,2)u = (Y M@ ejme,x)u = Y N, e;)ul’

1<j<k 1<j<k

Z)\kz

1<5<k

(xaej)H|2 = )\k||$||H = A\g.

fir alle z € M mit ||z||g = 1.
“Ng > pg”: Sei M C H linear mit dimM > k. Nimm zun#chst an, es gibt

2o € M mit ||zo||gr = 1 und 29 L Mj. Dann kénnen wir abschétzen

EMiﬁlfH (@, T2)n < (z0, Two)r = (Two, 0) 1 = O~ N(wo, et e, wo)u
cER 1>k

= Ml(@o,en)u* <M Y (w0, e))ul® = Aellwol |7 = Mk,
1>k >k
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und die Behauptung folgt in diesem Fall.

Andernfalls ist 7, : M — M}, bijektiv, wobei wir mit 7 die Einschrankung der
orthogonalen Projektion H — M), auf M bezeichnen. Betrachte den Vektor
T = W;lek =er +yr € M, wobei y, L Mj. Es gilt

(z,Tz)n = (ex + yr, Tex + Tyr)u
= (ex,Tex)u + (yr, Ter)u + (er, Tyr)u + (yr, Tyr)
wobei
(Yr: Ter)m = Ay, ex)m =0, (ex, Tyr)m = (Tex, yr)u =0,
und — wie eben gezeigt — mit
(Wi Ty e < Nellyel| s

das heisst,
(@, Tx)n = (ers Ter)n + (yu Tye)mr < Me(L+ [ynllz) = Arllzl[7r-

Es folgt

(z,Tx)y

< A\i.
selago [y ¥

inf (x,Tx)g =
zeM, |lz|[n=1
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Kapitel 7

Sobolev-Riaume

7.1 Funktionalanalytische Zuginge zum Dirichlet-
Problem

Sei 2 CC R™ offen, glatt berandet, und seien f,uo € C°°(Q2). Wir suchen eine
Losung u des Dirichlet-Problems

—Au=f inQ,
u = uqg auf 0.

Bemerkung 7.1.1. Ersetze u durch v = u — ug. Dann geht (ZI.T]) iiber in die
Gleichung
—Av=—-Au+Auy=f+Auy=:g inf

mit der homogenen Dirichlet-Randbedingung
v =0 auf 09

anstelle von (T.1.2). Im Folgenden nehmen wir daher stets an ug = 0.

Zur Losung von (CIT), (ZI2) bieten die zuvor behandelten Methoden zwei
mogliche Ansétze, zum einen via Banach’s “Closed range theorem”, Satz [6.2.7]
zum anderen mit dem Rieszschen Darstellungssatz, Satz [4.3.2]

7.1.1 Losung mittels Banach’s closed range theorem

Deute (ZI1I),(CI12) als Gleichung Au = f fiir eine geeignete Erweiterung
A: Dy € X — X des Laplace-Operators mit einem geeigneten Funktionen-
raum C(Q2) € Dy C X, wobei Au = —Auw fiir u € C°(Q2) und v = 0 auf 99
fir alle u € D 4. Idealerweise wihlen wir fiir X einen Hilbertraum X = H und
D4 so, dass A selbstadjungiert ist. Dies ist in der Tat moglich.

Wihle X = L2(Q), Da = {u € C%*(Q); ulpg = 0} und setze Au = —Au fiir
u € Dy. Dann gilt:

105
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Behauptung 1. A ist symmetrisch.

Bewets. Fiir u,v € D4 erhalten wir nach partieller Integration

(Au,v)r2 = / (—Au)v dx = / u(—Av) dr = (u, Av) 2
Q Q
wobei wir fiir die partielle Integration die Gleichung
div(uVv —vVu) =u-Av —v - Au

und den Satz von Gauss angewendet haben. O

Nach Satz ist A abschliessbar mit I'; = T4 und
DA = {U GLQ(Q>; 3(uk>k€N CDy:
up — u, Auy, — f =: Auin L*(Q) (k — o)}
Behauptung 2. A ist selbstadjungiert.
Beweis. Mit A ist auch A symmetrisch: Seien u,v € D 4, (ur)ren, (v1)ien C€ Da
mit
up = u, —Aup = fr, = f=Au, vy > v, —Avy, =g, — g = Av

in L2(Q) (k,l — o0). Mit Behauptung 1 folgt

(Au,v)r2 = lim (Aug,v))r2 = lim (ug, Avy)e = (u, Av)pe.
k,l—o00 k,l—o00

Lemma 7.1.1. Seiv € L*(Q) und es gelte fiir alle u € Dz die Abschitzung

/ vAu dx
Q

mit einer von u unabhdngigen Konstanten C. Dann folgt v € D .

|(v, Au) 2| = <C-lufga

Beweis. Siehe Lemma fiir den Fall n = 1, bzw. Lemma fiir n >
1. O

Offenbar gilt

Dj. ={v e L*(Q); Dg>uwrs (v,Au)2 ist stetig auf L*(Q) fortsetzbar}
={veL*Q); IC eR: ‘(v,flu)y‘ <C-ullp2}

Lemma [T ergibt also D 5. = D j; das heisst, A ist selbstadjungiert. O

Satz 7.1.1. i) im(A) ist abgeschlossen;

ii) ker(A) = {0}.

Folgerung 7.1.1. Zusammen mit Satz liefert Satz [.1.1] fiir jedes f €
L?(Q) eine Losung u € Dz der Gleichung Au = f. Wir kénnen u ansehen als

eine “verallgemeinerte Losung” von (CI.TI),(([C.T2]).
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Zum Beweis von Satz [[.T.J] benétigen wir das folgende Resultat.

Lemma 7.1.2. (Poincaré) Sei Q C 10, L] xR"~!. Fiir u € C°(Q) gilt dann

die Abschdtzung
/|u|2dz§L2~/ Vul® da.
Q Q

Beweis. Setze u fort durch u(z) = 0 fir = ¢ Q. Fir x = (x1,2') € Q schitze

ab
2
$1, -_“/ﬁ 8x1 dS‘
< (/ ﬂ(s x') ds)2 < L/L [Vu(s :L'/)|2 ds
f— 0 axl ) — O Y *
Es folgt

ul® dxr < e d:c1 dx’
| ? | ,T

g/ LQ/ \Vu(s,2')|* ds da’ §L2/ [Vul* da.
Rn—1 0 Q
|

Beweis von Satz[7.1.1). i) Seien (uy) C Dz mit Auy =: fr — f in L?(Q)
fir £ — oo.

OBdA diirfen wir annehmen, dass u € D 4. (Betrachte sonst Folgen (ug;) C Da
mit ug; — ug, Aup — Aug = fr in L? (I — oo) fiir jedes k € N und ersetze uy,
durch i}, = ug) fiir geeignetes I(k)).

Somit gilt up € C%(Q), Aur = —Aug € C°(Q), ur = 0 auf 9Q, k € N, und
mit Lemma und partieller Integration unter Verwendung der Gleichung
div(uVv) = Vu - Vo + uAv erhalten wir

uk — w32 < L* |V (ue —w)|72 = L2/ IV (u, —w)|* dw
Q

- L2/ |=A(up — w)|(up — w) do < L || fro = fill g2 - lluk — w12 -
Q) \——
=fx—fi

Es folgt
Jur — w2 < Cllfx = fill 2 = 0 (k1 — o).

Also ist (ug)ren C L2(Q2) Cauchy-Folge und es existiert u = limg_, o .

Mit wp — u, Aup = fi, — f in L? (k — oo) folgt u € Ds und f = Au; das
heisst, imA ist abgeschlossen.

ii) Sei v € Dgz mit Au = 0. Wie in i) wihle (up)rey C Da mit up — u,
Auy, = —Aug — 0 in L? (k — 00). Mit Lemma [T.T.2] folgt

il 2 < C | Vurl|z. = C/Q(—ch)wc da < o(1) - [lukll -,
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wobei 0o(1) — 0 (k — o0); also u = klim ur =0 € L*(Q).
—00
O

Zu f € C*(Q) finden wir also stets eine “verallgemeinerte Losung” u € D 5 von
[CI1), (CI2). Es bleiben jedoch einige wichtige Fragen offen.

Fragen: Ist u auch eine klassische Losung von (ZLT),([ZT.2), allenfalls sogar
“glatt”, also v € C°(Q), falls f € C*(Q)? — Erfiillt eine “verallgemeinerte
Losung” auch die Randbedingung ([T.I1.2)? — Wie beweist man Lemma [T

7.1.2 Losung mittels Rieszschem Darstellungssatz

Sei u € C?(Q2) Losung von (ZLI),(T12), und sei ¢ € C°(Q) eine “Testfunkti-
on”. Nach partieller Integration erhalten wir aus (T.II)) die Gleichung

Vo € C(): Vu-Vgodx:/ftpdx.
Q Q

Wir deuten die linke Seite als Skalrprodukt. Setze dazu
2 2 [o%S)
Jullyy = [ 1Val* do, w e C(@).
Wegen Lemma gilt
Vu e C2(Q): lullp <O flullg, ;
also ist ||-[| 1 eine Norm auf C2°(€). Definiere
HI®) = |-y — elos(C2().
Dann ist H{(£2) ein Hilbertraum mit Skalarprodukt

(w,v)gg = | Vu-Vvdz, u,ve Hy(Q),
Q

wie gewiinscht, wobei wir fiir u = klim ug, in Hg () mit ug, € C§°(Q) setzen
— 00

Vu:= lim Vuy € L*(Q,R").
k— o0

Weiter lisst sich ¢ — [, foda stetig erweitern zu | € (H§(Q))* =: H™ ().
Mit Satz folgt

Satz 7.1.2. Fir alle f € L?(Q2) gibt es genau ein u € HE(Q) mit

Yo € Hy(Q): /Vu-VU dxz/fvdx. (7.1.3)
Q Q
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Definition 7.1.1. Ein u € H}(Q) mit (TL3)) heisst schwache Lésung der
Klasse H} von (T.LI), (Z1.2).

Wie bei unserem ersten Losungsansatz bleiben zunéchst einige Fragen ungeklart.

Fragen: Ist eine schwache Losung u € Hj(Q) eine (allenfalls sogar “glatte”)
klassische Losung von (TZ11),([TI2)? — Was bedeutet Vu fiir u € H}(Q)? — In
welchem Sinne ist die Randbedingung (Z.1.2)) erfullt?

Um Antwort auf diese Fragen zu geben, miissen wir zunéchst den Ansatzraum
H}(Q) besser verstehen und uns dann der Regularitéiitstheorie zuwenden.

7.2 Distributionsableitung, schwache Ableitung,
Sobolev - Raume

Sei © C R™ offen, u € L, ().
Definition 7.2.1. i) Die lineare Abbildung

C(Q) Bcpr/glugZ dx

definiert die Distributionsableitung %, 1<i<n.

it) Analog definiert fir « = (aq, ..., o) € N§ mit den Notationen

n
oled
al = E o, DY = ———
e — v oz {t...0zn"
1=

die Abbildung
CX(Q) 3¢ — (—1) / uD%p dx
Q
die Distributionsableitung D*u von wu.

Beachte, dass die Distributionsableitung eine Abbildung ist. Wir verwenden je-
doch dasselbe Symbol wie fiir die Ableitungsfunktion, sofern diese existiert.

Definition 7.2.2. i) Die Funktion u € L} () hat eine schwache Ablei-

loc

tung % in LP(Q), falls g; € LP(SY) existiert mit

Yo € C5°(2): /gicp dz:f/u&'o dz.
Q o 0

Ly

In diesem Fall sagen wir: “Die Distributionsableitung % wird durch die Funk-
tion % = g; € LP(Q) dargestellt.”

i) Fir beliebige o € Ny heisst D*u € LP(Q), falls go € LP(Y) existiert mit

/ gap dz = (=1)l° / uD%p dz.
) Q
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Beispiel 7.2.1. i) Falls u € C*(Q), so ist fiir |a| < k die klassische Ableitung
D>y auch schwache Ableitung in L{° (£2).

loc
ii) Sei Q =1 =]—1,1[. Fiir u(z) = max{0,z} gilt v’ = xj017 € L=(I).
Beweis. Sei ¢ € C°(I). Dann gilt

1

1
- / wpl de = — / 2 (z) dx = —(wp(e)) 2=+ / o du
I 0 S————— 0

=0
= /X]o,l[ ® dz.
I

iii) Allgemein besitzt jede absolut stetige Funktion u: R — R eine schwache
Ableitung u’ € L} (R); vergleiche dazu Abschnitt 7.3.

loc

O

iv) Sei u = Xjo,00[- Dann hat u die Distributionsableitung do; das heisst, u
besitzt keine schwache Ableitung u’ € L} (R).

loc

Beweis. Fiir ¢ € C°(R) gilt

7/RW’ dz/ooosa’ dz = ¢(0) = do(p).

O

v) Seiw:]0,1[—]0, 1] die Cantor-Lebesgue-Funktion mit ' = 0 punktweise fast
itberall. Jedoch erhalten wir

1
/ ug), de — —1 (k — o0),
0

falls wir o5, € C2°(]0,1[) geeignet wihlen mit ¢r — Xjo,11 (F — o0); also ver-
schwindet die Distributionsableitung u' nicht!

vi) Sei v € L%(), und es gelte analog zu Lemma [T.T.1] die Bedingung
Vo e Cz(@: | [ vap o] <C- gl
Dann definiert die Distribtutionsableitung
Av:CX(Q) 3 p— /QvAgo dx
ein Funktional [ € (L?(2))*. Nach Satz gibt es f € L*(Q) mit

Vo € L2(Q): l(@) = (f,9) L2,

und wir erhalten
Yo € C5°(2): / fodx=1(p)= / vAp dx;
Q Q

das heisst, Av = f € L*(Q).
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Definition 7.2.3. (Sobolev-Riume) Sei Q C R™ offen, 1 < p < co. Setze

WhP(Q) = {u € L (Q); g“ € LP(N),1<i<n}
725
mit Norm
. Ou
[l = llullps + Z; IIa—zZ_IILv-
Weiter ses

Wo () = |l — clos(CE(2)).
Zur Abkiirzung setzen wir
WL2(Q) = B (Q), WE(Q) = HY(Q).
Analog sei fiir k € N
WHP(Q) = {u € LP(Q); D% € LP(Q) fir alle o € NJ mit |a| < k}

mit Norm

lullwse = > 1Dl

0<|al<k

Wieder setzen wir

WoP () = [l — clos(CE(9)), W (Q) = Hp ().

Bemerkung 7.2.1. i) Falls Q cC R", so folgt mit Holder
Wha(Q) — WhP(Q), 1 <p < q< oo

Dabei und auch im Folgenden bezeichnet das Symbol < eine topologische (also
stetige) und algebraische (homomorphe) Einbettung (héiufig sogar Inklusion).

ii) Fiir Q@ cC R™ definiert wegen Lemma [[.1.2] der Ausdruck
lull g = IVl L2, u € Ho(Q),

eine zur H!'-Norm #quivalente Norm.

iii) Allgemein gilt analog zu Lemma [[.T.2] fiir 1 < p < co und u € C*(Q) die
Abschitzung
gu

L
0

updzg//
ol AVRF

Tl
L
<L-Lrt // [Vu|? dxq dx’:Lp~/|Vu|p dzx.
QJo Q

Folglich sind fiir Q@ CcC R™ die durch ||u||W01,p = | Vul,, fir u € WyP(Q)

definierte Norm und die W'?-Norm auf W, *(2) dquivalent.

dxl)p dx
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Satz 7.2.1. Der Raum WP (Q) ist
1) wollstindig fir 1 < p < oo,

1) separabel fir 1 < p < oo,

11) und refleziv fir 1 < p < co.

Beweis. i) Sei (ug)ren C W1P(Q) eine Cauchy-Folge. Dann sind (uy)gen,
(%)%N Cauchy-Folgen in LP(£2), 1 < i < n. Da der Raum LP(Q2) vollsténdig
ist, existieren u = lim wug, g; = lim g—“kf e LP(),1<i<n.
k— o0 k—oo 971
ou

Behauptung 1. g, = 5, 1 <i <n.

Beweis. Fiir ¢ € C°(Q) gilt

0 0
/gigad:czlim ukgadx:flim Uk Y da
Q k—oo Jo awi

k—oo QO .Ti
0
:—/u 14 dzx.
o O

Somit folgt ||ur — ||y, — 0 (kK — 00), wie gewlinscht.

ii) Die Einbettung

ou ou
T0x” T Oy,
ist isometrisch. Nach Beispiel B2.Jliii) ist LP(Q) fiir 1 < p < oo separabel,
nach Satz [5.2.1] daher auch i(W1?(2)). Da i isometrisch, ist also auch W (£2)
separabel.

i WHP(Q) 3 urs (u ) € (LP(Q))"H

iii) Nach i) ist i(W1P(2)) =: Y ein abgeschlossener linearer Unterraum von
X = (LP(Q))" L. Fiir 1 < p < oo ist X nach Beispiel (.I.2liii) reflexiv, nach
Satz dann auch Y, also auch W(Q).

O

Bemerkung 7.2.2. Insbesondere ist H!(£2) ein Hilbertraum mit Skalarprodukt
(u,v) 1 = / uv dz+/ Vu-Vudr, u,ve HY(Q).
Q Q

Analog fiir beliebiges k € N.

Fragen: Wann existiert mit der schwachen Ableitung auch eine punktweise
Ableitung? — Was kann man tiber die Randwerte von Sobolev-Funktionen sagen?

7.3 Sobolev-Riume auf einem Intervall

Sei I =]a,b[, —0o < a < b < co. Im folgenden legen wir stets das Lebesguesche
Mass zugrunde.
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Satz 7.3.1. i) Sei u € WYP(I), 1 < p < oo. Dann existiert i € C(I) mit
u = 1u fast iberall, und fir xo,xz € I gilt

a(z) = u(xo) + /m u'(t) dt.

o

Insbesondere ist U absolut stetig und punktweise fast iberall differenzierbar mit
' (x) = v (x) fir fast alle z € 1.

it) Falls umgekehrt w € C(I) absolut stetig ist, so gilt u € VVlicl(I), und die
fast diberall definierte Ableitung stimmt iiberein mit der schwachen Ableitung u'.
Falls u,u’ € LP(I), so gilt u € WP(I).

Notation: Im Folgenden identifizieren wir eine Funktion u € W1?(I) meist mit
ihrem stetigen Représentanten .

Lemma 7.3.1. (du Bois-Reymond) Sei f € Li (I) mit

loc

Vo € CF(I): /fcp’dx: 0.
I
Dann gilt f = c fir ein c € R.

Bemerkung 7.3.1. Lemma [7.3.T] sagt aus, dass f konstant sein muss, falls die
Distributionsableitung von f verschwindet, analog zum Fall f € C1(I).

Beweis. i) Sei v € C°(I) mit [, v du = 0. Dann gilt v = ¢’ fiir die Funktion

p(z) = /f” v(t) dt € C°(I).

ii) Sei w € C2°(I) nun beliebig. Fixiere ¢ € C°(I) mit [, ¢ dz =1 und setze
v =w — co1p, wobei ¢y € R so gewéhlt ist, dass

/Ud:E:/wd:E*CO/i/}d%:O;
I I I

das heisst, co = [, w dz. Nach i) gilt v = ¢’ fiir ein ¢ € C°(I), also

OZ/vadx:/Ifwdx—co/Ifwdac:/I(f—c)wdac

mit ¢ = [, f¢ dz. Da w € C2°(I) beliebig war, folgt f = c. O

Lemma 7.3.2. Sei g € L*(I), z9 € I. Dann ist die Funktion

v(x) = /: g(t) dt

0
absolut stetig und von der Klasse W' (I) mit schwacher Ableitung v' = g.

Beweis. Absolute Stetigkeit von v folgt aus Sdtzen der Analysis ITI. Wir zeigen

Vo € C°(I): /g(pdx:—/mp' dz.
I I
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Sei ¢ € C(I). Mit Fubini folgt

/Iw’dz - /ab (/;g(t)dt)@’(z)dz
- / (/:Og(t)cp’(:c)dt)d:ch/b (/mg(t)cp’(x)dt)dz

= _ /IO (/tg(t)gp’(z)dz) dt + /b (/bg(t)ga’(x)d:c) dt
amo a , xo t ,
[ awetnar— [ ety = - [ ot
wie gewiinscht. |

Beweis von Satz[7.3.1]. i) Sei u € W'P(I). Fixiere zg € I. Setze
v(x) :/ u'(t) dt.
Zo

Nach Lemma[Z32ist v absolut stetig und v € W,5! (I) mit schwacher Ableitung

loc

o' = € LP(I). Setze f =u—v € L}, _(I) mit

loc

Vo e C°(I): /f(p'd,r:/ugo’dx—/vgo’dx:&
I I I

Mit Lemma [[33T] folgt f = ¢ fast iiberall, also u(z) = v(x) + ¢ fast iiberall,
wobei ¢ = u(xg) — v(zo) = u(xo).
ii) Sei uw € C(I) absolut stetig. Dann gilt nach Korollar I11.5.3.1
u(z) —u(zo) = / uw'(t) dt =: v(x)
Zo

mit der punktweise fast iiberall definierten Ableitung «’ € L!(I). Nach Lemma
hat v (und damit ) die schwache Ableitung w’. O

Satz 7.3.2. Seil < p < oo, und sei uw € LP(I). Es sind dquivalent:
i) ue WLP(I);
i) es gibt C > 0 mit

Vo € C2(1): | [ up' da| < - gl wobei q= L

iii) mit einer Konstanten C > 0 gilt fir alle I' CC I und |h| < dist(I',0I)
IThe = vl oy < C- 101,

wobei Thu(z) = u(x + h).

Bemerkung 7.3.2. i) Der Beweis zeigt, dass man C = ||Vul|,, in ii), iii)
wéhlen kann.



7.3. SOBOLEV-RAUME AUF EINEM INTERVALL 115

ii) Die Funktion u = xjo,1( erfiillt ii) und iii) mit p = 1, ¢ = oo, aber u ¢ VVlloc1 (R).
iii) Es gelten jedoch auch im Falle p = 1 die Aussagen “i) = ii) < iii)”. (Ubung)
iv) Fiir p = oo liefert Satz die Aquivalenz:

u € WH(I) < u Lipschitz stetig.

Beweis von Satz[7.3.2. “i) = ii)”: Sei u € WP(I). Fiir p € C°(I) erhalten
wir mit der Holderschen Ungleichung

| [ust do| = | [ e do] < 1o ol
I I

“ii) = 1)”: Falls ii) gilt, so kann man die Abbildung
Cx(I)>p— /ucp’ dx
I

stetig zu I € (L4(I))* erweitern. Da p > 1, also ¢ < oo, gibt es nach Satz 4Tl
ein g € LP(I) mit

Vo € LU(I): U(y) =—/Igso dz ;

insbesondere
Vo € C(I): /wp’ dz =(p) = —/gso dz ;
I I

das heisst, g € LP(I) ist schwache Ableitung von wu.
“1) = iil)”: Sei I’ CC I, |h| < dist(I',01I). Nach Satz [[31] gilt fiir alle z € I’

x+h 1
mhu(z) — u(z) = / u'(t) dt =h- / o' (z + ht) dt.
x 0
Mit der Minkowski-Ungleichung (oder der Jensenschen Ungleichung) folgt
1
s — wllzoqrry = [l - | / o (- + ht) ]| oo
0
1
< |h] /0 [’ (- + ht) | Loy dt < [R] - [0 o)

“iii) = ii)”: Sei ¢ € CL(I). Wahle I' CC I mit supp(e) C I'. Fir |h| <
dist(I’,0I) liefert die Holdersche Ungleichung die Abschiitzung

A= /[ (u(:c +h) —u(x) )cp(:c) dx < ||mhu — uHLp(p) . ||<p||Lq(p).
~— ———
=Tpu—u€ELP

Andererseits gilt nach Substitution y =z + h

A= /1 (w(W)e(y —h) —uw(y)e(y)) dy = — /U(y)(w(y) — oy — h)) dy.

I
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Nach Division durch |h| und Grenziibergang h — 0 folgt mit Annahme iii) die
Abschétzung

h
}/wp dm = lim ‘/ (m )dx < C-lellpan
h—0
mit einem von ¢ unabhingigen C' € R. O

Satz 7.3.3. Seil =]a,b[, —o0o < a<b< 00,1 <p<oo. Es gibt einen stetigen,
linearen Fortsetzungsoperator E : WYP(I) — WLP(R) mit den Eigenschaften

i) (Bu)|r = u,

i) ||Eu||LP(]R) <C- ||U||Lp(1),

i) 1Bl o gy < C - el
fiir alle w € WHP(I).

Bemerkung 7.3.3. C' = C(I), E = E(I) sind unabhéngig von p.
Beweis. a) Sei zuniichst I =)0, 00[=R. Fiir u € WP(R,) setze
>0 ! >0
v(z) = ulz), @ =0, ,  sowie g(z)= w(=), T
u(—z), =<0, —u/(—x), = <0.
wobei wir u bei = 0 gemiiss Satz[[3 Tl stetig ergéinzen. Dann sind v, g € LP(R)
mit
”vHLp(]R) <C- HUHLP(R” ’ ”g”Lp(]R) <C- ||u/||Lp(1R+)7
und offenbar gilt v|r, = u.

Behauptung 1. g = v’ als Distribution.
Beweis. Nach Satz [[L3.7] gilt fiir fast alle z > 0

sowie fir z < 0

(@) = u(—z) = u(0) + /0 d() dt

(Sit

) z*U/*S S = ’ S S
u<o>+/0< (—s))d <o>+/0g(>d.

Nach Satz [[.31ii) oder Lemma [[.3.2 folgt g = v'. O

b) Sei I beschrinkt, OBdA I =]0,1[. Fixiere eine “Abschneidefunktion” n €
C*(R) mit 0 <7 < 1 und so, dass

1, x<%, ,
) = < 3.
n(x) {o, 2> 3, In'| <

Fiir u € WHP(I) setze u; = un, ug = u(1 —n) mit u = uy + uy. Offenbar gilt
Uy, Uz € Lp([) mit
luillre, luzllre < llullLe.
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Behauptung 2. u; € WP (1) mit v} = u'n 4+ un’ € LP(I), da u'n, uny’ € LP.
Beweis. Sei ¢ € C°(I). Beachte

(me) =n'e+n¢'.

Mit Definition folgt

/I(uup + (u'n 4 un')e) d:cZ/I(u(mD +1'¢) +u(np)) do = 0.

=(ne)’
[l
Setze u; fort durch u(x) =0 fiir z > 1 zu vy € WHP(R,) mit
lutllwrreyy < C llullwe.
Mit a) folgt die Behauptung. Analog erhalten wir ug € WHP(] — oo, 1[) mit
uzllwe(-coap < C - llullwre.
([l

Satz 7.3.4. Seiu e WYP(I), 1 < p < co. Dann gibt es (ur) C C°(R) mit
H“k\z - uHWl’p(I) =0 (k— o).

Bemerkung 7.3.4. i) Insbesondere liegt fiir beschréinktes I der Raum C*(I)
dicht in WHP(I), falls 1 < p < co. (Beachte, dass {u|;; u € C*(R)} c C~(I).)

ii) Fiir I = R liegt C°(R) dicht in W1P(R); das heisst,
WHP(R) = ||y — clos(C(R) = Wy P (R), 1< p < co.
Zum Beweis von Satz [[.3.4] geniigt es, v € WHP(R) zu betrachten. (Sonst be-

trachte @ = Eu gemiss Satz[[.3.3]) Wir kénnen dann « durch Faltung mit einem
“regularisierenden Kern” (oder “mollifier”) glitten; vergleiche Analysis I11.4.2.

Repetition: Faltung auf R". Seien f € L'(R"), g € LP(R™). Dann gilt

(fxg)x)= [ fle—y)gly)dy= [ [(z)g(x—=2)dz
RTL Rn

= (9+ f)(z) € L"(R")

(7.3.1)

mit
1f*gllpe < fllzs llgllpe, 1 <p < o0 (7.3.2)

vergleiche Korollar I11.4.2.1. Falls f € C°(R™) C LY(R"), g € LP(R"™), so gilt
f*ge€ C®R"), und

8(:9@- (fxg)(z) = An(aiif(w - y)) 9(y) dy = (86:2 *g) (x);  (7.3.3)
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analog
(= 9)@) = (£+ 52 ) @)

falls auch g € C*(R"). Fiir f € L*(R"), g, h € C°(R") gilt g x h € C°(R™)

und

flg*h) de = / f(@) gla — y) hy) dy de = / (f+g) hdy (7.34)
R™ n JRn —

n

g(y—=)
mit g(z) = g(—x), x € R™.
Sei nun 0 < p € C°(B1(0)) mit

/ pdr=1.

Fiir k € N setze py(x) = k" p(kx) € C°(B14(0)) mit
/n px(z) de = /n p(kz) d(kx) = 1.

Lemma 7.3.3. Sei f € LP(R™), 1 < p < c0. Dann gilt

o * f = fllpep =0 (k= 00).

Beweis. Zu e > 0 wihle fo € C2(R™) mit ||f — fol|;, < &. Betrachte die Folge
fe = pr % fo € C°(R™), k € N, mit

supp(fx) C U Bii(y) C Br,(0)
y€supp(fo)

fiir ein Ry > 0. Beachte
(o= @I =| [ (ol =)= fofe) ) ]

< swp Ifo(Z)—fo(w)l-/ prdy =0 (k= o),
le—z|<1/k R™

=1

gleichméssig in € R”. Es folgt
1fe = foll oo < (L™ (Bry ()7 |Lfi = foll e =0 (k = 0),
mit (Z32) also

low* f = fllee < llox * (f = fo)ll oo + [lox * fo = foll Lo + 1fo = fllo
< lorllp I1f = foll oo + 11fx = foll Lo + & < 26+ 0(1),
wobei o(1) = 0 (k — o0). O

Die Aussage von Lemma[.3.3 ergibt sich auch aus dem Differentiationssatz von
Lebesgue, siehe Analysis III, Satz 5.1.1, zusammen mit dem Satz von Vitali,
siehe Analysis III, Satz 3.4.1.
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Beweis von Satz[7.3.7). Sei u € W'P(R). Fiir k € N setze vy = py, * u, wobei
pr(x) = kp(kz) fir ein 0 < p € C°(] — 1,1[) mit [, p dz =1 wie oben.
Behauptung 1. v;, € WHP(R) mit v}, = pg * v’ € LP(R).

Beweis. Sei p € C°(R). Mit (L3.3), (34) und mit pg(x) = pr(—z) folgt

/ vp dx = /(p;€ xu)p dr = / u(e' * pr) doe = / u(p * pr) dx
R R R R
- [werpydo == [ (pru)odn
R R

Mit Lemma [7.3.3] folgt

lor = ull o + v, = vl = 0 (k= o0);
das heisst, ||vr — u|ly1., = 0 (K — 00).
Schliesslich sei n € C*(R), 0 <5 < 1, mit

n(e) = {1, |z < 1

0, |z|>2

Fiir k € N setze ni(x) = n(z/k), up = nevr € C2°(R) mit uj, = njvp + iy,
Schreibe

ug —u = ng(vp —u) + Nru — u,

g, — v = (v, —u') + mog +qpu’ — o'
Da npu — u, mpu’ — v’ punktweise, folgt mit dem Satz iiber dominierte Kon-

vergenz
Imkw = ullpo + e’ = 'l =0 (k= o0)

Mit 0 <n <1, |0l e =&k |[7]| = — 0 (k — c0) erhalten wir andererseits
auch Konvergenz
[l vk = )l o + In(vr = )l o < ok = ullyrp =0

sowie
kvl o < CE™Y o]l s = 0 (k — 00);

also |lur — w1, — 0 (B — 00). O

Satz 7.3.5. (Sobolev-Einbettung) Seil < p < oo. Es gilt W1P(I) — L>(I)
und
Vu e WHP(I): lullpe < C - lullys

mit C = C(l), wobei l = |b—al = L1(I) = |I|.

Beweis. Sei u € WHP(I). OBdA sei | = |I| < 1. (Sonst betrachte I’ C I mit
') = 1und [lul| oo 7y > 5 [[ufl poory).) Fiir fast alle 2,y € I gilt nach Satz[Z3.]
die Abschitzung

() - u(y)] < / ! (8)] dt = ol
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also nach Mittelung bzgl. y € T

lull o = supu(a)| < 17" / ()] dy + o]l

zel
L+ Nullpra < Q@+H7Y Jullys -

IN

O
Korollar 7.3.1. Falls I unbeschrinkt, 1 < p < oo, so gilt fiir u € WYP(I) stets
u(z) = 0 (lz] = o0, z €1I).
Beweis. Sei u € WHP(I). Da p < oo, liefert Satz [[.3.4] eine Folge (ux) C
C(R) mit [Jug|r — ullyroy — 0 (K = 00). Zu e > 0 wihle ky € N mit
lue = wllyrory <€ fiir k> ko. Mit Satz [L3.5 folgt fiir k > ko

limsup [u(z)| < limsup |u(z)|+ [Jur — ull ()
|z|—o00, z€T |z| =00, z€T

=0
< luk — u||L°°(I) < Clluk — UHWLP([) < Ce.

Mit € | 0 folgt die Behauptung. O

Korollar 7.3.2. (Produktregel) Seien u,v € WP(I), 1 < p < co. Dann gilt
uww € WHP(I), und

||UU||WLP([) <C- ||U||W11p([) : ||U||W1,p([) .

Beweis. Nach Satz[[30] gilt u,v € L°(I), also uv € LP(I) mit
fuvllys < el - ol < € Tullyrogry - olhwomr -
Analog v'v + wv’ € LP(I) mit

lu'v + || o < Wl - 0]l oo + Nl oo - 10711 o < C il - [0llwn -

Behauptung. u'v + uv’ € LP ist schwache Ableitung von uv.
Beweis. i) Seip < co. Wihle (ug), (vg) in C°(R) mit
luklr — ullyp + lvelr — vl =0,
also auch ug, — u, vy — v in L*°(I) (k — oo). Dann folgt
(urvr) = upvr + ugvy, = v'v +wo’ in LP(I)  (k — o00).
Nach Satz [2ZT] ist klim (ugvg) = w'v 4w’ € LP(I) schwache Ableitung von
—00
uv € LP(I).

ii) Sei nun p = co. Zu gegebenem ¢ € C°(I) wihle I’ CC I mit supp(yp) C I'.
Nach Bemerkung [T.2.1] kénnen wir u|;,v|; auffassen als u|r/, v|;r € WH(T7),
da

Whoo(I)  Whee(I') — WhY(T').
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Gemiiss i) ist (uv’ + w'v)|p € L*(I') schwache Ableitung von (uv)|; € LY(I').
Insbesondere gilt

/(uv)tpl dr = — /(uv’ +u'v)p dr,
I

I

wie gewiinscht. |

Es folgt uv € WHP(I). O

7.4 Losung des Modellproblems auf [

7.4.1 Dirichlet-Problem
Sei I =]a,b[, —co < a < b<oo.Zu f € CO(I) suche u € C?(I) mit

" =f inl, (7.4.1)
u(a) =0 = u(b) . (7.4.2)

Geméss Abschnitt 7.1 finden wir mit dem Rieszschen Darstellungssatz, Satz
132 eine eindeutige schwache Losung u € H}(I) von (T41), (T.42) im Sinne

von

Yo e Hy(I): /u'v’ dr = /fv dz. (7.4.3)
I I

Satz 7.4.1. Fir das so bestimmte u gilt u € C?(I), und u lost (TAT), (T42)
klassisch.

Beweis. i) u € C%*(I). Da ([T43) insbesondere gilt fiir v € C°(I), hat v’ €
L3(I) die schwache Ableitung

() = —f e CI) — L>();

das heisst, u’ € W1°°(I). Nach Satz [[.3.1] gilt
(@) = o (o) —/ £(6) dt € (D)

gemiéiss dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, da f € Co(I).
Also folgt uw € C?(I), und u 16st (TZAT) klassisch.
it) Da H§(I) = ||-|| ;1 — clos(C(I)) gibt es (u) C C2°(I) mit

lur —ull oo <C-Jlux —ullgn =0 (k= o0).

Es folgt fiir beliebige k € N

[u(@)] < |uk(@)] +[luk = ullpoo < Cllux —ulgr =0 (k= 00);
——

=0

also u(a) = 0. Analog u(b) = 0. O
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7.4.2 Neumann-Problem
Sei f € C°(I). Wir suchen zunéichst u € C?(I) mit

—u"+u=f inl, (7.4.4
u'(a) =0 =1u'(b).

Bemerkung 7.4.1. i) Fiir u € WP(I) sind die Randwerte u'(a), u/(b) nicht
definiert.

ii) Falls u € C%(I) klassische Losung von (Z.44), (Z.4H), so folgt fiir v € C1(I)
nach partieller Integration

ot
~— ~—

(u,v)g1 = /(uv +uv) do = /fv dx. (7.4.6)

Definition 7.4.1. u € H' heisst schwache Lésung in der Klasse H' von

(@44, (CAF), falls [TA6) erfillt ist fir alle v € H(I).

Existenz einer Losung liefert der folgende Satz.

Satz 7.4.2. Fir jedes f € C°(I) besitzt (L44), (LAE) genau eine schwache
Lésung u € HY(I), und uw € C*(I) lost (CAA), (TAH) klassisch.

Beweis i) Existenz einer eindeutigen schwachen Losung v € H'(I) folgt aus
Satz [ Wie in Beweis von Satz [Z41] sieht man, dass u’ € L? die schwache
Able1tung (v') =u— f € L? besitzt; das heisst, v’ € H(I), und mit Satz[[.3.]]
folgt

o' (z) = u'(zo) + /Z(u— f)(t) dt € CH(I),

zo

dau e H' — C°I), f € C°I). Das heisst, u € C?(I), und u erfiillt (T.4.4)
klassisch.

ii) Sei v € C(I) beliebig. Da u Losung von (48], folgt nach partieller Inte-
gration

b
0:/ (u'v" +uv — fo) dx

b
= / (—u" +u— f)vdz+d'(b) v(b) —u'(a) v(a).
¢ =0

Da v(a), bzw. v(b) beliebig sind, folgt «'(a) = 0 = '(b), also ([T4.5). O

Bemerkung 7.4.2. Somit erhalten wir (Z43]) als “natiirliche Randbedingung”
aus (T.L06) und der Wahl des Raumes der zuléissigen Testfunktionen v € H*(I).
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7.4.3 Varianten des Neumann-Problems

Zu f € C°(I) suche u € C%(I) mit
—u" = f inl, (7.4.7)
u'(a) =0 =u'(b). (7.4.8)

Bemerkung 7.4.3. i) Wie Integration von (T.4.71) iiber I zeigt, ist die Bedin-
gung
/f dz =0 (7.4.9)
1
notwendig fiir die Existenz einer Losung u € C%(I) von (TA7), (TLS).

ii) Falls u € C%(I) Losung ist, so auch jede Funktion u + ¢, ¢ € R. Wir kénnen
daher Ansatzfunktionen uw normieren durch die Bedingung

=u= udr =0.
i),

X ={uec H'(I); =0}

Setze

X ist abgeschlossener linearer Unterraum von H(I).

Lemma 7.4.1. Fir v € X gilt ||jul[;. <

< C - |u|| 2 mit einer nur von |I|
abhingigen Konstanten C'.

Beweis. Fiir x,y € I gilt nach Satz [[.3.1]
|u'(t)]

(@) —u()| < [ W®)] dt = o] 50
Es folgt
u(z)| = }ﬁ / (u(z) — u(y)) dy}

Integration iiber I und die Holdersche Ungleichung liefern die Behauptung. O

Aufgrund von LemmalZZdlist X ein Hilbert-Raum mit dem zum H!-Skalarprodukt
dquivalenten Skalarprodukt

(u,v)xz/u'v' dr, wu,veX.
I

Definition 7.4.2. u € H'(I) heisst schwache Lésung von (T.47), (T.48)
der Klasse H', falls gilt

Yo e HY(I): / u'v dac—/fv da . (7.4.10)
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Bemerkung 7.4.4. Falls f die notwendige Bedingung (.49]) erfiillt, so ist
([T4I10) dquivalent zu

Yo e X: /u’v’ de = /fv de . (7.4.11)
I I

Mit dem Rieszschen Darstellungssatz, Satz [£.3.2] folgt

Satz 7.4.3. Falls f die Bedingung (LA9) erfillt, so besitzt (LAT), (LAS) ge-
nau eine schwache Losungu € X, undu € C*(I) efillt (CAT), (TLR) klassisch.

Beweis. Existenz und Eindeutigkeit von v € X mit (LTI folgt aus Satz
Wegen (CZ43) erfiillt v auch (Z4I0). Regularitéit von u, etc., folgt wie in
Satz [[A2) 0

Alternativer Ansatz: Fiir ¢ > 0 suche u. € C?(I) mit

" feu=f inl, (7.4.12)
u'(a) =0 =u'(b). (7.4.13)

Nach Satz [[42 gibt es zu jedem ¢ > 0 genau ein u. € C?(I) mit (T4I2),
C4T13).

Satz 7.4.4. Die Bedingung [T49) ist notwendig und hinreichend fiir Konver-
genz ue — u in CY(I) fiir e | 0, wobei u die Lésung von (TAT), (TAS) ist.

Beweis. i) Integration von (T.4.I2)) unter Beriicksichtigung von (T.4.13)) ergibt
T L / d ! / fdr=f (7.4.14)
Ele=¢€ — [ ucde = — z=f. A.
RV 11 J1

Falls f # 0, so folgt -
|u6|2@—>oo (€1 0).
Also ist (Z.£9) notwendig fiir Konvergenz u. — u.

ii) Falls f = 0, so folgt mit (ZZ14) die Gleichung @. = 0; das heisst, u. € X.
Mit Lemma [7.47] und partieller Integration folgt

_ 2 2
O luels < il s < / (. + eu?) de

- / (—u! + eus)ue d = / fue de < ||l - el o

I

also |lucl| 2 < Cf|l,2 und damit auch |[ul||. < C|f| 2. Mit Satz [23.5] folgt

Gleichung (7.4.12)) liefert somit

[uellpoe < Cllucll g < CIfllz2-

lug = ugll oo < €llucllpoe + 8 llusll L =0 (£,6 4 0);

also ue — u in C2(I), und u 16st (ZAT), (TAF). Die Bedingung (ZZ4.9) ist somit
auch hinreichend fiir die Konvergenz. (|
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7.5 Der Laplace-Operator auf [

Wir kehren zurcék zum Dirichlet-Problem (TAT), (T42). Sei I =|a, b], wobei
—o0<a<b<oo,und sei A: Dy C L3(I) — L*(I) mit Au = —u" auf

Dy = {ue C*(I); u(a) =0 = u(b)}
wie in Abschnitt 7.1. Betrachte A mit

Dy ={ue L3(I); I(up) C Da, f € L3I): wp "=5° u, Auy "=5° f in LA(I)}.

Lemma 7.5.1. Dz ={u € H*(I); u(a) =0=wu(b)} = H>NHI(I).

Fiir den Beweis benttigen wir die folgende elementare Beobachtung.

Bemerkung 7.5.1. H}(I) ={u e H'(I); u(a) =0=u(b)}.

Beweis. “27: OBdA diirfen wir annehmen, dass I =] — 1,1[. Sei u € H(I)
mit u(a) = 0 = u(b). Setze u fort zu u € H'(R) mit u(x) = 0 fiir |2 > 1.

Fiir k € N sei ug(2) = u((1+2/k)z) € H'(R) mit supp(ur) C Bi_1,,(0), k > 2.
Anwendung der Substitutionsregel ergibt |lug||gr — ||ullg: sowie up > u in
H(R); also uy — u in HY(R) (k — 00).

Mit (px)ken wie in Lemma [[.3.3] erhalten wir v, = uy * p, € C°(I) mit vy — u
in H'(R) (k — 00).

“C”: Verfahre wie im Teil ii) des Beweises von Satz [[L41] O
Beweis von Lemma [7.5.1) i) Sei u € H> N H(I). Gemiss Satz[L.3.4] gibt es
(vr) € C°°(I) mit vy — win H?(I) — C°(I) (k — o). Mit Bemerkung [.5.1]
folgt vi(a), vk (b) — 0, also auch

ol (2) = vn(a) + T (wk(b) = vu(@) = 0 in H*(I) (k= o0).

Setze up, = v — v,(co) mit ug(a) = 0 = ug(b), also ux, € Da, k € N. Weiter gilt
ur — u in H%(I). Es folgt u € D 5, wie gewiinscht.

ii) Sei u € D4 und dazu (uy) C Da, f € L*(I) mit
up = u, Aup = —uj — f in L*(I) (k — o). (7.5.1)

Mit Lemma [.1.21 und partieller Integration erhalten wir
2 2
Juk =l < € s = w2 =€ [ [(un — ) e
I

=— /(UZ —up ) (ug —wi) do = o(1) lur, — w2 < o(1) lur — will g
I

mit Fehler o(1) — 0 (k,l — 00). Dauy € Da C Hj(I) gemiéss Bemerkung [[.5.1]
folgt ux, — u in H}(I), und mit (Z5.1) dann auch uy — u in H? (k — o). O

Schliesslich kénnen wir nun die Selbstadjungiertheit von A beweisen.
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Lemma 7.5.2. Seiv € L*(I) und fiir ein C € R gelte
Vu€ Dy |(v, Au)r2| < C - Jull 2 - (7.5.2)
Dann ist v € Dy.

Beweis. i) Wir zeigen zuniichst, dass v € H*(I). Mit (Z5.2) folgt die Existenz
von g = A*v € L?(I) mit

Yu € Dj: (v, Au)pe2 = (g,u) 2. (7.5.3)
Da C°(I) C D4 C Dy gilt insbesondere
Vo e C°(I): — /w” dr = /g(p dz. (7.5.4)
I I

Setze .
G(z) = / g(t) dt € H*(I).
Mit (Z54) und Lemma [73.1] folgt

Vo € C°(I): —/v<p” d:z:—l—/G(p’ d:c:—/vtp” dx—/ggodxzo. (7.5.5)
I I I I

Gleichung (T.5.5]) ldsst erwarten, dass v’ + G = C fiir geeignetes C' € R. Zum
Beweis fixiere ¢ € C2°(I) mit [, ¢ dx = 1. Setze

C= /I(Gw — ) dz
und fiir w € C°(I) weiter
ot@) = [ (w0 - vi0) [ wopis)ar e ez

analog Lemma [[.3.T] mit

@’:w—i/)/lwd:c, 90”:11)/*7///[105150-
Mit (Z5.5) folgt

/I(G—C’)wdx—/lvw'dx:/l(—vw/JrGw—w/I(Gw—m//)dt) dz
:/I(—v(w'fw'/lwdt)) dz+/lG(w—1/;/det) dx

:/—Utp”d:c—i—/G(p'dx:O;
I I

also v’ = C — G € HY(I), wie gewiinscht, und v € H?(I) mit v’/ = -G’ = —g.
i) Mit (C53) und partieller Integration folgt fiir u € D4 die Identitét
0= /(Uu” + gu) dox = / " +g) udx+ (vu')°
I ~—_———

I
=0

=u'(b)v(b) — u'(a)v(a).

Da u/(a), u/(b) beliebig, folgt v(a) = 0 = v(b); also v € D; gemiss Lemma
51 O



Kapitel 8

Sobolev-Riume im R"

8.1 Erste Beispiele

Im Falle n = 1 hat jedes u € WP(I) geméss Satz[7.3.leinen stetigen Reprisen-
tanten. Fiir n > 2 gilt diese Aussage nicht mehr. Zur Konstruktion entsprechen-
der Beispiele ist folgender Begriff niitzlich.

Definition 8.1.1. Fin K CC R” hat verschwindende W'P-Kapazitiit,
capyp (K) =0, falls (r)gen C C°(R™) ezistiert mit 0 < vy < 1 und o =1
in einer Umgebung Uy von K fiir jedes k € N, so dass ¥, — 0 fast tiberall und
IVl Lp = 0 (k — o0).

Beispiel 8.1.1. Fiir n > 1 und 1 < p < n hat die Menge K = {0} C R"
verschwindende W1-P-Kapazitit.

Beweis. Betrachte die Folge
1, o] < 1/e" =y,

Yr(x) = < loglog(1/ |z|) — k, sonst,
0, |z| > 1/e¢" = Ry,

Wegen

|lz[™" flog lz||™", ik <|z] < R,
0, sonst

Vi ()" = {

folgt nach Substitution s = log(1/r) die Abschétzung

Re ,n-1 4 log(1/mx) 4
/lku”dassc/ %:0/ -
R" e T [logr| log(1/Ry) $

C R
= % ) (k — 00).
llog r|

Tk

Nach Gléattung erhalten wir eine Folge (¢ )reny C C°(R™) mit den gewiinschten
Eigenschaften. (|

127
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Bemerkung 8.1.1. i) Hat K CC R" verschwindende W!P-Kapazitiit, so hat
K auch verschwindende W'*-Kapazitat fiir alle 1 < s <p (Hslder).

ii) Falls K verschwindende W!P-Kapazitit hat, so folgt L"(K) = 0.

Satz 8.1.1. Sei K C Q CC R", u € LY(Q) N CH(Q\K) mit |[Vu| € LP(Q\K),
wobei 1 < p < g < 0o, und sei s zu q konjugiert. Falls capy1,s(K) = 0, dann
gilt w € WHP(Q) mit schwacher Ableitung Vu(z) fast tiberall.

Beweis. Sei p € C°(Q), und sei (¢5) C C(R") mit 0 < ¢y <1 und ¢ =1
in einer Umgebung von K, k € N, eine Folge mit 9, — 0 fast iiberall und
IVl s = 0 (k — o0). Dann gilt p(1 — ) € CX(Q\ K), k € N. Weiter gilt

/ upVi, de — 0 (k — 00),
Q

und mit dominierter Konvergenz folgt

/ uVeodr = lim [ uV(e(l —1y)) dz
9] k—o0

Q
:—lim/Vugol—z/J;C /Vugodac
k— o0
Also besitzt u die schwache Ableitung Vu € LP. O

Beispiel 8.1.2. Sein > 1.

i) Betrachte u(xz) = loglz| € L%(B1(0;R™)) fiir jedes ¢ < oo; insbesondere
uw € L#71. Da K = {0} nach Beispiel Bl verschwindende W' "-Kapazitiit
hat, und da

Vu(z) = —5 € LP(B1(0;R")), p <n,

|~’C|
liegt u in W1P(B;(0,R")) fiir jedes p < n.
ii) Die Funktion
u(@) = 1oglog(—|) N L4B1(0)
1<g<©
mit
1

Vu(z)| = ———
Vel = G oglal

€ L"(By/(0))
liegt in WL"(Bl/e(O;R")).
ili) Fiir 0 < a < n gilt

u(x) =

WLP(B1(0;R™)), 1< .
|x|n—a € ( 1( ) ))7 sp< n—a

Beweis. Es gilt |u| = Ir\”%l"’ € L9(B1(0; R™)) fiir jedes ¢ < —2%—; weiter

< LP(B1(0; R" .
|VU(.’L')| = |.’L'|n_a € ( 1(07 ))a p< n— o
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iv) Die Funktion

X n n
u(x) = W S Lq(Bl(O;R )), q < m,

erfiillt div(u(z)) = 0 (z # 0), aber im Distributionssinne gilt div(u) = ¢(n)d{z—o}
fiir ein ¢(n) # 0, vgl. Analysis III.

Folge: Die Menge K = {0} hat fiir kein p > n verschwindende W1P-Kapazitiit.

8.2 Approximation von Sobolev-Funktionen durch
glatte Funktionen

Um mit Sobolev-“Funktionen” rechnen zu kénnen, miissen wir diese durch glatte
Funktionen approximieren. Ob dies im Allgemeinen moglich ist, war lange Zeit
offen, bis diese Frage iiberraschend durch den folgenden Satz von Meyers-Serrin
beantwortet wurde.

Sei Q C R™ offen.

Satz 8.2.1. (Meyers-Serrin (1964)) Fiir jedes 1 < p < oo liegt der Raum
C>(Q) NWP(Q) dicht in WHP(Q).

Fiir den Beweis hilft die folgende Vorbetrachtung. Sei v € W1P(2) mit

K := supp(u) = ﬂ Accq.
A abg.; u(x)=0 fiir fast alle z¢ A

Sei p € C2°(B1(0)) ein ,mollifier* wie in Abschnitt 7.3 mit p >0, [, p dz =1,
und fiir € > 0 sei

0< pee) = p(2) € C(B(0)) mit / pe de = 1.

n

Setze u(x) = 0 fir x ¢ Q. Fir 0 < ¢ < dist(K,09Q) gilt dann u. = pe xu €
C(9Q), und

Ue = U, Vue =pe*Vu— Vu in LP (¢ = 0)

gemiiss Lemma [7.3.3]

Fiir allgemeines u € W1P(Q) benstigen wir eine Zerlegung der Eins auf €.

Definition 8.2.1. FEine offene Uberdeckung (2,),cr einer Menge A C R™ heisst
lokal endlich, falls zu jedem x¢ € A eine Umgebung U existiert mit

#{e L, NU # 0} < . (8.2.1)

Beispiel 8.2.1. Sei {2 C R” offen. Fiir k£ € N setze

1
O ={z € |z| <k, dist(x,00) > E}
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sowie Qo = Q1 = (0, und setze U, = Qp\Qk—2, k € N. Dann ist (Uy)ren offene
Uberdeckung von Q. Fiir x € Uy, gilt

1
k—2 < |z| <k oder : > dist(x,08) >

1
-2 k’

daher ist (Ug)ren lokal endlich.

Bemerkung 8.2.1. i) Fiir beliebige zy € R™ kénnen wir (821) nicht erwar-
ten. Z.B. gilt in Beispiel B2l fiir 2y € 9 und eine beliebige Umgebung Uy von
xg stets Ug N Uy # 0 fiir geniigend grosse k.

ii) Nach allgemeinen Sétzen der mengentheoretischen Topologie besitzt eine of-
fene Uberdeckung (2,),cr in einem metrischen Raum stets eine lokal endliche
Verfeinerung; vgl. Kelly ,,General topology*, Korollar 5.35, p.160.

Definition 8.2.2. Sei Q C R", F eine offene Uberdeckung von Q. Eine Schar
(¢u)er C C°(R™) heisst Zerlegung der Eins auf Q bzgl. F, falls

i) Ve eR™ 1e€1:0< ¢, (x) <1;

ii) die Mengen U, = supp(p,), v € I, bilden eine lokal endliche Uberdeckung
von ), und fir jedes v € I gibt es U € F mit U, C U;

iii) Ve € Q: Y p,(z) = 1.

el

Beispiel 8.2.2. Sei (Ug)ren die Uberdeckung von € in Beispiel B2l Setze
Yr(r) = dist(z,R"\Uk), k € N. Dann sind die Funktionen ), Lipschitz mit
supp(¢r)°® = Uk, k € N. Nach Glittung durch Faltung mit einem geeigneten
mollifier erhélt man v € C2°(Q) mit supp(Yr) C Vi := Up—y<1Us, k € N, und
mit

P(x) = Zwk(x) >0, z €.
k=1
Da (U )ken lokal endlich, ist ¢ wohldefiniert und lokal Lipschitz. Setze ¢ = %

Beweis von Satz[8.21. Uberdecke Q mit (Uy)ren gemiiss Beispiel B2.1] und
wiihle eine Zerlegung der Eins (k) ken bzgl. (Vi)ren geméss Beispiel R2.2] wobei

Vi, = U\kfl|§1Ula EeN mit 0< prp <1, 9 € C®(Vi), > ¢ =11in Q.
k=1

Sei u € WHP(Q). Zerlege

oo oo
u = E UL = E Ul
k=1 k=1

mit u, = upr € WHP(Q) und supp(ui) C Vi CC Q, k € N. Fixiere § > 0. Zu
k € N wihle e, > 0 mit e < dist(Vj, 9Q) und
ey * wp — u|lyyrp < 8-277.

Setze vy, 1= pe, ¥ up € C°(Q2), k € N. Dann gilt

vi= ivk € C(Q), (8.2.2)
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und v erfiillt die Abschitzung

v =l = 1 D0k = w)llwrr@) < D lloe = ukllwre@) < 0.
k=1 k=1
Da § > 0 beliebig gewihlt war, folgt die Behauptung. O

Bemerkung 8.2.2. i) Im allgemeinen konvergiert die Darstellung (82.2) fiir
v nicht gleichméssig fiir Punkte in der Néhe des Randes von (2. Die Darstellung
[B22) liefert daher im Allgemeinen keine Funktion v € C*°(Q).

ii) In der Tat liegt fiir manche Gebiete @ C R™ der Raum C*(Q) nicht dicht
in WH1(Q). Dies gilt sogar im Falle n = 1.

Beispiel 8.2.3. i) Sei S =| — 1,0[U]0, 1[. Betrachte u = xjo,1;. Offenbar gilt
u € WH(S) mit v’ = 0. Die Funktion u lisst sich nicht durch Funktionen der
Klasse C1(S) auf S = [~1,1] in W11(S) approximieren.

Nimm widerspruchsweise an, es gilt |[ug —ully1.1(5) — 0 (k — oo) fiir eine Folge
(ur) € C1(S). Gemiiss Satz [[.3.5 ist (ux) Cauchy-Folge in C°(S), und uy — u
gleichmiissig auf S (k — 00). Somit 14sst sich u zu einer stetigen Funktion auf

S = [-1,1] ergénzen. Der Widerspruch zeigt insbesondere, dass C°°(S) nicht
dicht liegt in WhH1(S).

ii) Sei analog 2 = (] —1,0] x S)U (]0,1[x] — 1, 1]). Betrachte

(2.9) z, x<0undy >0,
u(zx,y) =
Y 0, sonst.

Offenbar gilt v € W'(Q). Wiederum liisst sich u nicht durch Funktionen der
Klasse C*(Q) auf Q = [~1,1] x [-1,1] im Raum W1() approximieren.

Falls namlich fiir (uy) € CH(Q) gilt ||ug, — ullpr2 — 0 (k — o0), so folgt mit
Fubini

1
/1 Jur(z,-) = ul@; M sy do <lluk —ullyiagy =0 (k= o0);

also
Juk(,-) = ul@, Mg =0 (k- o0)

fiir fast alle x, wobei u(z,-) € C*(S). Mit i) erhalten wir wieder einen Wider-
spruch, und C*() liegt nicht dicht in W1(Q).

Im Abschnitt 8.4 werden wir die Frage, fiir welche Gebiete 2 der Raum C>(£2)
dicht liegt in W*P(Q) wieder aufgreifen.

8.3 Weitere Eigenschaften von W1?(Q)

Sei Q C R" offen.



132 KAPITEL 8. SOBOLEV-RAUME IM RV

Satz 8.3.1. Seil <p < oo, u € LP(Q). Es sind dquivalent:
i) u e WLP(Q);
i) 3C > 0V € CX(Q):

0] 1 1
’/u—wdas‘SCngHLq, 1 <i<n, wobei — + — =1;
Q 6Ii p q

i) 3C > 0VQY cC QVh e R", |h| < dist(Y,00):
[Thu — UHLID(Q’) < C|hl,
wobei Thu(z) = u(z + h), x € Q.

Beweis. iii) = ii) = i): wie in Satz (Beachte, dass p > 1.)
i) = dii): Sei w € C1(Q), und sei Q' CC Q. Fiir |h| < dist(Q,09Q), v € ' gilt

Thu(x) —u(z) = u(z + h) —u(x) = /0 h - Vu(z + th) dt.

Es folgt

1
Imnu = ull Loy < IhI/O IVu(- + th)|| Loy dt < [B] - IVullpgy - (8:3.1)

Wir miissen nun die Fille p < co und p = oo unterscheiden.

p < oo: Sei uw € WHP(Q). Nach Satz R2.1] gibt es (ux) € CH(Q) N WHP(Q) mit
ur — u in WHP(Q) fiir k — oo, und [®3.1) gilt fiir jedes ug. Mit k — oo folgt
B3I fiir w.

p=o00: Zu ) CC Q wihle Q” mit ' cC Q” CC Q. Da Wh>(Q) — Wr(Q")
fiir jedes p < oo, erhalten wir mit (83.1]) und der Holderschen Ungleichung fiir
|h] < dist(Q,0Q") die Abschétzung
1
7t = ull gy < 10l 190 gy < 101 - £ V0] ey

Fiir p — oo folgt

ITht = ull ooy < [P] - [Vl pos
wie gewiinscht. O
Korollar 8.3.1. Sei u € L*(2). Dann sind dquivalent:
i) u e W (Q);

1) u besitzt einen lokal Lipschitz-stetigen Reprisentanten @ = u, und es gibt
C >0, so dass

Ve,y € Q: |u(z) —u(y)| < C-dista(x,y), (8.3.2)

wobei disto(z,y) = inf{L(y); v € C1([0,1],9Q), v(0) =z, v(1) = y}.
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Bemerkung 8.3.1. Falls Q C R™ konvex, so gilt distq(z,y) = |z —y|; das
heisst, u € W1>°(Q) genau dann, wenn u (gleichmissig) Lipschitz stetig ist.

Beweis von Korollar[8.3.1. i) = ii): Seien z,y € Q, dazu v € C'([0,1],9Q)
mit ¥(0) = z, v(1) = y. Setze 26 = dist(v([0,1]),0Q) > 0 und definiere weiter
' =Us(y([0,1])) CcC .

Wiahle 0 = tg < t1 < ... < ty = 1 mit |’7(ti) —’y(ti_l)l <d,1<i<N.Fir
festes 1 <i < N setze h = v(t;) — v(ti—1). Mit Satz 37l folgt

lu(y(t:)) — u(y(ti-1))| = [(Thu — w)(y(ti-1))| < C |h| = C'ly(t:) — y(ti-1)].

Nach Summieren iiber ¢ erhalten wir

lu(y) |ZU u(y(ti-1))] < Z lu(vy(t:)) — u(y(ti-1))|
SCZW —(ti-1)| < CL().

Mit Ubergang zum Infimum bzgl. v folgt ii).

1) = 1): Sei u lokal Lipschitz mit 83.2). Sei zyp € Q, r > 0 mit Ba,(z9) C Q.
Geméss ii) gilt fiir alle € B,(x¢) und 0 < |h| < r die Abschitzung

lu(z + h) —u(z)| < Cdistq(x,x + h) = C |h|
mit der Konstanten C' aus (83.2), also

Insbesondere gilt fiir 1 < i < n die gleichméssige Abschétzung
u(x + hez

Vo € By(xo), 0< h < r: [lu(z)] = | u) < ¢

Da L>®(B,(x0)) = (L*(B,(x0)))* und da L'(B,(z0)) separabel ist, gibt es nach
dem Satz von Banach-Alaoglu, Satz [5.3] eine schwach-* konvergente Teilfolge

8?’“uwﬁ*gi (k— o0), 1<i<n,
fiir geeignetes hy, | 0, wobei g; € L (B (z0)) mit ||g;||~ < C, 1 <4 <n.

Behauptung 1. g; = 6;, 1<i<n.

Beweis. Sei p € C°(2). Fiir 0 < h < dist(supp(yp), 092) gilt

) Ol de = /Q ulz + hef? — u() o(z) dz

=z+he; —hi -
(y=a+h >/u(y)so(:v ei) — e(y) dy—/ua by da
Q h Q

/gigodx:—/ua(p dx;
Q o Ox;

das heisst, g; ist schwache Ableitung von v in Richtung e;, 1 < i < n. O

Mit h — 0 erhalten wir
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Somit gilt Y% € L>(B,(x9)) mit || £~ < C fiir jedes zo € €, r > 0 mit
Bay(x9) C Q mit der von zp und R > 0 unabhingigen Konstanten C' aus (83.2);
alsog—;i € L>(Q),1<i<n. O

Als weitere Anwendung von Satz [R2.]] erhalten wir die Kettenregel.

Satz 8.3.2. (Kettenregel) Sei G € C1(R) mit G(0) = 0, |G'(s)| < L, und sei
u € WhP(Q), 1 < p < oo. Dann gilt G ou € WHP(Q) mit

V(Gou) = (G ou) Vue LP(Q).

Im Unterschied zum Fall n = 1 kann man auf die Annahme G’ € L nicht
verzichten.

Beispiel 8.3.1. Sei n = 4. Es gilt u(x) = |x|_% € Wi2(B;(0;R%)); jedoch
@) = [a] ¢ W2, da [V(?)] = o] ¢ L2(By(0:RY).

Beweis von Satz[8.3.2. Setze v= Gou. Da G(0) =0, |G'(s)] < L, gilt
[v(@)] = |G(u(2)) — G(O)] < Llu(x)| € LP();
analog erhalten wir fiir die Funktion g = (G’ o u) - Vu die Abschétzung
l9(@)| = |G (u(@)] - [Vu(z)| < L|Vu(z)| € LP(Q).
Zwischen v und g gilt die folgende Beziehung.

Behauptung 1. g = Vu.

Beweis. Sei ¢ € C°(2). Wahle ' CC Q mit supp(p) C . Fasse u|o auf als
u € WHH(Q'). Nach Satz B2l gibt es (ug)reny € C' N WHH(Q) mit up — v in
W), Gemiiss der iiblichen Kettenregel gilt

ou

dp / k .
- <i< ,
/QG(U’“)axi dx /QG(uk)axigpdz, 1<i<n, keN

Weiter gilt
dp
| [ (G(ur) — G(u))a— dz| < C lluy, — ull i) =0 (k= o0),
9) i

da |G(ux) — G(u)| < Llug — ul, | 52| < C. Analog folgern wir

0 0
‘ /Q (G’(uk)aixf — G’(u)al)go dac’

Oouy, ou ou

< LC |lug — ullpyra + C’/ |G’ (ug) — G’(u)||§—xu} dr -0 (k— o0),
Q i

wobei wir zur Abschitzung des letzten Integrals Lebesgue’s Theorem von der
dominierten Konvergenz benutzen. Beachte hierzu, dass |G’ (ux) — G'(u)| < 2L
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mit G'(ux) — G'(u) fast iiberall, und dass £% € L'. Es folgt

/vagpdz:/G()&pdu’cihm/ (ugk)
o O Q k—oo Jo

ou au
=—1 ! =— ! =— ; .
Jm G’ (uk) oz, /Q G'(u) oz, /Q gip dz
O
Die Behauptung des Satzes folgt. O

Satz 8.3.3. (Substitutionsregel) Seien Q,Q C R™ offen, H € C(Y,R") ein
Diffeomorphismus mit H(') = Q und |dH|, |dH™*| < C' < 00, 1 < p < 0.
Fiir u € WHP(Q) gilt dann v :==uo H € W1P ('), und

3?%

—_— =:1q;, 1 <1< n.

ov u oH) Y 3u 3H ;
- x] Byj

j=1

Beweis. i) Sei p < co. Wir zeigen: v, g = (¢;)1<i<n € LP(Q'). Es gilt
/ [v|P dy = / |luo H| dy = / lul? ‘det(dH_l)‘ de < C ||u||]zp(m , (8.3.3)
% o Q
wobei wir 2 = H (y) substituiert und |det(dH~')| < C benutzt haben; analog
/ lg|” dy < C/ [Vuo HP dy < C ||Vu|\}£p(9) . (8.3.4)
o Q

Wihle (ug) C C' N WHP(Q) gemiiss Satz B2 mit ||uy — ullyrip () — 0 filr
k — oco. Mit (83.3) und ®3.4) folgt v, = up o H € WHP(Q), k € N, und

ok = vl oy + 170k = gl < Cllur = ullyginggy =0 (k= o).

Mit Satz [[2Z111) folgt v = limy_ 0 vx € WHP(Q') mit Vo = g.

ii) Sei p = 0o. Da W1 (Q) — VVIOC () geniigt es zu zeigen, dass v € WH° ().
Offenbar gilt v € L*°(Q'), und fiir jedes x € ' und jedes geniigend kleine

0 # h € R™ konnen wir abschétzen

lv(z +h) —v(@)| _ |u(H(z +h)) —u(H ()| |[H(z+h) - H(z)|
|h| |H(z + h) — H(z)] |

< |Vl re,

wobei wir die Injektivitdt von H und die Annahme |dH| < C benutzt haben.
Die Behauptung folgt mit Satz B3l O

8.4 Fortsetzung von W' -Funktionen, Spursatz

Betrachte zunéichst den Zylinder

Q={x=(2,2,) eR" I xR; |2| <1, |z,| < 1}
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mit
Qt ={z=(2",2,) € Q; z, >0}

und

Qo ={x= (2',2,) € Q; z, =0}

Lemma 8.4.1. Sei u € WHP(Q). Setze

IR (TR
o u(@', —xy,), xp <O0.

Dann gilt u* € WHP(Q), und [[u*|ly10(g) < Cllullyprog,)-

Beweis. Setze g; = (6‘9—;)*, 1<i<n-—1, bzw.

gn (@', xy) = (@, 2n), Zn >0,
n s n 7{%_11(:6/771'")7 Ty < 0.

Dann gilt v* € LP(Q) mit
110y = 210l g, falls p < oo,

bzw.
' ey =l ey falls p = oo

das heisst, in jedem Fall
||U*HLP(Q) <2 ||UHLP(Q+) :

Analog gilt g; € L(Q) mit

9 .
lgill () < 2 ||a—;||m<@+>’ l<isn.

Behauptung 1. g; = g—f, 1<i<n.

Beweis. Sei ¢ € C°(Q). Fiir 1 <4 <n —1 erhalten wir

wobei (2, x,) = (&', xn) + (2, —xy), bzw. firi =n

/QU*E = /Q+ u(z’, Z'n)(%(z/a Tn) + 88—922(5”/’ —y)) dv
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Sei 1 <i<n—1 Wihle n e C®(R) mit n(t) =1 fiir t > 2, n(t) =0 fiir t <1,
0 <n < 1. Fiir k € N setze ny(t) = n(kt). Dann gilt

Ui = Y2, ) == (@) € CF(Q4)

und
/ Oy dr — _/
(9:01 Q4+ Oui
Beachte
Vi =) = 1P, W _ Mk 9 — 0y fast iiberall (k — o0).

Mit dominierter Konvergenz folgt
L0 0 0 0
/ (pd / uwdx:lim uwkd,r:—lim/ uwkdac
Q (9:61 Q4 3:& k—o0 Q4 (9:61 k—o0 Q4 3:&

0
= — wd /( )*(pdx:—/gigodx.
Q+ (9:01 Q 9% Q

Sei nun i = n. Beachte p(z’,0) = 0, p € C*(Q+); insbesondere also
lp(a’, 20)] < C'lan]. (8.4.1)
Setze pr, = nk(xn)p € C°(Q+), k € N. Dann gilt

8pk 8u (k—>oo) / ou /
de = — dx —pdr = — n d.

Schatze ab

apk Oy dp
‘/ 8—%_7 d‘</Q+|“|‘W($n)“p| d$+’/Q+U(1—77k)a—%d$’

=: I+ II.

Wegen n, — 1 fast iiberall folgt Il — 0 (k — o0). Mit Definition von
und BZT]) erhalten wir weiter | i p| < C, und absolute Stetigkeit von [ |u|dz
ergibt

IkSC/ lu| dr — 0 (k — o0).
{z=(z',zn); <z <%}

—/gntpda}:/ uﬂdx:/u*a—cpdx.
Q Qi Otn Q Own

Betrachte nun ein beliebiges offenes 2 C R™ mit 902 =T

Es folgt

Definition 8.4.1. Q C R” ist von der Klasse C*, k € N, falls zu jedem
9 € 0Q eine Umgebung U sowie ein Diffeomorphismus ¥ € CY(U;R™) auf
V =9 (U) existieren mit

U(zg) =0 und W({UNN) =VNn{r=(x1,....,2,); Ty >0},

also auch

V(U NIN) =V N R x{0}).
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Satz 8.4.1. Sei Q von der Klasse C' mit kompaktem Rand T'. Dann gibt es
einen stetigen, linearen Fortsetzungsoperator E: W1P(Q) — WLP(R™) mit

i) (Eu)lg = u,
i) |Bull ppgny < Cllull Lo oy,
iii) | Eullyrpgny < Cllullyano,
wobei C' = C () unabhingig von p ist.
Beweis. Da ) von der KLasse C!, I kompakt, existieren Umgebungen Uy, ... Ur
L
mit I' € |J U; und C*-Diffeomorphismen H;: Q — U; mit
1=1
HI(Q+):UZQQ, Hl(Qo):UlﬂF, 1<I< L.
_ L
Wihle Uy C Q offen mit dist(Up,T') > 0 und mit Q@ C |J U;. Weiter sei (¢1)o<i<r
1=0
eine Zerlegung der Eins auf Q bzgl. (U;)o<i<r, mit

L
0<¢ <1, supp(p;) CU;, 0<1I< L, und Z(plzl in Q.
1=0

L
Sei u € WHP(Q). Zerlege u = > u;, wobei u; = pyu, 0 <1 < L.
=0

Behauptung 1. ug = pou € WHP(Q) ldsst sich durch

_ Jue(z), €
Uo(x)_{o, 2 dQ

fortsetzen zu vy € WHP(R™).

Beweis. Offenbar gilt vo € LP(R"), und [[vo|l 1oy < [[ull 1o (q)- Setze

Q
o) = {(quoo + ooVu)(x), z€Q,
0, sonst.
Dann gilt g € LP(R™) mit
N9l oy < Cllull o) + IVUll Loy < Cllullprsq) -

Sei weiter ¢ € C2°(R"™). Beachte ¢op € C°(Q). Es folgt

/ vV dx*/uchVgo dz:/uV(gaoga) dx—/uchgpo dx
n Q Q Q
= */ Vu(ppo) dz*/wpvsﬁo dx
Q Q

= */(onu+uVsao)sﬁdz: */ gy dz = f/ gy dz;
Q Q Rn

also g = Vg, und vy € WHP(R™). O
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Behauptung 2. Fiir 1 <1 < L gibt es v; =: Eu; € WHP(R"™) mit den Eigen-
schaften i)-iii) des Satzes.

Beweis. Setze

H))* o H
wi(z) = {((ulo 1)* o H, )(z), x € U,
0, sonst,

wobei (u;0 H;)* € WHP(Q) wie in LemmaR.Z1] definiert ist. Nach Satz[R.3.3] gilt
v € WHP(U)). Da mit supp(u;) C supp(¢;) CC U auch gilt supp(v;) CC Uy,
erhalten wir analog zu Behauptung 1 so eine Fortsetzung v; € WP (R"™) von u;.
Weiter folgt mit Satz bei geeigneter Substitution

lotllwr @y = 1w 0 H)* o H Hlwrew,) < Cll(uw o Hy)* lwir g
< Cllug o Hillwrr(gyy < Cllullwirwingy < Cllullwir )

fiir jedes 1 <[ < L. O

Mit der Linearitdt der verwendeten Zerlegung folgt der Satz aus den Behaup-
tungen 1 und 2 . O

Korollar 8.4.1. Se1 Q CC R"™ offen und von der Klasse C', 1< p<oo. Dann
liegt der Raum C°°(Q) dicht in WP(Q).

Beweis. Sei u € WHP(Q2), v = Fu € WHP(R") die Fortsetzung von u geméss
Satz BTl Nach Satz B2l gibt es (vp) € C* N WHP(R") mit vy — v in
WLP(R™). Fiir ug, = vg|o € C°(Q) gilt dann uy — u in WHP(Q) (k — 00). O

Die folgende Variante ist fiir unbeschriankte Gebiete von Interesse.

Korollar 8.4.2. Sei Q von der Klasse C', 1 < p < co. Dann ezistiert zu jedem
u € WHP(Q) eine Folge (ur) C C°(R™) mit ||uk|o — Uully1pqy = 0 (K — o0).

Bemerkung 8.4.1. 90f) muss nicht kompakt sein.
Beweis von Korollar[8.7.2. Sei ¢ > 0 vorgegeben.

Behauptung 1. Ju € WHP(Q) mit supp(a) CC R™ und ||@ — ullyy1 ) <0

Beweis. Sei n € C°(B2(0)) mit 0 < n <1 und n =1 auf B1(0). Fiir k € N
setze ni(z) = n(x/k) € C°(Bax(0)) mit |Vni| < C/k und 1, — 1 fast iiberall
(k — 00). Mit dominierter Konvergenz folgt

Il = [ Jut = n)P o =0 (k= o).
Weiter gilt V(g - u) = uVng + 0 Vu. Mit
lu Vel e < Ok lullzr — 0 (k = o)
und ||nxVu — Vul|;, = 0 (k — oo0) erhalten wir
IV (nru) — Vull, =0 (k— o00);

also nru — u in WHP(Q) (k — 00). Setze 4 = niu fiir geeignetes k > ko(5). O
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Da I'Nsupp(@) kompakt, liefert das im Beweis von SatzR.4.benutzte Argument
eine Fortsetzung o = Fu € WHP(R™) mit supp(?) CC R™ und den Eigenschaf-
ten i)-iii) aus Satz R4} insbesonder 9]q = 4. Glittung durch Faltung liefert
eine Schar U = pe * 0 € CZ(R") mit [|0e — 0l yy1p(gny — 0 (6 — 0) gemiss
Lemma Zum vorgegebenen § > 0 wéhle £ > 0 mit [|De — Olyy1. gny < 6.
Es folgt

9|0 — ullyrp < 10 = Dllwre@ny + [|0]a — ullwir@) < 20.
O

Steigen die Anforderungen an das Gebiet €2, wenn wir Funktionen in WkP(Q)
fiir ein & > 1 durch Funktionen in C'*°(2) approximieren wollen?

Satz 8.4.2. Sei  CC R" offen und von der Klasse CY. Dann liegt der Raum
C>=(Q) dicht in WP (Q) fiir jedes k € N und jedes 1 < p < 00.

Bemerkung 8.4.2. Q € C" geniigt fiir jedes k.

Beweis von Satz[8.7.2. Uberdecke 9Q mit Umgebungen Uy, ..., Uy, und wihle
L

Uy CC Q offen mit Q C |J U; wie im Beweis von Satz [B4.1]
1=0

Sei (¢;) eine Zerlegung der Eins auf Q beziiglich (U;), und sei u € WkP(Q).

L

Zerlege u = > w; mit u; = up;, € WFP(Q) fiir jedes [. Wir konstruieren glatte
1=0

Naherungen fiir u;, 0 <1 < L.

I =0: Da Ky := supp(uo) C supp(po) C Up CC Q, gilt fiir e < dist(Ko, 0Q) die
Beziehung

vg = pe * ug € C°(Q), und ||lvg — uol|wrr — 0 (kK — 00),

analog zum Beweis von Satz [R2.1]

I > 1: Es gilt Q D K; = supp(w;) CC U;. OBdA gelte (nach Drehung der
Koordinaten und allenfalls Verkleinerung von U;) fiir alle € 9Q N U; zudem
v(z) - e, > 1, wobei v(z) die dussere Normale an  bezeichnet. Fiir geniigend
kleines £; > 0 und 0 < 3§ < € < g; ist dann die Verschiebung

TE:Kfsasz—EenEUlﬂQ

wohldefiniert, wobei Kf = |J Bs(x). Setze vf =y oT-.
zeK;

Behauptung 1. V0 <35 <& <e:vf € WhP(Q9), wo Q) = |J Bs(a).
zeU;NQ
Beweis. Fiir |a| < k schiitze ab
0% un) o el oy = [ 10PwPoTodo= [ (0P do < 0%l
! oh T ()

Weiter gilt fiir alle || < k, 0 < ¢ < ¢; die Beziehung 0%v] = (0%w;) o T, € L.
Sei dazu ¢ € C°(2?) beliebig, |a| < k. Fiir 0 < 3§ < ¢ < & gilt nach geeigneter



8.4. FORTSETZUNG VON WYP_.FUNKTIONEN, SPURSATZ 141

Substitution

/ ((0%w) o T )¢ dzz/@aul(cpoTE_l)d:c
QP Q
:(—1)‘O‘|/Qul(9a(<poT€_1) dx = (—1)|a‘/ﬂul((8agp)oT€_1) dx

= (—1)‘“'/ (w0 T:)0%p da = (—1)le / vy 0%p dx.
Q Q

s
l

Behauptung 2. Es gilt ||vf — w|lwr.rw,n0) — 0 (€ = 0).

Beweis. Fiir f € CO(U; N Q) gilt || f o T — f||Lr,n0) — 0 (¢ = 0). Da jedes
9%uy, |a| < k, durch Funktionen f2 € CY(U;NQ), m € N, in LP(U; N Q)
approximiert werden konnen, folgt mit 0“v; = 0%u; o I, die Behauptung. O

Da v} in Q? definiert ist, konnen wir gléitten. Setze dazu
’U?’E = ps * Uls S COO(Ul n Q)

Wie in Lemma [7.3.3] folgt HU?’8 — i | Lr,n0) — 0 (0 — 0). Analog erhalten wir
fiir jedes || < k fiir 6%}?’8 = ps * 0%v§ die Konvergenz

HaaUz&E — 0%V || Lrvin0) — 0 (6 = 0);
also ||”l§’8 = lwrr@wing) — 0 (6 = 0).
Zu vorgegebenem v > 0 gibt es also 0 < 30 < & < g; mit

3, d,
Hvz S - ul”W’“’P(UmQ) < Hvz - 'UZEHW’“’P(ULHQ) + [|vf — ulHW’“’P(UmQ) <7.
O

Wie kann man fiir u € WHP(Q) sinnvoll die “Spur” u|sq erkliren?

Lemma 8.4.2. Sei u € WhP(Q4), 1 < p < oco. Dann ist u|g, € LP(Qo)
wohldefiniert, und der ,,Spuroperator

W'P(Q4) 3 u s ulg, € LP(Qo)

ist linear und stetig.

Beweis. i) Sei u € C1(Q). Fiir 2’ € Qo gilt

u(z',0) = u(x', z,) — | %(m’,s) ds.

Nach Mittelung bzgl. x,, erhalten wir die Abschétzung

1 1
lu(x’,0)| S/ lu(x’, z,)] dmn—i—/ |Vu(x', s)| ds.
0 0

Fiir 1 < p < oo folgt mit der Minkowski- und der Holderschen Ungleichung

1 1
(e, 0) () < / (20| ooy dn + / IV 20)l| Loy dn

<Mullzr@y) + IVullLrgyy = llullwieg,)-
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i) Sei u € WHP(Q), 1 < p < oo. Nach Satz B2 gibt es (ux) C WP N CHQ)
mit |lug — ullwir — 0 (K — 00). Mit i) folgt

luklQo — wilQollLr(@o) < lluk — willwing,y =0 (k1 — o0).

Da L?(Qo) vollsténdig ist, existiert u|q, := klim Uklg, € LP(Qo), und
—00
lulqollLr (o) = kliﬂgo luklQoll Lr (o) < kliﬂgo urllwie@y) = lullwie@y)-

iii) Sei w € WHP(Q4), 1 < p < co. Betrachte u* € WHP(Q) gemiss Lemma
[B41] und benutze ii)!

iv) Sei u € Wh*(Q4). Da Q4 CC R™, gilt u € WLP(Q) fiir jedes p < oo,
und

lulQollr(@o) < lullwinyy < L£(Q4) P llullwi(q,)-
Mit p — oo folgt die Behauptung.

O

Fiir ein Q der Klasse C! mit kompaktem Rand dQ = I' kann man den “Spur-
raum” LP(T") mittels lokaler “Karten” H: Q@ — R™ mit H(Q4+) = QN U,
H(Qo) = I' N U erkldren. Die durch verschiedene Uberdeckungen von T' de-
finierten Normen auf LP(T") sind #iquivalent.

Satz 8.4.3. (Spursatz) Sei Q C R"™ offen, von der Klasse C*, und sei der
Rand 092 =T kompakt. Dann ist der Spuroperator

WHP(Q) 3 u s ulr € LP(T)
fiir alle 1 < p < oo wohldefiniert und stetig; das heisst, es gilt

lulell ooy < Cllellwrn e -

Beweis. Ubung O

Bemerkung 8.4.3. i) Der Spuroperator ist nicht surjektiv. (Fiir p = oo ist
dies offensichtlich.) Daher “definiert” man fiir 1 < p < oo als Spurraum

W5 P(0) = {ulr;u € WHP(Q)}

mit der Norm

U 1 = inf v ) .
|| |FHW1 Ilj,p(l_‘) UEWLP(Q);u—UEWOl’p(Q) || HWl P(Q)

Die Rdume W*P mit s ¢ Z lassen sich jedoch auch intrinsisch definieren.

ii) Fir Q@ cC R"™ von der Klasee C', u € H}(Q) mit u = limp_o0o uy fiir
geeignete (uy) C C(Q) gilt ulp = limg—oo uglr = 0 in L*(T'); das heisst, die
schwache Losung u € H}(Q2) des Dirichlet Problems

—Au=fin Q, u =0 auf 00

erfiillt die Randbedingung v = 0 fast tiberall.



8.5. SOBOLEV-EINBETTUNG, P < N 143

Betrachte nun auch Randdaten wuo|r, wobei ug € H' ().
Satz 8.4.4. Sei Q2 CC R™ von der Klasse C'. Dann gilt
HY(Q) = H}(Q) @ {ug € H(Q); Aug = 0}, (8.4.2)
und fiir u = ug +u; € HY(Q) mit uy € H}(Q), Aug =0 gilt
IVul72 = [Vuoll 7 + | Vua |7 (8.4.3)

Zu jedem u € HY(Q) gibt es also eine eindeutige harmonische Fortsetzung ug
von ulr, und ug hat minimale Dirichlet-Energie

E(ug) =/ |Vuo|2 dr = min E(v).
Q veEH! (Q), u—ve H} (Q)

Beweis. Zuu € H'(Q) sei uy € H}(Q) die eindeutige Lésung des Problems
Vo € H(Q): / Vui Vo dx = / VuVy dz, (8.4.4)
Q Q

gemiss Riesz, Satz 3.2, wobei wir beachten, dass Vu € L2. Setze ug = v — u;.
Dann gilt wegen (844) fiir alle ¢ € C2°(€2) die Gleichung

/(fAuo)cp dx = / VugVy dx = / VuV dx — / Vui1Vy dx =0,
Q Q Q Q

wobei wir Awug als Distributionsableitung deuten; das heisst, Aug = 0, und
BZ2) ist bewiesen. Weiter erhalten wir

IVul72 = IV (uo + ur)llze = [Vuollze + [Vur|lZ2 +2 / VuoVuy da.
Q
Da uy € H}(Q), existiert (¢r) C C2°(Q) mit ¢ — uq in H'(Q), und

VugVuy de = lim VugVi de =0,

Q k—oo Jo

was ([BZ3J) zeigt. Falls u € H(2) mit Au = 0, so ergibt die Darstellung u =
up + w1 mit ug = uy = u/2 zusammen mit L3I sofort u = 0; die Zerlegung
®Z2) von H(Q) ist also direkt. O

Korollar 8.4.3. Es gilt H}(Q) = {u € H*(Q); u|r = 0}, wobei die Spur u|r
gemdss Satz[84.3 erklirt ist.

Beweis. “C” folgt mit Bemerkung B4.3lii). Zum Beweis der umgekehrten In-
klusion sei v € H(Q) mit ulr = 0. Dann ist up = 0 schwache Losung des
Dirichlet Problems Aug = 0 in Q, ug|r = 0; also gemiss Satz B4 u = uy €
H} (). O

8.5 Sobolev-Einbettung, p <n

Betrachte zunichst 2 = R".
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Satz 8.5.1. (Sobolev-Gagliardo-Nirenberg) Se: 1 < p < n und sei der
“Sobolev-Ezxponent” p* > p gegeben durch p% = = — = das heisst, p* = £

1
P -p’
Dann gilt WHP(R™) < LP" (R™), und

[ell o= gmy < ClIVull Lo gem)

fiir alle w € WP(R™), wo C = C(n,p) = L)L

n—p
Bemerkung 8.5.1. Bei Skalierung v — upr(x) = u(Rx) gilt
IVurlt, = [ IVurl? do = RVl
lurllze = B (lullfq
Falls es eine Beziehung ||u||r« < C||Vul|Lr gibt, so gilt

R™% |lull, = llurlzs < C|Vur|Lr = CR'™7 ||Vl 1,

fur alle R > 0, also
VR>0: R% =771 < C(n);
1

das heisst, > — -~ = %. Die Zahl p* ist somit der einzig mégliche Exponent.

Beweis von Satz[8.5.1l. i) Betrachte zunichst p = 1 und v € C°(R"). Fiir

festes i € {1,...,n}, z = (x1,...,x,) schitze ab
|u(z)| = |u(z1, ... xn) — Hm w(@y, ..., 21,8 Tit1, ..., Tn)]
S§——00

ey Li—15 S, i1y - - - ,ZCn) dS‘

B ’/I ou
=1/ 3
S/ [Vu(zi,. %1, 8, Tix1,-- -, Tn)| ds =: fi(x}),

wobei 2 = (z1,...,%i—1,Tit1,...,2n) € R"1 1 < i < n. Es folgt

fua)| =7 < T[(fu@) ™ (8.5.1)

=1

mit fRn,l fi(@}) dzf = ||Vullpr, 1 <i<n

Behauptung 1. Es gilt [] (fl(gc;))ﬁ € LY(R™) mit
i=1

TG <TLC) ) a) ™ = 19l

Beweis. (Induktion nach n)
n = 2: Mit Fubini folgt

/]R l_IfZ ) do = /_O; /_O; fi(z2) f2(21) dxy do

211

= / fi(z2) d~’02/ fa(w1) dzy = |Vl 1 gz -
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n—n+1: Da % + "T_l =1, folgt flir festes x,,+1 mit Holder

s - 1 - 1 n—1
[T ) de < el ([ TG d)
" i=1 R™ =1
< n %1 ny " i\Y, Tn d %,
<Ml TLC Ftoa) )

wobei wir im zweiten Schritt die Indunktionsvoraussetzung benutzen. Da weiter
1 =n-1/n, folgt erneut mit Holder

/ H (/]Rn—l fi(y;zn+l> dy); dl'n+1 < H HleEI(]Rn),
i=1

=1
also
n+1 ) B n+1 N il
AR V(TR § AT 2 g
i=1 =1
wie gewiinscht. |

Mit Behauptung 1 und (85T folgt fiir alle n > 2, u € C°(R™) die Abschétzung

< IVl oy (8.5.2)

(———

ii) Sei nun 1 < p < n, und sei zunéchst weiter u € C2°(R™). Betrachte v = u'

fiir ein noch zu bestimmendes ¢t > 1. Sei ¢ = 1% zu p konjugiert. Mit (852
folgt mit Holder

t
”vHLﬁ(Rn) = HUHLn,tf1 (R7) <|

\VUHLI(RTL)
L - (8.5.3)
=t [ IVl do < e [l ey

Wihle t so, dass

tn t—1)p
:@*Dq—( .
n—1 p—1
das heisst,
n p p
t — =0
(nfl p71)+p—1
oder
p(n—1) p(n—1)

p(n—1)—n(p-1) n—p

Somit erhalten wir den Sobolev Exponenten

tn pn N

und Abschiitzung (85.3) ergibt

p(n

u * Vullpomn —=||Vul|Lo(rn)y-
Lr* = Lr(R") n Lr(R"™)
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iii) Schliesslich sei u € W1P(R™). Nach Satz BZ1l gibt es (ux) C C°(R™) mit
[lu — ugllwier = 0 (k — 00). Mit (8E2), bzw. (B53) folgt

lue = wil[ o= gny < C|V(ur — w)l[Le@n)y = 0 (k1 = 00),
also up — u in LP" (R™) (k — 00), und [[ul| o+ @ny < C[| V|| Lo gn)- O

Bemerkung 8.5.2. i) Fiir p = 1 gibt es eine enge Bezichung zwischen Satz
B5 T und der isoperimetrischen Ungleichung

(LM(Q) " < C(n)H"1(0Q) (8.5.4)

fiir Q@ cc R™ der Klasse C.

Sei 0 < u € C2°(R™) mit nur endlich vielen kritischen Punkten in supp(u). Nach
lokaler Substitution ®(z’,z,) = (2’,u(z)) (in geeigneten Koordinaten, so dass
2 £ 0) folgt

/ |Vl dz:/ (/ dH" 1) dt:/ H"HOQ(t)) dt, (8.5.5)
R™ 0 {z; u(z)=t} 0

wobei Q(t) = {x;u(z) > t}, t > 0. Mit der Darstellung

u(z) = /000 Xa (z) dt,

und mit der Minkowski-Ungleichung folgt
ull oy < / o]l oy dt = / (£H Q) at

ExD o EE5)
< C(n)/o H L O0) dt < C(n)|| VL.

ii) Der Grenzfall p = n: Nach Beispiel BT.2lii) gilt

1
1og10g(m) € Wh™(By,.(0)), n>2;

das heisst, W1 (R") & L°°(R"), n > 2. Bemerkung B5.1] zeigt, dass anderer-
seits auch keine Ungleichung der Art

lullpe < C [VullLn
fiir ein ¢ < oo bestehen kann.
Satz 8.5.2. Es gilt WL™(R™) — LP(R™) fiir n < p < 0o, und

Yu € WH(R™): ||ullpe@n) < C(n,p)||ullwin@n),

Beweis. Sei u € C°(R™), n > 2. Mit (85.3]) und Holder folgt

Jull oy <t [ Vullul'=" de < OVl full s,
R L n—1
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Bei Wahl von ¢ = n erhalten wir aus der Youngschen Ungleichung

el oz < nl[Vaull e fJull "t < IVullzn + (0= Dlfullin < Cllulfn.

n
n—1

Iteration mit t =n+1, n+2,...ergibt ||ul|;», < Ck ||ullyy1.. fiir eine Folge von
Exponenten py — oo (k — 00). Mit der Holderschen Ungleichung erhalten wir
die Behauptung fiir jedes ¢ > n. O

Wir betrachten nun auch Gebiete 2 C R™.

Satz 8.5.3. Sei Q CC R™ von der Klasse C1, und sei 1 < p < n mit Sobolev-
Exponent p*, wo p—l* = %— L. Dann gilt WhP(Q) < L9(Q) fiir jedes 1 < q < p*,
und die Einbettung ist kompakt fir g < p*.

Bemerkung 8.5.3. Wegen Skalierungsinvarianz entsprechend Bemerkung [R5
kénnen wir fiir ¢ = p* keine Kompaktheit erwarten. Sei z.B. Q = B;(0),

u € C2°(B1(0)), und fiir R > 1 betrachte ug(z) = R 7 u(Rz) € Ce°(By1/r(0))
wit [Vurlzo = Vol 2o, gl e = ) e und mit

ur = 0 in WHP(B1(0)) (R — o0).

Beweis von Satz[8.5.3. i) Seiu € WP(Q2). Nach SatzRZTgibt es v = Eu €
WLP(R™) mit v|q = u, und mit Satz BET] folgt

lullLes @) < vl por @y < CIVOIwrr@n) < Cllullwrr)-
Da Q CC R™ beschriinkt, folgt v € L1(Q2), 1 < ¢ < p* und

[l Loy < Cn,p, ¢, D)ullwre)-

ii) Sei F € WP(Q) beschrinkt. Zu u € F betrachte v = Fu aus Satz R4l
Nach Satz B3l gilt fiir |h| < 1 die Abschétzung

sup _[|mnv — vl[Lr@) < Clh|  sup FHWHLp(Rn) < Clhl Sugl\Umem)
ue

v=FEu, ueF v=Fu, uec

wobei T,v = v(- + h). Mit dem Satz von Fréchet-Kolmogorov, Satz [6.32 folgt
relative Kompaktheit von F in LP(€2).

Sei nun 1 < ¢ < p* beliebig, (ux) C WP(£) beschriinkt. OBdA gelte u, — u
in L?(Q). Da Q beschrinkt, konnen wir fiir ¢ < p mit Holder abschéitzen

luk = ullpe < Cllug —ull,, =0 (k= 00).

Fiir p < ¢ < p* wihle 0 < o < 1 mit % = % + 1p_*a und schétze ab
Uk — Ul g < Uk — U||Tp || Uk — U||7 p» 0).
| e < Z»l I =0 (k= o0)

|

Korollar 8.5.1. Sei Q CC R" von der Klasse C*. Dann gilt W™(Q) < L9(£2)
fir 1 < q < oo, und die Finbettung ist kompakt fiir jedes q.

Beweis. Es gilt Whn(Q) — WhP(Q) fiir jedes p < n. O



148 KAPITEL 8. SOBOLEV-RAUME IM RV

8.6 Sobolev-Einbettung, p > n

8.6.1 Holder-Riaume

Sei Q C R” offen, u: @ - R, 0 < a < 1.

Definition 8.6.1. u ist Holder stetig mit Exzponent «, falls
Vz,y € Q: fu(z) —u(y)| < Clz —y|”.

Der Ausdruck

[u]go.a := sup 7|u(z) — uﬁy)|
oyeQ, aty [T — Yl

heisst Holder (Halb-)Norm. Setze

C%*(Q) := {u € C°(Q); w ist Holder stetig mit Exponent a}.

Bemerkung 8.6.1. Falls Q CC R", so ist
[ullgo.a = llullco + [u]co.
eine Norm auf C%%(Q).
Beispiel 8.6.1. i) u € C%1(Q), genau dann, wenn u Lipschitz stetig ist.
ii) Sei Q =]0,1[; dann ist u(z) = 2% € C%*(Q).
iii) Fiir 0 < 8 < a < 1 gilt C%¥(Q) — C%8(Q), wo C%0(Q) = C°(Q).

Satz 8.6.1. C%%(Q) ist vollstindig, 0 < o < 1.

Beweis. Sci (u) C C%*(Q) eine Cauchy-Folge. Dann ist (ux) auch Cauchy-
Folge in C°(£2), und es existiert u € C°(Q) mit

lur, —ullco = 0 (kK — o).
Behauptung 1. u € C%%(Q).
Beweis. Fir x # y € § schitze ab
fula) —u(y)l = Jim fug(z) - ur(y)] < suplugleo v —y[" < Clo —y["
|
Behauptung 2. u, — u (k — o) in C%(Q).
Beweis. Fir x # y € § schitze ab

=)o) — (=] _ [~ ) — (1 — ) o)
|z — y|” l—o00 |z — y|“

< Tim [ug — wcoa =0 (k= 00)
=0
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gleichmiissig bzgl. =,y € Q. Nach Ubergang zum Supremum bzgl. z # y € Q
folgt die Behauptung. O

Somit konvergiert (uy) in C%%(Q2), wie gewiinscht. O
Satz 8.6.2. Sei Q CC R"™. Dann ist fir 0 < f < a <1 die Einbettung

% (Q) — %P (Q)
kompakt.

Beweis. Sei F C C%%(Q) beschréinkt. Dann ist F auch beschrinkt in C°(€).
Da fiir  # y und beliebiges u € F gilt

lu(z) — u(y)| < sup[v]coa |z —y[*,
veEF

ist F zudem gleichgradig stetig und daher geméss dem Satz von Arzéla-Ascoli,
Satz [631] relativ kompakt in C°(Q). Fixiere nun 3 < a.

Behauptung 1. F ist relativ kompakt in C%%(Q).

Beweis. Sei (u) C F. OBdA up — u in C°(Q) (k — o0). Zu § > 0 wihle
ko = ko(é) € N mit
VE, 1> kot |Jur — wl|co < 6%

Fiir 2 #y € Q mit |z — y| > § und k, 1 > ko(d) schétze ab

|(ug — w)(2) — (ug —w)(y)|

— 3 §2Huk—ul||co 58 SQ(SQ_B;
[z —yl

falls |z — y| < 0 schétzen wir analog ab

[(up — w) (@) — (up —w)(Y)|
jz —yl”

< 2[ug — ui]co.a |z — y|a7ﬁ < 0P,

Es folgt

[Uk - ’ul]co,a _ sup |(Uk — Ul)(ZE) — (’Zk — Ul)(y)l < 0504—5'
z,yE€Q, xH#y |.’L' — y|

Mit § — 0 sehen wir, dass (ux) eine Cauchy-Folge in C%#(Q) ist. Da C*#(Q)
nach Satz B6.1] vollstindig ist, folgt u € C%#(Q) und

[ur —ulgos =0 (k — 00).
O
Die Aussage des Satzes folgt. O

Bemerkung 8.6.2. Im Unterschigd zum Fall o = 0 liegt fii 0 < @ < 1 der
Raum C°°() nicht dicht in C%(Q).

Beweis. Betrachte z.B. Q =]0,1[, u(z) = 2%, 0 < a < 1. Nimm an, es existiere
(ug) € C([0,1]) mit ||ug — u|coa — 0 (k — 00).
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Beachte, dass fiir alle k € N, 0 <z < 1 gilt
() — wk (O)] < lluf e |2 =: Cy Jol.
Es folgt
— 0 _
Vk € N: wg@cw 50 (210)
x

und damit

Vk € N: [u, — u]go.« > limsup {C u)($)| _|a(Uk — O
z]0 x

] 140) — 1(0)

a -1 :15
10 ||

im Widerspruch zur Annahme. O
Wir koénnen nun den Sobolev-Einbettungssatz auf R™ formulieren.

Satz 8.6.3. Seip > n. Dann gilt WHP(R") — CO%(R") mit a = 1 — 7, und
mit einer von u unabhdngigen Konstanten C > 0 gilt

Vu € WHP(R™): ||U||co,a(]Rn) <C ||u||wl,p(Rn) .
Zum Beweis beniitzen wir eine dquivalente Integral-Norm auf C%<(Q).

8.6.2 Morrey-Companato Riume

Sei 2 C R” offen. Fiir xg € 2, r > 0 setze

QT($0) = BT($0) naQ.

Definition 8.6.2. Q) heisst vom Typ A fiir ein A > 0, falls fiir alle x¢ € €,
0 <r < min{1, diam(Q)} =: ro(Q) gilt

L(Q(z0)) > Ar™.

Beispiel 8.6.2. Jedes 2 CC R” von der Klasse C? ist vom Typ A. Fiir  vom
Typ A, u € L}, (Q), 20 € Q, 0 < r < ro(Q) setze

loc

Xl f
Ugyr = T u dr =: u dx.
T L2 (20)) Ja, (20 Q. (z0)

Definition 8.6.3. Firl <p < oo, A >0 setze
LPANQ) = {u € LP(Q); [u] o) < o0},
wobei

1
[ulgrr@ == sup (T_A/ | — Ugy, [ d) ¥
o€, 0<r<ro Q- (z0)
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Satz 8.6.4. LP*(Q) ist vollstindig bzgl. der Norm

el o = llwll o + [ulzen-

Beweis. Ubung. O

Satz 8.6.5. (Campanato) Sei Q2 von Typ A fir ein A >0, und seien A > n,
1<p<oo,a= ’\%". Dann gilt LPAN(Q) < C%*(Q), und

Vu € LP2(Q): |ullgoa < Cllull oy

mit einer von u unabhdngigen Konstanten C > 0.

Satz [B.6.3] 14sst sich auf Satz B.6.5] zuriickfithren mit der folgenden Variante der
Poincaré-Ungleichung.

Satz 8.6.6. (Poincaré) Sei u € WHP(R"), 1 < p < oo. Dann gilt fiir alle
zg ER™, r >0

/ |u — g, " dz < C’rp/ |Vul|P dz.
Br.(z0) Br(w0)

Beweis von Satz[8.6.3. Mit Satz und Satz folgt
WLP(R™) s LPP(R™) < CO*(R"),

O

Wobeia:%:lf

3

Beweis von Satz[8.6.6. Sei v € CX(R"), o € R", r > 0. OBdA z9 = 0,
B, (0) = B,. Schiitze ab mit Holder

/B |uu”””|pdx/BT’]éT(U(ZE)U(y)) dy|"dz

T oy / | / 1 (u(z) — u(y)) dy|’de

,np+n p— 1)/ / |P dy dx.

Da np — n(p — 1) = n, folgt fiir z,y € B, mit
lu(z) — uly |—’/ —ux—i—t (y — ) dt|

<l|z— y|/0 |Vu(ty + (1 — t)z)|dt < 2r(/0 |Vu(ty + (1 —t)z)|” dt)l/p

die Abschitzung

1
/ [u(z) — gy " dz < Crpfn/ / / [Vu(ty + (1 — t)z)|Pdt dx dy.
B, B, /B, Jo
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Unter Ausnutzung der Symmetrie in x,y € B, erhalten wir mit Fubini und bei
Substitution von z = ty + (1 — t)x € B_4),(ty) C B, bei festem y € B, somit

1/2
/ [u(x) — Ugy r|” dz < Crpfn/ / / |Vu(ty + (1 — t)z)|P dz dy dt
0 B, /B,

1/2
< Crp_"/ / / |Vu(z)|P dz dy dt
0 By J Ba—t)r(ty)

:Crp/ [Vu(z)|F dz,

wie gewiinscht. |
Beweis von Satz[8.6.5. Sei u € LP(Q) fiir ein A >n, 1 <p < 0.

i) Wir konstruieren zuniichst einen geeigneten Représentanten. Sei xg € (2,
0 <7 < ro(f2) = min{l,diam(Q)}. Fiir ¢ € N setze r; = 27" und betrachte
(umg,n)iEN-

Behauptung 1. (ug,.r, )ien ist Cauchy-Folge.
Beweis. Da 2 vom Typ A, gilt fiir jedes i € N die Abschéitzung

<f )] do
Q""H»l (IU)

<ot [ @) - eSO fule) ] do
Q"i (I()) QTi (10)

’uﬂﬂo rig1 — Uxo,rs

(8.6.1)

Die Holdersche Ungleichung liefert
Fooolu) gl do < (f (o)~ s o).
Q""L (:Eo) QTi (IU)

Es folgt

|u101""i+1 — uxoyn‘ S C(f |U(1') - uxmri p dﬁl]) 1/p

QTi (IU)

(8.6.2)

A—

<ol (T;A/ [t — g [P d) P < O o
Qp; (wo)

3

mit einer nur von der Zahl A abhéngigen Konstanten C' > 0, und

k k
S Z |U’I0,Ti+]‘ - U’IU,TI'+J'71} S C Z T?,a-‘,-] [U]ﬁp,)x
j=1

j=1

Uzg,ripr — Uzo,r;

SCT?[U]LP,X —0 (Z—>OO,I{/’:]€Z€N)

Fiir alle zp € § existiert somit %(zg) = lim ug, r,, und
11— 00

< Ordlu] g (8.6.3)

Vi € N: |ﬁ(:€0) - uzoﬂ“i| = klggo |U’I01""i+k = Uzg,r;
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Wegen Absolutstetigkeit des Integrals ist fur festes » > 0 die Funktion zg —
Ug,,r Stetig. Gemiss (B6.3) konvergiert (uy, r, )ien gleichmissig gegen 4; also
ist auch @ stetig. Schliesslich gilt mit dem Differentiationssatz von Lebesgue

1
a(zp) = lim 7/ udr = u(zp)
=0 L(Q2(20)) Ja, (z0)
fast iiberall. Das heisst, u ist Repréisentant von u, und wir diirfen oBdA anneh-
men, 4 = u {iberall.
ii) Wir zeigen nun v € C%*(Q2) und |Jul|go.« < C|lul|pp.n. Zunéchst folgt mit
[B6.3) bei Wahl von r = ry die gleichméssige Abschétzung

sup [u(zo)| < sup |UIO,T| + sup |u(zo) — umo7r|
xo xo Zo

< Cllullpy + Clulger < Cllufl s -

Behauptung 2. u € C%(Q2), und fiir 2o # yo € Q mit 0 < |zg —yo| =7 < 2
gilt
lu(zo) — u(yo)| < Cr*[ulcra.

Beweis. Mit (B6.3) schitzen wir ab

|u(@o) = u(yo)| < u(xo) = tzg,2r| + [ty 2r = tyo,r| + [tgo,r — u(yo)|

< Cr®ulgo + [Uzg,2r — Uyg,r| -

Weiter folgt wie in (B6.1]), B6.2) mit 2, (yo) C Qa2r(x0) die Ungleichung

o~ el S Juunal e SO e de
(o) ‘tar (o) (8.6.4)
<C( [u — Uz 20" da) P < ope (U] £o.x-
Q2 (z0)

O

Der Behauptung 2 entnehmen wir insbesondere auch die Abschétzung

[u]co.a < C [u]ppn,

wie gewiinscht. |

Satz 8.6.7. Sei ) CC R™ vom Typ A fiir ein A > 0, und seien 1 < p < o0,
A>n, a:%gl. Dann gilt

LPANQ) = C%(Q).

Beweis. i) LPA(Q) — C%*(Q) folgt mit Satz

)
ii) Da Q cC R”, gilt C%*(Q) — C°%Q) — LP(Q). Weiter gilt fiir zg € €,
0<r<round z,y € Q-(z0) stets |u(z) — u(y)| < Cr*u]co.a, also auch

/ U — Ugy " do < / ][ lu(z) — u(y)|” dy dz < CroP*™ [u] G0, -
QT(IU) QT(IU) QT(CE())
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Mit 7eP" = r* folgt
1
e = sup (r / o=ty f? )" < C o,
zo, 0<r<rg Q,(z0)

wie behauptet. O
Satz 8.6.8. Sei Q CC R™ won der Klasse Ct, und sein < p < oco. Dann gilt
WP (Q) — C%*(Q)

fir0<a<a*=1- %, und die Einbettung ist kompakt fiir 0 < a < a*.

Beweis. Die Aussage folgt aus dem Diagramm

Satz *
wire) SHEED coar o)

u—u « —_ (kompakt fiir a<a™ (Satz _
2 o (g o ey BEED oo

WLP(Q) E (Satj)m)

8.6.3 Anwendungen

Die Sétze[B.5.3und [B.6.§liefern eine niitzliche Variante der Poincaré-Ungleichung.

Satz 8.6.9. Sei Q CC R" zusammenhingend und von der Klasse C*, und sei
1 < p < oo. Dann gibt es C = C(n,p, Q) mit

Vu € WhP(Q): / lu — ag|” dz < C’/ |Vul? dz,
Q Q

wobei

1
Uq = udr = / u dx.
]{2 L£r(Q) Jo

Beweis. (indirekt) Nimm an, es gibt (ugx) C WHP(Q) mit
1= / |uk — ak7Q|p dx > k’/ |V’uk|pd$, k e N.
Q Q

Dann ist die Folge vy := ug — tig.o € WHP(Q) beschriinkt in W1P(Q) mit
Vo = 0in LP(Q) (K — o0).

Nach Satz ist (vg) C LP(Q) relativ kompakt. Also existiert eine Teilfolge
A C N und ein v € LP(2) mit vy, — v in LP(Q) fiir & — oo, k € A. Weiter folgt
v € WHP(Q) mit

ol de =1, v = lim o0 =0,
Q k—o0, kEA
und

- i - q
Vo lim Vo =0¢€ N L.

k—o0, k€
1<g<o0
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Durch wiederholte Anwendung von Satz B.5.3 erhalten wir v € W14 fiir ein
g > n. Mit Satz folgt v € C%¥(Q) — L*(Q), und v € WH>(Q) ist
lokal Lipschitz. Da Q zusammenhingend ist, liefert Korollar B3] nun jedoch
v = const. = g = 0, und wir erhalten den gewiinschten Widerspruch. |

Korollar 8.6.1. (Dirichlet Growth-Theorem, Morrey) Sei Q@ CC R™ von der
Klasse Ct, und sei 1 < p < oo. Sei weiter u € WHP(Q), und mit Konstanten
O0<a<l1l, M >0 gelte

/ \VulP de < MP n=ptpe (8.6.5)
Q. (z)

gleichmdssig in xog € Q, 0 < r < ro. Dann gilt u € C**(Q), und [u]co« < CM.

Beweis. Die nach Satz RB41] konstruierte Fortsetzung v = Fu € WHP(R")
erfiillt offenbar ebenfalls (B.6.5). Daher diirfen wir oBdA annehmen, Q = R”™.
Mit Satz und B6I) erhalten wir fiir jedes g € Q, 0 < r < ry die
Abschétzung

/ U — gy |" dz < Crp/ |Vul? do < CMPr™tPe;
B, (z0) By(zo)
das heisst, u € LP(Q) fiir A = n + pa, und
[u]gpr =  sup (riA/ [u — gy " dx); < CM.
xg, 0<r<ro B, (z0)

Da A > n folgt mit Satz [B6.5] dass u € C%*(2) und

[u]co,a < C[U]Lp)\ < CM.

8.6.4 Schwache und klassische Differenzierbarkeit

Fiir p > n ist jedes u € WP fast iiberall klassisch differenzierbar. Zunichst gilt

Lemma 8.6.1. Sei Q cC R"™ von der Klasse C', und sein < p < co. Dann
ezistiert C = C(n,p,Q), so dass fir alle u € WHP(Q), alle yo € By(wo) C
Ba,(z0) C Q gilt

(o) — u(yo)| < C’(rp][ Vul? dx)%. (8.6.6)

Bgr(mo)

Beweis. Nach Satz gilt WHP(Q) — C%*(Q) mit o = 1 — 2 > 0; insbe-
sondere ist jedes u € WHP(Q) stetig, und wie in B6.3) gilt fiir alle xp € Q mit
Bar(z9) C Q die Darstellung

u(l'o) = ZILIEO Uzg,r;s

wobei 7; =277 r, > —1.
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Fiir yo € By (z0) C Bar(wo) C (2 schiitze ab

lu(zo) — u(yo)| < |[u(x0) — Uz 20| + Uy 2r — Uyg,r| + tye,r — ulyo)l,

mit
o0
[u(z0) = Uzg,2r| = 1M |Usg,r, — Usg,2r| < Z ‘Uzo,m - Uzo,mq‘

wie in (B63). Mit (86.2) und Satz gilt weiter

|U’I01""i - qu,Ti71| < C(][
By, (z0)

1
< C’(Tf_l][ |Vu|pd:c) P < C(Q(I_i)(p_")rp][
BTifl(m(J) B

X a-dp=-n)
Da > 27 » < 00, folgt
i=0

1
|u — Uzg,ri_y |pd$) !

|Vu|pd:c)%.

ZT(IU)

[u(zo) — Ugg,2r| < C(Tp][ |Vu|pdx);,

Bar(0)

Analog erhalten wir
|Vul? dm) v

|Vu|pdx); < C(rp]é

Schliesslich gilt mit Satz [B.6.6] nachdem wir zunéchst wie in ([86.4) abschétzen

o) = | < C (7"

Br(yo) 2r(20)

tz 20 — tiyr| < f = g 20| it
T(yO)

< C( fBzr(IU) |u - um072r|p dx)% = C(Tp ]{3

Die Behauptung folgt. |

[Vau|’ dz) B

2 (20)

Satz 8.6.10. Sei Q C R™ offen, und sei u € I/Vlif(Q) fiir ein p > n. Dann ist
(der stetige Reprisentant von) u in fast allen x € Q klassisch differenzierbar,
und das klassisch definierte Differential reprisentiert die schwache Ableitung
VON U.

Beweis. OBdA p < co. Sei g € ) ein Lebesgue-Punkt der schwachen Ablei-
tung Vu € LP(2), das heisst,

7[ |Vu(zo) — Vu(z)” dz— 0 (r —0). (8.6.7)
Br(z0)

Sei Bar,(z0) C Q, Co = Co(n,p, Bary(x0)) die Konstante aus Lemma RG]
Betrachte die Funktion

v(y) = u(y) — u(wo) — Vu(zo) - (y — 7o)
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Fiir r < 1o, yo € Br(20) mit |yo — 20| > § liefert Lemma [8.6.1] die Abschétzung

|u(yo) — u(xo) — Vu(zo) - (yo — Zo)| <2 [v(yo)| —9 [v(yo) — v(xo)|

lzo — yol r r

1/ 1/
< 26y ][ Vo) " = 200 ][ Vu(z) - Vu(eo)Pdz)
Bzr(wo) B

und die rechte Seite konvergiert gegen 0 fiir » — 0 nach (8G.1). Also ist u im
Punkt z¢ klassisch differenzierbar mit Ableitung Vu(x). O

ZT(IU)
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Kapitel 9

Regularitat schwacher
Losungen

9.1 Klassische Regularitit via Sobolev
Sei Q CC R™ mit glattem Rand 99, f € C®(Q), u € H}(Q) die schwache
Losung des Dirichlet-Problems

—Au=f inQ,
u=0 auf 9.

AA
© ©
—_ =

Wir erwarten u € C*°(Q). Wie zeigt man dies? Wir wiirden gerne vorgehen wie
im Fall n = 1.

Erinnerung: Sei Q = I =Ja,b[CC R, und sei u € H}(I) schwache Losung von

@I1),@I2). Dann ist wegen @I u € H?(I) mit
u” = Au=—f € L*(I),

und v € H*(I) mit v"” = —f € L*(I). Mit Satz 3T folgt u € C*(I), woraus
man dann auf klassischem Weg die volle Regularitét w € C°°(I) erhilt.

Falls wir analog fiir n > 1 argumentieren wollen, ben6tigen wir mehr schwache
Ableitungen. Gemiss Definition von W*P(Q) gilt iterativ fiir k = 2,3, ...

WHhP(Q) = {u € WFLP(Q); Vu e WF1P(Q)}, 1< p < oo,
und - - -
CP(Q) = {u e C*(Q); VFue C®(Q)}, 0<a< 1.
Satz 9.1.1. (Sobolev) Sei Q CC R™ von der Klasse C, und seien k € N,
1 <p<oo. Firz €R sei weiter [z] = max{j € N; j < x}.

i) Falls kp < n, so gilt WFP(Q) — LY(Q) fiir alle 1 < q < qo mit qio =
und die Einbettung ist kompakt fiir ¢ < qo.

SEES

1
E )

159
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ii) Falls kp = n, so gilt WEP(Q) — L9(Q) fir alle 1 < q < oo, und diese
Einbettungen sind kompakt.

iti) Falls kp>n mitk—2 ¢ N, so gilt WkP(Q) — Cb(Q) firl = [k— 21 €No

n

undd<a<ay=k—1-— o und die Einbettung ist kompakt fir o < «aq.

w) Falls kp>n mitk—2 =1+1€N, so gilt Whr(Q) — Ch(Q), 1< a <1,
und diese Finbettungen sind kompakt.

Beweis. i) Mit Satz [R5.3] folgt
WHEP(Q) 3 u > (0%U) o)< € WHP(Q) — LP(Q),

also
WHEP(Q)  WHLPL(Q) e WFT2P2(Q) < L. s LPE
mit
11 1 1 1 1 1 2 1 1k
pr p nip pron op n T pe o pon

iii) Sei | = [k — 2] > 0. Mit i) folgt W*?(Q) — WHH(Q) mit ; = 1 — ==L
ba 11 1 k-l k-1

111 k=l n—f _)p<0,

g n p n np

gilt ¢ > n. Also folgt mit Satz[R6.3] dass W4(Q) < C%2(Q) und damit
WHh(Q) — Ch*o(Q) — Ch*(Q)

fiir n n
0<a<aqy=1—-—-=k—1——.

q p

Da WkP(Q) — Wks(Q) fiir 1 < s < p, folgen ii) und iv) aus i), bzw. iii). O

Bemerkung 9.1.1. Im Fall p = 1 kann man mit Methoden wie in Abschnitt
8.5 die Aussage von Satz verbessern. Zum Beispiel erhilt man auf diesem
Weg, dass W™1(R™) — L>(R").

Korollar 9.1.1. Sei Q CC R™ von der Klasse C', und sei u € Hj(Q). Zusitz-
lich gelte w € H*(Q) fiir ein k > % + 2. Dann gilt u € C*(9Q).

Beweis. Fiir k > §+2und ! = 2 = p erhalten wir (k—[) p > n. Die Behauptung
folgt aus Satz Q.1 Tliii). O

Unser Ziel im Folgenden ist es zu zeigen, dass die Annahmen in Korollar @.1.T]
fiir die eindeutige schwache Losung w € H} () von (@LT), (@I2) erfiillt sind,
und den folgenden Satz zu beweisen.

Satz 9.1.2. Sei Q CC R™ von der Klasse C**2 und sei f € H*(Q) fiir ein
k € No. Weiter sei u € H(Q) die eindeutige schwache Lésung von (@I,
@I2). Dann gilt uw € H**2(Q), und

lull grve < CNfll g (9.1.3)

mit einer von f und u unabhingigen Konstanten C = C(Q, k,n).
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9.2 Innere Regularitét

Formal erhiilt man H?-Abschiitzungen wie folgt. Sei u € C2°(£2). Mit der Iden-
titat

|Aul? = Z (0i(0sud?u) — d;ud?du)

_ Z (Oud?u) — 0;(0ud;oju)) + Y |0;0;ul?

]

Divergenzterm :\VZu\Q

und dem Divergenzsatz von Gauss folgt
Yu € CZ°(Q / |V2ul*dz */ |Au|*dz */ |f|?dx , (9.2.1)

mit f:= —Au € C2°(Q). Durch wiederholtes Anwenden von (@.2.I]) kann man
fiir jedes u € C°(2) nun auch hohere Ableitungen durch f := —Aw abschéitzen.
Beispielsweise erhélt man unter Beachtung der Beziehung AVwu = VAu fiir die
3. Ableitungen von u die Identitét

/|V3u| de = Z/ 10,0, 001 dx—/ V2(Vu) 2dee

1,5,k
= /|A(Vu)|2dx:/|VAu|2dac:/|Vf|2dx.
Q Q Q

Analog erwarten wir fiir eine Losung u € Hg(Q) von (@LI), @I2) mit f €
H*(Q) zumindest “innere” Regularitit im Sinne des folggenden Satzes.

Satz 9.2.1. Sei f € H*(Q) fir Q CCR", k € Ny, und sei u € H} () schwache
Lésung von (L), (TL2). Dann gilt u € HET3(Q), und fir alle @' CC Q gilt

loc
lull ey < CUF gy + 1wl gr o) (92.2)
mit einer von f und u unabhingigen Konstanten C = C(Q,Q, k,n).

Die Beweisidee ist sehr einfach. Durch “Abschneiden” erhalten wir aus einer
Losung v € H}(Q) von (@LI), (@.I12) stets eine Losung v € H(Q) einer ver-
wandten Gleichung, welche nun jedoch kompakten Triger hat.

Genauer sei ' CC Q. Wihle ¢ € C(Q) mit 0 < ¢ < 1, ¢ = 1 auf . Die
Funktion v = up € H}(Q) C H}(R™) 16st im Distributionssinn die Gleichung

—Av = (—Au)p —2VuVyp —ulp =: g, (9.2.3)
wobei
9= Ffp—2VuVp —ulyp € L*(Q) (9.2.4)
mit
gl < 1fllpz + ClIVull gz + Cllullge < (1 fllp2 + C llull g - (9.2.5)

Mit (@.27]) erhalten wir formal die gewiinschte Abschitzung (Q.2.2)) fiir k£ = 0,
sofern wir wissen, dass v € H?. Geniigt diese “a-priori” Abschitzung bereits
fiir den Beweis von Satz [0.2.1F
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9.2.1 “A-priori” und “a-posteriori” Abschitzungen
Betrachte das folgende Beispiel.

Beispiel 9.2.1. Die Funktion
u(w) = loglog(1/|x|) € Hy (B1/c(0;R?))
ist unbeschrénkte schwache Losung der Gleichung
—Au=|Vul’ in Q= By, (0;R?) (9.2.6)
mit w = 0 auf Q. Da H? . — L° nach Satz BG.8 gilt u ¢ HE ().

loc
Beweis. Die Funktion v = e = log(1/|z]) 16st
0= Av = e“(Au+ |Vul?) auf Q\ {0}.
Weiter hat nach Beispiel BT die Menge K = {0} verschwindende H!-Kapazitiit;
das heisst, es gibt () C C§°(R?) mit 0 < ¢ < 1 und mit 1 = 1 in einer
Umgebung von = = 0, so dass 9, — 0 fast iiberall und ||Vii| L2 — 0 (k — o0).

Da u die Gleichung ([@.2.6]) auf Q\ {0} klassisch lost erhalten wir fiir p € C°(Q),
wie gewiinscht, die Gleichung

/ VuVede = lim [ VuV(p(l —4¢r)) de= lim [ (—Au)p(l —9y) dz
Q k—oo Jq k—oo Jq
= lim / |Vul2p(1 — ) do = / |Vu|?p dz,
k— o0 O O
wobei wir benutzen, dass Vu € L%(1). O

Andererseits erhalten wir jedoch fiir jede geniigend glatte Losung der Gleichung
[@26) “a-priori” Schranken in H? mit Hilfe des folgenden Interpolationssatzes.

Lemma 9.2.1. (Ladyzhenskaya, Gagliardo-Nirenberg) Seiv € HY (R?). Dann
gilt fiir alle ¢ € C>(R?)

/ lv|*p?dx < 8/ lv|dz - / (IVo*@® + |[v]*|Ve|?)dz.
R2 supp(¢p) R?

Beweis. OBdA sei v € C*°(R?), und sei ¢ € C(R?). Fiir z = (71, x2) gilt

o) =| [ o) o) < [ 9020 s02) ds
analog N
(V) (z1,22) < [ IV (v20)|(21,t) dt.

Mit Fubini folgt

[ptae= [~ [ 0o do
= /O:o /0; (/O; [V (@*)|(s, 22) ds /OO V(@2@)|(@1,t) dt)der dey

— 00

= (/]R IV<v2<p)|dw)2 < (/]R 2V |v]|g] +|U|2|V<p|)dx)2,
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und mit Holder kénnen wir weiter abschétzen
2 2
([ Crvvlieliol + 1sP19l) de) " = ([ @Tellel + plIT6l) o] do)
2
§/ |v|?da - ((/ 4|Vv|2g02d:c)1/2+ (/ |v|2|V50|2dz)1/2)
supp(p) R2 R2

<8 / jof2dz - / (V0P + |02 VeP) da,
supp(p) R2

wie gewiinscht. O

Falls nun v € HZ, N H}(Q) schwache Losung von ([@.2.6) ist, so folgt analog zu

@Z3) fiir ¢ € C(Q) die Gleichung
—A(up) = |Vul*p — 2Vu - Vo — ulAp =: g.
Da nach Annahme v = Vu € H}. ., erhalten wir g € L? mit
lgllzz < IIVulPelizz + C(o)llull e

wobei
IIVul@llze < ClVull L2 (supp(on | V2 ()l L2 + Clo)|[ull 7
gemiss Lemma 0271 Mit (@22) folgt

IV2(up)llz2 < Cllgllzz < CollVull L2 suppen IV (o)l 22 + Clo) (1 + [JullFn)

mit einer Konstanten Cy > 0. Wihle r > 0, so dass

1/2
2Cy sup (/ |Vu|2dx) <1
o Ba, (o)

Fiir ¢ € C°(Bar(x0)) mit 0 < ¢ <1, ¢ =1 auf B,(zp), wo Ba,(z9) C , folgt
IV?ull 2B, (20)) < IV (up)llzz < Cle)(L + ||ullfp),
also die gewiinschte H? -a-priori Abschitzung.

Aufgrund von Beispiel 02,1l miissen wir demnach streng unterscheiden zwischen
“a-priori” Abschétzungen fiir “glatte” Losungen und “a-posteriori” Regularitét!

9.2.2 Beweis von Satz [9.2.1]
Obige Schwierigkeiten kann man elegant umgehen, indem man Differentialope-
ratoren durch Differenzenoperatoren

Dyu = % mu(z) = u(z+h), 0<[h <<1,

ersetzt (Nirenberg). Offenbar gilt fiir jedes u € H' die Beziehung

VDyu = Dp,Vu € L2,
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und fiir ¥, p € H}(R™) erhalten wir bei geeigneter Substitution die folgende
Regel zur “partiellen Integration”

VD _pp dx = ¢(x)wd
R |1

- Mp(z) dr = Dpi - p de.

R |h| Rr

Beweis von Satz[0.21l Sei ¢ € C*(Q)) wie in ([@Z3), und sei v = up €
HY(Q) € HE(R™) schwache Losung von ([.2.3); das heisst,

T

R (9.2.7)

Vw € Hy(R™): Vv - Vwdx = / gw dx. (9.2.8)
Q Q

Wihle 0 # h € R™ und setze w = D_, Dyv € H (R™). Mit [@.27) folgt
Vv-Vwdr= [ Vv-D_,(DyVv)de = / | Dy Vo|2dz.
R™ R™ R™

Gleichung ([@.2.8)) ergibt nun zusammen mit Holder die Abschétzung

D, Vvl|? :/Vv~dez:/ w dx
1Dx5ol: = | K 020

< lgllz2llwlizz = lgllz2 1 D—nDnvll 2
Analog zu Satz 831l gilt nun
Behauptung 1. Fiir u € H}(R"™), h # 0 gilt ||Dpul 2 < [|[Vul|ze.

Beweis. Fiir u € C2°(R™) schiitze ab

_ 1 1
ThY u(x):/ Mdtg/ V(e + th)| dt.
|h| 0 Al 0

Mit Minkowski folgt
1
| Daull 2 < / IVu(- + th)| dt < |Vl 2.
0

Da C2°(R™) nach Definition dicht liegt in H}(R™), folgt die Behauptung. O

Wir erhalten
|D—_nDavll 2 < IVDwollzs = [ DaVol 12,

und mit (@2Z9) folgt
Vh #0: | DpVo| 2 < [lg|lL2-

Satz B3] liefert nun Vv € H'; das heisst, v € H2 und damit u € H?(Q'), mit
IV2ull L2y < IV?0]l22 < llgllze < CUIfllLz + llullar).

Dies ist ([@.2.2)) fiir k¥ = 0.
Der Fall k € N folgt mit Induktion nach Differenzieren der Gleichung (@.I1]).
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ks k+1: Sei u € H*"(Q), und nimm an, f € H*(Q). Fixiere ¢ € C®(Q)

loc

mit 0 < ¢ < 1 und setze v = up € H* 2 mit supp(v) CC Q.

Fiir irgendwelche (k;)1<i<n € Nj mit > k; = k + 1 setze
i=1

=

k+1
k+1) . (9 v

= . gl
8:011“ ... 8:02"

o

Gemiss [@.2.3) ist v**+D € HY(Q) schwache Losung von
 ApRHD = gl =, ().
wo
g* ) = ot (o) — 200D (Vu - Vi) — 9% D (uAg) € L*(Q)
geméss (0.2.4) mit
lg*™ VI z2) < Cllfllzmsray + Cliull e suppen -
Mit (@Z2) fiir k = 0 folgt v*T) € H? mit
V20"V 12 < C(If lmmer + Nl vz ouppien) < CUFNmra + llul o))

gemiiss Induktionsannahme. Das heisst, v € H*T3(Q), und damit u € H*3(Q'),
wobei ' = {z; p(z) = 1}, und wiederum mit Induktionsannahme folgt

[l ress oy < N0l grss oy + lullmrrery < C(LFare@) + lullme)-

Da ¢ € C°(9) beliebig, folgt die Behauptung. O

9.3 Randregularitit

Betrachte zunéichst den Fall Q = R = {z = (2/,z,,); z, > 0}. Sei u € Hj(RY)
schwache Lésung von

—Au = f inRY, (9.3.1)
u=0 auf ORY, (9.3.2)

mit supp(u) CC R™. Definiere @ € Hg(R"™) mit

Al ) = u(z', ), Ty > 0,
—u(x', —xp), xn, <O0.

Analog defineieren wir f.
Lemma 9.3.1. @ € H(R") ist schwache Lésung von
—~Au=f inR" (9.3.3)

mit supp(a) CC R™, und || fllzz < 2| fllz:-
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Beweis von ([@3.3). Sei ¢ € C(R™). Es gilt (mit 9; = a%i)

n—1
VuVp dx = Z/ ((Oiu- 0ip) (2, ) — Ogu(a’, xn) Dip(a’, —xp)) da
i=1 JRY

]R'n.
+ / (Ot - Onp) (2!, ) + Opu(a’, ) Onp(2', —xy) dx
R}
= VuV (o(a', zn) — (@', —3y)) do = VuVy dz,
R R
it 9’ 00) = ol 0n) — (e, —0) € O HY(RL). Mt @), () folst
/ VuaVp dx = / VuV dx = fYde= fo de,
n R R R"
wie gewlinscht. |

Mit Satz @21l folgt @ € H?, und
IV2ull 2y < IVl 2@y < [ Fllzz@ny < 201l L2 (9.3.4)

Im Allgemeinen ist f auch fiir glatte f nicht regulir, und Satz versagt fiir
k > 0. Die zu Satz analoge Aussage gilt aber doch.

Satz 9.3.1. Sei u € HG(RY) schwache Lésung von @3J), @32) mit
supp(u) CC R™, und sei f € H¥(RY) fiir ein k € No. Dann gilt u € H*2(R"),
und

Jall sy < OO e + o)

mit einer von u unabhdingigen Konstanten C.
Beweis. Fiir k = 0 benutze Lemma 031 und (3.3.7).

k = 1: Betrachte die tangentialen Ableitungen u; = Ju, 1 < ¢ < n—1. Da
u e H*(RY), gilt u; € Hj(R?), und

—Au; = 0;f € L2(Ri),
u; =0 auf OR'.

Mit (@34) folgt u; € H*(R™), und
10:0;0kull 2 < luill gz < C(Iflar + llullgr), 1 <i<n—1, 1<jk<n.

Mit der Gleichung (@3 kann man den noch fehlenden Term

n—1 n—1
Do = Aup — > 0up =0nf — > 0i0nus
i=1 i=1
abschétzen

n—1

105ullz < N0 f Nz + Y IIVPuillze < OO s + llull).

i=1
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Den allgemeinen Fall zeigen wir nun mittels Induktion.

k — k+ 1: Nimm an, u € H*"2(R%). Betrachte eine beliebige tangentiale
Ableitungen

(k+1) _ O —. 9+, c gLR™
u I e u € Hy(RY)
1Ty

mit

Ay — gl . p k) ¢ 2.
Mit Lemma 031 folgt u*+Y) € H2(R™) und

IV2u D] 2 < O &V .
Sei a = (g, ..., ap) ein Multi-Index mit
olely

la| = zi:ai, 0%y = m

Wie fiir & = 1 folgt unter Beniitzung von (@31 fiir l = k+3,k+2,... iterativ

Mp:=  sup 0% < My + O f*FD|| 2 < ...
la|=k+3,a, <l

< Mo+ Ol fE V12 < CYFFHV 2,
und mit der Induktionsannahme erhalten wir v € H*3(R" ) mit
lullres < Mgz + ull e < C(flrer + Julla),

wie gewiinscht. O

Fiir den allgemeinen Fall sei @ CC R"™ von der Klasse C**2 und sei u € H}(Q2)
schwache Losung von (@1)), (L12) mit f € H*(Q), k € No. Zu z € 9N wiihle
eine Umgebung U von x( entsprechend der Definition B.4T] mit zugehérigem
Diffeomorphismus ¥ € C**2(U,R") von U auf V = Q und mit ® = U1 €
Ck2(Q,R"), so dass

2(Q+)=UNQ, &(Qo) =UNON,
wobei |d®|, |[d¥| < C.

Fixiere ¢ € C°(U) mit 0 < ¢ < 1, ¢ = 1 in einer Umgebung von zp und
betrachte v = up € Hg(Q) mit supp(v) CC U. Setze w =vo ® € H}(Q4).

Man erhiilt die Gleichung fiir w auf variationellem Weg. Analog zu Beispiel 5.4.2]
gilt zunéchst fiir v € H}(Q) mit

—Av=g inQ, (9.3.5)
wobei g € L? wie in (@.2.3)), die folgende Charakterisierung.

Lemma 9.3.2. Die eindeutige schwache Lisung v € H () von (Q3.5) erfiillt

1 ) .
E(v) = 3 /Q |Vou|*dx — /ng dr = wel}gléf(ﬂ)E(w).
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Beweis. Sei w € HJ (). Schreibe w = v + ¢ mit ¢ € H}(Q). Es gilt
E(w)=Ew+y)=E@)+ /Q(VvVgo —gp) dx + %/Q |Vol|?dzs.  (9.3.6)
Falls v die Gleichung ([@3.3]) 16st, folgt
B(w) = B(v+ ) = B) + 5 [ [ViPda > B(v)

und “=" gilt genau dann, wenn w = v. O

Es gilt auch die Umkehrung von Lemma [9.3.2)

Lemma 9.3.3. Falls v € H}(Q) die Energie E unter allen w € Hg(Q) mini-
miert, so ist v schwache Losung von (3.3]).

Beweis. Ersetzt man in ([@3.6]) die Funktion ¢ durch ep, so erhilt man

d
0=— E(erega):/(VvVgpfggp) dx
de le=0 Q
als notwendige Bedingung fiir eine Minimalstelle von E an der Stelle v. O

Wir ziehen nun das Energiefunktional E mittels ® zuriick. Zur Vereinheitlichung
der Notation schreiben wir u anstelle von v.

Zuwu € H3(QNU) mit supp(u) CC U setze i = uo® € H}(Q4) mit supp(d) CC
Q. Beachte, dass dann v = @ o ¥ mit ¥ = &~ € C1(U,R"). Es folgt

1 v v
E(u) = —/ du o au—odac - / g(to ¥)dx
2 Janu 2 Qnu

1 ot 9Tk 9u oU!
= - T dz— ioW)d
/mu yF 0zt oyl 0 /mug(“ Jde

1
- —/ g1 94 a“ 5y |det(d®)| dy / Gt |det(d®)|dy
2 Q+ dy’ Q+

mit ¢ = g o ® und mit
ot owJ

0 = e = = (d¥ - (d¥)'),, 1 <i,j <n.
Setze 56™ 5™
ii = - _ = ((d®)" - d®). ..
J ayz ayj (( ) )z]
Beachte
dV (dV)' - (d®)" d® = id;
—_———
=(d®-dW)t=id
das heisst,

@y =0} () = (hy) ™t =: (W),
Weiter gilt

[det(d®)] = \/det ((d®)! - d®) = \/det(hi;) =: v/[h].
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Wir deuten

1 . 0u 0u
Dyp(u) == = h'— —/|h| d
@ =5 [ gV

als Dirichlet-Integral von @ bzgl. der Riemannschen Metrik h = (h;;) auf Q.
Bemerkung 9.3.1. Das Dirichlet-Integral ist eine geometrische Grosse. Seien

(M,g), (N,h) Riemannsche Mannigfaltigkeiten. Falls S CcC M, S CC N und
falls @ € C* ein Diffeomorphismus ist von einer Umgebung von S nach M mit

®(S) =S und ¢*g = h, wo
VXY € TN: (27g)(p)(X,Y) = g(@(p))(d®(p) X, d®(p)Y),

dann gilt } }
Dy(u; S) = Do g(uo @;5) = Dp(4; S)

mit u = uo P.

Sei nun wieder v € Hg () mit supp(v) CC U Losung von (0.3.5). Setze § = go®,
w = v o ®, und definiere

~ 1 . 0w Ow N
E(w) = 5/(2 h7— —+/|h| dy /Q gw+/ |h| dy.
+ +

Oy’ OyJ

Lemma 9.3.4. Sei v € HJ(QNU) mit supp(v) CC U, und setze weiter w =
vo® € HY Q). Es sind dquivalent:

i) v ist schwache Lisung von (B3.3);
i) es gilt
Vo€ HY(OQNU): E(v) < E(+ ) ; (9.3.7)

i) es gilt ~ 3
VY € Hy(Q+): E(w) < E(w +¢) ; (9.3.8)
w) w ist schwache Lisung der Gleichung

1 9 , . ow
L 17 — 5 4
Apw : __|h| " (h 2V |h|_y3) =g n Q4. (9.3.9)

Bemerkung 9.3.2. Der Operator

1 0 - ow
_ - _ . )h =
Ahw |h| i(h |h| yﬂ)

heisst Laplace-Beltrami Operator beziiglich der Metrik h.
Beweis von Lemma[9.3.7] “i) < ii)”: Siehe Lemma[@.3.2lund Lemmal[0.3.3

“ii) < iii)": Zu p € HY(QNU) ist ¥ = po® € Hi(Q+ ), und umgekehrt. Weiter
gilt } )
E(w) = E(w), E(v+¢) = E(w+ ).
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“ii) < iv)”: Sei 1 € H(Q4). Entwickle
. . 0w oY

€2 ;0 Y
+3/Q+ 5y VIl dy, € R

Die Bedingung ([@.3.8)) gilt also genau dann, wenn

0w 0 _
Vip € Hy(Q4): / (h¥ —w —g¥)V|hldy =0. (9.3.10)
oyt OyI
Q+
Dies ist die schwache Form von ([@.3.9). O

Analog zu Satz gilt nun die folgende Aussage.

Lemma 9.3.5. Sei w € Hgl(Q+) mit supp(w) CC @ schwache Ldsung von
@33), wobei (hi;) € C*1(Q) mit Konstanten 0 < A < A gleichmdssig in Q4
die Bedingung erfillt

VE € R™: NE? < h¥ (y)e'e? < Aj¢)?, (9.3.11)
und sei § € H*(Q4) fiir ein k € Ng. Dann gilt w € H**2(Q), und
lwl e+ < Cllgll

mit einer von von § und w unabhdingigen Konstanten C' = C(n, A\, A, h).

Bemerkung 9.3.3. i) Eine Matrix (h;;), welche die Bedingung (.3.T1)) erfiillt,
heisst gleichméssig elliptisch.

ii) Die Annahmen im Lemma sind erfiillt, falls 2 von der Klasse C**2.

Beweis von Lemma[9.3.3. Einsetzen von ¢ = w € H}(Q+) in (@3.I0) er-
gibt unter Beachtung von (@.3.11)) die Abschiitzung

A 1vep ViRl < [ ngn o Flay= | g/l dy
Q+

Q+
< Cligllezllwllz2 < Cliglle2lIVwl| L2,

wobei wir im letzten Schritt die Poincaré-Ungleichung verwenden. Es folgt
[wllzr < Cllgllzz- (9.3.12)
Weiter argumentieren wir nun mit Induktion.

k=0: Fixiere 1 <i <n — 1. Fir h # 0 setze
The, W — W

R

Dann ist ¢ = 9; "9Pw € H(Q) zulissig als Testfunktion in (L3.10), und wir
erhalten

5 0
/ “wah@—/ G/ dy
Q@+ Q+

< C||gll 2107 " Ofwl| 2 < Cllgll 2| VO w] 2.

(9?10 = Dpe,w =
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Die linke Seite ergibt bei geeigneter Substitution

[ S 0ol Mmy—/Q 0 (1 RI) 5 (0w dy

Oy Oy
0
> [ 0rw) 5 @) VI dy — Cl o [ V[Vt dy
Q@+ Q+

> CoA| Vw7 — CIIVwIILzllvafwlle,

wobei Cp = infg, +/|h| > 0. Mit (@.3.12) folgt

VOrw| 2 < CllgllL2, gleichmiissig in h # 0.

Wie in Satz B30 folgt w = 2% € H3(Q+) mit
[VOw|: < C|gllrzy 1 <i<n—1.
Mit ([@39) kann man auch den fehlenden Term
[VOnw|z2 < C||gllL2

abschiitzen. Der Induktionsschritt & — k + 1 verlduft vollkommen analog zu

Satz O

Beweis von Satz[9.1.2. Sei u € H}(Q) schwache Losung von (@.L1), (@1.2)
auf Q CC R”, wobei Q € C**2, f ¢ H*(Q) fiir ein k € Ny.

Einsetzen von ¢ = u € H}(Q) in die schwache Form von (@11, (T.L2) liefert
zunéchst zusammen mit der Poincaré-Ungleichung die Abschétzung

O™ ull 7 S/QIVUIQCM =/qu do < [|FI|Z2llullzz < A1 llullFs

also
lullzr < Clfll 22 (9.3.13)

Uberdecke 02 mit Umgebungen Uy, . .., Uy, fiir die ein C*t2-Diffeomorphismus
®;: ) — U; existiert mit

(Q4) =UiNQ &(Qo) =U;NOQ, [ddy|, |do; | <C, 1 <1< L.

Withle dazu Uy CC € so, dass 2 C UF_ U, und wihle eine der Uberdeckung
(U)o<i<r, untergeordnete Zerlegung der Eins (¢;)o<i<z auf © mit 0 < ¢; €

C(U;) und
L
Z o =1 in Q.
=0

Fiir 0 <1 < L definiere u; = up; € H}(U; N Q) mit
— Auy = fo; —2VuVp, —ulp =: g (9.3.14)

und
supp(u;) CC Uy, (9.3.15)
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und fiir 1 <[ < L setze
w=wo®P, gi=g0P
mit
—Apw; = g,
wobei h; = @} (grn. Wiederum benutzen wir Induktion.

k = 0 : Mit (1.3.14) und unseren Annahmen betreffend f und u folgt g; € L*(U;),
0 <1< L, und daher auch §; € L?(Q4), 1 <1 < L. Mit Satz @21 und (0.3.13)
erhalten wir ug € H?(Up) mit

lluoll 22 we) < Clllgoll2woy + lullzr ) < CUflIz2 + Jullm @) < Cllfllze-

Analog ergeben Lemma [3.3.5 und (@.3.13) fiir jedes 1 <! < L die Abschitzung

lwillzzw) < Cllwillazgyy < Cllallzzy) < Cllgillews)
<O fllze + lullar ) < Cllfllze.

Es folgt u € H?(Q) mit
L
lull e <3 lwllaz < ClIf | 2o
=0

ks k+1: Sei f € H**(Q) und nimm an, v € H**?2 N HY(Q) erfiillt (LT,
@12). Mit [@3T4) erhalten wir

g € HY(U),0<1< L,

sowie
G=goHecH"™Q,),1<I1<L,

und hy = d®Td®, € C*2(Q).
Satz und Lemma liefern nun

ug € Hk+3, u; = wy o@fl S Hk+3, 1<I<L,
und
[uoll mre+s(we) < Clllgollrr + [luoll )
S C(flarer ) + llull griz)) < ClFllarer,
geméss Induktionsannahme, bzw.
lwil[grxse < Cllwil|gers < Cllgill e
< Cllgll e+ < CUfllmser + Nullgrss) < Clf e

fiir jedes 1 <1 < L. Es folgt u € H*+3(Q) mit

L
lall s <D llellirrs < O fllznsa
1=0
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9.4 Erste Anwendungen

Wir konnen nun endlich den noch ausstehenden Beweis von Lemma [[.1.] er-
bringen. Zur Erinnerung: Fiir ein Gebiet 2 CC R™ betrachten wir den Operator
A=—-A: Dy C L*(Q) — L*(Q), wo

Da = {u e C*Q); u=0auf 00},

mit Abschluss A: D s C L*(Q) — L*(12), wobei

Di={ue L*Q); Jup € Da : uy Lyu, —Aup B f = Au (k — o0)}.
Analog zu Lemma [[.5.7] gilt zuniichst das folgende Resultat.

Lemma 9.4.1. Falls @ CC R"™ von der Klasse C? ist, so gilt D ; = H*NHJ ().

Beweis. Es gilt Dy C H? N H}(Q), vel. Korollar BA3l Falls (ug) C D mit
up — u in L*(Q) und fr = —Aug, — f in L*(Q) (k — 00), so folgt mit Satz
9. 1.2

lur — will g2 < Cllfie — fill 23
also ux, — uwin H> N HY(Q), und Dz C H?> N H(Q).

Sei Schliesslich u € H2 N H}(2) beliebig. Wihle fr € C°(Q) mit fr — —Au
in L?(Q) fiir k — oo, dazu uy € H}(Q) mit —Auy, = fx, k € N. Mit Satz @12
folgt up € D4, und u, — u in H2N HE(Q); also u € Dy. O

Unter der obigen Regularititsannahme an Q zeigen wir nun die Lemma [Z.T.1]
entsprechende Aussage.

Lemma 9.4.2. Sei Q CC R"™ von der Klasse C? und sei v € L*(Q) mit
Vu € Dy: }(v,flu)p} <Cllullp2 - (9.4.1)
Dann gilt v € Dy4.
Beweis. Zusammen mit dem Rieszschen Darstellungssatz, Satz E32 liefert
@ZT) ein f € L*(Q) mit
YueDg: — /QvAu dx = /qu dx; (9.4.2)

insbesondere gilt wegen C2°(§2) C D 5 dann im Distributionssinn die Gleichung
—Av = f € L*(Q2). Beachte, dass auch fiir u € Dz gemiiss Lemma gilt
Au=—Au € L?(Q).

Weiter erhalten wir v € H{(€2). Sei dazu w € H? N HE () die eindeutige schwa-
che Losung des Dirichlet-Problems

—Aw = fin Q, w =0 auf 01,

gemiss Satz [@.1.21 Mit (0.4.2) und Lemma [0.4.T] folgt

/Q(w —v)Au dr = / (f+Aw)udxr =0 (9.4.3)

Q
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fiir alle u € D 4. Sei insbesondere u € Dz = H? N H} () die schwache Losung
von

~Au=v—we L*Q)
u =0 auf 0Q.
Mit [@43) folgt |[v — wl| ;. = 0; das heisst, v =w € H> N Hj () = Dy . O

Mit Lemma ist der Definitionsbereich des zu A adjungierten Operators
mit D identisch, A also selbstadjungiert. Die Kompaktheit der Einbettung
H?(Q) — L*(Q) gemiiss Satz[B5.3 zusammen mit Satz[@I.2und dem Spektral-
satz fiir kompakte selbstadjungierte Operatoren, Satz 672 liefert nun

Satz 9.4.1. Sei Q@ CC R"™ won der Klasse C?. Dann gibt es eine L>-
orthonormale Hilbert-Basis (¢;)ien von L*(Q) bestehend aus Eigenfunktionen
des Laplace-Operators mit

—Ap; = Aiw; i Q, ;=0 auf 00
mit Eigenwerten 0 < \; — 0o (i — o0).
Beweis. Fiir f € L?(Q) sei K f = u die Lésung von
—Au= fin Q, u =0 auf 99.

Der so definierte Operator K: L?(Q) — H? N H} () — L%*(Q) ist linear und
stetig nach Satz sowie kompakt nach Satz B5.3

Schliesslich ist mit A = —A auch K selbstadjungiert. Da K stetig ist, geniigt es
hierfiir, die Symmetrie zu zeigen. Seien dazu f,g € L?(Q) mit u = K f, v = Kg.
Dann gilt

(K f,g)1 = /

) u(—Av) dx = /Q(—Au)v de = (f,Kg)r=.

Da ker(K) = {0}, liefert Satz eine Schar von L2-orthonormalen Eigenvek-
toren (¢;)ien mit
L*(Q) = span{y;; i € N}
und zugehorige Eigenwerte p; — 0 mit Ko; = pipi, pi 7 0, wobei wegen
pi = —A(Kpi) = pi(=Ap;) (9.4.4)
und

0 < flwill7= = /Q (= A(E:))pide = pi /Q(_A‘Pi)@idx = il Vil 2 (94.5)

gilt p; > 0,7 € N.
Schliesslich folgt mit (@.4.4) auch die Identitét
—Ap; = Aip; in
mit 0 < \; = pu; ' — 00 (k — 00). Wegen
wi=NKp; € Dg=H*NH}Q)
gilt auch die Randbedingung ¢; = 0 auf 0. O
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Bemerkung 9.4.1. Mit dem Courant-Fischer Minimaxprinzip und (@.4.5]) er-
halten wir zudem die Charakterisierungen

. (Kf7 f)L2
i = sup 2
VeL2(Q), dim(V)=i 92f€V || f||72

3

bzw. .
\%
o nt ap ITE
VCHG(Q), dim(V)=i 0£ueV ||U||L2

)

vergleiche Bemerkung

9.5 Variable Koeffizienten

Mit den Techniken der vorangegangenen Abschnitte kénnen wir nun auch Rand-
wertprobleme fiir elliptische Operatoren mit variablen Koeffizienten behandeln.

Satz 9.5.1. Sei ) CC R"™ von der Klasse C**2, und seien a;; = aj; € CF1(Q),
1<4,5 <n mit

VEER™ A < Y eyt <A, (9.5.1)

ij=1
wobei 0 < A\ < A. Dann besitzt fiir jedes f € H*(Q)) das Randwertproblem

0 0
_a_xi (aij (96)8—;2> =finQ (9-5-2)

u=0 auf 00 (9.5.3)
genau eine schwache Losung u € HY(Q), und u € H*2(Q) mit

[ull sz < C U fllgrn -

Beweis. Definiere

ou Ov
H(Q): a = ija - m dr.
Yu,v € Hy(2): (u,v) /Qajaxiaxj o

Wegen (L.5.1) gilt

Vu € Hy(Q): M| Vull7z < (u,u)a < A|[Vul7a .
Mit der Poincaré-Ungleichung, Lemma [T.T.2] folgt, dass (-,), ein zum Stan-
dardskalarprodukt dquivalentes Skalarprodukt auf H(}(2) definiert. Mit dem
Rieszschen Darstellungssatz, Satz [£.3.2] folgt die Existenz genau einer schwa-
chen Losung u € H}(Q) von ([@.5.2), [@5.3) in dem Sinne, dass gilt

ou Ov
Yo € HY(Q): u,va:/ai-——d:c: fu dx.
O( ) ( ) 9 ]axiaxj O
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Fiir die hohere Regularitéit verwenden wir Lemma [0.3.5 Definiere dazu die “Me-
trik” g = (gij) mit g1 = (¢"), wo g” = a;;. Dann geht ([@5.2) iiber in die
Gleichung
0 . Ou 0 Ju
—Agu = —(VIglg¥ =—) = f — g” — (log/]g]) =— -

1
Vgl
Beachte, dass nach Annahme gilt gija%i(log \/|g|) € C*.

Da der Laplace-Beltrami-Operator —A, geméiss Bemerkung und Lemma
©.3.4 unter einem Diffeomorphismus H € C*+2(Q;R") iibergeht in —Aj mit
h=H*ge C*1 wo

VXY € R™: h(p)(X,Y) = g(H(p))(dH (p)X,dH (p)Y),

erhilt man mit Induktion nach k& mittels Lemma [9.3.5] sowohl innere als auch
Randregularitét. |

9.6 [P-Theorie

Fiir 1 < p < oo gelten Siitze analog zu Satz .51 und Satz @21} das heisst, fiir
feWk2(Q), k € Ny, gilt u € WF2P2(Q) mit Abschitzungen. Hierfiir benotigt
man jedoch Hilfsmittel der harmonischen Analysis, insbesondere die sogenannte
“Calderon-Zygmund Ungleichung”.



Kapitel 10

Schauder-Theorie

In diesem Abschnitt behandeln wir Existenz- und Regularitétsséitze in Holder-
rdumen, wobei wir dem Zugang von Campanato folgen, wie er im Buch [6] von
Giaquinta entwickelt wird.

10.1 Motivation

Betrachte des Randwertproblem

0 ou

9 .
_a—xi(aij(l‘)a—xj) = "o, Ji+h inQ, (10.1.1)

u=ug auf 0, (10.1.2)

wo Q@ CC R"™ und (a;;) mit a;; = aj; gleichmissig elliptisch; das heisst, mit
Konstanten 0 < A < A gilt

Ve € R™: A€ < ag(x)Eled < AJ¢f?, (10.1.3)
gleichméssig in x € ().

Bemerkung 10.1.1. i) Spéter werden wir die allgemeinere Form (I0.4.1]) der
Gleichung (I0.TT]) betrachten.

i) Zu fi,..., fo,h € L2 R™), ug € HY(Q), a;; = aj; € L*°(Q) mit (I0.I3)
gibt es genau eine schwache Lésung u € H'(Q2) von (I0.LI), (I0.12).

Beweis. OBdA ug = 0. (Betrachte sonst & = u—ug € H}(Q), f; = fi—aij% €

L?(2)). Die im Beweis von Satz[0.5.1] eingefithrte Bilinearform (-, -), definiert ein
dquivalentes Skalarprodukt auf H}(Q). Die Behauptung folgt mit Satz[E3.20 O

Fiir geniigend glatte Daten f, h und a;; erwarten wir klassische Regularitét
u € C?(Q) der in Bemerkung [[0.T.1lii) konstruierten schwachen Losung. Die-
se erhalten wir mit den Methoden des vorangegangenen Abschnitts, falls a;; €
CH, f; € H*1 h; € HF fiir ein k > %, da unter diesen Annahmen nach

177
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Satz zuniichst gilt v € H*2(Q) und H**2(Q) — C%(Q) gemiiss Korollar
Derartige Regularitdtsanforderungen an die Daten scheinen aber sehr ein-
schrinkend und wenig natiirlich. Das Ziel der folgenden Abschnitte ist daher,
diese Bedingungen soweit wie moglich abzuschwéchen. Wir betrachten dafiir
zunéchst vereinfachte Formen der Gleichung (I0IT).

10.2 Campanato-Abschitzungen

Sei v € H! schwache Losung von

0
A0y, — 7
v B, (a

(0) Ov.

¢ a:cj) =0 in Bg(0) C R, (10.2.1)

wobei az(-jo-) = ag-?) konstant und elliptisch mit (I0.L3]). Nach einer linearen Trans-
formation geht (T2 iiber in (TL]), und mit Satz[@ 2Tl folgt v € C*°(Br(0)).
Fir 0 < r < R setze

_ _ 1 /
Up = V0,r = 775 —v v(x) dz.
o = 2B, 0)) S0y

Satz 10.2.1. Firv € HY(Bg(0)) mit (ILZT) gilt
i)
/ l|? dz < C(i)"/ lv|? dz, 0<r<R; (10.2.2)
B.(0) R/ a0
i)

_ 9 r n+2 9
/ v — 0" dx < C(—) / v —og|" dz, 0<r<R. (10.2.3)
B, (0) B Br(0)

Beweis. OBdA sei R = 1; betrachte sonst o(x) = v(Rzx), € B1(0). Zudem
geniigt es, r < % zu betrachten. (Wihle C' > 4™.)

i) Sei zuniichst A®) = —A. Mit Satz und dem Sobolev-Einbettungssatz,
Satz @11l erhalten wir fiir & > § — 2
ol Loe (B, 000) < C M0l ns2 (8, 4 0))
< CUIAl g, o0 + 1011815000 ) = C M0l (8, 5000
Wiahle ¢ € C2°(B1(0)) mit 0 < ¢ <1, 9 =1 auf B, (0). Dann gilt
0= / (—Av)vp? do = / |Vl @? da + 2/ Vo - vV dx.
B1(0) B1(0) B1(0)

Mit der Youngschen Ungleichung

2
2|a-b|§%+2|b|2
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fir a = Vop, b =vVy € R" erhalten wir
1
’2/ Vo - vV d:c‘ < —/ |Vv|2g02dz+2/ [v]? [V|?da
B1(0) 2 /(o) B1(0)

und damit

/ [Vol? p?da < 4/ v |V|2da.
B;1(0) B1(0)

Nach Wahl von ¢ ergibt dies die Abschétzung

2 2 2 2
ol (B, 5000 < NVVIL28, 400 T 10128, 4000 < C/B " [v["dz. (10.2.4)

Fiir 0 < r < 1/4 folgt

2 2 2 2
v de < Cr" ||v||; < Cr"™ ||v]| 5 < Cr”/ v|” dx,
Lo oot < O Wl oy < €

wie gewiinscht.

ii) Betrachte w = v — ©3. Mit der Poincaré’schen Ungleichung, Lemma [T.1.2]

folgt
/ |vfﬁr|2d:c:/ lw — | dz < CTQ/ \Vwl|® da.
Br(0) Br(0) Br(0)

Da mit w auch die Komponenten von Vw harmonisch sind, folgt fiir 0 < r <

R =1/2 mit (I0:22) und (I0.24) die Abschitzung

/ IVw|? < C’T”/ |Vw|? da < C’T”/ \w|? da
B(0) B12(0) B1(0)

= C’T"/ v — 01 |? da,
B, (0)

© _ (0

also (I0:2.3).
iii) Sei nun a(®) = (agg)) mit a;;" = a;;" elliptisch. Nach einer Rotation R gilt

RaO R = (\;d;;) mit 0 < A < Ay <--- <\, < A. Nach einer Streckung S der
Koordinaten-Achsen erhalten wir SR a(® Rt St = id.

Sei T = SR: R™ — R™. Nach Bemerkung [.3.1]ist w = v o T~! harmonisch auf
T(B1(0)). Sei 0 < 6 < 1 maximal mit

B;(0) C T(B1(0)) C By/5(0).
Dann folgt auch
Bsr(0) C T(B(0)) C B,/5(0), 0<r<1.
Mit ([022) fiir A® = —A erhalten wir fiir 0 < r < 6%/4:

/ o] da < C’/ lw|? da
B,(0) Brys(0)
< Cr”(S_Q”/ lw|? da < C((S)r”/ v|? da.
Bs(0) B1(0)

Fiir (I0Z3)) erfolgt die Abschitzung analog. O
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Eine zu Satz [0.2.1] analoge Aussage gilt fiir Losungen v € H'(B%(0)) von

([I021) auf

B} (0) = {(2',2,) € Br(0); x,, > 0}
mit

v =20 auf OR} N Bg(0). (10.2.5)

Satz 10.2.2. Sei v € HY(B}(0)) Lésung von ([0.ZT), (IIZ5), 0 < r < R.
Dann gilt

Z
/Bm) o] da < 0(%)”” /B;(O) 0|2 da. (10.2.6)
i)
/B:r(o) }e?; Pdo < O(%)Wr2 /B;;(O) }g;’i Pz, 1<i<n—1,
fr e <C (@) [, ol
iv)

ol G o)™ [ i~ () o

Bemerkung 10.2.1. Setzen wir v fort auf Br(0) mittels

(@', x,) = v, —zy), Ty <0,
it ov , , ov , , ,
8_:m($  Ty) = _8_11(36 ,—Tn), 1 <i<n—1,

also auch

[ Ov 1

(g_;)r: m/&@ 36;}1 ww=01<isn-1,
und mit 9 9

a—%(ﬂﬂ/axn) = a—xn(fﬁ/a—xn),

so kénnen wir ii) und iv) zusammenfassen zu
v)

r

/ Vo — (Vo) |* do < c(_)”“/ Vo — (V0)s|* de.
B,.(0) R Br(0)

Im Allgemeinen ist das so ergiinzte v keine Losung von A(®v = 0 in Br(0).
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Beweis von Satz[I0.2.2. i) Sei zuniichst A®) = —A. Setze v fort zu v €
HY(Br(0)) mit v(2’,2,) = —v(2’, —2,). Dann ist v schwach harmonisch mit

_ 1 /
Up = —— vdr =0.
L(B(0)) /B, (0)

Die Behauptung folgt mit Satz T0.2.11

Fiir allgemeine A(®) verfahren wir analog zum Beweis von Satz [0.Z.1l Wiihle
eine lineare Tranformation 7: R® — R™ mit w = v o T~! harmonisch auf
T(B#(0)) =: Q und dazu § > 0 maximal mit Bsg(0) C T'(Bg(0)). Fiir 0 < r <
dR folgt die Behauptung mit i). Fiir §R < r < R ist die Behauptung wahr fiir
geniigend grosses C' > 0.

ii) Die Abschétzung (I0.2.6) gilt auch fiir jede tangentiale Ableitung dv/0x;,
1<i<n—-1.

iii) Zur Abschitzung von dv/dz,, betrachte wieder w = v o T~! mit Aw = 0 in
T(B£(0)). Setze w antisymmetrisch fort auf Bsr(0) C T'(Bg(0)) und benutze
Satz [[0.2Z1] Fiir 0 < r < dR erhalten wir auf diesem Wege die Abschiitzung

r\" 2
\Vw|*de < C( = / [Vw|” dz
/BT(0> (R) Br(0)

sowie
V—V_T2d<cin+2/ YV — (Vo) g| de.
/Br(o)‘ w (w)‘ r < (R) BR(O)‘ w (w)R’ T

Es folgt

/ Vo2 dz < c(i) / \Vo|?dz, 0 <r <R,
B/ (0) R7 " B0

wie geiinscht.

iv) Zum Beweis der noch fehlenden Abschétzung benutzen wir die folgende
Minimaleigenschaft des Mittelwerts.

Behauptung. Sei f € L?(Q). Dann gilt fiir jedes o € Q, 0 < r < 1 die
Abschétzung

/ |f—f},zo\2d:c:min/ \f — al? da.
Qr(w0) a€R JQ, (z0)

Beweis. Sei ag € R mit

/ |ffa0|2dz:min/ \f — al? da.
2 (20) @€k Ja, (a0)

/ |f—a|2dx=/ (a0 — f) do
a=a0 JQ,(xo0) Q. (z0)

folgt die Behauptung. O
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Somit erhalten wir mit Satz [0.2.]] fiir 0 < 7 < 62R die Ungleichung

/ ’va (W)dez: min / Vv — al? da
B} (0) “eR" JBt(0)

< Cmin/ |Vw — af? dx:C/ ‘Vw— (W)r/6‘2d$
B,.,5(0) B..;5(0)

< C’(T)n+2/ IV — (V)| da
<Cl3 - R

R Bsr(0)

n+2
C(i) min/ Vw — a)” d

R a€R™ J Bsr(0)

7\ "2 = |2
C(E) / |Vo — (Vo) g| dx,
B (0)
und die Behauptung folgt. |
Unser néchstes Ziel ist der Nachweis von zu ([0.2.2)), (I0.2.3), (I0.2.6) analogen

Abschétzungen fiir Losungen u € H' der Gleichung

40, — 9 (aw)@) _ 9, (10.2.7)

B 8:131- i G:I:j 8:131- ’

IN

Wir benotigen den folgenden Hilfssatz.

Lemma 10.2.1. Sei h € L2(B§2+)(O)), w € H&(Bg)(())). Dann gilt fiir jedes
0 > 0 die Abschdtzung

| hw dz| < & |Vw|2dx+06_1R2/ |h|? dz.
BZ" (0) B (0) B (0)

Beweis. Mit der Youngschen Ungleichung 2 |ab| < ea® +&710%, a,b € R, wobei
€ = 6R™2, schitzen wir ab

_ 2 - 2
[ o do] < e ol < OR72 ol + 67 R
By '(0)
Gemiiss der Poincaré’schen Ungleichung, Lemma [T.T.2] gilt weiter

w2 = / wl? de < CR? / Vol d.
B (0) B (0)

Die Behauptung folgt. (|
Lemma 10.2.2. Sei u € H'(Bg(0)), bzw. sei u € HY(B}(0)) mit ([0.2.5)

Lésung von (I02T) auf Bg)(()), wobei f = (f;), h € LQ(BI(;)(O)). Dann gelten
fir 0 < r < R die Ungleichungen

r\n" 2 = 12
Vul?dz < C(= / Vu d:z:—i—C’/ f— frl"da
/BT(“F) (0) | | (R) B}(;') (0) | | B;{H(O) i i

+ CR? / |h|? da
BI(;—)(O)
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sowie, mit der Konvention aus Bemerkung [10.2.1],
N n+2 N
/ |Vu = (Va),|*de < € (%) / |Vu — (V) g|*de
B,(0) R Br(0)

+0/ |f—fR|2dz+CR2/ |h|? d.
B (0) B (0)

Beweis. Zerlege u = v + w, wobei Ay =0 und w € H&(Bg)(O)). Mit Satz
I02T1 und Satz folgt

/ |Vu|? dz < 2/ \Vo|? da + 2/ \Vw|? da

B:(0) B (0) B{(0)

C(i)n/ |Vv|2d:c+2/ \Vwl|? da
R B (0) B (0)

C(i)n/ |Vu|2dx+0/ \Vwl|® da.
R 35;) (O) B;;) (0)

IN

IN

Weiter erhalten wir mit

/ (A'w)w dx = / ( _ 9 (az(.?)a_w)>w dx
B;;)(O) B§Q+) (0) 6ml a.’I]]

= / a§§>a—wa—w dz > \ | Vw2,
BH(0) Ox; Oz

wegen Ay = Ay =p — g—f’i aus Lemma [[0.2.] die Abschétzung

A[Vwll3, < / (AOw)w da = / (h — afi)w dx
B (0) P 0w
= ow

A 2 2115112
Vel ORI+ [ - (g

dx

IN

N

A _
< SIVulf 40 [ 17 = Taldo+ CR2 Al
BE;)(O)

Mit (I023)), bzw. Bemerkung [[0.2.11v) folgt die 2. Behauptung analog. O

10.3 Morrey-Campanato-Riume
Wie kann man die im vorangegangenen Abschnitt gewonnenen Abschétzungen
nutzen?

Definition 10.3.1. (Morrey) Sei Q C R™ offen, 0 < v < n. Setze

V() = {f € L*Q); [fl2an = sup (7 / P d) < o0}
Q- (z0)

o€, 0<r<1

mit Norm
112wy = Ifll 20y + [f]L2v @)
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Bemerkung 10.3.1. i) Es gilt L?"(Q) = L>°(Q) N L*(Q).
ii) Weiter gilt L2V (Q) = {0} fiir v > n.
Lemma 10.3.1. Sei Q vom Typ A fiir ein A > 0, und sei 0 < v < n. Dann gilt

L3 (Q) = L.

Beweis. i) Seien f € L?¥(Q), 20 € Q, 0 < 7 < 1. Mit der Minimaleigenschaft
des Mittels folgt

— 2 v
/ \f = Frao|” de s/ [P dz < [1f 1720
QT(IU) QT(‘TO)

ez < g2 -
ii) Sei f € L2V(Q), xg € Q, 0 < r < 1. Schiitze ab

f |f|2d$§ 2f |f*fr,zo|2d:€+2|f_¢",mo|2'
Qr(20) Qr(z0)

also

Setze r; = 2'r, i € Ng. Wihle ig € N mit 2 > r;, > 1. Dann gilt

i
|f7“7960| < Z |f”"i7IU - fTi717I0| + |f”"i07IU|

i=1
und

|.fTTi,IU - fTi717I0| S C(f |f - .}(TTi,IU|2dz)1/2

Ry (20)

= 1/2 e
< O(]{2 |f = friwol’d) s Cr, = [flzew
i (z0)

Da v < n, konvergiert die Reihe

v—mn
2

o0 o0

ven o ven
Eri :r22212:Cr2.
i=1 i=1

Es folgt
(Z |fTi,ﬂEo - f"’i—hmo') < Cry_n[f]%zv“'
i=1
Zusammen mit der Abschitzung
"V rgl? < Vs <€ [ 177 o
ergibt dies
—v 2 —v 7 2 n—v|g 2
. / F[2 da < 2 / 1f = Fono 2 + Cr o]
Qr(z0) Qr(20)

< Clf2a +CIfl22 < C I f |22

wie gewiinscht. O
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Bemerkung 10.3.2. Fiir v = n gilt die Aussage nicht, da einerseits gem#ss
Bemerkung M0.3.1H) gilt L™ (Q) = L°°(2) N L%(Q), wihrend wir andererseits
aber in Beispiel B 1.2ii) und Satz [R.6.6] gezeigt haben, dass

L2™M(Q) D Wh™(Q) 3 log log(ﬁ) ¢ L™(Q).

Lemma 10.3.2. Sei ¢: |0, Rg] — [0, oo[ monoton wachsend mit
o(r) < A((%)" + 5>¢(R) +BR®, 0<r<R<R, (10.3.1)

wobei 0 < B < a, A,B € R. Dann existieren €9 = eo(A,a,5) > 0 und C =
C(A,a,B) € R, so dass fir 0 < e <eq folgt
r

o(r) < O((5) 9(®) + Br’), 0<r<R<Ro.

Beweis. OBdA sei A > 1. Wihle Zahlen v, 7 > 0mit f <y < a, 0 <7 <1,
so dass

241 =77,

Setze ¢ := 7% und nimm an, 0 < ¢ < gp. Fiir 0 < R < Ry, r = TR ergibt
([I03T) die Abschitzung

¢(TR) < 247°¢(R) + BR® = 77¢(R) + BR®.
Iteration ergibt fiir jedes k € N die Ungleichung

("1 R) < 77 ¢(7*R) + B(T*R)?
<7¢(r* 'R) + ' B(r*'R) + B(r*R)"

k
< T(kJrl)'Yd)(R) +B Z A (k=08 pB
=0

k
= T(k+1)7¢(R) + BZ(Tv—ﬁ)z(TkR)ﬁ_
1=0

Zu 0 < r < 72R wihle k € N mit 7"t2R < r < 75t1 R. Mit der Monotonie von
¢, der Ungleichung 7(*+17 < 7(++18 und unter Beachtung der Konvergenz der

Reihe Cp := 3 (7777)! < 0o erhalten wir
=0

o(r) < p(7*1R) < 7*FVBH(R) + BCy(m*R)?

<P (%)%(R) + BCor 7 < O((5) 0(R) + Br7).

wobei C' = max{7~? Cor=2%}. Die Behauptung folgt. O
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Satz 10.3.1. Sei u € H'(R"), bzw. uw € H'(R?}) mit u = 0 auf OR". Lisung
von (IOZT) mit supp(u) CC R™, wobei f = (f1,...,[fn) € EZ’”(R?H), h €

L>Y(RY,,) mit 0 < p=v+2<n+2. Dann gilt
2, n
Vu € L2(RY,),
und

IVl g2 < Cllwll g + [Flez + 2]l 20 )-

Bewets. Zu zeigen ist fiir zg € R?Jr), 0 <7 < 1 die Abschitzung

/ Vu — (Va),[Pde < C(luli + [flezs + Rl 2n). (103.2)
B, (o) (NR7)

Wie eine elementargeometrische Betrachtung zeigt, geniigt es fiir u € H 1(R1),
die Fille B, (z9) C R, bzaw. zo € OR" zu betrachten.

Setze
o(r) :/ |V — (Va), [2dz,
Br(zo)
wobei wir wie in Lemma im Falle u € H'(R%}), zo € ORY, die Funktion

u antisymmetrisch ergénzen. Fir 0 < r < R <1 gilt wegen der Minimaleigen-
schaft des Mittels

o)< [ |Vu- (VaaPde < o(R).
Br(20)
Weiter ergibt Lemma die Abschitzung
o) <C(R)"Pom+C [ Af - fuPdosor [ s
R BE;)(IU) B;r)(mo)

O(R) + CR¥[f)%s.. + CR*™ ||h|%.., .

n+2

S C(%)ﬂﬁl’?

Mit Lemma T0.3.2 folgt fiir u < n+ 2 und 0 < r < R =1 die Ungleichung
o(r) < Crr¢(1) + Cr* ({fam + 1Al 72 ).
Nach Division durch r# erhalten wir (I0.32). O

Bemerkung 10.3.3. Speziell fiir p = v+ 2 = n+ 2a mit 0 < a < 1 ergibt
Satz [0.3.1] zusammen mit Satz B6.5, dass Vu € C%%. Da weiter fiir f € C%®
gemiiss Satz B.6.7] auch gilt f € £L%# konnen wir die Regularitiitsabschitzung
in Satz [[0.3.1] auch in der Form schreiben

IVullgoa < Clllullgs + [fleoe + (1Al L2 )-

10.4 A-priori Abschitzungen in Holder-Normen

Betrachte nun die Gleichung

0 O _ 9t
Auffaxi(a”(:c)axj)chuf 3 + h, (10.4.1)

Li
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wobei a;; = aj; gleichméssig elliptisch und mit weiteren, noch zu spezifizierenden
Regularitdtsannahmen.

Lemma 10.4.1. i) Sei u € CH*(R™) mit 0 < a < 1 Lésung von (04T,
wobei a;;, fi € C%, ¢,h € CY, und supp(u) CC R™. Dann ezistieren Konstanten
(0)

C,6 > 0 nur abhingig von a;;(0) =: a;;’, so dass

lullgre < C(lul g + 1fllga + lRllco ),
falls gilt

sup |aij(:z:) = aU(O)| < 6.
zEsupp(u)

ii) Eine analoge Aussage gilt, falls u € C**(R}) Losung von (I0AT) mitu =0
auf ORY und supp(u) CC R™.

Beweis. Schreibe (T4 dquivalent als

9 du af;
Ay = — 2 (g0 2y — (40, — Ay) — 2L
T o (@ 3%') (AT = Aw) o ' (10.4.2)
0 (0) - ou afi B 0 P o
o 81‘1 ((aij ”)axj) (9:61 + h = (9:61 fl + h,

mitﬁ:hfcueco,ﬁ:(az(-?)faij)%ﬁLfiECa,1§i§n.

Setze = n+2a, v = u—2 =n—2+2a < n. Dann gilt C* = L2 gemiiss Satz
BE.7, bzw. C° < L — L*¥ auf supp(u), und wir kénnen die rechte Seite von

(I0A2) auffassen als f; € £2#, bzw. h € L>¥. Mit Satz I03.1 und Bemerkung
folgt

IVullga < C(lullgr + I flca + 1hllz22)
< C(lullgn + £l + Ihllgo ) + Cré [IVullge + Cllullen -

Fiir § < % folgt

lullra < C(llullgr + 1 fllga + 1hllco ) + Cllull s
Die Behauptung erhalten wir, indem wir das nachfolgende Lemma mit
X =Che(Q), Y = CYQ), Z = HY(Q) anwenden fiir ein @ CC R" mit
supp(u) C Q. O

Lemma 10.4.2. (Ehrling, Gagliardo, Nirenberg) Secien X, Y, Z Banach-
rdaume mit stetigen FEinbettungen X — Y < Z, wobei X — Y kompakt. Dann
ezistiert zu jedem € > 0 eine Konstante C(€) mit

Ve e X: lzlly <ellzlx +C(e) |2l 5 -

Beweis. Nimm widerspruchsweise an, es existieren (z) C X, € > 0 mit

L= |lzklly = ellzallx +Fllekll, keN.
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Dann ist (z;) C X beschrénkt, und ||zx|, < £, k € N. Da X < Y kompakt,
gibt es eine Teilfolge A C Nund y € Y mit 2, > yinY (kK — oo, k € A). Da
Y — Z, gilt auch 2y —» y in Z (kK — oo, k € A). Jedoch gilt

lyllz =, Jim ol z = 0;

das heisst, y = 0, und mit

1=zklly =0 (k— o0, k€A)
folgt der gewiinschte Widerspruch. O
Analog zu Lemma [T0.4.7] gilt

Lemma 10.4.3. i) Seiu € C**(R") mit0 < a < 1 Lésung von (I0AT), wobei
aij, fi € CH*, ¢,h € C*, und mit supp(u) CC R™. Weiter sei az(-?) = a;(0).

Dann ezistieren Konstanten C,§ = 5(a§?)) > 0, so dass

lullgz.e < C(llullgn + [1fllgra + IRllge ),

falls gilt

sup |ag; — agg)‘ < 0.

supp(u)

i) Eine analoge Aussage gilt, falls u € C%*(R%) mit u = 0 auf OR" und mit
supp(u) CC R™.

Beweis. Differenziere (I0.4.2)) in Richtung zj, wobei 1 < k < n — 1 im Falle
ii). Dann ist Uy, = 6‘9—;; Losung von

Ay, = —

o /0f; -
— dih
mit Uy, = 0 auf OR? im Falle von ii), wobei

ou

G:I:j

fi=fi+ (GEJQ) — aij)

eC™™, h=h-cueC"
Mit Satz [0.3.T folgt

IVUkllca < C(I1Ukllar + | flore + hllce)
< C(llull gz + 1flre + hllce ) + Crdllullgae + C llullca -

Im Falle i) folgt nach Summation iiber k fiir C16 < % die Abschéitzung
[ullgz.a < C(llullgz + 1 fllore + 1Rllca ) + Cllulle:
Mit Lemma erhalten wir zudem
lull gz + llullcz < €llullgz.a + Cllull g,

und damit die Behauptung.
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Im Fall ii) benutzen wir zunéichst (I0.4T]), um abzuschétzen

=
oz,

n—1
oo S CllAullga + CY VU ca +C lullor.e
k=1

<C(Ifllere +hloa ) + C(llull gz + 0 lullcao + lulle2)-
Die Behauptung folgt wie im Fall i). O

Um zu Lemma [[0.4.3] vergleichbare Abschétzungen fiir Losungen von (I0.4.1])
auf Gebieten 2 CC R™ zu erhalten, benttigen wir eine geometrische Interpre-
tation der Divergenz. Sei f = (f!,..., f") ein Vektorfeld auf Q C R™. Dann
gilt

Yo e C: /d(p-fdac:—/godivgwfdx,
Q Q
wobei dgp~f:%‘%fi,und mit

oft
oxt’

Analog erkldren wir fiir ein Vektorfeld f auf der Riemannschen Mannigfaltigkeit
(M, g) die Divergenz bzgl. g durch

divg,, f =

[ o5l de =i~ [ divy/lgl do
U U
fiir alle ¢ € C°(U) auf einer Koordinatenumgebung U, mit

1 0(/lglf)

divg f 1= —— =YL

\/m oxt

Diese Definition ist “natiirlich”: Falls H: N — M ein Diffeomorphismus einer
Koordinaten-Umgebung V' C N auf die Koordinaten-Umgebung U C M ist mit
H*g = h, und falls p € C°(U), so gilt mit H*p = po H, H*f = (dH) 'fo H
die Beziehung

[ e sViglde= [ i) 1 gl dy =~ [ H divn (0 £)VT dy
M N N
:—/ @ divg f+/|g] dx:—/ H*p H*(divg f)\/|h| dz
M N

Da ¢ € C°(U) beliebig ist, folgt

(divgf) o H = H*(divg f) = divy,(H*f) = divy=g((dH) ' fo H).  (10.4.3)
Satz 10.4.1. Sei Q CC R™ von der Klasse C*® fiir ein 0 < o < 1, Weiter
seien a;; = aj; € CH*(Q) gleichmdssig elliptisch, ¢ € C*().

Dann gibt es eine Konstante C' > 0, so dass fir jedes ug € C**(Q), jedes
f=(fi,--, fn) € CH*(Q) und jedes h € C*(Q) fiir jede Losung u € C**(Q)
von (IOAT) mit u = ug auf O gilt

lullgz.a < C(llull + 1 fllcra + 1hllca + lluoll gz )-
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Beweis. OBdA sei ug = 0. Betrachte sonst @ = u — ug, f;i = fi + aij gg”,
1 <4< n, mit
fllere < Ifllere + Clluol|c2.e

Sei § > 0 die kleinste der in Lemma [[0.417] und Lemma auftretenden
Konstanten d(a;;) > 0. Uberdecke £ mit offenen Mengen Uy CC R", 1 <[ < L,
so dass fiir U; C Q2 gilt

sup |ag;(z) — ai;(y)| <4, (10.4.4)
z,yel;

und so, dass fiir U; ¢ Q ein C%-Diffeomorphismus H;: Q — U; existiert mit
HQ+)=UnNQ, H(Qy) =U NN (10.4.5)
sowie mit der Eigenschaft, dass

sup |h’1J (ZL') — hij (y)| <4é (1046)
z,yeQ
wobei (hi;) = (hiij) = H (a;j(z1)) fiir ein 2; € Up. Die Bedingungen (I0.4.4)
und ([I0Z06) kann man durch Verfeinern einer gegebenen Uberdeckung stets
erreichen.

Schliesslich sei (¢;) eine Zerlegung der Eins beziiglich (U7).

Zerlege
L

u:Zul mit u; = ugy, 1 <1< L.
=1

i) Sei U; € Q. Dann 16st u; = ugp; die Gleichung

. 0 oy dp; Ou
Aw = (Au)or = 5= (“” oz )_“” o axj

0pi Oy Ou
(fz%ﬁl + a”b] 890 ) + thOl + f’L . - 1] ail ax (1047)
Xq 7 7

=fi,i =h;

mit supp(u;) CC R™. Lemma [[0.43 ergibt

lutllga.e < Cllull g + Il fill e + [[ullo)
< Cllullgs + 1fllgra + 1Al ga) + Cllullgra -

ii) Sei U; ¢ Q. Wie in (I0.47) erhalten wir die Gleichung

flz

Au; = + h
uy 1
. 850 &p 0 0
r l b 1 ("2} u
7 == »Lsﬁ +(11"“—7 h = hsﬁ + 1~ 7(11" .
fl’ f ! J (?acj ! ! f i?xi J i?xi i?.%‘j
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Um diese Gleichung mittels H; zu transformieren, fixieren wir a?

ij
ein x; € U; und definieren

Ay — 83 (<z> 3Ul)

= Qjj (ml) fiir

x; \ Y Oz
Mit 5 5
l Uy
ADyy — Auy = 7(’)—901(( z(J) aij)(’)—xj) —cuy
erhalten wir dann die Gleichung
0 =z ~ 0
AWy = Ay — Awp — —— fri+ i = —5—g13 + ji,
81‘1' ’ 81‘1 ’
wobei 5
~ ul B ~
Zfl,i-l-(agl-)—ai‘)—, Ji = hy — cuy.
7 J 81']'

Gemiiss Bemerkung und (043 erfiillt v, = w0 H; € C**(Q4) die
Gleichung

1 0 i Ov . « .
—Apu = — (\/ |l |hy? l) = —divp, (H} g1) + ji o Hy;

V| Oy dy

das heisst, es gilt

9 /.0 .- (log /Thu]) & 19 .
- (hl]ﬂ):hzj (log VIul) o _ (VIP|(H g1)s) + ji o Hy

dyi \ 'y, yi Ay /| Oy

log \/|hl 3 a’Ul 0 * .
= 9 (h ] —(Hq1): ) o —(Hq)i + 510 H

0 * -k
591 X l
mit

d(log o

. . |hl|) %
ng—dH gloHl, j*——leHl—f—i(h] H )
! : yi 6yj ( L9 91)i

Weiter gilt
v = 0 auf Qq, supp(v;) C Q CC R".
Lemma [3 ergibt

[ullgze < Clluillgaa < CCloillg + g lere + 13l eo )
< C(llullgr +llgtllora + litllga + llullcra)
< C(llullgn + Ifllcro + [Pllco + lwllora ) + C16 wll g2,

mit einer von [ unabhingigen Konstanten C;. Wihle 6 < Cy/2. Es folgt
Jurll gz < C(lullgn + 1 flora + 1Allga + lullgra ), 1 <1< L.

Nach Summation iiber [ erhalten wir

L
lullgza <D lutllgae < C(ulg + 1Flcra + [hllca + lullera)-
=1

Mit Lemma [[0.4.2] folgt die Behauptung. (|
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Bemerkung 10.4.1. i) Analoge Abschitzungen gelten fiir C*“-Losungen u
der Gleichung
—Agu = —divgf +h

auf einer geschlossenen (kompakt, ohne Rand) Mannigfaltigkeit (M, g).
ii) Dasselbe gilt fiir Operatoren

2

Au = — i ———
Y a]al'ial'j

+ cu

mit gleichméssig elliptischen Koeflizienten a;; = a;; € C'*. Schreibe dazu mit
einer geeigneten Uberdeckung (U;) von §2

Au= AWy + (Au — A(l)u) inlU, 1<I<L,

wobei ,
Ay = g0 00 _i( <z_>8_U)
Y 0x;0x; Ox; \'% Oz
mit az(-;-) = a;;(x;) fiir ein 2; € U; N Q. Der Storterm lésst sich abschétzen

2
l ,_9%u
||A’U, - A( )UHCO‘ < H(aij - aij )8901830]

loa < Cllullgs + 6 ullgaa
wobei wir zu vorgegebenem &y > 0 durch Wahl einer geniigend feinen Uber-

deckung (U;) von ) erreichen kénnen, dass

0= sup lag(z) - ag()] < o
2eUNQ, 1<I<L

Fiir geniigend kleines §p > 0 liefert Satz[M0.ZIldie gewiinschte C*“-Abschitzung.

10.5 Existenzsatze

Betrachte zunéchst die Aufgabe

Ay = —Ay = —afi +h in Q,
ox; (10.5.1)

u = ug auf 0.

Satz 10.5.1. Sei Q cC R™ von der Klasse C*t2, | > 5 ta,0<a<l. Dann
gibt es zu jedem ug € C>%, f = (f1,..., fn) € CH*, h € C* genau eine Lisung

u € C%%(Q) von [I0ET), und
lullgz.e < C(Ifllore + 1l go + ol g2 ) (10.5.2)

Beweis. OBdA sei ug = 0. (Sonst betrachte % = u — o, f = f — Vug.) Weiter
gelte oBdA f = 0. (Sonst betrachte h = h — g—ﬁ_ eC*)



10.5. EXISTENZSATZE 193

Sei (pe)eso glittender Kern wie in Lemma [T3.3] he = h * p. € C*(Q), € > 0.
Nach Satz [0.1.2] gibt es zu h. eine eindeutige Losung u. € NkenH*2 N HE(Q)
von

—Au, = he In Q
u. = 0 auf 0f).

Fiir k > 2 + a ergibt Satz @Il dass u. € C*“, und gemiss Satz [0.ZT] gilt

(10.5.3)

uellgz.e < C(lluell g + el e )-

Weiter folgt aus (I0.5.3)) mit Lemma [[.T.2] die Abschiitzung
_ 2 2
co uellz < [Vuelz. = /Q(*Aue)ue da < |lhell 2 [luell 2 < [[Pell L2 lluell g2 ;

das heisst, es gilt
[uell g < Cllhell Lz < Cllhell e -

Zudem gilt ||he||ca < |||l ca, denn einerseits kénnen wir abschétzen
[hell oo = sup [h pe| < [R]| oo 5

andererseits erhalten wir

/ |h(z1 —y) — h(z2 — y)| pe(y)

|21 — a2|”

[helce < sup dy < [h]ce.

317512

Mit Satz folgt u. — u in C? fiir eine geeignete Folge ¢ — 0, und u € C%*
16st

—Au=~h in Q,
u=0 auf 0.
Nach Satz ist u eindeutig bestimmt. O

Satz 10.5.2. Die Aussage von Satz[10.5.1] bleibt richtig fiir den Operator
0] ou
Au = _8_% (awa—%> + cu

statt AQ©) = —A| sofern ai; = aj; € CH* gleichmissig elliptisch, 0 < ¢ € C*.

Bemerkung 10.5.1. Die Eigenfunktionen ¢; € H}(Q) des Laplace-Operators
erfiillen

—Ap; —Aipi =0 in Q,
w; =0 auf 00.
Satz [[0.5.2] gilt also nicht fiir beliebige ¢ € C*.
Beweis von Satz[10.5.2. Wie vorher geniigt es, ug = 0 und f = 0 zu be-

trachten. Wir benutzen die “Kontinuitidtsmethode”: Fiir 0 <t <1 setze

0 ou
)y — < [, Y% (t)
AWy oz, (aw 836j) +c\Vu
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mit az(';) = (1= t)dy + tai; = a;-ti), c® = te.

Offenbar ist (al(;)) gleichmissig elliptisch mit Konstanten 0 < A < A unabhéngig
von ¢, und ¢® > 0. Fiir u € C>* N H () folgt

Ou Ou
2 t
A Vull7. < Aagj)ﬁ_mﬁ—% dx < /Q(A(t)u)u dx
< 1Al 2 Jull 2 < CADullow [full g1 -
Mit der Poincaré-Ungleichung, Lemma [C.T.2] erhalten wir die Abschétzung
lull < ClIValZs < CLllAOu]co (10.5.4)

mit einer von ¢ € [0, 1] unabhiingigen Konstanten C;. Zusammen mit Satz[I0.5.1]
folgt
lull e < Coll AW ull e, (10.5.5)

wobei die Konstante C unabhéngig von ¢ gewihlt werden kann.

Setze nun
X =C**NHLQ), Y =0%0),
und betrachte
I={tel0,1]; A®: X =Y surjektiv}.

Wir zeigen: I = [0, 1]; insbesondere gilt dann 1 € I, und die Behauptung folgt.
Beachte I # (), da 0 € I nach Satz 10511

Behauptung 1. I ist abgeschlossen.

Beweis. Sei (t;) C I mit t, — t (k — 00). Zu vorgegebenem h € Y seien
up € X mit Ay, = h. Dann ist (ug) C C*® wegen ([IL5.5) beschrinkt.
Gemiiss SatzR.6.2konvergiert eine Teilfolge ux, — uin C?, und u € C>*NHE(Q)
lost A®y = h. .

Behauptung 2. [ ist relativ offen in [0, 1].

Beweis. Sei tg € I, und sei h € Y gegeben. Setze R := (C1 + Cs2) ||h|| ca, mit
den Konstanten Cy, Cy aus (I0.5.4), bzw. (I0L5H). Fiir ¢ € [0,1], v € Bar(0; X)
sei u = ®Wy € X die Losung von

Alto)y = Atto)y — AWy 4 hc 0 =Y.
Mit (I0.54) und (I0.55) erhalten wir die Abschiitzung
lullx = ullgza + ullgn < (Cr + Co)| A ul|ce.
0 v
t t _
||A( 0)’0 _ A( )’U”Ca = |t — t0| Ha—xl(((SU — a”)a—x]) + C’UHCa
S Ot —tol[[v]lg2.a s
folgt

[ull x < Cslt —tol vl x + (C1 + Co) |hllga < Csft —tol [[v]lx + R < 2R,
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sofern t € [0, 1] so gewéhlt ist, dass |t — to] < ﬁ =:9.
Weiter gilt fiir vy, v2 € Bag(0; X), |t — to| < 6 die Abschéitzung

12 (v1) = P (v2)||x < (C1 + C)l[(AY) — AD)(v1 — wa)] ¢
1
< Csft —tof llor —vallx < S llvr =2 x5
das heisst, fiir ¢ € [0, 1] mit |t — to| < & definiert &) eine Kontraktion auf dem
vollstéindigen metrischen Raum M = Byr(0; X). Also existiert fiir derartige
t genau ein Fixpunkt u € Bap(0;X) von ®® und AWy = h. Das heisst,
Bs(to) N[0,1] C I, und T ist relativ offen. O

Da I # () und da [0, 1] zusammenhéngend, folgt mit den Behauptungen 1 und
2, dass I = [0, 1], und der Satz ist bewiesen. O
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